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Presentación

Apreciada persona que nos lees, el cuerpo académico de topología y sus aplica-
ciones, de la Benemérita Universidad Autónoma de Puebla, pone ante tí el décimo
cuarto volumen de su serie de textos en topología1. Nuestra propuesta es ofrecer
un espacio para generar y difundir conocimiento en topología y temas a�nes, con
artículos expositivos y de investigación, que pueden ser motivación para los estu-
diantes y herramienta para los especialistas.

Entre los once capítulos que contiene este volumen se exponen temas de grupos
topológicos, de análisis topológico de datos, de dinámica topológica, de hiperespa-
cios de conjuntos, de topología general, de continuos y de álgebra: particularmente
se presenta un bello trabajo sobre grupos topológicos, que recurre al álgebra li-
neal y al análisis funcional para investigar sobre un problema de isomormor�smo
topológico; se exponen las ideas básicas de la topología de datos, área de reciente
creación; se tratan relaciones de sistemas dinámicos débilemente mezclantes con
la propiedad de la intersección �nita; se estudian el hiperespacio de los subcon-
juntos �nitos con la topología de Pixley-Roy y el hiperespacio de las sucesiones
convergentes con la topología de Vietoris; en topología general se expone sobre
conexidad relativa, y sobre asignaciones y estrellas; en continuos se investiga sobre
las propiedades de Kelly y semi-Kelley; además, se incluyen tres artículos en temas
de álgebra y categorías. Resaltamos que los trabajos en este libro aportan resulta-
dos originales o pruebas nuevas de hechos conocidos.

En esta entrega colaboran investigadores y estudiantes de las siguientes institu-
ciones: Benemérita Universidad Autónoma de Puebla (BUAP), Universidad Autónoma
de Chiapas (UNACH), Universidad Autónoma del Estado de México (UAEMéx), Univesi-
dad Michoacana de San Nicolás de Hidalgo (UMSH), Universidad Nacional Autónoma de
México (UNAM) y Universidad Tecnológica de la Mixteca (UTM).

Agradecemos a los autores por elegir nuestro libro para publicar sus trabajos, y a los
árbitros por el tiempo para revisarlos; especialmente te agradecemos a tí porque nos lees.

Los editores
Marzo de 2024

1La serie inició en 2007; los primeros volúmenes se denominan Topología y sistemas dinámicos
I-IV, los siguientes Topología y sus aplicaciones 1-10. Contacto de editores: jangoa@fcfm.buap.mx,
acontri@fcfm.buap.mx, escobedo@fcfm.buap.mx, mjlopez@fcfm.buap.mx,
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1. Introducción

Comienzo la exposición del presente escrito de una forma inusual: con una
renuncia de responsabilidad. Resulta que desconozco si alguna otra persona le
llama el "<problema del isomor�smo topológico"> al enunciado matemático con
el que estaremos trabajando a lo largo de estas páginas. No obstante, a pesar de
esta incertidumbre, considero que el nombre es acertado puesto que captura la idea
esencial detrás de la interrogante central de este texto.

Formalmente, el "<problema del isomor�smo topológico"> es la siguiente pre-
gunta:

Problema 1.1. Si G y H son un par de grupos topolgicos, G es homeomorfo a H
y G es isomorfo a H, ¾es cierto que G es topológicamente isomorfo a H?

Mi primer encuentro con este problema fue en un curso de posgrado impartido
por el Dr. Ángel Tamariz Mascarúa en el año 2019. En una de las clases, con la
destreza impresionante que tiene para hacer preguntas interesantes, Ángel cuestionó
a los asistentes del curso si alguno de nosotros sabíamos cuál era la respuesta para
la pregunta 1.1.

Previsiblemente, ninguno de nosotros supo responderla y, en consecuencia, el
Dr. Tamariz seleccionó aleatoriamente una persona para que re�exionara y com-
partiera con todos su opinión informada al respecto. Si en este punto de la narración
el lector conjetura que el autor de estas palabras fue la "<víctima matemática">
de esa tarea, está en lo correcto.

Para mi inmensa fortuna, en la incansable búsqueda de la respuesta descubrí
que el "<problema del isomor�smo topológico"> establece una hermosa intersec-
ción entre el álgebra abstracta, la topología general y el análisis funcional. El
propósito de este artículo es exponer las nociones básicas necesarias de estas tres
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4 1. EL PROBLEMA DEL ISOMORFISMO TOPOLÓGICO

áreas con el objetivo de contestar negativamente la pregunta 1.1 y unos fortaleci-
mientos de ella.

2. Preliminares de grupos topológicos

Cualquier concepto algebraico, topológico o conjuntista que no sea mencionado
explícitamente en este escrito deberá respectivamente. Nuestros textos de consulta
para el material relacionado con grupos topológicos serán [2] y [8].

Utilizaremos el símbolo ω para denotar al conjunto de los números naturales, es
decir, ω es precisamente el conjunto {0, 1, 2, 3, . . . }. Por otra parte, N representará
el conjunto de los números naturales positivos; en símbolos, N := ω \ {0}.

Una pareja (X, τX) es un espacio topológico si X es un conjunto no vacío y τX
es una familia de subconjuntos de X que tiene las siguientes propiedades:

(1) ∅ ∈ τX y X ∈ τX ;
(2) si U ⊆ τX , entonces

⋃
U ∈ τX ; y

(3) para cualesquiera U, V ∈ τX se cumple que U ∩ V ∈ τX .
En estas circunstancias, la colección τX es una topología en X y a los elementos de
τX se les llama conjuntos abiertos.

Por ejemplo, en cualquier conjunto no vacío X se satisface que las colecciones
{∅, X} y P (X) son topologías en X conocidas, respectivamente, como la topología
indiscreta y la topología discreta.

Una función entre espacios topológicos f : X → Y es continua si para cualquier
U ∈ τY se cumple que f−1[U ] ∈ τX . Además, f es abierta si para todo U ∈ τX
se constata que f [U ] ∈ τY . Finalmente, f es un homeomor�smo si es una función
biyectiva, continua y abierta.

Una terna (G, ·G, eG) es un grupo algebraico si G es un conjunto no vacío, eG
es un elemento de G y ·G : G×G→ G es una función1 que satisface las siguientes
condiciones:

(1) para cualesquiera x, y, z ∈ G, x ·G (y ·G z) = (x ·G y) ·G z;
(2) para toda x ∈ G, x ·G eG = x = eG · x y
(3) para cualquier x ∈ G existe x−1 ∈ G con x ·G x−1 = eG = x−1 ·G x.
Verbigracia, si n es un entero positivo, Z es el conjunto de números enteros, y

para cualesquiera x, y ∈ Z expresamos x ∼n y si y sólo si x − y es divisible entre
n, entonces ∼n es una relación de equivalencia en Z. Si Zn es el conjunto cociente
Z/∼n y [x]n representa la clase de equivalencia de x ∈ Z inducida por ∼n, un
argumento rutinario muestra que [0]n y la función +n : Zn×Zn → Zn de�nida por
[x]n+n [y]n := [x+y]n satisfacen que la terna

(
Zn, [0]n,+n

)
es un grupo algebraico.

Una función entre grupos algebraicos f : G → H es un homomor�smo si para
cualesquiera x, y ∈ G se cumple que f (x ·G y) = f (x) ·H f (y). Además, f es un
isomor�smo si f es una homomor�smo biyectivo.

Con estos antecedentes, estamos posicionados para demostrar nuestro primer
resultado auxiliar.

Lema 2.1. No existen homomor�smos inyectivos de Z2 × Z2 en Z4.

Demostración: Observemos primero que si z ∈ Z2 × Z2, entonces el subgrupo
cíclico de Z2 × Z2 generado por z, 〈z〉, no coincide con Z2 × Z2. Por otra parte, es
sencillo comprobar que

〈
[1]4
〉
es precisamente Z4.

1Para continuar la tradición literaria, en este texto denotamos por x ·G y a la evaluación
·G (x, y) para cualesquiera x, y ∈ G.
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Ahora supongamos, en busca de una contradicción, que f : Z2×Z2 → Z4 es un
homomor�smo inyectivo. Resulta que, como Z2×Z2 y Z4 tienen cuatro elementos,
f es una función biyectiva y, por lo tanto, f es un isomor�smo. Finalmente, la
relación

〈
[1]4
〉

= Z4 implica que z := f−1
(
[1]4
)
es un elemento de Z2 × Z2 que

satisface la relación 〈z〉 = Z2 × Z2, una contradicción a lo establecido en el primer
párrafo de la prueba. �

Lo que sigue es fusionar de manera adecuada las nociones de "<espacio topológico">
y "<grupo algebraico">.

Una cuarteta (G, ·G, eG, τG) es un grupo topológico si las siguientes propiedades
se cumplen:

(1) (G, ·G, eG) es un grupo algebraico;
(2) (G, τG) es un espacio topológico y
(3) la operación ·G y la función G→ G dada por x 7→ x−1 son continuas.
Observe que en la condición (3) de la de�nición anterior la operación ·G es con-

tinua con respecto a la topología producto en G×G. Por ejemplo, cualquier grupo
algebraico equipado con la topología discreta, o bien, con la topología indiscreta,
es un grupo topológico.

Una función f : G→ H entre grupos topológicos es un isomor�smo topológico
si f es un homeomor�smo y un isomor�smo simultáneamente.

Finalmente, si G yH son grupos topológicos, el producto cartesiano G×H tiene
una estructura natural como grupo topológico, conocida como el grupo topológico
producto, que está inducida por la topología producto y la operación

(x, y) ·G×H (x′, y′) :=
(
x ·G x′, y ·H y′

)
.

En [2, Theorem 1.2.7, p. 16] se puede encontrar la demostración de este hecho para
familias arbitrarias de grupos topológicos.

3. Primer contraejemplo

Posiblemente este cambio de sección tan repentino genere sorpresa en el lector
puesto que, en el apartado del texto que acaba de terminar, únicamente men-
cionamos un par de topologías, una familia simple de grupos algebraicos y un
resultado auxiliar. Resulta que eso es todo lo que necesitamos para construir una
pareja de grupos topológicos que respondan negativamente la pregunta 1.1.

Sean G0 := Z4 equipado con la topología discreta, H0 := Z4 equipado con
la topología indiscreta, H1 := Z2 × Z2 equipado con la topología discreta, G1 :=
Z2×Z2 equipado con la topología indiscreta, G el grupo topológico productoG0×G1

y H el grupo topológico producto H0 ×H1.

Proposición 3.1. Si G y H son como en el párrafo anterior, entonces G es home-
omorfo e isomorfo a H, pero G no es topológicamente isomorfo a H.

Demostración: Dividiremos esta prueba en tres a�rmaciones.

A�rmación 1. G y H son isomorfos.

Esta parte del argumento es la más simple en virtud de que G y H son el mismo
grupo algebraico. Por esta razón, es su�ciente observar que la función identidad
G→ H es un isomor�smo.

A�rmación 2. G y H son homeomorfos.
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Para este enunciado hay que notar primero que G0 y H1 son espacios discretos
de la misma cardinalidad, mientras queH0 yG1 son espacios indiscretos de la misma
cardinalidad. Esta observación implica la existencia de un par de homeomor�smos
f : G0 → H1 y g : H0 → G1. Luego, un argumento ruinario muestra que la función
h : G→ H determinada mediante h(x, y) :=

(
g−1(y), f(x)

)
es un homeomor�smo.

A�rmación 3. G y H no son topológicamente isomorfos.

Por contradicción, supongamos que f : G → H es un isomor�smo y un home-
omor�smo simultáneamente. Observemos que

U :=
{

[0]4
}
× (Z2 × Z2)

es un subgrupo abierto de G que es isomorfo a Z2 × Z2. Luego, como f es un
isomor�smo topológico, f [U ] es un subgrupo abierto de H con cuatro elementos.
En consecuencia, si πB : H → B denota la proyección canónica, el hecho de que
πB
[
f [U ]

]
es un abierto no vacío de B implica que πB

[
f [U ]

]
= Z4.

El párrafo anterior garantiza la existencia de z ∈ Z2×Z2 tal que f [U ] = Z4×{z}.
De esta manera, como Z2×Z2 es isomorfo a U , f es un isomor�smo entre U y f [U ],
y f [U ] es isomorfo a Z4, deducimos que Z2×Z2 es isomorfo a Z4, una contradicción
al lema 2.1. �

La demostración previa la expuse alrededor de una semana después de que
Ángel me encargara la tarea de responder la pregunta 1.1. Al término de la prueba
escuché la onomatopeya clásica "<mmm"> que expresaba cierta intranquilidad
por parte de él. Ni corto ni perezoso, el Dr. Tamariz me felicitó por encontrar un
contraejemplo tan elemental y a continuación formuló una segunda pregunta:

Problema 3.2. Si G y H son un par de grupos topológicos T0, G es homeomorfo
a H y G es isomorfo a H, ¾es cierto que G es topológicamente isomorfo a H?

Esta aparente pequeña modi�cación de la pregunta 1.1 en realidad escondía
un gran detalle. Un hecho fundamental de la teoría de grupos topológicos es que
todos ellos son completamente regulares (véase [8, Teorema 4.14, p. 96]). De esta
forma, cualquier grupo topológico T0 es automáticamente un espacio de Tychono�
(es decir, un espacio de Hausdor� completamente regular). Resulta que este salto
tan grande en la separación del espacio complicó bastante las cosas.

La siguiente tarea era evidente: había que descubrir cuál era la respuesta para
la pregunta 3.2. Esta vez tardé un poco más que en la ocasión anterior, pero mi
encomienda abrió un paisaje matemático espectacular y me guió por el sendero de
los espacios vectoriales topológicos.

4. Breviario de álgebra lineal y análisis funcional

De ahora en adelante, los conceptos de análisis funcional y análisis matemático
que no sean de�nidos expresamente deberán entenderse como en [1] y [6], respec-
tivamente. En cuanto a las nociones de álgebra lineal, nuestro texto básico de
consulta será [10], pero el material correspondiente a los espacios de dimensión
in�nita deberá ser entendido como en [12].

Todos los espacios vectoriales considerados serán sobre el campo R. Además, el
término "<base de Hamel"> describirá un subconjunto linealmente independiente
y generador de un espacio vectorial (véase [12, � 3, p. 73]).
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Nuestro primer resultado de álgebra lineal permite extender funciones de�nidas
en bases de Hamel. Las personas versadas en esta disciplina reconocerán la proposi-
ción 4.1 como la propiedad universal de las bases.

Proposición 4.1. Sean V y W un par espacios vectoriales. Además, sean B y B′

bases de Hamel para V y W , respectivamente. Finalmente, sea f : B → W una
función.

(1) Existe una única transformación lineal F : V → W que extiende a f , es
decir, |F [B] = f .

Para los incisos restantes asuma que f : B → B′.

(2) Cuando f es inyectiva se satisface que F es inyectiva.
(3) F es suprayectiva siempre que f es suprayectiva.
(4) Si f es biyectiva, entonces F es un isomor�smo lineal.

Demostración: Para el inciso (1) observemos que si v ∈ V , entonces existen
únicos n ∈ ω, {vi : i ≤ n} ⊆ B y {ai : i ≤ n} ⊆ R, con el conjunto de vectores
indizado sin repeticiones, de tal modo que

∑n
i=0 aivi = v. La unicidad de esta

combinación lineal permite de�nir sin ambigüedad la función F : V →W mediante
la regla

F (v) :=

n∑
i=0

aif(vi).

En estas circunstancias, un argumento rutinario muestra que F es la única trans-
formación lineal de V en W que extiende a f .

Con la hipótesis f : B → B′ en mente, para demostrar el inciso (2) supongamos
que f es inyectiva y comprobemos que el núcleo de F , Ker(F ) := {v ∈ V : F (v) =
0W }, es trivial. Dado un elemento v de Ker(F ), existen n ∈ ω, {vi : i ≤ n} ⊆ B
y {ai : i ≤ n} ⊆ R, con el conjunto de vectores enumerado �elmente, de tal forma
que

∑n
i=0 aivi = v. Observemos que, como f es una función inyectiva, el con-

junto
{
f(vi) : i ≤ n

}
está indizado sin repeticiones. De esta manera, la condición∑n

i=0 aif(vi) = 0W (es decir, v ∈ Ker(F )) y la independencia lineal de B′ implica
que ai = 0 para cualquier i ≤ n. En consecuencia, v = 0V .

La demostración del inciso (3) es más simple: supongamos que f es suprayectiva
y �jemos w ∈W . Sean n ∈ ω, {wi : i ≤ n} ⊆ B′ y {ai : i ≤ n} ⊆ R, con el conjunto
de vectores enumerado sin repeticiones, tales que

∑n
i=0 aiwi = w. Luego, si para

cada i ≤ n tomamos vi ∈ B con f(vi) = wi, es evidente que v :=
∑n
i=0 aivi satisface

F (v) = w.
Finalmente, si f es una función biyectiva, entonces una combinación de los

incisos (1), (2) y (3) garantiza que F es un isomor�smo lineal. �

Una función f : V →W entre espacios vectoriales es aditiva si para cualesquiera
v, w ∈ V se satisface que f(v + w) = f(v) + f(w). Por otra parte, f es Q-lineal si
para cualesquiera v, w ∈ V y q ∈ Q se constata que f(qv + w) = qf(v) + f(w).

Lema 4.2. Sean V y W un par de espacios vectoriales. Si f : V → W es una
función aditiva, entonces f es Q-lineal.

Demostración: Sea v un elemento de V . Primero, un argumento inductivo
muestra que para cualquier n ∈ ω se cumple la relación f(nv) = nf(v). Luego,
como 0W = f(0V ) = f(v − v) = f(v) + f(−v), se deduce que f(−v) = −f(v). Por
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lo tanto, si n es entero negativo, entonces

f(nv) = f
(
(−n)(−v)

)
= −nf(−v) = −n

(
f(−v)

)
= nf(v).

En suma, para cualquier n ∈ Z se veri�ca la ecuación f(nv) = nf(v).
Ahora, cuando n ∈ Z \ {0} observemos que las relaciones

f(v) = f

(
n
v

n

)
= nf

(
v

n

)
implican f(v)

n = f
(
v
n

)
. Finalmente, si w ∈ V y m ∈ Z, entonces

f

(
m

n
v + w

)
= f

(
mv

n

)
+ f (w) =

f (mv)

n
+ f (w)

=
mf (v)

n
+ f (w) =

m

n
f(v) + f(w).

�

Un espacio vectorial topológico es un espacio vectorial (V,+V , 0V , ·V ) que está
equipado con una topología τV de tal forma que la operación +V : V × V → V
y la multiplicación por escalares ·V : R × V → V son funciones continuas cuando
V × V y R× V tienen la topología producto. En particular, todo espacio vectorial
topológico es un grupo topológico abeliano.

Una función f : V → W entre espacios vectoriales topológicos es un homeo-
mor�smo lineal si es, simultáneamente, un homeomor�smo y un isomor�smo lineal.
Observemos que si V y W son linealmente homeomorfos, entonces V y W son
topológicamente isomorfos.

Por ejemplo, el espacio vectorial formado por las sucesiones de números reales,
ωR, es un espacio vectorial topológico cuando está equipado con la topología pro-
ducto.

Nosotros estaremos particularmente interesados en ciertos subespacios de ωR.
Especí�camente, el subespacio de sucesiones convergentes a cero, c0, y los subespa-
cios `p cuando 1 ≤ p <∞; en símbolos,

c0 :=

{
x ∈ ωR : lim

n→∞
x(n) = 0

}
y `p :=

x ∈ ωR :
∑
n∈ω
{x(n)p} converge

 .

En [6, Proposición 2.15, p. 16] se comprueba que la función ‖·p : `p → R dada
por

‖x‖p :=

∑
n∈ω

∣∣x(n)
∣∣p 1

p

es una norma en `p para cualquier 1 ≤ p < ∞. Además, es sencillo ver que la
función ‖·‖c0 : c0 → R de�nida como

(4.1) ‖x‖c0 := sup
{
|x(n)| : n ∈ ω

}
determina una norma en c0.

Observemos que si V es un espacio vectorial normado, V es un espacio métrico
con la métrica inducida por su norma. Además, tanto la operación +V : V ×V → V
como la multiplicación por escalares ·V : R × V → V son funciones continuas. En
suma, cualquier espacio vectorial normado es un espacio vectorial topológico.



4. BREVIARIO DE ÁLGEBRA LINEAL Y ANÁLISIS FUNCIONAL 9

La noción de continuidad de una función entre espacios vectoriales topológicos
permite destacar una propiedad notable de las funciones aditivas.2

Lema 4.3. Sean V y W un par de espacios vectoriales topológicos. Si f : V →W
es una función aditiva y continua, entonces f es una transformación lineal.

Demostración: En virtud del lema 4.2, es su�ciente comprobar que si v ∈ V
y α ∈ R \ Q, entonces se satisface la relación f(αv) = αf(v). Para cada n ∈ ω
sea qn un elemento de

(
α− 2−n, α+ 2−n

)
∩ Q. Luego, como las sucesiones (qnv)

y
(
qnf(v)

)
convergen a (αv) y

(
αf(v)

)
en V y W , respectivamente, la continuidad

de f implica que

f (αv) = f

(
lim
n→∞

qnv

)
= lim
n→∞

f (qnv) = lim
n→∞

qnf (v) = αf(v).

�

Corolario 4.4. Sean V y W un par de espacios vectoriales topológicos. Si f : V →
W es isomor�smo topológico, entonces f es un homeomor�smo lineal.

Un resultado sobresaliente del análisis funcional es el teorema de Anderson-
Kadec que establece que todo espacio de Fréchet, in�nito-dimensional y separable3

es homeomorfo a ωR (véase [4, Theorem 5.2, p. 189]). Nosotros únicamente nece-
sitaremos el siguiente debilitamiento de ese resultado:

Teorema 4.5. Todo espacio de Banach, in�nito-dimensional y separable es home-
omorfo a ωR.

La demostración del teorema 4.5 escapa signi�cativamente del alcance de este
escrito y, por esta razón, será omitida; no obstante, se le recomienda al lector
interesado consultar los detalles en [4, Theorem 5.1, p. 188].

Si V es un espacio vectorial, una transformación lineal f : V → R es una
funcional lineal en V . Nosotros estamos interesados en las funcionales lineales
continuas en espacios vectoriales topológicos. Formalmente, el espacio compuesto
por todas las funcionales lineales continuas en un espacio vectorial topológico V es
el espacio dual topológico de V y se denota por V ∗.

Con la notación del párrafo anterior, no es difícil comprobar que si V es un
espacio vectorial con norma ‖ ·‖V y BV :=

{
v ∈ V : ‖v‖V ≤ 1

}
, entonces la función

‖ · ‖V ∗ : V ∗ → R de�nida por

‖f‖V ∗ := sup
{
|f(v)| : v ∈ BV

}
es una norma en V ∗.

De�nición 4.6. Para un espacio vectorial normado V , el símbolo V ∗∗ denota al
segundo espacio dual de V , es decir, al espacio (V ∗)

∗
. El encaje natural es la

función j : V → V ∗∗ donde para cada v ∈ V la funcional j(v) : V ∗ → R está
determinada mediante j(v)(f) := f(v). Finalmente, V es re�exivo si j es una
función suprayectiva.

2En [11, � 2.2, p. 31] se pueden encontrar algunos resultados interesantes al respecto de
funciones f : R→ R que son discontinuas y aditivas.

3Un espacio topológico es separable si admite un subconjunto denso y numerable. Por otra
parte, la de�nición de "<espacio de Fréchet"> se puede encontrar en [4, � 4, p. 184].
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La noción de re�exividad de un espacio normado es, esencialmente, el concepto
fundamental de este trabajo en virtud del siguiente resultado:

Lema 4.7. Sean V y W un par de espacios vectoriales normados. Si V y W son
topológicamente isomorfos, entonces V ∗ y W ∗ están en correspondencia biyectiva.
Más aún, si V es re�exivo, entonces W es re�exivo.

Demostración: Sean f : V → W un isomor�smo topológico y ϕ : V ∗ → W ∗

la función determinada mediante ϕ(g) := g ◦ f−1. Observe que la hipótesis sobre
f implica que ϕ es una función bien de�nida (véase el corolario 4.4). Además, la
función ψ : W ∗ → V ∗ dada por ψ(g) := g ◦ f coincide con ϕ−1. En suma, ϕ es una
función biyectiva entre V ∗ y W ∗.

Ahora, supongamos que V es un espacio re�exivo (es decir, el encaje natural
jV : V → V ∗∗ es suprayectivo) y mostremos que el encaje natural jW : W → W ∗∗

es suprayectivo. Si α ∈W ∗∗, entonces la composición α ◦ ϕ es un elemento de V ∗∗

y, por ende, existe v ∈ V con jV (v) = α ◦ ϕ. Buscamos probar que jW
(
f(v)

)
= α.

Efectivamente, si g ∈W ∗ y h ∈ V ∗ satisface ϕ(h) = g, entonces

jW
(
f(v)

)
(g) = g

(
f(v)

)
= ϕ(h)

(
f(v)

)
=
(
h ◦ f−1

) (
f(v)

)
= h

(
f−1

(
f(v)

))
= h(v) = jV (v)(h) = (α ◦ ϕ) (h) = α

(
ϕ(h)

)
= α(g).

En consecuencia, W es un espacio re�exivo. �

Nuestro siguiente objetivo es analizar qué sucede con el siguiente fortalecimiento
de la pregunta 3.2:

Problema 4.8. Si V y W son un par de espacios vectoriales normados, V es
homeomorfo a W y V es linealmente isomorfo a W , ¾es cierto qué V es linealmente
homeomorfo a W?

5. El caso �nito-dimensional

A lo largo de esta sección, V y W serán espacios vectoriales normados. Nues-
tra meta en este apartado del texto es comprobar que la pregunta 4.8 tiene una
respuesta positiva en el caso en que V tiene dimensión �nita. De hecho, en presen-
cia de la �nitud es posible obtener un par de resultados mucho más fuertes (véanse
los teoremas 5.1 y 5.7).

Sean n ∈ N y {vi : 1 ≤ i ≤ n} una base para V . Si cada v ∈ V lo expresamos
de manera única como v =

∑n
i=1 aivi con {ai : 1 ≤ i ≤ n} ⊆ R, es asequible

comprobar que la función ‖ · ‖∗V : V → R establecida por

‖v‖∗V :=

√√√√ n∑
i=1

(ai)
2

determina una norma en V . Más aún, si a V lo equipamos con la norma ‖ ·
‖∗V , entonces la función φ : Rn → V dada por φ(a1, . . . , an) :=

∑n
i=0 aivi es una

isometría lineal biyectiva; en especial, φ es un homeomor�smo lineal.
La última herramienta que necesitamos para lo que sigue es que la identidad

IdV : (V, ‖ · ‖V ) → (V, ‖ · ‖∗V ) es un homeomor�smo lineal. Una demostración de
este hecho se puede encontrar en [6, Teorema 4.19, p. 64].

Teorema 5.1. Si V tiene dimensión �nita y V es linealmente isomorfo a W ,
entonces V y W son linealmente homeomorfos.
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Demostración: Si V tiene dimensión n ∈ N, entonces nuestras hipótesis pro-
ducen bases de Hamel {vi : 1 ≤ i ≤ n} y {wi : 1 ≤ i ≤ n} para V y W , respecti-
vamente. Sean f : (V, ‖ · ‖∗V ) → Rn y g : Rn → (W, ‖ · ‖∗W ) las funciones de�nidas
mediante

f

 n∑
i=1

aivi

 := (a1, . . . , an) y g(b1, . . . , bn) :=

n∑
i=1

biwi.

En virtud de que todas las funciones involucradas en el diagrama

(V, ‖ · ‖V ) (V, ‖ · ‖∗V ) Rn (W, ‖ · ‖∗W ) (W, ‖ · ‖W )
IdV f g IdW

son homeomor�smos lineales, se satisface que φ := IdW ◦ g ◦ f ◦ IdV es un homeo-
mor�smo lineal entre (V, ‖ · ‖V ) y (W,‖·‖W ). �

Resulta que si en el teorema 5.1 cambiamos la hipótesis "<V es linealmente
isomorfo aW"> por "<V es homeomorfo aW">, entonces también es cierto que V
yW son linealmente homeomorfos (véase el teorema 5.7). A continuación trazamos
un camino para demostrar este resultado.

Lema 5.2. Si W es un subespacio vectorial de dimensión �nita de V , entonces W
es cerrado en V .

Demostración: Primero, como W tiene dimensión �nita, [6, Teorema 5.8, p. 78]
garantiza que W es un espacio de Banach. Por esta razón, para comprobar que
W es cerrado basta con demostrar que si w ∈ V y (wn) es una sucesión en W
convergente a w en V , entonces w ∈ W . En efecto, como (wn) es una sucesión
convergente en V , (wn) es una sucesión de Cauchy en V , lo cual a su vez implica
que (wn) es una sucesión de Cauchy en W . De esta manera, como W es un espacio
de Banach, (wn) es una sucesión convergente en W . Por la unicidad del límite,
concluimos que w ∈W . �

El símbolo SV representa la esfera unitaria en V , es decir,

SV :=
{
v ∈ V :‖v‖V = 1

}
.

El siguiente resultado es conocido como el lema de Riesz.

Lema 5.3. Si W es un subespacio vectorial de V , W es cerrado en V y W 6= V ,
entonces para cada δ ∈ (0, 1) existe vδ ∈ SV tal que, para cualquier w ∈ W , se
satisface la relación ‖vδ − w‖V > δ.

Demostración: Sean δ ∈ (0, 1) y v ∈ V \W . En vista de que W es cerrado en
V , el término

α := inf
{
‖v − w‖V : w ∈W

}
es un número real positivo. Además, observemos que la condición δ ∈ (0, 1) implica
que 1−δ

δ > 0. De esta manera, el número real β := α + 1−δ
δ α es estrictamente

mayor que α y, por ende, no es una cota inferior del conjunto
{
‖v − w‖V : w ∈W

}
,

es decir, existe u ∈W con α ≤‖v − u‖V < β.
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Luego, vδ := v−u
‖v−u‖V

cumple que vδ ∈ SV y, para cualquier w ∈W , el hecho de
que u+‖v − u‖V w pertenezca a W constata que

‖vδ − w‖V =

∥∥∥∥∥ v − u
‖v − u‖V

− w

∥∥∥∥∥
V

=
1

‖v − u‖V

∥∥∥v − (u+‖v − u‖V w
)∥∥∥
V

≥ 1

‖v − u‖V
α >

1

β
α = δ.

�

Utilizaremos el lema de Riesz para demostrar una parte del teorema de Riesz
que está enunciada a continuación.

Teorema 5.4. Si la esfera unitaria SV es compacta, entonces V tiene dimensión
�nita.

Demostración: Realizaremos la prueba de este resultado por contrapuesta, es
decir, supondremos de ahora en adelante que V tiene dimensión in�nita y com-
probaremos que SV no es compacta. Para ello demostraremos primero el siguiente
enunciado.

A�rmación. Existe una sucesión (vk) contenida en SV tal que, para cualesquiera
k, j ∈ ω, la condición k 6= j implica

∥∥vk − vj∥∥V > 1
2 .

La construcción será hecha por recursión sobre k. Con el propósito de facilitar
el entendimiento del paso recursivo, haremos explícitamente los primeros dos pasos
de la construcción.

Sea v0 un elemento de V distinto de 0V . Si W es el subespacio vectorial de V
generado por v0, el hecho de que W tiene dimensión 1 (y por ende, que W 6= V )
permite emplear una combinación del lema 5.2 con el lema 5.3 para hallar v1 ∈ SV
con ‖v1 − w‖V > 1

2 para cualquier w ∈W . Claramente, ‖v1 − v0‖V > 1
2 .

Ahora, supongamos que para alguna k ∈ ω hemos construido {vj : j ≤ k} ⊆ SV
con la propiedad deseada. Si W es el subespacio vectorial de V generado por la
colección {vj : j ≤ k}, entoncesW es un subespacio de V que tiene dimensión �nita;
en especial, W 6= V . De esta manera, el lema 5.2 permite utilizar el lema 5.3 para
encontrar vk+1 ∈ SV con ‖vk+1 − w‖V > 1

2 para toda w ∈ W . En consecuencia,
{vj : j ≤ k + 1} satisface las condiciones deseadas.

Para terminar nuestra demostración, es evidente que la sucesión de la A�r-
mación no tiene subsucesiones de Cauchy y, por lo tanto, no tiene subsucesiones
convergentes. Por esta razón, SV no es compacta (véase [6, Teorema 7.4, p. 127]).

�

Un espacio topológico X es localmente compacto si para cualquier x ∈ X existe
U ∈ τX con x ∈ U y U compacto.

Lema 5.5. Si V es localmente compacto, entonces V tiene dimensión �nita.

Demostración: En virtud del teorema 5.4, es su�ciente comprobar que SV es
compacta. Para ello, como SV es cerrada y está contenida en BV , basta demostrar
que BV es compacta. Con este objetivo presente, observemos que por compacidad
local existe U ∈ τV con 0V ∈ U y U compacto. Luego, si δ > 0 satisfaceBV (0V , δ) ⊆
U , entonces la bola cerrada BV (0V , δ) � que es la cerradura de la bola BV (0V , δ)
(véase [6, Proposición 3.23, p. 41])) � está contenida en U y, por lo tanto, es
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compacta. Finalmente, como la función V → V determinada mediante v 7→ v
δ

es una función continua que transforma a BV (0V , δ) en BV , se deduce que BV es
compacta. �

Conviene mencionar que, con un poco más de esfuerzo, es posible demostrar
que los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) V tiene dimensión �nita.
(2) SV es compacta.
(3) BV es compacta.
(4) V es localmente compacto.

No obstante, como para nuestros �nes es su�ciente el resultado del lema 5.5, no
presentaremos los detalles restantes de esta equivalencia.

Únicamente falta invocar un resultado fundamental de la topología algebraica.
El teorema de la invarianza de la dimensión establece lo siguiente:

Teorema 5.6. Si m y n son enteros positivos, U ⊆ Rm es abierto y no vacío,
V ⊆ Rn es abierto y U es homeomorfo a V , entonces m = n. En particular, si Rm
es homeomorfo a Rn, entonces m = n.

Una manera de probar el teorema 5.6 es mediante la herramienta conocida
como grupos de homología. Sin embargo, como los detalles de este hecho se alejan
de la línea expositoria del presente escrito, prescindiremos de ellos. Naturalmente,
se le recomienda al lector interesado consultar [7, Theorem 2.26, p. 126].

Con todos estos precedentes disponibles, estamos listos para presentar el último
resultado de la sección.

Teorema 5.7. Si V tiene dimensión �nita y V es homeomorfo a W , entonces V
y W son linealmente homeomorfos.

Demostración: Si n ∈ N es la dimensión de V , entonces V y Rn son linealmente
isomorfos y, por ende, el teorema 5.1 constata que V y Rn son linealmente home-
omorfos. En especial, como Rn es localmente compacto y V es homeomorfo a W ,
se deduce que W es localmente compacto y, por lo tanto, el lema 5.5 garantiza que
W tiene dimensión �nita.

Ahora, si la dimensión de W es m ∈ N, entonces W y Rm son linealmente
isomorfos y, por consiguiente, el teorema 5.1 asegura que W y Rm son linealmente
homeomorfos. A partir de lo anterior se sigue que Rn es homeomorfo a Rm y
así, el teorema 5.6 implica que m = n; en particular, V y W son espacios lineal-
mente isomorfos. Finalmente, el teorema 5.1 certi�ca que V y W son linealmente
homeomorfos. �

6. El caso in�nito-dimensional

Nuestro propósito en esta sección es contestar negativamente la pregunta 4.8.
Observe además que una respuesta de esta índole produce una respuesta negativa
para la pregunta 3.2. Alcanzaremos nuestro objetivo con el razonamiento denomi-
nado coloquialmente como "<demostración por sucesión convergente de lemas">.

Lema 6.1. c0 es un espacio de Banach.

Demostración: Sea (xn) una sucesión de Cauchy en c0 equipado con la norma
de�nida en (4.1). Esta sucesión induce el siguiente arreglo matricial in�nito:
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x0 : x0(0) x0(1) x0(2) . . . x0(i) . . . → 0

x1 : x1(0) x1(1) x1(2) . . . x1(i) . . . → 0

x2 : x2(0) x2(1) x2(2) . . . x2(i) . . . → 0

x3 : x3(0) x3(1) x3(2) . . . x3(i) . . . → 0
...

...
...

...
. . .

...
. . .

...
...

xn : xn(0) xn(1) xn(2) . . . xn(i) . . . → 0

Figure 1. La sucesión (xn).

Nuestro primer objetivo es comprobar que todas las columnas en el arreglo
x0(0) x0(1) x0(2) . . . x0(i) . . .

x1(0) x1(1) x1(2) . . . x1(i) . . .

x2(0) x2(1) x2(2) . . . x2(i) . . .

x3(0) x3(1) x3(2) . . . x3(i) . . .
...

. . .
...

. . .
...

xn(0) xn(1) xn(2) . . . xn(i) . . .

son sucesiones de Cauchy en R. Efectivamente, si i < ω y ε > 0, entonces existe k <
ω de tal manera que si n ≥ k y m ≥ k, entonces‖xn − xm‖c0 < ε. De esta manera,
para n ≥ k y m ≥ k se satisfacen las relaciones

∣∣xn(i)− xm(i)
∣∣ ≤‖xn − xm‖c0 < ε;

en consecuencia,
∣∣xn(i)− xm(i)

∣∣ < ε.
Luego, como R es un espacio de Banach por ser un espacio normado de dimen-

sión �nita (véase [6, Teorema 5.8, p. 78]), existe una función x ∈ ωR con
(
xn(i)

)
convergente a x(i) en R para toda i ∈ ω. La demostración termina si logramos
ver que x es un elemento de c0 de tal forma que (xn) converge a x en c0 (véase la
Figura 2). Dividiremos el argumento en tres a�rmaciones.

x0 : x0(0) x0(1) x0(2) . . . x0(i) . . . → 0

x1 : x1(0) x1(1) x1(2) . . . x1(i) . . . → 0

x2 : x2(0) x2(1) x2(2) . . . x2(i) . . . → 0

x3 : x3(0) x3(1) x3(2) . . . x3(i) . . . → 0
...

...
...

...
. . .

...
. . .

...
...

xn : xn(0) xn(1) xn(2) . . . xn(i) . . . → 0

Â¾↓? ↓ ↓ ↓
. . . ↓

. . .
... ↓

x : x(0) x(1) x(2) . . . x(i) . . . Â¾→? 0

Figure 2. La sucesión (xn) y la sucesión x.
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A�rmación 1. Para toda ε > 0 existe k ∈ ω con
∣∣xn(i)− x(i)

∣∣ < ε, siempre que
n ≥ k e i ∈ ω.

Si ε > 0, el hecho de que (xn) es de Cauchy produce k ∈ ω de tal forma que
si n ≥ k y m ≥ k, entonces ‖xn − xm‖c0 <

ε
2 . Además, la convergencia de cada

columna genera una función k : ω → ω tal que, para toda i ∈ ω, cualquier n ≥ k(i)
satisface

∣∣xn(i)− x(i)
∣∣ < ε

2 . Finalmente, si n ≥ k e i ∈ ω, entonces∣∣xn(i)− x(i)
∣∣ ≤ ∣∣∣xn(i)− xk+k(i)(i)

∣∣∣+
∣∣∣xk+k(i)(i)− x(i)

∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε.

A�rmación 2. x es un elemento de c0.

Dado ε > 0, la A�rmación 1 devuelve k ∈ ω con
∣∣xn(i)− x(i)

∣∣ < ε
2 , siempre

que n ≥ k e i ∈ ω. Luego, como xk pertenece a c0, existe j ∈ ω tal que
∣∣xk(i)

∣∣ < ε
2

cuando i ≥ j. De esta manera, para i ≥ j,∣∣x(i)
∣∣ ≤ ∣∣xk(i)− x(i)

∣∣+
∣∣xk(i)

∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε.

A�rmación 3. (xn) converge a x en c0.

Para ε > 0 la A�rmación 1 produce k ∈ ω de tal modo que, si n ≥ k e i ∈ ω,
entonces

∣∣xn(i)− x(i)
∣∣ < ε

2 . Así, la condición previa combinada con la A�rmación
2 implican ‖xn − x‖c0 ≤

ε
2 < ε.

En síntesis, las A�rmaciones 2 y 3 permiten concluir que c0 es un espacio de
Banach. �

La demostración del lema 6.2 tiene la virtud de presentar muchas similitudes
con la prueba del lema 6.1.

Lema 6.2. `2 es un espacio de Banach.

Demostración: Sea (xn) una sucesión de Cauchy en `2. Un razonamiento similar
al expuesto en la demostración del lema 6.1 produce una función x ∈ ωR de tal
manera que, para cualquier i ∈ ω,

(
xn(i)

)
converge a x(i) en R. Una vez más,

dividiremos el resto del argumento en tres a�rmaciones.

A�rmación 1. Para cualquier ε > 0 existe k ∈ ω tal que, si n ≥ k, entonces ∞∑
i=0

∣∣xn(i)− x(i)
∣∣2 1

2

< ε.

Dada ε > 0, la condición de Cauchy sobre (xn) implica la existencia de k ∈ ω
de tal suerte que, si n ≥ k y m ≥ k, entonces ‖xn − xm‖2 <

ε
2 . En consecuencia, si

n ≥ k, m ≥ k y ` ∈ ω, se satisface la relación∑̀
i=0

∣∣xn(i)− xm(i)
∣∣2 1

2

<
ε

2
.

De esta manera, al tomar los límites m→∞ y `→∞ obtenemos la expresión ∞∑
i=0

∣∣xn(i)− x(i)
∣∣2 1

2

≤ ε

2
.



16 1. EL PROBLEMA DEL ISOMORFISMO TOPOLÓGICO

A�rmación 2. x es un elemento de `2.

Por la A�rmación 1 existe k ∈ ω de tal modo que ∞∑
i=0

∣∣xn(i)− x(i)
∣∣2 1

2

< 1

siempre que n ≥ k. Observemos que para cualquier i ∈ ω se satisfacen las relaciones∣∣x(i)
∣∣2 ≤ (∣∣xk(i)− x(i)

∣∣+
∣∣xk(i)

∣∣)2

≤
(

2 max
{∣∣xk(i)− x(i)

∣∣ ,∣∣xk(i)
∣∣})2

≤ 4 max
{∣∣xk(i)− x(i)

∣∣2 ,∣∣xk(i)
∣∣2} ≤ 4

(∣∣xk(i)− x(i)
∣∣2 +

∣∣xk(i)
∣∣2) .

De esta forma, al sumar sobre i ∈ ω,
∞∑
i=0

∣∣x(i)
∣∣2 ≤ ∞∑

i=0

4
(∣∣xk(i)− x(i)

∣∣2 +
∣∣xk(i)

∣∣2)
= 4

∞∑
i=0

(∣∣xk(i)− x(i)
∣∣2 +

∣∣xk(i)
∣∣2)

= 4

 ∞∑
i=0

∣∣xk(i)− x(i)
∣∣2 +

∞∑
i=0

∣∣xk(i)
∣∣2 ≤ 4

(
1 +

(
‖xk‖2

)2)
.

Por lo tanto, x pertenece a `2.

A�rmación 3. (xn) converge a x en `2.

Si ε > 0, una combinación de las A�rmaciones 1 y 2 garantiza la existencia de
k ∈ ω con ‖xn − x‖2 < ε, siempre que n ≥ k.

En conclusión, las A�rmaciones 2 y 3 certi�can que `2 es un espacio de Banach.
�

Para �nes del lema 6.3 diremos que x ∈ ωR es una sucesión racional de longitud
n ∈ ω si para cualquier i ∈ ω la condición i > n implica x(i) = 0, mientras que
i ≤ n implica x(i) ∈ Q.

Lema 6.3. c0 y `2 son espacios separables.

Demostración: Para cada n ∈ ω sea

Dn := {x ∈ ωR : x es una sucesión racional de longitud n} .

Nuevamente, dividiremos el argumento en una serie de a�rmaciones.

A�rmación 1. {Dn : n ∈ ω} es una familia de conjuntos numerables.

Efectivamente, si n ∈ ω entonces la regla nQ→ Dn establecida por

x 7→ x ∪
{

(i, 0) : i ∈ ω y i > n
}

determina una función suprayectiva. En consecuencia, como nQ es numerable por
estar en correspondencia biyectiva con una potencia �nita de un conjunto numera-
ble, deducimos que Dn es numerable.
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Por la A�rmación 1, D :=
⋃
n∈ωDn es un subconjunto numerable de ωR.

Además, como todo elemento del conjunto D es una sucesión de tipo semicon-
stante cero (es decir, todos los elementos de la sucesión son cero a partir de cierto
momento), es claro que D es un subconjunto de c0 ∩ `2.

A�rmación 2. D es denso en c0.

Sean x ∈ c0, ε > 0 y j ∈ ω de tal forma que
∣∣x(i)

∣∣ < ε
2 para toda i ≥ j. Sea

q : ω → Q la función determinada del siguiente modo: q(i) := 0 para toda i ≥ j, y
q(i) es un elemento del intervalo(

x(i)− ε

2
, x(i) +

ε

2

)
si i < j. Claramente, q ∈ Dj y ‖x− q‖c0 < ε.

A�rmación 3. D es denso en `2.

Sean x ∈ `2, ε > 0 y j ∈ ω de tal manera que
∑∞
i=j+1

∣∣x(i)
∣∣2 < ε2

2 . Sea
q : ω → Q la función establecida de la siguiente forma: q(i) := 0 para cada
i ≥ j + 1, y q(i) es un elemento del intervalo(

x(i)− ε√
2(j + 1)

, x(i) +
ε√

2(j + 1)

)
si i < j + 1. Evidentemente, q ∈ Dj+1 y ‖x− q‖2 < ε. �

Para los siguientes resultados emplearemos el símbolo "<c"> para denotar al
continuo, es decir, el número cardinal de R.

Lema 6.4. c0 y `2 tienen dimensión c.

Demostración: Para cada s ∈ R la función s : ω → R está determinada por
s(n) := sn. En [12, Proposición 3.5, p. 77] se demuestra que

{
s : s ∈ R \ {0}

}
es

un subconjunto linealmente independiente de ωR. Así, como (0, 1) está en corre-
spondencia biyectiva con R,

{
s : s ∈ (0, 1)

}
es un subconjunto4 de c0 ∩ `2, y ωR

tiene dimensión c (véase [12]), se satisfacen las relaciones

c ≤ min
{

dim (c0) ,dim (`2)
}

= max
{

dim (c0) ,dim (`2)
}
≤ dim (ωR) ≤ c;

en consecuencia, dim (c0) = c = dim (`2). �

Para cada n ∈ ω sea en : ω → R la función dada por

en(m) :=

{
1, si n = m,

0, si n 6= m.

Observemos que {en : n ∈ ω} es un subconjunto de c0 ∩ `2. Por otra parte, la
función sgn : R→ {−1, 0, 1} está de�nida como

sgn(x) :=


1, si x > 0,

0, si x = 0,

−1, si x < 0.

4La prueba del cociente para la convergencia de series garantiza que
{
s : s ∈ (0, 1)

}
está

contenido en `2.
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Finalmente, antes de comenzar con el enunciado y la demostración de los resultados
que terminan este trabajo, es recomendable tomar un respiro y volver unas páginas
atrás para refrescar en su memoria la de�nición 4.6.

Lema 6.5. c0 no es re�exivo.

Demostración: Dividiremos la prueba en cinco a�rmaciones.

A�rmación 1. Para cualesquiera x ∈ `1 y y ∈ c0, la serie
∑∞
i=0 x(i)y(i) es

absolutamente convergente.

En efecto, basta con observar que
∞∑
i=0

∣∣x(i)y(i)
∣∣ ≤ ∞∑

i=0

∣∣x(i)
∣∣‖y‖c0 =‖y‖c0

∞∑
i=0

∣∣x(i)
∣∣ =‖y‖c0‖x‖1 .

Ahora, para cada x ∈ `1 de�namos una función ϕ(x) : c0 → R mediante la
regla

ϕ(x)(y) :=

∞∑
i=0

x(i)y(i).

A�rmación 2. Para todo x ∈ `1 se satisface que ϕ(x) pertenece (c0)
∗.

Sea x un elemento de `1. Claramente, ϕ(x) es una funcional lineal. En virtud
de esto último, comprobar que ϕ(x) es continua es equivalente a veri�car que es un
operador acotado (véase [6, Proposición 9.1, p. 170]), es decir, que existe M > 0
de tal forma que

∣∣ϕ(x)(y)
∣∣ ≤ M‖y‖c0 para cada y ∈ c0. Efectivamente, el número

M :=‖x‖1 + 1 cumple que si y ∈ c0, entonces

∣∣ϕ(x)(y)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

x(i)y(i)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
i=0

∣∣x(i)y(i)
∣∣ ≤‖x‖1‖y‖c0 < M‖y‖c0 .

La A�rmación 2 implica que ϕ [`1] es un subconjunto de (c0)
∗; en particular,

ϕ : `1 → (c0)
∗ es una función bien de�nida.

A�rmación 3. ϕ es un isomor�smo isométrico entre `1 y (c0)
∗.

No es difícil ver que ϕ es una transformación lineal. Además, si x es un ele-
mento del núcleo Ker(ϕ) y n ∈ ω, entonces la condición ϕ(x)(ei) = 0 (es decir,∑∞
i=0 x(i)en(i) = 0) implica que x(n) = 0. En consecuencia, x = 0`1 .
Para comprobar que ϕ es una función suprayectiva, tomemos f ∈ (c0)

∗ y de-
mostremos que si x : ω → R está dada por x(n) := f(en), entonces x ∈ `1 y
ϕ(x) = f . Primero observemos que si n ∈ ω, entonces

n∑
i=0

∣∣f(ei)
∣∣ =

n∑
i=0

sgn
(
f(ei)

)
f(ei) = f

 n∑
i=0

sgn
(
f(ei)

)
ei


≤

∣∣∣∣∣∣f
 n∑
i=0

sgn
(
f(ei)

)
ei

∣∣∣∣∣∣ ≤‖f‖(c0)∗ .

La última desigualdad es porque la sucesión
∑n
i=0 sgn

(
f(ei)

)
ei pertenece a Bc0 .

De esta manera,
∑∞
i=0

∣∣x(i)
∣∣ está acotada superiormente por ‖f‖(c0)∗ y, por ende,

x ∈ `1.
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Para demostrar la relación ϕ(x) = f notemos que si y ∈ c0, entonces una
combinación de la continuidad de f con el hecho de que la sucesión de sumas
parciales

∑n
i=0 y(i)ei converge a y en c0 certi�ca que

ϕ(x)(y) =

∞∑
i=0

x(i)y(i) =

∞∑
i=0

f(ei)y(i) = lim
n→∞

n∑
i=0

f(ei)y(i)

= lim
n→∞

f

 n∑
i=0

y(i)ei

 = f

 lim
n→∞

n∑
i=0

y(i)ei

 = f(y).

Hasta este momento hemos probado que ϕ es un isomor�smo lineal. Para ver
que es una isometría �jemos x ∈ `1 y demostremos que

∥∥ϕ(x)
∥∥

(c0)∗
=‖x‖1, es decir,

sup
{∣∣ϕ(x)(y)

∣∣ : y ∈ Bc0
}

=‖x‖1 .

La desigualdad de izquierda a derecha es porque si y ∈ Bc0 , entonces

∣∣ϕ(x)(y)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

x(i)y(i)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
i=0

∣∣x(i)y(i)
∣∣ ≤‖x‖1‖y‖c0 ≤‖x‖1 .

La desigualdad restante es porque si para toda n ∈ ω de�nimos zn : ω → R
mediante la regla

zn(i) :=

{
sgn

(
x(i)

)
, si i ≤ n,

0, si i > n,

entonces {zn : n ∈ ω} ⊆ Bc0 y para cada n ∈ ω se satisfacen las relaciones
n∑
i=0

∣∣x(i)
∣∣ =

n∑
i=0

sgn
(
x(i)

)
x(i) =

∞∑
i=0

zn(i)x(i)

= ϕ(x)(zn) ≤
∣∣ϕ(x)(zn)

∣∣ ≤∥∥ϕ(x)
∥∥

(c0)∗
.

En resumen, ϕ : `1 → (c0)
∗ es un isomor�smo isométrico

A�rmación 4. La función α : `1 → R determinada mediante

α(x) :=

∞∑
i=0

x(i)

es una funcional continua.

Es fácil ver que α es una transformación lineal. Por otra parte, para cualquier
x ∈ `1 se satisface que

∣∣α(x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

x(i)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
i=0

∣∣x(i)
∣∣ =‖x‖1 .

En consecuencia, [6, Proposición 9.1, p. 170] implica que α es continua.
A partir de la A�rmación 4 se deduce que α ◦ϕ−1 : (c0)

∗ → R es una funcional
lineal continua, es decir, α ◦ ϕ−1 es un elemento de (c0)

∗∗.

A�rmación 5. Si j : c0 → (c0)
∗∗ es el encaje natural, no existe x ∈ c0 con

j(x) = α ◦ ϕ−1.
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Supongamos, en busca de una contradicción, que x ∈ c0 satisface j(x) = α◦ϕ−1.
Para cada n ∈ ω, sean fn : c0 → R y xn : ω → R las funciones dadas por

fn(y) := y(n) y xn(i) := fn(ei).

Notemos que {fn : n ∈ ω} ⊆ (c0)
∗, {xn : n ∈ ω} ⊆ `1 y ϕ(xn) = fn para toda

n ∈ ω. Observemos que si n ∈ ω, entonces

x(n) = fn(x) = j(x)(fn) =
(
α ◦ ϕ−1

)
(fn) = α

(
ϕ−1 (fn)

)
= α(xn) =

∞∑
i=0

xn(i) =

∞∑
i=0

fn(ei) =

∞∑
i=0

ei(n) = 1.

Así, x es la función constante uno, lo cual implica el absurdo x 6∈ c0.
Finalmente, la A�rmación 5 garantiza que j no es una función suprayectiva;

equivalentemente, c0 no es un espacio re�exivo. �

Antes de continuar se le recomienda al estimado lector que revise nuevamente
la demostración de las A�rmaciones 1, 2 y 3 del lema 6.5 puesto que las ideas
subyacentes en las pruebas de esos enunciados se pueden adaptar para justi�car
gran parte de la demostración del lema 6.6.

Lema 6.6. `2 es re�exivo.

Demostración: Primero, la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz5 im-
plica que si x, y ∈ `2, entonces

∑∞
i=0 x(i)y(i) es una serie convergente. En particu-

lar, si x es un elemento de `2, la función ψ(x) : `2 → R dada por

ψ(x)(y) :=

∞∑
i=0

x(i)y(i)

está bien de�nida.
En estas circunstancias, argumentos similares a los expuestos en el lema 6.5

constatan que ψ es un isomor�smo isométrico entre `2 y (`2)
∗. Resta demostrar

por qué este hecho implica que el encaje natural j : `2 → (`2)
∗∗ es una función

suprayectiva.
Una razonamiento sencillo muestra que si ψ∗ : (`2)

∗∗ → (`2)
∗ es tal que, para

cada α ∈ (`2)
∗∗, la función ψ∗(α) : `2 → R está de�nida como

ψ∗(α)(x) := α
(
ψ(x)

)
,

entonces ψ∗ es una función biyectiva; de hecho, es posible mostrar que (ψ∗)
−1

=(
ψ−1

)∗
. El siguiente enunciado prácticamente concluye nuestra demostración.

A�rmación. ψ∗ ◦ j = ψ.

Si x ∈ `2, nuestra meta es probar que (ψ∗ ◦ j) (x) y ψ(x) son la misma función.
Para ello �jemos y ∈ `2 y observemos que

(ψ∗ ◦ j) (x)(y) =
(
ψ∗
(
j(x)

))
(y) =

(
j(x)

) (
ψ(y)

)
=

= ψ(y)(x) =

∞∑
i=0

y(i)x(i) =

∞∑
i=0

x(i)y(i) = ψ(x)(y).

5Esta relación es el caso p = 2 = q en la desigualdad de Hölder (véase [6, Proposición 2.12,
p. 14]).
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Finalmente, la A�rmación implica que j = (ψ∗)
−1◦ψ y así, como j es una com-

posición de funciones suprayectivas, concluimos que j es una función suprayectiva,
es decir, `2 es un espacio re�exivo. �

Teorema 6.7. c0 es homeomorfo y linealmente isomorfo a `2, pero c0 no es lineal-
mente homeomorfo a `2.

Demostración: Dividiremos el argumento en tres a�rmaciones.

A�rmación 1. c0 y `2 son linealmente isomorfos.

Sean B0 y B2 un par de bases de Hamel para c0 y `2, respectivamente. En
virtud del lema 6.4, existe una función biyectiva f : B0 → B2. De esta manera, la
proposición 4.1 genera un isomor�smo lineal entre c0 y `2.

A�rmación 2. c0 y `2 son homeomorfos.

Los lemas 6.1�6.4 garantizan que c0 y `2 son espacios de Banach, in�nito-
dimensionales y separables. Por esta razón, el teorema 4.5 produce un homeomor-
�smo entre c0 y `2.

A�rmación 3. c0 y `2 no son linealmente homeomorfos.

En vista de que c0 no es re�exivo por el lema 6.5 y `2 sí es re�exivo por el
lema 6.6, el lema 4.7 constata que no existe un homeomor�smo lineal entre c0 y `2.

�

7. Una pregunta más

Deseo terminar este escrito con una breve re�exión. Toda persona que haya
analizado con detenimiento el contenido de este artículo notará que la "<propiedad
de la discordia"> es la re�exividad. Especí�camente, el hecho de que c0 no es
re�exivo y `2 sí lo es permitió demostrar en el teorema 6.7 que la pregunta 4.8
tiene una respuesta negativa. Esto parece ser un indicador de que, posiblemente, al
añadir la re�exividad a nuestras hipótesis tendremos más posibilidades de obtener
una respuesta positiva. En este momento de la vida, debería ser natural el siguiente
fortalecimiento de la pregunta 4.8:

Problema 7.1. Si V y W son un par de espacios vectoriales normados re�exivos,
V es homeomorfo a W y V es linealmente isomorfo a W , ¾es cierto que V es
linealmente homeomorfo a W?

Resulta que todavía es posible demostrar que la pregunta 7.1 tiene una re-
spuesta negativa, pero esta prueba requiere dos resultados sobresalientes del análi-
sis funcional: el teorema de la función abierta (véase [1, D.9, p. 338]) y el teorema
de Pitt (véase [1, Theorem 2.1.4, p. 32]).

Para concluir tranquilamente este texto únicamente haremos un esbozo del ar-
gumento para contestar negativamente la pregunta 7.1. De entrada, las demostra-
ciones de los lemas 6.2 � 6.4 y 6.6 se pueden adaptar para constatar que `3 es un
espacio de Banach separable de dimensión c. Ahora, si suponemos la existencia
de un homeomor�smo lineal `3 → `2, entonces una combinación de los teoremas
mencionados en el párrafo anterior garantiza que hay U ∈ τ`2 con 0`2 ∈ U y U
compacto. En consecuencia, `2 es localmente compacto y, por lo tanto, el lema 5.5
implica que `2 es �nito-dimensional, una contradicción al lema 6.4.
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De esta manera, `2 y `3 son espacios vectoriales normados re�exivos, `2 es
homeomorfo y linealmente isomorfo a `3, pero `2 no es linealmente homeomorfo a
`3.

Pienso que en este punto existen dos caminos viables a seguir: el primero es
aceptar que las hipótesis de la pregunta 7.1 son lo su�cientemente fuertes para que
la respuesta negativa que producen `2 y `3 es tan satisfactoria como para dejar de
pensar en cuestiones de esta índole; el segundo es hacer una ostentación de "<re-
sistencia a los contraejemplos"> y continuar tratando de encontrar la "<hipótesis
dorada"> que permita obtener una respuesta positiva en el caso in�nito-dimensional
para la variante respectiva de la pregunta 7.1.

Por mi parte, no he detectado una propiedad que verdaderamente me convenza
para postularla para el puesto de "<hipótesis dorada"> y, por ende, me inclino por
el sosiego que brinda la primera opción. Sin embargo, no descarto la posibilidad
de que algún lector perspicaz motivado por este artículo descubra la "<hipótesis
dorada"> que permita al �n conseguir una respuesta positiva. Si esto sucede, por
favor, ½escríbanme para avisarme que la han encontrado!
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1. Introducción

El análisis topológico de datos (ATD) es una técnica que apareció durante la
década de los 2000, la cual, a pesar de sus pocos años de existencia ha adquirido una
gran popularidad entre las comunidades cientí�ca, tecnológica, médica, deportiva,
etcétera. Esto se puede comprobar con la vasta cantidad de artículos relacionados
con el ATD que se publican en los últimos años, por ejemplo, en el buscador Scopus
aparecen 1048 artículos en 2020 y 1143 en 2021. Actualmente, el ATD se utiliza
para estudiar nubes de datos que provienen de casi todas las áreas del conocimiento,
por ello es que esta técnica se ha establecido como una de las mejores para el análisis
de datos.

La motivación principal del ATD es utilizar la Topología y la Geometría como
poderosas herramientas para obtener información cualitativa y cuantitativa de la
estructura de una nube de datos. De manera muy resumida, la aplicación del ATD
se divide en los siguientes tres pasos:

(1) Aproximar la nube de datos con una sucesión de complejos simpliciales
(De�nición 2.3) construida a partir de los puntos.

(2) Calcular la homología y los números de Betti (Sección 2.4) para conocer
las propiedades topológicas de los complejos en dicha sucesión.

(3) Obtener propiedades topológicas signi�cativas de los datos a través de las
características que persisten durante varios complejos simpliciales en la
sucesión.

23
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Computacionalmente pueden ser muy pesados los cálculos para aproximar la
nube de datos y después obtener la persistencia de las homologías, es por ello que
una necesidad del ATD es disminuir el costo computacional al aplicarlo.

La Teoría de Morse originalmente se desarrolló como una herramienta para
obtener información geométrico/topológica de una variedad diferenciable. Las grá-
�cas de Reeb fueron de�nidas por Georges Reeb como una herramienta de la teoría
de Morse, éstas se han utilizado para el estudio de formas de objetos [1], re-
conocimiento de patrones [2, 3], para realizar animaciones [4], para análisis de
bases de datos [5, 6], etcétera. Debido a la gran utilidad de las grá�cas de Reeb,
sus ideas principales se han copiado a otros ámbitos de las matemáticas. En partic-
ular, sobre complejos-CW y teoría de Morse discreta se tienen resultados similares
a los de teoría de Morse sobre variedades diferenciables [7].

En este documento mostramos cómo se puede aprovechar la enorme �exibilidad
que tienen las grá�cas de Reeb para disminuir el gasto computacional y facilitar
la aplicación del ATD sobre una nube de datos. La idea global de la estrategia
que seguiremos es la siguiente: Dar una función real valuada sobre la nube de
datos, construir las grá�cas de Reeb de los complejos simpliciales que aproximan
a los datos determinadas por dicha función, después, a través de la homología
y los números de Betti de las grá�cas, recuperar la homología y los números de
Betti de los complejos simpliciales. Aunque sólo podemos recuperar las 0- y 1-
homologías de los complejos, la ventaja de trabajar con grá�cas de Reeb es que
el gasto computacional es bastante más bajo ya que se requieren menos cálculos y
poca memoria para almacenar la información.

Los temas tratados en el documento se dividen en tres capítulos de la siguien-
te manera: En el Capítulo 1 se introducen complejos simpliciales geométricos y
abstractos, funciones-PL, super�cies trianguladas y se mencionan los resultados
topológicos que utilizaremos en este texto. En el Capítulo 2 se de�nen las grá�cas
de Reeb y las funciones de Morse lineales por pedazos, además se demuestra que las
grá�cas de Reeb de funciones de Morse sobre super�cies trianguladas recuperan el
género de la super�cie. Finalmente, la idea de cómo se pueden utilizar las grá�cas
de Reeb para facilitar la aplicación del ATD sobre una nube de datos se explica en
el Capítulo 3.

Cabe mencionar que este documento no es precisamente introductorio al ATD,
aunque en el Capítulo 3 damos un repaso breve de la técnica. El lector interesado
puede consultar [8] para una introducción más completa y detallada o [9] para una
introducción simple y en español.

La idea de crear esta monografía nació en el segundo semestre del 2021 en el
cual realizamos un seminario de ATD con: Dra. Yesenia Villicaña Molina, MCIC
Eduardo López Bolaños, M. C. Gilberto González Arroyo y Lic. Marco Antonio
Nava Aguilar, quienes expresaron su interés en tener un documento donde pudieran
consultar los temas tratados. Los autores agradecemos a todos ellos por su partici-
pación en dicho seminario y sus valiosas observaciones durante las exposiciones.

2. Preliminares

Comenzamos con un repaso breve de los espacios, las funciones y los resultados
que utilizaremos a lo largo del documento. En este capítulo se introducen las herra-
mientas que constituyen la estructura básica sobre la que descansan la homología
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persistente y las grá�cas de Reeb. En la última sección del capítulo se mencionan
los resultados matemáticos necesarios para las construcciones que realizaremos.

2.1. Complejos simpliciales geométricos y abstractos. De�nimos los
complejos simpliciales contenidos en Rn (geométricos) y en conjuntos más generales
(abstractos).

Recordemos que un conjunto {x0, x1, . . . , xd} ⊂ Rn está en posición general,
si el conjunto de vectores {x1 − x0, . . . , xd − x0} es linealmente independiente. Se
puede veri�car que la propiedad de estar en posición general sólo depende de la
posición de los puntos y no de la numeración de éstos.

Un conjunto A ⊂ Rn es convexo si para cualesquiera par de puntos p, q ∈ A,
el segmento {(1−t)p+tq : t ∈ [0, 1]} está contenido en A. La envolvente convexa
de un conjunto {x0, x1, . . . , x`} ⊂ Rn es el menor convexo que lo contiene.

De�nición 2.1. Si el conjunto {x0, x1, . . . , xd} ⊂ Rn está en posición general, en-
tonces su envolvente convexa se denota por 〈x0, x1, . . . , xd〉 y se nombra el simplejo
de dimensión d o d-simplejo generado por x0, x1, . . . , xd.

Notar que un 0-simplejo es un punto, un 1-simplejo es un segmento, un 2-
simplejo es un triángulo, un 3-simplejo es un tetraedro, etcétera. Todo punto
p ∈ 〈x0, x1, . . . , xd〉 se puede escribir de manera única como (ver [8, Prop. 3.1.2])

p =

d∑
i=0

tixi, con ti ≥ 0 y
d∑
i=0

ti = 1.

Los escalares t0, t1, . . . , td se nombran las coordenadas baricéntricas de p.

De�nición 2.2. Supongamos que 〈x0, x1, . . . , xd〉 es d-simplejo.

a. Los vértices de 〈x0, x1, . . . , xd〉 son los puntos x0, x1, . . . , xd.
b. Si {xj1 , xj2 , . . . , xjk} ⊂ {x0, x1, . . . , xd} es cualquier subconjunto, entonces

decimos que 〈xj1 , xj2 , . . . , xjk〉 es una cara de 〈x0, x1, . . . , xd〉 y denotamos
〈xj1 , xj2 , . . . , xjk〉 < 〈x0, x1, . . . , xd〉.

La siguiente de�nición formaliza la idea de que los complejos simpliciales se
obtienen pegando simplejos a través de sus caras.

De�nición 2.3. Un complejo simplicial �nito K, es una colección �nita de
simplejos que satisface las siguientes condiciones:

i. Toda cara de un simplejo en K pertenece a K.
ii. Si σ, γ ∈ K, entonces σ ∩ γ = ∅ o σ ∩ γ es cara de ambos simplejos.

a) b) c)

Figure 1. En complejos simpliciales los pegados en a) y b) no
están permitidos, pero el pegado en c) sí lo está ya que se realiza
a través de caras comunes.
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De�nición 2.4. Supongamos que K es un complejo simplicial �nito.

a. La dimensión de K es el número máxσ∈K{dim(σ)}.
b. Al espacio |K| =

⋃
σ∈K σ ⊂ Rn con la topología de subconjunto le lla-

mamos el espacio subyacente de K. En este caso decimos que K es
una triangulación del espacio topológico |K|.

c. Si K ′ ⊂ K es una subcolección de simplejos que por sí misma es un
complejo simplicial, entonces decimos que K ′ es un subcomplejo de K y
denotamos K ′ < K.

d. Al subcomplejo que consiste de todos los l-simplejos con l ≤ d, lo llamamos
el l-esqueleto de K y lo denotamos con K(l).

Notar que K(0) es el conjunto de vértices de K y K(1) es la grá�ca formada
por los vértices y los 1-simplejos en K.

Las técnicas presentadas en este trabajo funcionan para nubes de datos que
viven en cualquier espacio métrico. Por ello y por su utilidad en construcciones
posteriores, necesitamos ampliar la de�nición de complejo simplicial para que no
dependa del espacio ambiente Rn.

De�nición 2.5. Un complejo simplicial abstracto contenido en un conjunto
Y es una colección L de subconjuntos de {y0, y1, . . . , y`} ⊂ Y tal que si σ ∈ L y
β ⊂ σ, entonces β ∈ L.

En la de�nición anterior, los puntos yj son los vértices de L y el conjunto
L(0) = {y0, y1, . . . , y`} es el 0-esqueleto. Un d-simplejo en L es sólo un conjunto con
d+ 1 vértices y sus caras son subconjuntos de dicho conjunto. La dimensión de L
es máxσ∈L{dim(σ)}.

Supongamos que L es complejo simplicial abstracto. Si K es complejo simpli-
cial y existe biyección f : L(0) → K(0) tal que para todo {yj0 , yj1 , . . . , yjd} ∈ L, se
cumple que 〈f(yj0), f(yj1), . . . , f(yjd)〉 ∈ K, entonces decimos queK es una real-
ización geométrica de L. El siguiente resultado es clásico y se puede consultar
en [10, Teo. 1.10].

Teorema 2.6. Si L es complejo simplicial abstracto de dimensión d, entonces tiene
realización geométrica en R2d+1.

Por este resultado es que durante el documento manejaremos la mayoría de las
construcciones sobre complejos simpliciales geométricos (De�nición 2.3).

Ejemplo 2.7. Se invita al lector a construir una realización geométrica de los
siguientes complejos simpliciales abstractos.

(1) L =
{
{0}, {

√
2}, {−π}, {

√
2,−π}, {−π, 0}

}
complejo simplicial abstracto

contenido en R.
(2) L′ =

{
{1}, {2}, {3}, {1, 2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}

}
complejo simplicial ab-

stracto contenido en N.

2.2. Funciones lineales por pedazos. Los complejos simpliciales están de-
terminados por subconjuntos de un número �nito de puntos, esta propiedad facilita
su manejo y permite utilizarlos para aproximar bases de datos. Los mapeos nat-
urales en complejos simpliciales son las funciones lineales por pedazos, las cuales
también están determinadas por un número �nito de imágenes.
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De�nición 2.8. Supongamos que K es un complejo simplicial. Decimos que una
función f : |K| → R es lineal por pedazos si para todo p ∈ |K|,

f(p) =

d∑
i=0

tif(xi)

donde p ∈ 〈x0, x1, . . . , xd〉 ∈ K y t0, t1, . . . , td son las coordenadas baricéntricas de
p. Llamaremos funciones-PL a las funciones lineales por pedazos.

Las siguientes propiedades de las funciones-PL se siguen de la de�nición:
I. Si f : K(0) → R es función, entonces extendiendo linealmente sobre las

coordenadas baricéntricas de cada simplejo, de�nimos una única función-
PL f : |K| → R.

II. Las funciones-PL son continuas. Más aún, la restricción de una función-
PL al interior de un d-simplejo con d ≥ 1, es diferenciable.

III. Toda función-PL alcanza su máximo y su mínimo en los vértices de un
complejo simplicial (los complejos simpliciales �nitos son compactos).

De la Propiedad I se concluye que las funciones-PL están determinadas por
sus valores en el 0-esqueleto. Aprovechando esta propiedad mostraremos a las
funciones-PL sólo marcando sus valores en los vértices de los complejos simpliciales.
Un ejemplo se muestra en la Figura 2.

4

6

15

1

11

Figure 2. Función-PL sobre un complejo simplicial de dimensión 2.

2.3. Super�cies trianguladas. En esta sección introducimos las super�cies
trianguladas y mostramos cómo son los contornos de nivel de funciones-PL en ellas.

De�nición 2.9. Supongamos que S es un complejo simplicial de dimensión 2. Dec-
imos que S es una super�cie triangulada si todo 1-simplejo pertenece a exacta-
mente dos 2-simplejos y todo vértice tiene una vecindad en |S| que es homeomorfa
a la bola abierta B2 = {x ∈ R2 : ‖x‖ < 1}.

Por ejemplo, las fronteras de un tetraedro y un octaedro son super�cies trian-
guladas y ambos espacios subyacentes son homeomorfos a la esfera S2 = {x ∈ R3 :
‖x‖ = 1}. Dos triangulaciones distintas sobre el toro T = S1 × S1 se muestran en
las Figuras 3 y 6. El complejo simplicial de la Figura 2 no es super�cie triangulada.

En todo el documento las super�cies serán cerradas, es decir, son conexas,
compactas y no tienen frontera.

De�nición 2.10. Supongamos que S es una super�cie triangulada y que xj ∈ S
es un vértice.



28 2. GRÁFICAS DE REEB PARA EL ANÁLISIS DE BASES DE DATOS

0

0

6

3

1

4 5

2
0

3

6

0
21

8 7

Figure 3. Una triangulación y una función-PL sobre el toro T.
El lector debe tener presente que los vértices y las aristas de las
fronteras del cuadrado deben identi�carse según los valores de la
función para obtener el toro.

a. La estrella de xj , denotada St(xj), es el conjunto de simplejos de los
cuales xj es cara (Figura 5.a)), es decir,

St(xj) := {τ ∈ S : xj < τ}.

b. El link de xj , denotado Lk(xj), es el conjunto de 1-simplejos en St(xj)
de los cuales xj no es cara (ver Figura 5.a)), es decir,

Lk(xj) := {τ ∈ St(xj) : τ ∩ xj = ∅}.

Se puede probar que la estrella St(xj) siempre es homeomorfa al disco cerrado
D2 = {x ∈ R2 : ‖x‖ ≤ 1} y que el link Lk(xj) es un polígono con tantos lados como
triángulos hay en St(xj).

Lema 2.11. Supongamos que S es un super�cie triangulada y f : S(0) → R es
función inyectiva que de�ne la función-PL f : |S| → R. Si σ = 〈x1, x2, x3〉 ⊂ S es
un 2-simplejo y c ∈ R, entonces existen las siguientes tres posibilidades:

f−1(c) ∩ σ =


∅
{xj} para algún xj ∈ {x1, x2, x3}
un segmento

Demostración: La restricción de f a σ alcanza su mínimo t0 y su máximo l0 en
los vértices. Es claro que si c ∈ R r (t0, l0), entonces f−1(c) ∩ σ = ∅ si c < t0 o
l0 < c y f−1(c) ∩ σ = {xi} si c = t0 o c = l0.

Para el caso c ∈ (t0, l0) pensemos sin pérdida de generalidad que f(x1) = t0
y f(x2) = l0. Por la continuidad de f existen unos únicos P ∈ 〈x1, x2〉 y Q ∈
〈x1, x3〉 ∪ 〈x3, x2〉 tales que f(P ) = f(Q) = c. Notar que para todo s ∈ [0, 1] se
cumple

f
(
sP + (1− s)Q

)
= sf(P ) + (1− s)f(Q) = sc+ (1− s)c = c.

De manera que f−1(c)∩ σ es el segmento con extremos en los puntos P y Q. �
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2.4. Preliminares topológicos. Mencionamos de manera intuitiva y sin de-
mostración las herramientas topológicas y los resultados clásicos que utilizaremos
en el documento. Una referencia general para los temas de esta sección es [11].

Si X y Y son espacios topológicos, entonces una copia de Y en X es un
subconjunto de X que es homeomorfo a Y .

Un j-hoyo en X es un �hueco de X� que evita que una copia de la esfera
Sj := {x ∈ Rj+1 : ‖x‖ = 1} en X pueda deformarse continuamente hasta que se
degenera a un punto. Por ejemplo:

(1) Una copia de S0 = {−1, 1} es una pareja de puntos en X. Notar que
si existe una trayectoria que une a dos puntos de X, entonces éstos se
pueden deformar a un punto a través de ella. De manera que los 0-hoyos
corresponden a las componentes conexas por trayectorias de X.

(2) Una copia de S1 es una curva cerrada α ⊂ X. Si en X existe una copia
de D2 que tiene como frontera a α, entonces α se puede deformar contin-
uamente a un punto a través de dicho disco. Concluimos que los 1-hoyos
en X son los que se pueden rodear con curvas cerradas que no están �re-
llenas� y por lo tanto no se contraen a un punto. Por ejemplo, el complejo
simplicial en la Figura 2 tiene tres 1-hoyos.

Supongamos que j ≥ 0. En este texto denotamos conHj(X) al espacio vectorial
de homología con coe�cientes en Z2 (campo de enteros módulo 2). Los elementos
de Hj(X) se pueden pensar como los j-hoyos en X. A la dimensión βj(X) :=
dim

(
Hj(X)

)
se le conoce como el j-ésimo número de Betti de X. Intuitivamente,

βj(X) es la cantidad de �j-hoyos básicos� que tiene X.

De�nición 2.12. La Característica de Euler de un espacio topológico X es el
número

χ(X) = β0(X)− β1(X) + β2(X)− β3(X) + · · · =
∞∑
j=0

(−1)jβj(X).

Supongamos que K es un complejo simplicial �nito de dimensión d. En este
caso se cumple que βj(K) = 0 para j > d. Además, si kj(K) denota al número de
j-simplejos en K, entonces se satisface (ver [11, Teo. 2.44])

(2.1) χ(K) = k0(K)− k1(K) + k2(K)− · · ·+ kd(K) =

d∑
j=0

(−1)jkj(K)

En una super�cie triangulada S se cumple que toda arista pertenece a dos
triángulos y cada triángulo tiene tres aristas, luego 3k2(S) = 2k1(S) y por lo tanto,
χ(S) = k0(S) − 1

2k2(S). Por ejemplo, del tetraedro y de la Figura 3 se concluye
que χ(S2) = 2 y χ(T) = 0.

De�nición 2.13. Supongamos que S1, S2 son super�cies, D1 ⊂ S1, D2 ⊂ S2 son
copias de D2 con interiores D◦1 y D◦2 y f : ∂D1 → ∂D2 es homeomor�smo entre las
fronteras. A la super�cie obtenida por el cociente topológico

S1#S2 :=
[(
S1 rD◦1

)
∪
(
S2 rD◦2

)]/
{x ∼ f(x)}

se le llama la suma conexa de S1 con S2.

Del Teorema de clasi�cación de super�cies cerradas [12, Teo. 4.14] sabemos
que todas las super�cies orientables son la esfera o Tg := T#T# · · ·#T que es la
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suma conexa de g toros. Al número g se le llama el género de la super�cie
Tg. Así, la esfera S2 tiene género 0 y el toro T tiene género 1. Del Teorema de
clasi�cación también se sigue que la suma conexa S1#S2 es independiente de los
discos D1 ⊂ S1 y D2 ⊂ S2 escogidos y del homeomor�smo f : ∂D1 → ∂D2.

Supongamos que S1, S2 son super�cies trianguladas. Si realizamos la suma
conexa de S1 con S2 a través del interior de un triángulo en cada super�cie y pe-
gamos con un homeomor�smo que identi�que vértices, entonces S1#S2 es super�cie
triangulada y satisface

χ(S1#S2) = k0(S1#S2)− k1(S1#S2) + k2(S1#S2) = χ(S1) + χ(S2)− 2.

Usando el Teorema de clasi�cación se sigue que para toda super�cie S que es ce-
rrada, orientable y de género g, se cumple la fórmula

(2.2) χ(S) = 2− 2g.

3. Grá�cas de Reeb de super�cies trianguladas

En este capítulo se de�nen las grá�cas de Reeb de funciones-PL en complejos
simpliciales y se demuestra que para ciertas funciones-PL (de Morse) la grá�ca de
Reeb de una super�cie triangulada nos permite obtener el primer número de Betti
de la super�cie.

3.1. Grá�cas de Reeb. Pensemos queK es un complejo simplicial y f : K(0) →
R es función inyectiva con extensión lineal f : |K| → R. En esta sección de�nimos
la Grá�ca de Reeb de la pareja (K, f).

De�nición 3.1. Supongamos que c ∈ R.
a. A las componentes conexas de los conjuntos de nivel f−1(c) les llamamos

los contornos a nivel c de f : |K| → R.
b. Decimos que c es valor crítico de f : |K| → R si existe ε > 0 pequeño,

tal que el número de contornos en f−1(c − ε) es distinto al número de
contornos en f−1(c+ ε).

En la grá�ca graf(f) = {(x, f(x)) : x ∈ K, f(x) ∈ R} de�nimos la relación de
equivalencia: (x, f(x)) ∼ (y, f(y))⇐⇒ f(x) = f(y) = c y x, y pertenecen al mismo
contorno de f−1(c).

De�nición 3.2. Al cociente topológico Rf (K) := graf(f)/∼ le llamamos la Grá-
�ca de Reeb de la pareja (K, f). Los vértices de Rf (K), son los puntos de-
terminados por los contornos en f−1(c) tales que en dicha componente conexa se
cumple que el número de contornos en f−1(c− ε) es distinto al de f−1(c+ ε).

Ejemplo 3.3. Ejemplos de grá�cas de Reeb.

(1) La grá�ca con 2 vértices y una arista entre ellos es la grá�ca de Reeb
de cualquier función-PL sobre el tetraedro. El lector puede notar que el
tetraedro relleno y el vacío tienen la misma grá�ca de Reeb.

(2) La Figura 4.a) muestra la grá�ca de Reeb Rf (K) de la pareja (K, f) dada
en Figura 2.

(3) La Figura 4.b) muestra la grá�ca de Reeb de la función-PL en el toro T
dada en la Figura 3.
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Figure 4. Grá�cas de Reeb de los anteriores ejemplos 2) y 3). En
a) se muestra la grá�ca de Reeb asociada a la Figura 2. El 1-hoyo
de la grá�ca en b) corresponde al género del toro T (Figura 3).

Si φ : |K| → Rf (K) es la proyección al cociente, entonces por la propiedad uni-
versal de los cocientes existe una única función f̂ : Rf (K)→ R tal que el siguiente
diagrama conmuta

Algunas propiedades de la grá�ca Rf (K) de una pareja (K, f) son:
I. Si K es de dimensión 1, entonces |K| es homeomorfo a |Rf (K)|. Como

complejo simplicial, Rf (K) es igual a K sin considerar los vértices de
grado dos que no son máximos ni mínimos locales de f .

II. La proyección φ : |K| → Rf (K) no junta componentes, por lo tanto los
0-números de Betti satisfacen β0(Rf (K)) = β0(K).

III. La preimagen bajo φ de una curva cerrada que no es contraíble en Rf (K),
es no contraíble en |K|. Concluimos que β1(Rf (K)) ≤ β1(K).

IV. Para todo j > 1 se cumple que βj(Rf (K)) = 0, de manera que Rf (K)

está determinada por el 2-esqueleto K(2).

3.2. Funciones de Morse-PL en super�cies. De�nimos las funciones de
Morse lineales por pedazos en super�cies trianguladas y mostramos cómo son los
contornos de nivel de dichas funciones. Durante toda la sección S será una super�cie
triangulada y f : S(0) → R una función inyectiva con extensión f : |S| → R.

De�nición 3.4. Si xj es un vértice de S, entonces

a. el link superior de xj , denotado Lk
+
f (xj), es el conjunto (Figura 5.b))

{xi ∈ Lk(xj) : f(xi) > f(xj)} ∪ {〈xi, xl〉 ∈ Lk(xj) : f(xi), f(xl) > f(xj)}.

b. el link inferior de xj , denotado Lk
−
f (xj), es el conjunto(Figura 5.c))

{xi ∈ Lk(xj) : f(xi) < f(xj)} ∪ {〈xi, xl〉 ∈ Lk(xj) : f(xi), f(xl) < f(xj)}

Denotamos con #(Lk+
f (xj)) y #(Lk−f (xj)) al número de componentes conexas en

los links superior e inferior respectivamente.
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Es claro que Lk+
f (xj)∩Lk−f (xj) = ∅, además, si #(Lk+

f (xj)) > 0 y #(Lk−f (xj)) >
0, entonces ambos números necesariamente son iguales.

De�nición 3.5. Si xj ∈ S es un vértice, entonces decimos que

a. xj es máximo de f si #(Lk+
f (xj)) = 0 y #(Lk−f (xj)) = 1.

b. xj es mínimo si #(Lk+
f (xj)) = 1 y #(Lk−f (xj)) = 0.

c. xj es regular si #(Lk+
f (xj)) = #(Lk−f (xj)) = 1. En este decimos que

f(xj) ∈ R es valor regular.
d. xj es punto silla si #(Lk+

f (xj)) = #(Lk−f (xj)) = 2. En este decimos

que f(xj) ∈ R es valor crítico no degenerado.
e. xj es crítico si #(Lk+

f (xj)) = #(Lk−f (xj)) ≥ 3.

a) b)

c)

4
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Figure 5. En a) se muestra la estrella St(xj) con una función-
PL y el octágono en su frontera es el link Lk(xj). En b) y c) se
muestran los links superior e inferior de xj , respectivamente.

El lector familiarizado puede notar que esta de�nición es análoga a la de puntos
críticos en una función diferenciable en super�cies diferenciables.

De�nición 3.6. Decimos que f : |S| → R es función de Morse lineal por
pedazos, denotada FM-PL, si los vértices de S son puntos regulares, máximos,
mínimos o puntos silla de f .

Ejemplo 3.7. Ejemplos de funciones de Morse lineales por pedazos.

(1) La Figura 3 muestra una FM-PL sobre el toro T.
(2) En la Figura 7.a) se ilustra una FM-PL sobre la Botella de Klein.
(3) La función-PL sobre el toro de la Figura 6 no es de Morse, ya que el

vértice con valor 6 no cumple la De�nición 3.6.

Observación 3.8. Notar que los vértices críticos de una función-PL necesaria-
mente tienen 6 o más vértices adyacentes (De�nición 3.5.e). De manera que si S
es una super�cie triangulada tal que sus vértices tienen a lo más 5 vértices adya-
centes, entonces toda función-PL en S es una FM-PL.

Teorema 3.9. Si c ∈ R, S es una super�cie triangulada y orientable, f : S(0) → R
es inyectiva y tal que la extensión f : |S| → R es FM-PL, entonces existen las
siguientes tres posibilidades:

(1) f−1(c) = ∅.
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(2) f−1(c) ⊂ |S| es conexo y es homeomorfo a un punto, a un círculo o a un
conjunto 8, es decir, dos círculos que se intersectan en un punto.

(3) f−1(c) ⊂ |S| es unión disjunta de círculos tal vez con un punto o un 8.

Demostración: Supongamos que f(|S|) = [l0, l1]. Para c ∈ R r [l0, l1] es claro
que f−1(c) = ∅. Si c = l0 o c = l1, es decir, si c es mínimo o máximo global de f ,
entonces f−1(c) = {xj} es un vértice de S.

Supongamos que c ∈ (l0, l1) es un valor regular y que σ = 〈xj1 , xj2 , xj3〉 ∈ S es
un 2-simplejo tal que f−1(c) ∩ σ 6= ∅. Por el Lema 2.11, existen dos casos:

(1) f−1(c) ∩ σ = {xji} es vértice de σ. Como xji no es punto crítico de f ,
existen exactamente dos 2-simplejos σ1, σ2 ∈ S que contienen a xji y que
f(xji) no es máximo ni mínimo de f |σ1 ni de f |σ2 . Del Lema 2.11 se sigue
que la intersección f−1(c)∩ (σ1 ∪σ2) está formada por dos segmentos que
se intersectan en xji .

(2) f−1(c)∩σ es el segmento entre los puntos P y Q. Si P y Q no son vértices
de σ, entonces el conjunto de nivel f−1(c) intersecta en segmentos a los
dos 2-simplejos adyacentes a σ en las aristas a las que pertenecen P y
Q. Si P = xji es vértice de σ, entonces existe un 2-simplejo σ′ ∈ St(xji)
distinto de σ sobre el cual f(xji) no es máximo ni mínimo (c es valor
regular). Del Lema 2.11 concluimos que f−1(c) ∩ σ′ es un segmento que
une a xji con un punto en su arista opuesta.

De manera que si c ∈ (l0, l1) es valor regular, entonces el conjunto f−1(c) ∩
σ se extiende a segmentos comprendidos en 2-simplejos adyacentes a σ. Por la
compacidad de |S|, esta extensión se continúa hasta regresar a σ. Esto demuestra
que los contornos de f−1(c) son círculos.

Si xj ∈ f−1(c) es máximo o mínimo local de f , entonces {xj} es un contorno
de f−1(c). Luego, usando el caso en que c es valor regular para los otros contornos
y la inyectividad de f en S(0), concluimos que f−1(c) es unión de círculos y un
punto (por conexidad de |S| no puede suceder que f−1(c) = {xj}).

Por último, si c ∈ R es valor crítico no degenerado y xj ∈ S es el único
vértice silla tal que f(xj) = c, entonces existen exactamente cuatro 2-simplejos que
contienen a xj y sobre los cuales f(xj) no es máximo ni mínimo. Por el Lema 2.11, el
conjunto de nivel f−1(c) intersecta a estos 2-simplejos en segmentos. Continuando
el conjunto de nivel de manera análoga al caso en que c es valor regular, concluimos
que estos segmentos se pueden extender hasta que regresan al vértice xj . Por lo
tanto, el contorno de f−1(c) que contiene a xj es homeomorfo a un 8. Usando el
caso en que c es regular en el resto de los contornos, concluimos que f−1(c) es unión
disjunta de círculos con un 8. �

3.3. Grá�cas de Reeb de funciones de Morse-PL. En esta sección mostra-
remos que la grá�ca de Reeb de una FM-PL recupera el género de la super�cie
triangulada.

Pensaremos que S es super�cie triangulada y orientable, f : S(0) → R es inyec-
tiva y tal que f : |S| → R es FM-PL y Rf (S) es la grá�ca de Reeb asociada a la
pareja (S, f).

Del Teorema 3.9 se sigue que si c ∈ R es valor crítico de f y ε > 0 es pequeño,
entonces los números de contornos en f−1(c + ε) y f−1(c − ε) di�eren por 1. Dos
propiedades sencillas de Rf (S) son:
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Figure 6. Una triangulación en T con una función-PL que no es
de Morse ya que el vértice con valor 6 no satisface la De�nición
3.6.

I. Los máximos y mínimos de f corresponden a vértices de grado 1 en Rf (S),
esto se debe a que en los mínimos inicia una familia de contornos y en los
máximos �naliza una familia de contornos.

II. Los puntos silla de f corresponden a contornos que son 8's y determinan
vértices de grado 3 en Rf (S).

De estas propiedades se sigue que las grá�cas de Reeb de FM-PL en super�cies
orientables sólo tienen vértices de grado 1 y 3. Las Figuras 7.b) y 8 muestran que
la Propiedad II no se cumple para FM-PL sobre super�cies no orientables y para
funciones-PL que no son de Morse, respectivamente.
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Figure 7. a) Triangulación de la Botella de Klein con una FM-PL
y con algunos contornos de nivel marcados en color. b) Grá�ca de
Reeb de la función en a). Notar que los vértices con valores 2 y 6
son puntos silla pero no generan vértices de grado 3 en la grá�ca.

De�nición 3.10. Si c ∈ R y σ ∈ S, entonces decimos que σ es un simplejo-
cruzado a c si satisface una de las siguientes condiciones:

i. σ es un vértice y f(σ) = c.
ii. Existen vértices xi, xj en σ, tales que f(xi) < c < f(xj).

De la inyectividad de f : S(0) → R se sigue que todo 2-simplejo en S es cruzado
a la imagen de exactamente uno de sus vértices.
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De�nición 3.11. Si xj ∈ S es vértice con f(xj) = c y tc(xj) es el número de
triángulos-cruzados a c en St(xj), entonces el índice discreto de xj es

i(xj) = 1− tc(xj)

2
.

De la De�nición 3.5 se sigue que los máximos y los mínimos de f tienen índice
1, los puntos regulares tienen índice 0 y los puntos silla tienen índice −1.

Lema 3.12. Si m es el número de vértices en S que son máximos o mínimos de f
y s es el número de puntos silla de f en S, entonces se satisface

χ(S) =
∑

xj∈S(0)

i(xj) = m− s .

Demostración: Recordemos que χ(S) = k0(S)− 1
2k2(S) (ver Sección 2.4). Luego∑

xj∈S(0)

i(xj) =
∑

xj∈S(0)

(
1− tc(xj)

2

)
= k0(S)−

∑
xj∈S(0)

1

2
tc(xj) = χ(S)

donde la ú ltima igualdad se sigue de que todo triángulo en S es cruzado a exacta-
mente uno de sus vértices. �
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Figure 8. Grá�ca de Reeb de la pareja (T, f) en la Figura 6.
Notar que el vértice a altura 6 tiene grado 4, lo cual re�eja el
hecho de que la función-PL en este caso no es de Morse.

Teorema 3.13. Si S es super�cie de género g y f : |S| → R es FM-PL, entonces
se satisface β1(Rf (S)) = g.

Demostración: Llamemos m al número de vértices de S que son máximos o
mínimos de f y s al número de puntos silla de f en S.

Notar que β0(Rf (S)) = 1 ya que Rf (S) es grá�ca conexa. Utilizando la
ecuación 2.1 se concluye

χ(Rf (S)) = k0(Rf (S))− k1(Rf (S)) = β0(Rf (S))− β1(Rf (S)) = 1− β1(Rf (S)).

Sabemos que k0(Rf (S)) = m + s, además, de las Propiedades I y II de esta
sección, se sigue que k1(Rf (S)) = 1

2 (m + 3s) ya que al contar los grados de los
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vértices contamos cada arista dos veces. De la igualdad anterior se sigue que
β1(Rf (S)) = 1− m−s

2 . Utilizando el Lema 3.12 y la ecuación 2.2 concluimos que

β1(Rf (S)) = 1− m− s
2

= 1− 1

2
χ(S) = g.

�

La Figura 8 muestra la grá�ca de Reeb de la pareja (T, f) de la Figura 6. Notar
que aunque la función-PL f : |T | → R no es de Morse, también se cumple que el
1-número de Betti de la grá�ca es igual al género de la super�cie.

4. Grá�cas de Reeb y persistencia

La herramienta principal del análisis topológico de datos es la homología per-
sistente, la cual ha demostrado ser muy útil para extraer información geométrico-
topológica de la forma de una nube de datos. En este capítulo presentamos una es-
trategia que permite reducir considerablemente los cálculos necesarios para obtener
las homologías persistentes de dimensiones 0 y 1.

4.1. Idea general de la homología persistente. Comenzamos el capítulo
con una explicación breve e intuitiva de cómo funciona la homología persistente
para estudiar la forma de una nube de datos N = {x0, x1, . . . , x`} ⊂ Rn. Para
una introducción más completa y formal a la homología persistente el lector puede
consultar [8, 13, 14]. La explicación se dará en dos pasos:
Paso 1 : Aproximar a N con complejos simpliciales sobre los cuales podamos cal-
cular los grupos de homología y los números de Betti.

Existen diferentes formas de construir complejos simpliciales que aproximen a
N utilizando los puntos x0, x1, . . . , x`. Aquí introducimos la �ltración de Vietoris-
Rips ya que es sencilla de de�nir y de manejar computacionalmente.

De�nición 4.1. Supongamos que ε > 0. El complejo de Vietoris-Rips de
radio ε de N , es el complejo simplicial abstracto VRε(N) tal que sus d-simplejos
son {xj0 , xj1 , . . . , xjd} ⊂ N donde toda pareja xji , xjr cumple que ‖xji − xjr‖ < ε.

Notar que para ε < mín{‖xi−xj‖}, VRε(N) = N y para ε ≥ max{‖xi−xj‖} se
cumple que un `-simplejo es realización geométrica de VRε(N). Además, si ε1 < ε2,
entonces VRε1(N) es subcomplejo de VRε2(N) (ver De�nición 2.4.c).

Como no existe un radio tal que el complejo de Vietoris-Rips asociado sea el
que mejor aproxima a N , por ello se construye una sucesión de complejos de la
siguiente manera:

Si s > 0 y ε0 < mín{‖xi−xj‖} son tales que mín{‖xi−xj‖} < ε0 +s, entonces
a la sucesión anidada de complejos simpliciales abstractos

N = VRε0(N) < VRε1(N) < VRε2(N) < · · · < VRεm(N),

donde εj := ε0 + js y m es tal que εm−1 < máx{‖xi − xj‖} < εm, se le llama �l-
tración de Vietoris-Rips deN asociada a ε0 y s. Algunos ejemplos de complejos
de Vietoris-Rips de una nube de datos se muestra en la Figura 9
Paso 2: Calcular la homología de los complejos simpliciales en una �ltración que
aproxima a N y estudiar qué tanto persisten las clases de homología a través de
dicha �ltración.
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Supongamos que K0 < K1 < K2 < · · · < Km es una �ltración con complejos
simpliciales que aproxima a N (no necesariamente de Vietoris-Rips). Si j < l,
entonces denotamos con ij,l : |Kj | → |Kl| a la inclusión y con ij,l∗ : Hr(|Kj |) →
Hr(|Kl|) al correspondiente homomor�smo en homología.

De�nición 4.2. Supongamos que 0 ≤ j < l ≤ m, r ≥ 0 y 0 6= α ∈ Hr(|Kj |).
a. Decimos que α nació en Kj si α pertenece al cociente Hr(|Kj |)/Im(ij−1,j∗).

Denotamos n(α) al índice de nacimiento de α (en este caso n(α) = j).
b. Decimos que α persiste en Kl si ij,l∗(α) ∈ Hr(|Kl|) es no cero.
c. Decimos que α murió en Kl+1 si α pertenece a Ker(il,l+1∗). Denotamos
m(α) al índice de fallecimiento de α (en este caso m(α) = l + 1).

d. La persistencia de α en la �ltración es el número m(α)− n(α).

Todas las clases (no nulas) de homología de los complejos en la �ltración tienen
índices de nacimiento y fallecimiento y su persistencia es al menos 1. Calculando
las homologías de K0,K1, . . . ,Km y sus persistencias, obtenemos un panorama
global de cómo se crean y se cubren hoyos cuando aumenta el índice en la �ltración
(cuando aumenta el radio, en caso de que la �ltración sea de Vietoris-Rips). Una
manera de presentar la información de las persistencias de homologías es mediante
un código de barras.

I. II.

III. IV.

Figure 9. Cuatro etapas de una �ltración de Vietoris-Rips de
la nube de datos en I. Los complejos en II y III tienen dos
componentes. El complejo en IV es conexo y tiene un 1-hoyo
formado por las componentes de las etapas anteriores.

De�nición 4.3. El código de barras de dimensión r ≥ 0 de la �ltración K0 <
K1 < · · · < Km, se construye con un eje horizontal que representa al parámetro
discreto 0 ≤ j ≤ m y un conjunto de intervalos con extremos enteros [s, t) tales que
0 ≤ s < t ≤ m. Los intervalos representan a las clases de homología y satisfacen:

I. Para 0 ≤ j ≤ m, βr(|Kj |) es igual al número de intervalos que contienen
a j, es decir, cada intervalo se corresponde con un r-hoyo básico en Kj.
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II. Si el intervalo [s, t) representa a α ∈ Hr(|Kj |), entonces n(α) = s y
m(α) = t, por lo tanto la longitud de [s, t) es igual a la persistencia de α.

Para una �ltración de Vietoris-Rips, el código de barras se construye de forma
análoga, sólo que en este caso el parámetro discreto j se puede sustituir por el
parámetro continuo que representa al radio ε con el que se calculan los complejos
en la �ltración (De�nición 4.1).

Comúnmente los códigos de barras se presentan por grá�cas de barras horizon-
tales. Un ejemplo se muestra en la Figura 10.

Observación 4.4. Los códigos de barras de dimensiones 0 y 1 tienen las siguientes
propiedades:

A. Los intervalos en el código de dimensión 0 son de la forma [0, t) con
t < m y exactamente un intervalo es de la forma [0,m). Esto se debe a
que las componentes conexas en K0 = N son los puntos xi (i.e. β0(K0) =
` + 1) y dichas componentes mueren cuando dos o más puntos se unen.
El intervalo [0,m) representa a la componente conexa �nal.

B. En el código de dimensión 1 los intervalos son de la forma [s, t) con 0 <
s < t < m, ya que en los complejos simpliciales K0 = N y Km no existen
1-hoyos.

Las clases de homología que tienen una persistencia grande representan propie-
dades geométricas signi�cativas de la base de datos N . Calculando todas las ho-
mologías y sus persistencias es como el análisis topológico de datos estudia la forma
de N . Procedemos a describir brevemente la información que contiene el código de
barras de la Figura 10.

(1) La diferencia de longitudes entre las barras rojas antepenúltima y penúl-
tima indica que la nube de datos está dividida en dos componentes conexas.
Como se puede veri�car en las Figuras 9.I, 9.II y 9.III.

(2) Las tres barras azules que aparecen cuando aún hay dos barras rojas,
re�ejan que las dos componentes en la nube de datos tienen 1-hoyos, ver
Figura 9.II.

(3) La última barra azul que nace cuando el complejo de Vietoris-Rips ya es
conexo (ya que hay sólo una barra roja), indica que las dos componentes
forman entre sí un 1-hoyo. Además, dicho 1-hoyo es el bastante persistente
y por lo tanto representa una propiedad topológica signi�cativa de los
datos, ver Figura 9.IV .

4.2. Grá�cas de Reeb y persistencia. En esta sección mostramos que a
través de las Grá�cas de Reeb se puede estudiar la homología persistente a los
niveles 0 y 1 de una nube de datos N = {y0, y1, . . . , y`} ⊂ R. La construcción
presentada aquí se basa en [15, Sec. 5.1].

Durante toda la sección supondremos que f : N → R es inyectiva y N = K0 <
K1 < K2 < · · · < Km es �ltración con complejos simpliciales que aproxima a N .

Supongamos que 0 ≤ j ≤ m. Extendiendo linealmente a f sobre cada simplejo
en Kj de�nimos una función-PL fj : |Kj | → R. Denotamos con Rj a la grá�ca de
Reeb de la pareja (Kj , fj) y con φj : |Kj | → Rj a la proyección cociente.

Si p ∈ |Kj |, entonces fj(p) = (fj+1 ◦ ij,j+1)(p), de manera que la inclusión
ij,j+1 : |Kj | → |Kj+1| respeta la relación de equivalencia de�nida por fj en |Kj |.
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Figure 10. Códigos de barras de dimensión 0 (barras rojas) y 1
(barras azules) para la �ltración de Vietoris-Rips de la nube de
datos en la Figura 9.I. Las líneas punteadas indican los radios con
los que se construyeron los complejos de Vietoris-Rips de la Figura
9.

Concluimos que existe función continua ηj : Rj → Rj+1 que hace conmutar el
siguiente diagrama:

|Kj |

Rj Rj+1

|Kj+1|

φj

ij,j+1

ηj

φj+1

La sucesión de funciones continuas {ηj : Rj → Rj+1} induce una sucesión de ho-
momor�smos en los primeros grupos de homología de las grá�cas Rj de la siguiente
manera

H1(R0)
η0∗−−→ H1(R1)

η1∗−−→ H1(R2)
η2∗−−→ · · ·

η(m−1)∗−−−−−→ H1(Rm).

Podemos estudiar la persistencia de las homologías y de los números de Betti
a niveles 0 y 1 a través de los homomor�smos ηj∗ .

La 0-homología persistente de las grá�cas de Reeb Rj es isomorfa a la 0-
homología persistente de los complejos simpliciales Kj (Propiedad II en Sección
3.1). La 1-homología persistente de las Rj es isomorfa a la 1-homología persistente
vertical de los complejos simpliciales Kj , la idea intuitiva es que en la homología
vertical se ignoran los 1-hoyos contenidos en los contornos de los conjuntos de nivel,
sólo se consideran los 1-hoyos que se forman variando los contornos de nivel. La
de�nición precisa de homología vertical se puede consultar en [15, Sec. 3]. Por
ejemplo, del Teorema 3.13 sabemos que si los Kj son super�cies trianguladas, en-
tonces los 1-números de Betti persistentes de las grá�cas de Reeb Rj coinciden
con la persistencia de los �géneros de la super�cies Kj�. Para toda m ≥ 2, la
m-homología persistente de las grá�cas de Reeb Rj es trivial (Propiedad IV en
Sección 3.1).
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Figure 11. En I se ilustra una función inyectiva en la nube de
datos en R2. En II, III y IV se muestran las grá�cas de Reeb de
los complejos de Vietoris-Rips correspondientes en la Figura 9 con
las funciones-PL determinadas por extensión lineal de la función
en I.

Al igual que para la �ltración K0 < K1 < K2 < · · · < Km, la información
de los 0- y 1-números de Betti persistentes para la sucesión de grá�cas de Reeb
R0, R1, R2, . . . , Rm se puede presentar en códigos de barras. En la Figura 11 se
muestran las grá�cas de Reeb de los complejos simpliciales de la Figura 9 con una
función-PL en ellos. Cabe recalcar que el correspondiente código de barras para las
grá�cas de Reeb es idéntico al código en la Figura 9.

Finalizamos mencionando que en [15, Sec. 5.2] se proporciona un algoritmo
computacional para calcular la 1-homología persistente de las grá�cas de Reeb Rj .
Dicho algoritmo corre en tiempo O(mn3

e) donde m es el tamaño del 2-esqueleto de
Kj y ne es el número de aristas de Kj .
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1. Introducción

Un sistema dinámico discreto será una pareja (X, f), donde X es un espacio
métrico compacto, conexo con más de un elemento y f : X → X es una función
continua y suprayectiva. Para k ∈ N, denotemos por fk a la composición de f
consigo misma k veces. Sea x ∈ X. Consideremos la siguiente sucesión de puntos
en X: x, f(x), f2(x), f3(x), . . ., al conjunto formado por estos puntos, se le
llama la órbita del punto x. El objetivo principal de los sistemas dinámicos dis-
cretos es estudiar el comportamiento de estas sucesiones de puntos. Se sabe que
los conceptos de sistema mezclante, débilmente mezclante y transitivo son funda-
mentales para investigar el comportamiento de las órbitas y el caos de los sistemas
dinámicos. Por eso se da el interés de muchos investigadores en relación con estos
conceptos. En [2] se estudió algunas propiedades sobre los sistemas dinámicos y se
realizó una revisión de funciones que poseen algún tipo de periodicidad, estudiaron
las funciones puntualmente periódica, a lo más periódica, puntualmente a lo más
periódica, entre otras, con la �nalidad de difundir estos temas de una manera más
accesible. Más tarde, continuando con el trabajo de difundir esta área, en [19]
se analizó sistemas dinámicos que comparten algunas propiedades con los sistemas
mezclantes, fuertemente mezclantes, suavemente mezclantes, etc. Finalmente, en
[15] se estudió un tipo de sistemas dinámicos que se introdujeron en el 2016, a
saber los sistemas compacto transitivos. Otras publicaciones y libros donde anal-
izan propiedades sobre sistemas dinámicos son las siguientes [5, 6, 12, 13, 18, 21].

Por otro lado, es bien sabido que un sistema dinámico (X, f) induce un sistema
dinámico (H(X),H(f)), donde H(X) es un hiperespacio de X, considerado con
la topología de Vietoris, y H(f) es la función inducida por f a H(X). En este
contexto, un problema natural es el siguiente. Dado un sistema dinámico (X, f)
y los sistemas dinámicos inducidos (H1(X),H1(f)) y (H2(X),H2(f)) estudiar que
relación existe entre los sistemas dinámicos antes mencionados. En [3] analizaron
el concepto de transitividad en el sistema (X, f) y en algunos sistemas dinámicos
inducidos. Con respecto a este tema otras publicaciones son las siguientes [23, 24].

43
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Por otra parte, dado un conjunto X, denotamos por P(X) al conjunto potencia
de X, es decir, P(X) = {A : A ⊆ X}. Un subconjunto F de P(Z+) es una familia de

Furstenberg, si para cualesquiera F1, F2 ∈ P(Z+) tales que F1 ⊆ F2 y F1 ∈ F implica
que F2 ∈ F. Usar las familias de Furstenberg para estudiar sistemas dinámicos se
remontan a 1955 con los estudios de Gottschalk y Hedlund [10]. En [16] utilizaron
estas familias para analizar puntos transitivamente. En [15] se dió el concepto de
familia de Furstenberg para de�nir sistemas compacto transitivos pero como no es
la �nalidad del trabajo no se estudia a profundidad este tema.

El objetivo de este trabajo es realizar un estudio a fondo sobre algunas familias
de Furstenberg en sistemas dinámicos. Además, mostrar que en la clase de los
sistemas débilmente mezclantes estas familias cumplen una propiedad adicional.
Cabe mencionar que este trabajo está inspirado en la sección 2.2 de [11]. Además,
presentamos este trabajo para los lectores no expertos en esta área con la �nalidad
de que este trabajo sea útil y despierte el interés en nuestros lectores para realizar
investigaciones respecto al tema. Por tal motivo, la estructura de este trabajo
es la siguiente. En la sección 2 iniciamos mencionando una serie de notaciones y
conceptos que usaremos a lo largo de este escrito, hacemos un repaso rápido de los
conceptos importantes en sistemas dinámicos, para posteriormente, en la Sección
3, introducirnos en el concepto de familias de Furstenberg, y de algunas familias
de Furstenberg en particular. Finalmente, en la Sección 4, mostramos algunos
resultados relacionados con ciertas familias de Furstenberg en la clase de sistemas
débilmente mezclantes.

2. Introducción a la dinámica

Como es usual denotamos por N,Z+,Z,Q y R el conjunto de los números nat-
urales, el conjunto de los números enteros no negativos, el conjunto de los números
enteros, el conjunto de los números racionales y el conjunto de los números reales,
respectivamente. Dado un conjunto X y A ⊆ X, denotamos por |A| a la cardi-
nalidad de un conjunto A. A continuación de�nimos algunos subconjuntos de los
enteros no negativos que cumplen cierta propiedad, y que sirven para de�nir clases
de sistemas dinámicos.

De�nición 2.1. Sea A ⊆ Z+. Se dice que el conjunto A es:

(1) Co�nito si Z+ \A es �nito.
(2) Grueso si para cada p ∈ N, existe n ∈ N tal que {n, n+ 1, . . . , n+ p} ⊆ A.
(3) Sindético si existe l ∈ N tal que, para todo m ∈ N, {m,m+1, . . . ,m+ l}∩

A 6= ∅.
(4) Gruesamente sindético si para cada n ∈ N, {i ∈ N : {i, i+ 1, . . . , n} ⊆ A}

es sindético.

Una prueba del siguiente resultado puede encontrarlo en [13, Proposición 3.1.9,
pág. 47].

Proposición 2.2. Sean A,B ∈ P(Z+) tales que A ⊆ B. Si A es grueso, entonces
B es grueso.

Sea X un espacio métrico con métrica d. Todos los sistemas dinámicos con los
que estaremos trabajando en este capítulo son de�nidos sobre un espacio métrico,
por tal motivo analizaremos algunos conceptos y estableceremos algo más de no-
tación. Si f : X → X es una función, entonces: f0 denotará la función identidad
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sobre X, idX . Para cada n ∈ N, fn es f compuesta con fn−1, es decir:

fn = f ◦ fn−1.

Dados n ∈ N y A ⊆ X, la preimagen de A bajo fn se indica por f−n(A) y si x ∈ X,
la preimagen de {x} bajo f la representamos por f−1(x). Si A ⊆ X no vacío y
acotado, se de�ne el diámetro de A, denotado por diám(A), como:

diám(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}.
Además:
(1) una cubierta de X es una familia {As}s∈S de subconjuntos de X tales

que
⋃
s∈S As ⊆ X.

(2) una cubierta es abierta (o cerrada) de X si todos los elementos de la
cubierta son abiertos (o cerrados).

A continuación mostramos algunos ejemplos de cubiertas de un espacio métrico
especí�co.

Ejemplo 2.3. [7, pág. 32] Sea R con la métrica euclidiana. La colección de
intervalos abiertos {(−n, n) : n ∈ Z} es una cubierta abierta para R.

Ejemplo 2.4. [7, pág. 108] Sean (X, d) un espacio métrico. La colección C =
{B(x, rx) : x ∈ X} es una cubierta abierta de X.

Antes de continuar recordemos que dado un conjunto X y A una colección
de subconjuntos de X, decimos que A tiene la Propiedad de la Intersección
Finita (PIF) si la intersección de todos los conjuntos de cualquier subcolección
�nita de A es diferente del vacío. Además, recordemos que un espacio métrico X es
un espacio compacto si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta �nita.

El siguiente resultado, Proposición 2.5, nos proporciona una caracterización de
la compacidad en términos del concepto de familia con la PIF.

Proposición 2.5. Un espacio métrico X es compacto si y sólo si para cada familia
F de conjuntos cerrados en X con la PIF, la intersección de todos los elementos de
la familia es no vacía. Es decir, ∩F 6= ∅.

Demostración. Supongamos que X es compacto y sea F una familia de conjuntos
cerrados en X con la PIF cuya intersección es vacía. Sea A = {X\F : F ∈ F}.
Como ⋃

A =
⋃
F∈F

X\F,

por las leyes de De Morgan se tiene que⋃
A =

⋃
F∈F

X\F = X\
⋂
F∈F

F.

Dado que
⋂
F = ∅, se tiene que,

⋃
A = X. De aquí se obtiene que A es una cubierta

abierta de X. Como X es compacto, existe un conjunto �nito {F1, ..., Fn} ⊆ F tal
que:

X = (X\F1) ∪ · · · ∪ (X\Fn) =

n⋃
i=1

X\Fi = X\
n⋂
i=1

Fi.

Lo cual implica que
⋂n
i=1 Fi = ∅. Esto es una contradicción ya que F tiene la

PIF.
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Inversamente, sea A una cubierta abierta de X y denotemos por F = {X\U : U ∈
A}. Luego, ⋂

F =
⋂
U∈A

X\U = X\
⋃
U∈A

U = ∅.

Así, F no tiene la PIF. Por lo tanto existe n ∈ N y elementos U1, . . . , Un ∈ A

tales que (X\U1) ∩ · · · ∩ (X\Un) = ∅. Es decir,

X\
n⋃
i=1

Ui = ∅.

Esto implica que X =
⋃n
i=1 Ui. En consecuencia, {U1, . . . , Un} es una subcu-

bierta �nita de A. Por lo tanto, X es compacto. �

Por otra parte, otro de los conceptos importantes en este trabajo es el siguiente.

De�nición 2.6. Un sistema dinámico discreto es una pareja (X, f), donde X es
un espacio métrico, compacto y f : X → X una función continua y suprayectiva.

A continuación damos algunos ejemplos de sistemas dinámicos, esperando que
estos ayuden a aclarar la de�nición antes mencionada.

Ejemplo 2.7. Consideremos el intervalo cerrado [0, 1] con la métrica del subespacio
de la recta real y f : [0, 1]→ [0, 1] de�nida por

f(x) =


2x, si 0 ≤ x < 1

2
;

2(1− x), si
1

2
≤ x < 1.

Como [0, 1] es un subconjunto compacto de R y f está bien de�nida, es continua y
suprayectiva, se obtiene que ([0, 1], f) es un sistema dinámico discreto. A la función
f se le conoce como la función tienda.

La Figura 1 muestra la grá�ca de la función tienda f .

Figure 1. Grá�ca de la función f .
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Ejemplo 2.8. Consideremos el intervalo cerrado [0, 1] con la métrica del subespacio
de la recta real y g : [0, 1]→ [0, 1] de�nida por

g(x) =



2x, si 0 ≤ x ≤ 1

4
;

x+
1

4
, si

1

4
< x ≤ 1

2
;

x

2
+

1

2
, si

1

2
< x ≤ 1.

Como [0, 1] es un subconjunto compacto de R y g está bien de�nida, es continua y
suprayectiva, se obtiene que ([0, 1], g) es un sistema dinámico discreto.

La Figura 1 muestra el comportamiento de la función g.

Figure 2. Grá�ca de la función g.

De�nición 2.9. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Se de�ne la órbita
de x bajo f , denotada por Orbf (x), como el conjunto:

Orbf (x) = {fn(x) : n ∈ Z+} = {x, f(x), f2(x), f3(x), ...}.

Se observa que la órbita del punto x es una sucesión en el espacio X. La
interpretación que se le da a la sucesión, Orbf (x), es la siguiente: en el tiempo
t = 0 el objeto se encuentra en la posición x0; en el tiempo t = 1, el objeto habrá
cambiado a la posición f(x0); en el tiempo t = 2, el objeto habrá cambiado a la
posición f2(x0) = f(f(x0)) y así sucesivamente. Se sabe que el objeto principal de
estudio de los sistemas dinámicos son las órbitas de los puntos, ya que son estas las
que nos dan la información referente a las iteraciones de una función a través del
tiempo.

La Figura 3 muestra un ejemplo del comportamiento de la órbita de x0.

Figure 3. Muestra los primeros elementos de la órbita de x0.
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Ejemplo 2.10. Consideremos la función de�nida en el Ejemplo 2.8. Calculemos
la órbita de algunos puntos de X. Primero consideremos el punto x = 1

4 se tiene
que:

Orbf

(
1

4

)
=

{
1

4
, f

(
1

4

)
, f2

(
1

4

)
, f3

(
1

4

)
, . . .

}

=

1

4
, f

(
1

4

)
, f

(
f

(
1

4

))
, f

f (f (1

4

)) , . . .


=

1

4
, 2

(
1

4

)
, f

(
1

2

)
, f

(
f

(
1

2

))
, . . .


=

{
1

4
,

1

2
,

1

2
+

1

4
, f

(
1

2
+

1

4

)
, . . .

}

=

{
1

4
,

1

2
,

3

4
,

3
4

2
+

1

2
, . . .

}
=

{
1

4
,

1

2
,

3

4
,

7

8
, . . .

}
.

De manera similar podemos calcular la órbita del punto x = 1
2 y concluir que:

Orbf

(
1

2

)
=

{
1

2
, f

(
1

2

)
, f2

(
1

2

)
, f3

(
1

2

)
, . . .

}
=

{
1

2
,

3

4
,

7

8
,

15

16
, . . .

}
.

Otras nociones básicas en teoría de sistemas dinámicos son las siguientes.

De�nición 2.11. Sea (X, f) un sistema dinámico. Un subconjunto A de X es
f-invariante si f(A) = A, y positivamente f-invariante si f(A) ⊆ A.

De�nición 2.12. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Se dice que:

• x es un punto �jo de X si f(x) = x.
• y ∈ X es un punto ω-límite de x bajo f , si para cada k ∈ N y para
cualquier abierto U en X tal que y ∈ U , existe n ≥ k tal que fn(x) ∈ U .
Al conjunto de todos los puntos ω-límite de x bajo f , lo denotamos por
ωf (x) y lo llamamos el conjunto ω-límite de x.

El conjunto ω-límite de un punto nos indica hacia dónde se dirige la órbita de
dicho punto. Dicho de otra forma, ωf (x) es el conjunto de todos los puntos límites
de las subsucesiones convergentes de la órbita de x. De la de�nición de punto ω-
límite se sigue que dado un sistema dinámico (X, f) y x ∈ X, si x es un punto �jo
de X, entonces se tiene que ωf (x) = {x0}.

La Figura 4 ilustra geométricamente el comportamiento de las iteraciones de
la función f cuando existe un punto ω-límite de x.

A continuación calculamos el conjunto ωf (x) de algunos puntos, esperando que
esto ayude a aclarar la de�nición.

Ejemplo 2.13. Sea X un espacio métrico compacto y consideremos la función
identidad id : X → X. Se tiene que, ωf (x) = {x}, para cada x ∈ X.

Ejemplo 2.14. Consideremos la función de�nida en el Ejemplo 2.7. Observe que
los puntos �jos de f son 0 y 2

3 ya que son los únicos puntos donde interseca la

función f a la función identidad. Luego ωf (0) = {0}, ωf
(

2
3

)
=
{

2
3

}
.



2. INTRODUCCIÓN A LA DINÁMICA 49

Figure 4. Se observa que a partir de la n-ésima iteración, todos los
puntos caen dentro de U .

Ahora determinemos el conjunto ωf (x), para x ∈
{

2
5 ,

2
7 ,

2
9

}
. Se tiene que

Orbf

(
2

5

)
=

{
2

5
,

4

5

}
, Orbf

(
2

7

)
=

{
2

7
,

4

7
,

6

7

}
y Orbf

(
2

9

)
=

{
2

9
,

4

9
,

8

9

}
.

Esto implica que ωf
(

2
5

)
=
{

2
5 ,

4
5

}
, ωf

(
2
7

)
=
{

2
7 ,

4
7 ,

6
7

}
y ωf

(
2
9

)
=
{

2
9 ,

4
9 ,

8
9

}
.

Actualmente encontramos una gran variedad de sistemas dinámicos discretos
de�nidos y clasi�cados dependiendo de las propiedades que posea el espacio base o
bien la función. A continuación mencionamos algunos tipos de sistemas dinámicos
que usaremos en este trabajo.

De�nición 2.15. Sea (X, f) un sistema dinámico. Decimos que (X, f) es:

(1) Débilmente mezclante si para cualesquiera subconjuntos abiertos y no
vacíos U1, U2, V1 y V2 de X, existe k ∈ N tal que fk(Ui) ∩ Vi 6= ∅, para
cada i ∈ {1, 2}.

(2) Transitivo si para cada par de subconjuntos abiertos y no vacíos U y V
de X, existe k ∈ N tal que fk(U) ∩ V 6= ∅.

(3) Minimal si no existe un subconjunto propio A de X el cual es no vacío,
cerrado y f(A) = A. Equivalentemente, si la órbita de todo punto de X
es denso en X.

Para mayor información de los sistemas presentados en la De�nición 2.15 vea
[12, 13, 18]. En la Figura 5 se muestra la relación entre las clases de funciones men-
cionadas en la De�nición 2.15. Para consultar las pruebas de dichas a�rmaciones
puede revisar [17].

Figure 5. Diagrama que muestra la relación entre los diferentes tipos
de sistemas dinámicos.

Por otra parte, existen conjuntos importantes en sistemas dinámicos discretos
que se consideran para poder plantear algunas clases de sistemas. A continuación,
mencionamos algunos.

De�nición 2.16. Sea (X, f) un sistema dinámico, donde X es un espacio con
métrica d. Sean x ∈ X, U y V subconjuntos abiertos no vacíos de X y δ > 0. Se
de�nen los siguientes conjuntos:
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(1) Nf (x, V ) = {n ∈ Z+ : fn(x) ∈ V }.
(2) Nf (U, V ) = {n ∈ Z+ : U ∩ f−n(V ) 6= ∅}.
(3) Nf (U, δ) = {n ∈ Z+ : existen x, y ∈ U tales que d(fn(x), fn(y)) > δ}.

En el Ejemplo 2.17 mostramos como se calculan los conjuntos dados en la
De�nición 2.16 sobre un sistema dinámico, esperando que estos ayuden a aclarar
la De�nición 2.16. En [14] puede encontrar un estudio detallado de los conceptos
presentados en la De�nición 2.16.

Ejemplo 2.17. Consideremos el intervalo cerrado [0, 1] con la métrica del subespa-
cio de la recta real y f : [0, 1]→ [0, 1] de�nida por f(x) = x2, para cada x ∈ [0, 1].
Sean U = ( 1

4 , 1), V = (0, 1) y x = 1
3 . Se tiene que:

(1) Nf ( 1
3 , U) = {0}.

(2) Nf ( 1
3 , V ) = {0, 1, 2, 3, . . .}.

(3) Nf (U, V ) = {0, 1, 2, 3, . . .}.

Terminamos esta sección anotando dos propiedades que cumplen estos conjun-
tos en un sistema dinámico. El Lema 2.18 nos servirá en la prueba de la Proposición
3.30.

Lema 2.18. Sean (X, f) un sistema dinámico, x ∈ X y U un subconjunto abierto
no vacío de X. Se tiene que Nf (x, U) ⊆ Nf (f(x), f(U)).

Demostración. Sea n ∈ Nf (x, U). Luego fn(x) ∈ U . Esto implica que f(fn(x)) ∈
f(U). En consecuencia f1+n(x) ∈ f(U). Como f1+n(x) = fn+1(x) se tiene que,
fn+1(x) ∈ f(U). Así n ∈ Nf (f(x), f(U)). Por lo tanto Nf (x, U) ⊆ Nf (f(x), f(U)).
�

Lema 2.19. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si (X, f) es minimal, entonces para
cada subconjunto abierto no vacío U y cada punto x ∈ U , se tiene que el conjunto
Nf (x, U) es sindético.

Demostración. Supongamos que (X, f) es mínimal y sean U subconjunto abierto
y x ∈ U . Sea Y =

⋃
l∈N f

−l(U). A�rmamos que Y = X. Supongamos que existe
y ∈ X \ Y , entonces fn(y) /∈ U , para cada n ∈ N. Por lo tanto, la órbita de y no es
densa, lo cual contradice la minimalidad del sistema. Observe que {f−l(U) : l ∈ N}
es una cubierta abierta de X. Dado que X es compacto, existe M ∈ N tal que
X =

⋃M
l=1 f

−l(U).
Sea m ∈ N y y = fm(x). Sea l ∈ {1, . . . ,M} tal que y ∈ f−l(U) se sigue que

f l(y) ∈ U . Esto implica que f l(fm(x)) ∈ U . En consecuencia f l+m(x) ∈ U . Por lo
tanto l +m ∈ Nf (x, U). �

En la siguiente sección presentamos varias familias importantes que se ocupan
en el estudio de los sistemas dinámicos. Hacemos también un pequeño resumen de
algunos de los resultados que actualmente se conocen referente a familias y algunas
clases de sistemas dinámicos.

3. Algunas familias importantes

3.1. Familias de Furstenberg. Se sabe que la idea de aplicar familias de
Furstenberg para estudiar sistemas dinámicos se remonta a 1955 con los estudios
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de Gottschalk y Hedlund [10]. Posteriormente, en 1981, fue trabajado por Fursten-
berg en [8], y años más tarde por Akin [1]. Utilizando la teoría de las familias
de Furstenberg estudiaremos los sistemas débilmente mezclantes y su relación con
ciertas familias. Por tal motivo, empezaremos esta sección recordando algunos con-
ceptos básicos sobre las familias de Furstenberg. En esta sección es importante
recordar que P(Z+) = {A : A ⊆ Z+}.

De�nición 3.1. Un subconjunto F de P(Z+) es una familia de Furstenberg, si
para cualesquiera F1, F2 ∈ P(Z+) tales que F1 ⊆ F2 y F1 ∈ F implica que F2 ∈ F.

Para ilustrar mejor esta de�nición, mostramos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. Sea A ∈ P(Z+) tal que A 6= ∅. La familia

FA = {F ∈ P(Z+) : A ⊆ F}
es una familia de Furstenberg. En efecto, sean F1, F2 ∈ P(Z+) de tal manera que
F1 ⊆ F2 y F1 ∈ FA. Luego A ⊆ F1 ⊆ F2. Así, A ⊆ F2. Por lo tanto, F2 ∈ FA.

Otro ejemplo de familia de Furstenberg es el siguiente:

Ejemplo 3.3. Consideremos la familia B = {A ∈ P(Z+) : A es in�nito}. Se tiene
que B es una familia de Furstenberg. En efecto, sean F1, F2 ∈ P(Z+) tales que
F1 ⊆ F2 y F1 ∈ B. Como F1 es un conjunto in�nito y F1 ⊆ F2, se obtiene que F2

es un conjunto in�nito. Por lo tanto, F2 ∈ B.

Dada una familia de Furstenberg podemos de�nir su dual de la siguiente man-
era.

De�nición 3.4. Sea F ⊆ P(Z+) una familia de Furstenberg. La familia dual de
F, denotada por kF, se de�ne como:

kF = {F ∈ P(Z+) : Z+ \ F /∈ F} = {F ∈ P(Z+) : F ∩ F
′
6= ∅, para cualquier F

′
∈ F}.

Proposición 3.5. Sea F ⊆ P(Z+) una familia de Furstenberg. La familia dual de
F es de Furstenberg.

Demostración: Sean A1, A2 ∈ P(Z+) tales que A1 ⊆ A2 y A1 ∈ kF. Sea F ∈ F,
notemos A1 ∩ F ⊆ A2 ∩ F y puesto que A1 ∈ kF se tiene que A1 ∩ F 6= ∅. Luego,
A2∩F 6= ∅. Con esto A2 ∈ kF. Por lo tanto, la familia kF es de Furstenberg. �

Como una consecuencia de la Proposición 3.5 y del Ejemplo 3.2 se obtienen
otro ejemplo de familia de Furstenberg.

Ejemplo 3.6. La familia kFA es de Furstenberg.

Como una consecuencia de la Proposición 3.5 y del Ejemplo 3.3 se obtienen un
ejemplo más de familia de Furstenberg.

Ejemplo 3.7. La familia kB es de Furstenberg.

Observación 3.8. Sea F ⊆ P(Z+) una familia Furstenberg. De la De�nición 3.4
se tiene que: Si A ∈ kF, entonces A ∈ P(Z+) y A∩F ′ 6= ∅, para cada F ′ ∈ F. Esto
implica que A ∈ kF si A ∈ P(Z+) y Z+ \A /∈ F.

Observación 3.9. Sea F ⊆ P(Z+), probar que F es una familia Furstenberg es
equivalente a ver que si F1 ⊆ F2 y F2 6∈ F, entonces F1 6∈ F.

De�nición 3.10. Sea F ⊆ P(Z+) una familia de Furstenberg. Decimos que:
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(1) F es una familia propia si es un subconjunto propio de P(Z+).
(2) F es un �ltro si es una familia propia cerrada bajo intersección. Esto es,

si F1, F2 ∈ F, entonces F1 ∩ F2 ∈ F.
(3) F es un �ltro libre si F es un �ltro y la intersección de todos sus ele-

mentos es vacía.
(4) F es una familia libre si la intersección de todos los elementos de F es

vacía.

Proposición 3.11. Sea F ⊆ P(Z+) una familia de Furstenberg. Se tiene que F es
una familia propia si y sólo si ∅ /∈ F.

Demostración: Supongamos que F es propia y que ∅ ∈ F. Sea F ∈ P(Z+). Dado
que ∅ ⊆ F y F es una familia de Furstenberg se obtiene que F ∈ F. Esto implica
que F = P(Z+). Lo cual contradice el hecho de que F es una familia propia.

Inversamente, supongamos que ∅ /∈ F. Dado que ∅ ∈ P(Z+) y ∅ /∈ F, se
concluye que F es un subconjunto propio de P(Z+). Por lo tanto, F es una familia
propia. �

Proposición 3.12. Sea F ⊆ P(Z+) una familia de Furstenberg. Si F es una familia
propia, entonces Z+ ∈ F.

Demostración: Supongamos que F es propia y sea A ∈ F. Luego, A ⊆ Z+.
Dado que F es una familia de Furstenberg se obtiene que Z+ ∈ F. �

Sean Fthick = {F ∈ P(Z+) : F es grueso} y Fsyn = kFthick.

Observación 3.13. De la Proposición 2.2 se obtiene que Fthick es una familia de
Furstenberg.

Observación 3.14. De la Proposición 3.5 se obtiene que Fsyn es una familia de
Furstenberg.

Proposición 3.15. Se tiene que Fsyn = {F ∈ P(Z+) : F es sindético}.

Demostración: Sea F ∈ Fsyn. Luego F ∈ kFthick. Esto implica que Z+ \ F /∈
Fthick. En consecuencia, Z+ \ F no es grueso. Existe p ∈ N, tal que para cada
n ∈ N se tiene que {n, n + 1, . . . , n + p} * Z+ \ F . Así, existe i ∈ {0, 1, . . . , p}
tal que n + i ∈ {n, n + 1, . . . , n + p} y n + i /∈ Z+ \ F . Esto implica que n + i ∈
F ∩ {n, n + 1, . . . , n + p}. Así, F ∩ {n, n + 1, . . . , n + p} 6= ∅. Por lo tanto, F es
sindético.

Ahora, sea F ∈ {F ∈ P(Z+) : F es sindético}. Demostraremos que F ∈
kFthick. Como F es sindético existe l ∈ N tal que para cada m ∈ N, se tiene que
{l, l + 1, . . . , l + m} ∩ F 6= ∅. Esto implica que existe p ∈ {l, l + 1, . . . , l + m} tal
que p ∈ F . En consecuencia, p ∈ {l, l + 1, . . . , l + m} y p /∈ Z+ \ F . Por lo tanto,
{n, n + 1, . . . , n + p} * Z+ \ F . Así Z+ \ F /∈ Fthick. Por lo tanto, F ∈ kFthick.

�

Otra noción muy útil en sistemas dinámicos es la de subconjuntos débilmente
mezclantes. Este concepto se introdujo en [4]. Posteriormente se analizó dicho
concepto en [21] y [22]. La noción de subconjuntos débilmente mezclante puede ser
recali�cado como una versión local de débilmente mezclante. Antes de presentarla,
recordemos que dados U y V subconjuntos abiertos y no vacíos de X,

Nf (U, V ) = {n ∈ Z+ : U ∩ fn(V ) 6= ∅}.
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De�nición 3.16. Sea (X, f) un sistema dinámico. Decimos que A ⊆ X es un sub-
conjunto débilmente mezclante si para cada k ≥ 2 y cualesquiera conjuntos abier-
tos U1, U2, . . . , Uk, V1, V2, . . . , Vk de X con Ui ∩ A 6= ∅, Vi ∩ A 6= ∅ para cada
i ∈ {1, . . . , k} se tiene que ∩ki=1Nf (Ui ∩A, Vi) 6= ∅.

En la De�nición 3.17 presentamos otras familias que se ocupan en el estudio de
los sistemas dinámicos discretos.

De�nición 3.17. Sean (X, f) un sistema dinámico y A un subconjunto débilmente
mezclante. Se de�nen las familias:

Nf = {B ⊆ Z+ : existen U, V ⊆ X abiertos no vacíos, tales que

Nf (U, V ) ⊆ B}.
Nf (A) = {B ⊆ Z+ : existen abiertos no vacíos U, V ⊆ X que intersectan a

A, tales que Nf (U ∩A, V ) ⊆ B}.

De la De�nición 3.17 se obtiene la siguiente observación.

Observación 3.18. Sea (X, f) un sistema dinámico. Para cualesquiera U y V
subconjuntos abiertos no vacíos en X, se tiene que Nf (U, V ) ∈ Nf . De donde,
Nf 6= ∅.

Resulta que la familia Nf presentada en la De�nición 3.17 es una familia de
Furstenberg, esto lo mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.19. Consideremos la familia Nf dada en la De�nición 3.17. Luego, la
familia Nf es de Furstenberg. En efecto, notemos que Nf ⊆ P(Z+). Ahora, sean
F1, F2 ∈ Nf tales que F1 ⊆ F2 y F1 ∈ Nf . Luego, existen U y V subconjuntos
abiertos no vacíos en X tales que Nf (U, V ) ⊆ F1. Como F1 ⊆ F2, Nf (U, V ) ⊆ F2.
Por lo tanto, F2 ∈ Nf .

Para continuar con nuestro objetivo, presentemos la siguiente de�nición, la cual
nos permite de�nir propiedades útiles que usaremos posteriormente.

De�nición 3.20. Sean F1,F2 dos familias de Furstenberg. De�nimos la familia
F1 · F2 = {F1 ∩ F2 : F1 ∈ F1, F2 ∈ F2} y la llamamos la interacción de F1 y F2.

Un ejemplo de la De�nición 3.20 es el que se muestra a continuación.

Ejemplo 3.21. Consideremos las familias FA y Nf dadas en el Ejemplo 3.2 y la
De�nición 3.17, respectivamente. Por el Ejemplo 3.2 y Ejemplo 3.19 sabemos que
FA y Nf son familias de Furstenberg. Luego, la interacción de FA y Nf se de�ne
como:

FA ·Nf = {F1 ∩ F2 : F1 ∈ FA, F2 ∈ Nf}.

En la Proposición 3.22 se prueba que dadas dos familias de Furstenberg, la
interacción de las familias es una familia de Furstenberg.

Proposición 3.22. Sean F1,F2 dos familias de Furstenberg. Se tiene que F1 · F2

es una familia de Furstenberg.

Demostración: Note que F1 · F2 ⊆ P(Z+). Sean F1, F2 ∈ P(Z+) tales que
F1 ⊆ F2 y F1 ∈ F1 · F2. Luego, existen A1 ∈ F1 y A2 ∈ F2 tales que F1 = A1 ∩A2.
Esto implica que A1 ∩ A2 ⊆ F2. Observemos que F2 = (A1 ∪ F2) ∩ (A2 ∪ F2).
Dado que A1 ⊆ A1 ∪ F2, A1 ∈ F1 y F1 es una familia de Furstenberg, concluimos
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que A1 ∪ F2 ∈ F1. De manera similar podemos concluir que A2 ∪ F2 ∈ F2. En
consecuencia, F2 ∈ F1 · F2. Por lo tanto, F1 · F2 es una familia de Furstenberg.

�

Observación 3.23. Sean F1,F2 dos familias de Furstenberg. De la De�nición 3.20
obtenemos que F1 ∪ F2 ⊆ F1 · F2.

Proposición 3.24. Sean F, F1 y F2 dos familias de Furstenberg. Se tiene que F

es un �ltro si y sólo si F = F · F.

Demostración: Supongamos que F es un �ltro. Demostraremos que F = F · F.
Sea F ∈ F. Como F ∈ F ∪ F. Por la Observación 3.23 concluimos que F ∈ F · F.
Ahora, sea A ∈ F · F. Existen F1 ∈ F y F2 ∈ F tales que A = F1 ∩ F2. Dado que
F es un �ltro, se obtiene que F1 ∩ F2 ∈ F. En consecuencia A ∈ F. Por todo lo
anterior, concluimos que F = F · F.

Inversamente, supongamos que F = F · F. Demostraremos que F es un �ltro.
Sean F1, F2 ∈ F. Luego, F1 ∩ F2 ∈ F · F. Esto implica que F1 ∩ F2 ∈ F. Por lo
tanto, F es un �ltro. �

Proposición 3.25. Sean F, F1 y F2 dos familias de Furstenberg. Se tiene que
F1 · F2 es una familia propia si y sólo si F2 ⊆ kF1.

Demostración: Supongamos que F1 · F2 es una familia propia. Demostraremos
que F2 ⊆ kF1. Sean F ∈ F2 y F ′ ∈ F1. Observemos que F ′ ∩ F ∈ F1 · F2. Por la
Proposición 3.11 concluimos que F ′ ∩ F 6= ∅. Por lo tanto F ∈ kF1.

Inversamente, supongamos que F2 ⊆ kF1. Demostraremos que F1 · F2 es una
familia propia. Por la Proposición 3.22 sabemos que F1 · F2 es una familia de
Furstenberg. En lo que resta, veamos que ∅ /∈ F1 · F2. Sea F ∈ F1 · F2. Existen
A1 ∈ F1 y A2 ∈ F2 tales que F = A1∩A2. Por otro lado, como F2 ⊆ kF1 concluimos
que A2 ∈ kF1. Esto implica que F 6= ∅. Por lo tanto, ∅ /∈ F1 · F2. Finalmente, de
la Proposición 3.11 se sigue que F1 · F2 es una familia propia. � �

A continuación daremos una notación, la cual será útil en el concepto de con-
junto omega límite con respecto a una familia (De�nición 3.28).

De�nición 3.26. Sean (X, f) un sistema dinámico, F ∈ P(Z+) y x ∈ X. De�ni-
mos:

fF (x) = {f i(x) : i ∈ F}.

En el Ejemplo 3.27 aclaramos el concepto dado en la De�nición 3.26.

Ejemplo 3.27. Consideremos el intervalo cerrado [0, 1] con la métrica del subespa-
cio de la recta real y f : [0, 1]→ [0, 1] de�nida por f(x) = x2, para cada x ∈ [0, 1].
Sea F = {1, 2, 3}. Se tiene que:

fF
(

1

3

)
=

{
f1

(
1

3

)
, f2

(
1

3

)
, f3

(
1

3

)}

=

{
1

32
,

1

34
,

1

38

}
.

La De�nición 3.28 presenta una generalización del concepto de conjunto ω-
límite de un punto.
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De�nición 3.28. Sean (X, f) un sistema dinámico, F ⊆ P(Z+) una familia de
Furstenberg, x ∈ X y V ⊆ X. De�nimos y denotamos el conjunto ω-límite de x
con respecto a F, o también llamado el conjunto ωF-límite de x por:

ωF(x) =
⋂
F∈F

fF (x) = {z ∈ X : Nf (x, V ) ∈ kF, para toda vecindad V de z}.

Dado que la familia Nf es una familia de Furstenberg (Ejemplo 3.19), un caso
particular de la De�nición 3.28, es la familia ωNf (x).

Ejemplo 3.29. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Del Ejemplo 3.19 se
sabe que Nf es una familia de Furstenberg. Así, el conjunto ω-límite de x con
respecto a Nf se de�ne como:

ωNf (x) =
⋂

F∈Nf

fF (x) = {z ∈ X : Nf (x, V ) ∈ kNf , para toda vecindad V de z}.

La Proposición 3.30 muestra una propiedad que cumple la familia ωF(x).

Proposición 3.30. Sean (X, f) un sistema dinámico, x ∈ X y F ⊆ P(Z+) una
familia de Furstenberg. Se tiene que f(ωF(x)) ⊆ ωF(f(x)).

Demostración. Sea z ∈ f(ωF(x)). Demostremos que z ∈ ωF(f(x)). Para ello, es
su�ciente con demostrar que:

1) z ∈ X.
2) Nf (f(x), V ) ∈ kF, para cualquier vecindad V de z.

La demostración de 1) se obtiene directamente por como esta de�nido el conjunto
ω-límite de x con respecto a F. Para demostrar 2) probemos que:

a) Nf (f(x), V ) ∈ P(Z+).
b) Nf (f(x), V ) ∩ F ′ 6= ∅, para cualquier F ′ ∈ F.

Por como se de�ne Nf (f(x, V )), es claro que Nf (f(x), V ) ∈ P(Z+). Veamos que
se cumple b). Como z ∈ f(ωF(x)), existe y ∈ ωF(x) tal que f(y) = z. Sea V una
vecindad de z. Luego f−1(V ) es una vecindad de y. Dado que y ∈ ωF(x), se tiene
que Nf (x, f−1(V )) ∈ kF. Luego,

Nf (x, f−1(V )) ∈ P(Z+) y Nf (x, f−1(V )) ∩ F ′ 6= ∅, para cualquier F ′ ∈ F.

Por otra parte, por el Lema 2.18, se tiene que:

Nf (x, f−1(V )) ⊆ Nf (f(x), f(f−1(V ))). Es decir, Nf (x, f−1(V )) ⊆ Nf (f(x), V ).

En consecuencia,

Nf (f(x), V ) ∩ F ′ 6= ∅, para cualquier F ′ ∈ F.

Por lo tanto,

Nf (f(x), V ) ∈ kF, para cualquier vecindad V de z.

Con todo lo anterior se obtiene que z ∈ ωF(f(x)). �

Como una consecuencia de la Proposición 3.30 se obtiene lo siguiente.

Corolario 3.31. Sean (X, f) un sistema dinámico, x ∈ X. Se tiene que

f(ωNf (x)) ⊆ ωNf (f(x)).

Concluimos esta sección con las siguientes observaciones.
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Observación 3.32. Notemos que no siempre ωF(x) es un subconjunto del conjunto
ω-límite de x bajo f .

Observación 3.33. El conjunto ω-límite de x respecto a la familia Nf dado en el
Ejemplo 3.29 se puede escribir de la siguiente manera:

ωNf (x) = {z ∈ X : Nf (x,G) ∩Nf (U, V ) 6= ∅, para toda vecindad G de z

y para cualesquiera U, V ⊆ X abiertos y no vacíos}.

3.2. Familias positivamente invariantes y negativamente invariantes.
Dentro de las familias de Furstenberg, existen diferentes tipos de familias que
son de�nidas a través de funciones especí�cas, y que por consecuencia cumplen
propiedades y características esenciales para demostrar ciertos resultados. Algunas
de ellas son las que se dan en la De�nición 3.35, las cuales, fueron de�nidas a partir
de la de�nición de la siguiente función.

De�nición 3.34. Para cada i ∈ Z+ de�nimos gi : Z+ → Z+, como gi(j) = i+ j.

Utilizando la De�nición 3.34, podemos de�nir los siguientes tipos de familias.

De�nición 3.35. Sea F ⊆ P(Z+) una familia de Furstenberg. Decimos que F es:

(1) Positivamente invariante si para cada i ∈ Z+, F ∈ F implica que
gi(F ) ∈ F.

(2) Negativamente invariante si para cada i ∈ Z+, F ∈ F implica que
g−i(F ) ∈ F, donde g−i(F ) = (gi)−1(F ) = {j − i : j ∈ F, j ≥ i}.

(3) Invariante por translaciones si es positivamente y negativamente
invariante, equivalentemente, si para cada i ∈ Z+, F ∈ F si y sólo si
g−i(F ) ∈ F.

Para δ > 0, denotemos por

(3.1) Sf (δ) = {A ⊆ Z+ : Nf (U, δ) ⊆ A, para algún conjunto abierto U de X}.

Lema 3.36. Sea (X, f) un sistema dinámico y δ > 0. La familia Sf (δ) es positi-
vamente invariante.

Demostración. Sean i ∈ Z+ y F ∈ Sf (δ). Demostraremos que gi(F ) ∈ Sf (δ).
Existen subconjuntos abiertos U , V de X tal que:

Nf (U, δ) ⊆ F y V ⊆ f−i(U) donde, diám(f j(V )) < δ, para todo j ∈ {0, 1, 2, . . . i}.
Esto implica que

Nf (V, δ) ⊆ gi(Nf (U, δ)) ⊆ gi(F ).

En consecuencia, gi(F ) ∈ Sf (δ). Por lo tanto, Sf (δ) es positivamente invariante. �

De la De�nición 3.35 se obtiene la siguiente observación.

Observación 3.37. Sean (X, f) un sistema dinámico, x ∈ X, i ∈ Z+, F ⊆ P(Z+)
una familia de Furstenberg y A ∈ F. Se cumple que:

(1) g−i(gi(A)) = A y gi(g−i(A)) ⊆ A.
(2) g−i(Nf (x, U)) = Nf (f(x), U).

Proposición 3.38. Sean g1 : Z+ → Z+ y A,B ⊆ Z+. Se cumple que:

(1) Si A 6= ∅, entonces g−1(A) 6= ∅.
(2) Si g−1(A ∩B) 6= ∅, entonces g−1(A) ∩ g−1(B) 6= ∅.
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Demostración. Supongamos que A 6= ∅. Note que g1(A) 6= ∅. Sea x ∈ A. Luego,
existe y ∈ g1(A) tal que g1(x) = y a saber y = x + 1. Así y ≥ x, en consecuencia
x ∈ g−1(A). Por lo tanto, g−1(A) 6= ∅.
Ahora, supongamos que g−1(A ∩ B) 6= ∅. Luego, existe x ∈ g−1(A ∩ B) tal que
g1(x) = y, para algún y ∈ A ∩B. Así, x ∈ g−1(A) y x ∈ g−1(B). En consecuencia
x ∈ g−1(A) ∩ g−1(B). Por lo tanto g−1(A) ∩ g−1(B) 6= ∅. �

Proposición 3.39. Sean (X, f) un sistema dinámico, x ∈ X y F ⊆ P(Z+) una
familia de Furstenberg. Si F es positivamente invariante, entonces ωF(f(x)) ⊇
ωF(x).

Demostración. Supongamos que F es positivamente invariante. Sean y ∈
ωF(x), U una vecindad de y y F ∈ F. Probemos que Nf (f(x), U) ∈ kF. Para esto,
es su�ciente con demostrar que Nf (f(x), U) ∩ F 6= ∅.
Como F es positivamente invariante, se tiene que, para cada i ∈ Z+ y F ∈ F implica
que gi(F ) ∈ F. En particular tomemos i = 1. Es decir, g1(F ) ∈ F. Por otro lado,
como y ∈ ωF(x), se obtiene que Nf (x, U) ∈ kF y dado que g1(F ) ∈ F, obtenemos
que:

Nf (x, U) ∩ g1(F ) 6= ∅.
Por la Proposición 3.38 se tiene que,

g−1(Nf (x, U) ∩ g1(F )) 6= ∅ implica que g−1(Nf (x, U)) ∩ g−1(g1(F )) 6= ∅.
Utilizando la Observación 3.37 se sigue que,

Nf (f(x), U) ∩ F 6= ∅.
Por lo tanto, y ∈ ωF(f(x)). �

Como una consecuencia de la Proposición 3.39 y del Lema 3.36 se obtiene el
siguiente resultado.

Corolario 3.40. Sean (X, f) un sistema dinámico, x ∈ X. Se tiene que

ωSf (δ)(f(x)) ⊇ ωSf (δ)(x).

La Proposición 3.41 se prueba de manera similar a la Proposición 3.39. Agreg-
amos la prueba, porque consideremos que puede ser útil para el lector.

Proposición 3.41. Sean (X, f) un sistema dinámico, x ∈ X y F ⊆ P(Z+) una
familia de Furstenberg. Si F es negativamente invariante, entonces ωF(f(x)) ⊆
ωF(x).

Demostración. Supongamos que F es negativamente invariante. Sean y ∈
ωF(f(x)), U una vecindad de y y F ∈ F. Probemos que Nf (x, U) ∈ kF. Para esto,
es su�ciente con demostrar que Nf (x, U) ∩ F 6= ∅.
Como F es negativamente invariante, se tiene que, para cada i ∈ Z+ y F ∈ F

implica que g−i(F ) ∈ F. En particular tomemos i = 1. Es decir, g−1(F ) ∈ F.
Por otro lado, como y ∈ ωF(f(x)), se obtiene que Nf (f(x), U) ∈ kF y dado que
g−1(F ) ∈ F, obtenemos que:

Nf (f(x), U) ∩ g−1(F ) 6= ∅.
Sea z ∈ Nf (f(x), U y z ∈ g−1(F ). Esto implica que z = j − 1 para algún j ∈ F y
j ≤ 1. En consecuencia,

f j−1(f(x)) ∈ U.
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Lo cual implica que j ∈ F y f j(x) ∈ U . Luego, j ∈ N(x, U) ∩ F . Por lo tanto,
y ∈ ωF(x). �

La Proposición 3.42 se obtiene de la Proposición 3.39 y Proposición 3.41.

Proposición 3.42. Sean (X, f) un sistema dinámico, x ∈ X y F ⊆ P(Z+) una
familia de Furstenberg. Si F es invariante por translaciones, entonces ωF(f(x)) =
ωF(x).

3.3. Familias con la PIF y con la PIFF. En la introducción de este tra-
bajo mencionamos el concepto de familia con la propiedad de la intersección �nita,
en este apartado ahondaremos más en este concepto. Para iniciar colocamos dos
observaciones al respecto.

Observación 3.43. Ninguna familia que incluya al conjunto vacío puede tener la
PIF.

Observación 3.44. Toda colección de conjuntos con intersección no vacía posee
automáticamente la propiedad de la intersección �nita.

Observación 3.45. Un �ltro tiene la propiedad de la intersección �nita por de�ni-
ción.

Ejemplo 3.46. Sea R considerado con la métrica usual. Consideremos la familia

F =

{(
0,

1

n

)
: n ∈ N

}
como la colección de intervalos abiertos en R. Se tiene que F tiene la PIF.

En efecto, sea A ⊆ F �nito. Luego, A =

{(
0,

1

ni

)
: ni ∈ N, i ∈ {1, 2, ...,m}

}
.

Consideremos el conjunto A = {ni : i ∈ {1, 2, ...,m}}. Note que el conjunto es
�nito y acotado, por tanto tiene máximo. Consideremos a = max (A).

Notemos que
(

0,
1

a

)
∈ A. Además, para cada i ∈ {1, 2, ...,m} con

(
0,

1

ni

)
∈ A.

Se tiene que, (
0,

1

a

)
⊆
(

0,
1

ni

)
, para cada ni ∈ N.

Así,
m⋂
i=1

A =

(
0,

1

a

)
. En consecuencia,

m⋂
i=1

(
0,

1

ni

)
6= ∅.

Por lo tanto, F tiene la PIF. �

De�nición 3.47. Sean X un conjunto y A una colección de subconjuntos de X.
Decimos que A tiene la Propiedad Fuerte de la Intersección Finita (PIFF),
si la intersección sobre cualquier subcolección �nita de la familia es in�nita.

Ejemplo 3.48. Consideremos el Ejemplo 3.46. Note que para A ⊆ F �nito. Se
tiene que, ⋂

A =

(
0,

1

a

)
.
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Dado que el intervalo abierto

(
0,

1

a

)
es un conjunto in�nito. Podemos concluir

que
⋂
A es un conjunto in�nito. Por lo tanto, F tiene la PIFF. �

Ejemplo 3.49. Consideremos R con la métrica usual. La familia A = {[n, n +
1] : n ∈ N} de subconjuntos de R no tiene la propiedad de la intersección �nita
fuerte ni la propiedad de la intersección �nita. En efecto, {[1, 2], [3, 4]} ⊆ A y
∩A = [1, 2] ∩ [3, 4] = ∅.

4. Sistemas débilmente mezclantes y las familias Nf y Nf (A)

Concluimos este trabajo con esta sección, en la cual mostraremos algunas rela-
ciones que se tienen entre las familias mencionadas en la Sección 3 y los sistemas
débilmente mezclantes.

Empezamos esta sección con el siguiente resultado cuya prueba puede encon-
trarla en [9, Teorema 1.11, pág. 23] o [18, Teorema 2.2.24, pág. 34]. Dicho resultado
nos proporciona equivalencias sobre el concepto de sistema débilmente mezclante.

Teorema 4.1. Sean X un espacio métrico y f : X → X una función continua. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es débilmente mezclante,
(2) para cada m ∈ N, la función f×m es transitiva,
(3) para cada m ∈ N, la función f×m es débilmente mezclante,
(4) para cualesquiera conjuntos U, V ⊆ X abiertos y no vacíos en X, existe

k ∈ N ∪ {0} tal que:

fk(U) ∩ U 6= ∅ y fk(U) ∩ V 6= ∅.

En la Proposición 4.2 mostramos que si el sistema dinámico es débilmente
mezclante, resulta que la familia Nf es un �ltro.

Proposición 4.2. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si (X, f) es débilmente mez-
clante, entonces la familia Nf es un �ltro.

Demostración. Supongamos que (X, f) es débilmente mezclante, demostremos
que la familia Nf es un �ltro. De acuerdo a la De�nición 3.10, es su�ciente con
demostrar lo siguiente:

(1) Z+ ∈ Nf y ∅ /∈ Nf .
(2) Si F1, F2 ∈ Nf , entonces F1 ∩ F2 ∈ Nf .

La demostración de 1, se obtiene inmediatamente de la de�nición de la familia Nf
(vea De�nición 3.17). Para demostrar 2, supongamos que B1, B2 ∈ Nf . Probemos
que B1 ∩ B2 ∈ Nf . Es decir, demostremos que existen abiertos A,B tales que
Nf (A,B) ⊆ B1 ∩B2.
Dado que B1, B2 ∈ Nf , existen U1, U2, V1, V2 ⊆ X abiertos y no vacíos tales que:

Nf (U1, U2) ⊆ B1 y Nf (V1, V2) ⊆ B2.

Por otra parte, como (X, f) es débilmente mezclante, existe k ∈ Z+ tal que fk(Ui)∩
Vi 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2}. Esto implica que, k ∈ Nf (U1, U2) y k ∈ Nf (V1, V2).
De donde,

k ∈ Nf (U1, U2) ∩Nf (V1, V2).
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Ahora, de�namos los conjuntos A = U1 ∩ f−k(V1) y B = U2 ∩ f−k(V2). Como
U1, f

−k(V1), U2, f−k(V2) son conjuntos abiertos y no vacíos, se tiene que A y B
son conjuntos abiertos y no vacíos. Demostremos que

Nf (A,B) ⊆ Nf (U1, U2) ∩Nf (V1, V2).

Sea l ∈ Nf (A,B). Esto implica que A ∩ f l(B) 6= ∅. Luego, f−l(A) ∩ B 6= ∅. Dado
que:

∅ 6= f−l(A) ∩B = f−l(U1 ∩ f−k(V1)) ∩ U2 ∩ f−k(V2)

= f−l(U1) ∩ U2 ∩ f−l(f−k(V1)) ∩ f−k(V2)

= f−l(U1) ∩ U2 ∩ f−k(f−l(V1) ∩ V2).

Se obtiene que,

f−l(U1) ∩ U2 6= ∅ y f−k(f−l(V1) ∩ V2) 6= ∅.

Esto implica que,

U1 ∩ f l(U2) 6= ∅ y f−l(V1) ∩ V2 6= ∅.

De donde,
U1 ∩ f l(U2) 6= ∅ y V1 ∩ f l(V2) 6= ∅.

Es decir,
l ∈ Nf (U1, U2) y l ∈ Nf (V1, V2).

Luego,
l ∈ Nf (U1, U2) ∩Nf (V1, V2).

En consecuencia,

Nf (A,B) ⊆ Nf (U1, U2) ∩Nf (V1, V2) ⊆ B1 ∩B2.

Por lo tanto, la familia Nf es un �ltro. �

Como consecuencia de la Proposición 4.2 y de la Proposición 3.24 se obtiene el
siguiente resultado.

Corolario 4.3. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si (X, f) es débilmente mezclante,
entonces la familia Nf ·Nf es un �ltro.

Lema 4.4. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si (X, f) es débilmente mezclante,
entonces la familia Nf tiene la PIF.

Demostración. Supongamos que (X, f) es débilmente mezclante. Por la Proposi-
ción 4.2 obtenemos que la familia Nf es un �ltro. Utilizando la Observación 3.45
podemos concluir que la familia Nf tiene la PIF. �

Lema 4.5. Sean (X, f) un sistema dinámico y A ⊆ X. Si (X, f) es débilmente
mezclante, entonces la familia Nf (A) tiene la PIF.

Demostración. Supongamos que (X, f) es débilmente mezclante. Sea A ⊆ X.
Demostremos que Nf (A) es un �ltro. Sean B1, B2 ∈ Nf (A). Demostremos que
B1 ∩B2 ∈ Nf (A). Dado que B1, B2 ∈ Nf (A), existen U1, V1, U2, V2 ⊆ X tales que:

Nf (U1 ∩A, V1) ⊆ B1 y Nf (U2 ∩A, V2) ⊆ B2.
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Como (X, f) es débilmente mezclante, existe k ∈ Z+ tal que fk(Ui) ∩ Vi 6= ∅, para
cada i ∈ {1, 2}. Esto implica que, k ∈ B1 y k ∈ B2. En consecuencia k ∈ B1 ∩B2.
Así,

Nf (Ui ∩A, Vi) ⊆ B1 ∩B2, para cada i ∈ {1, 2}.
Por lo tanto,

B1 ∩B2 ∈ Nf (A).

Con lo anterior, obtenemos que Nf es un �ltro. Así, por la Observación 3.45
podemos concluir que la familia Nf (A) tiene la PIF. �.

Finalmente, esperamos que este trabajo sea útil y despierte el interés en nuestros
lectores para realizar investigaciones respecto a familias importantes dentro de la
teoría de sistemas dinámicos discretos.

Agradecimientos. Los autores agradecemos a la revisora o a el revisor, quien
nos sugirió un gran número de cambios, los cuales una vez realizados, mejoraron
nuestro trabajo.
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1. Introducción

Un hiperespacio es un espacio en el que sus puntos son una clase subconjuntos
de un espacio topológico dado. Existen diversas maneras de dotar de una topología
a un hiperespacio involucrando la topología del espacio base. La teoría de hiperes-
pacios vio sus inicios en el año de 1922 con los trabajos de Leopold Vietoris y Felix
Hausdor�. Los hiperespacios suelen ser fáciles de de�nir y de gran utilidad para
hallar varios tipos de contraejemplos en la topología general.

En 1969, Carl Pixley y Prabir Roy presentaron por primera vez la construcción
de un importante ejemplo para el estudio de los espacios de Moore, un hiperespacio
que es un espacio de Moore que no cumple la condición de cadena numerable. El
hiperespacio de�nido por Pixley y Roy fue dado para la línea de números reales en
[9], y después fue generalizado por Erick K. van Douwen en [17]. Dotaron con una
topología a la colección de todos los subconjuntos �nitos no vacíos de un espacio
topológico T1 como sigue (ver [9]). Sea X un espacio topológico T1. Denotamos
por F[X] a la colección de todos los subconjuntos �nitos no vacíos de X. Para cada
miembro F de F[X] y para cada subconjunto abierto de U de X, de�nimos [F,U ]
como el conjunto {G ∈ F[X] : F ⊆ G ⊆ U}. La familia que consiste de todos
los subconjuntos de F[X] con la forma [F,U ] es base para una topología τPR para
F[X]. Al espacio topológico (F[X], τPR) le llamaremos el hiperespacio Pixley-Roy

de X.
A lo largo de la historia, se han realizado estudios sobre las propiedades que

posee este hiperespacio (ver [3, 2, 4, 8, 5, 16, 15, 10]). Incluso hasta nuestros
días, el comportamiento topológico del espacio de Pixley y Roy es un objeto de
estudio de gran interés (ver[1, 14, 11, 13, 12, 7]).

63
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El objetivo de este escrito es presentar propiedades básicas del hiperespacio
Pixley-Roy y discutir algunos resultados conocidos sobre este espacio.

A lo largo de nuestro trabajo, X será un espacio topológico in�nito y T1. La
colección de subconjuntos abiertos de X se representará por τX . Las nociones
empleadas durante este escrito que no se de�nan serán consideradas como en [18].

2. Propiedades básicas del hiperespacio Pixley-Roy

Lema 2.1. Si C,D ∈ F[X] y R,S subconjuntos de X, entonces [C,R] ∩ [D,S] =
[C ∪D,R ∩ S].

Teorema 2.2. La familia B = {[F,U ] : F ∈ F[X] , U ∈ τX} es base para una
topología de F[X].

Demostración: La familia B cubre a F[X] y satisface que la intersección de
cualesquiera dos elementos B pertenece a B por Lema 2.1. Por lo tanto, B es base
para alguna topología de F[X] �

La topología para F[X] garantizada en el teorema anterior se conoce como
topología Pixley-Roy denotada por τPR y al espacio topológico (F[X], τPR) se le
conoce como el hiperespacio de Pixley-Roy del espacio topológico X, abreviado
como F[X] es el hiperespacio Pixley-Roy del espacio topológico X.

Teorema 2.3. Si G ∈ F[X] y U es un subconjunto de X, entonces [G,U ] es un
subconjunto cerrado de F[X].

Demostración: Sea P ∈ Cl([G,U ]). De�nimos L = G−P . Tenemos queX−L es
un subconjunto abierto que contiene a P . Entonces existe Q ∈ [P,X − L] ∩ [G,U ].
Esto implica que P ⊆ Q ⊆ X − L y G ⊆ Q ⊆ U . Con esto último P ⊆ U y
G ⊆ X − L. De aquí que L = ∅, o bien, G ⊆ P . En conclusión P ∈ [G,U ]. �

Un espacio topológico es cero dimensional si tiene una base que consiste de
subconjuntos que son abiertos y cerrados a la vez. El siguiente resultado es conse-
cuencia inmediata de los teoremas anteriores.

Teorema 2.4. El hiperespacio F[X] es cero dimensional.

Una colección de subconjuntos de un espacio topológico se dice punto �nito si
cada punto del espacio se encuentra en un numero �nito de subconjuntos. Sea C

una cubierta de un espacio topológico. Decimos que V es un re�namiento de C si
para cualquier V ∈ V, existe C ∈ C de tal forma que V ⊆ C.

Un espacio es metacompacto si toda cubierta abierta tiene un re�namiento
punto �nito. Un espacio es hereditariamente metacompacto si cada uno de sus
subespacios es metacompacto.

Teorema 2.5. El hiperespacio F[X] es hereditariamente metacompacto.

Demostración: Sean H un subespacio de F[X] y K una cubierta abierta de H.
Para cada Y ∈ H, consideremos KY ∈ K de tal forma que Y ∈ KY . De�namos
WY = ([Y,X] ∩H) ∩KY para cada Y ∈ H. A�rmamos que W = {WY : Y ∈ H}
es un re�namiento abierto punto �nito de K. Observemos que para todo Y ∈ H,
WY ⊆ KY . Del hecho que [Y,X] ∩ H y KY son subconjuntos abiertos en H, se
sigue que WY es abierto en H. Por último, sea S ∈ H. Entonces S ∈WY si y sólo
si Y ⊆ S. Debido a que el número de subconjuntos no vacíos de S es 2|S| − 1, se
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tiene que S pertenece a lo más a 2|S| − 1 elementos de W. De esto se concluye que
F[X] es hereditariamente metacompacto. �

Decimos que un espacio topológico X es Lindelöf si toda cubierta abierta de
X tiene una subcubierta numerable de X.

Teorema 2.6. Si el hiperespacio F[X] es Lindelöf, entonces X es
numerable.

Demostración: Sea C = {[{x}, X] : x ∈ X}. Observemos que cada elemento de
C es un subconjunto abierto de F[X] y si A ∈ F[X] y x ∈ A, entonces A ∈ [{x}, X].
Esto prueba que C es una cubierta abierta de F[X]. La condición F[X] es Lindelöf
garantiza la existencia de una subcolección numerable D de C tal que F[X] =

⋃
D.

Sea p ∈ X. Como D cubre a F[X], existe [{q}, X] ∈ D tal que {p} ∈ [{q}, X]. Se
sigue que q = p. Con lo cual X es numerable. �

Teorema 2.7. Cada subespacio separable de F[X] es numerable.

Demostración: Sean Y un subespacio separable de F[X] y D un subconjunto
denso numerable de Y. De�nimos W =

⋃
Y. Supongamos que existe x ∈ W tal

que x /∈
⋃
D. Con lo cual existe A ∈ Y tal que x ∈ A. De esto x ∈ A − D para

cada D ∈ D. Entonces [A,X] ∩ Y es un subconjunto abierto no vacío de Y tal que
D ∩ [A,X] ∩ Y = ∅. Así, cada elemento de W pertence a

⋃
D. De esto W es un

subonjunto numerable de X que contiene a cada miembro de Y. Por lo tanto, Y es
numerable. �

Corolario 2.8. El hiperespacio F[X] es separable si y sólo si X es numerable.

Teorema 2.9. El hiperespacio F[X] es de Hausdor�.

Demostración: Sean A,B ∈ F[X] con A 6= B. De esto podemos decir que
A − B 6= ∅ o B − A 6= ∅. Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe
p ∈ A−B. Dado que X es T1, tenemos que X − {p} ∈ τX .

Notemos que [B,X − {p}], [A,X] ∈ τPR, B ∈ [B,X − {p}] y A ∈ [A,X].
Solo falta ver qué [B,X − {p}] y [A,X] son ajenos. Supongamos que existe D ∈
[B,X − {p}] ∩ [A,X]. De esto A ⊆ D ⊆ X − {p}, lo cual contradice el hecho que
p ∈ A. Así concluimos que [B,X − {p}] ∩ [A,X] = ∅.

Por lo tanto, F[X] es un espacio de Hausdor�. �

Del hecho que cada espacio Hausdor� cero dimensional es completamente re-
gular, al combinar Teorema 2.9 y Teorema 2.4 se obtiene directamente el siguiente
resultado.

Corolario 2.10. El hiperespacio F[X] es completamente regular.

Corolario 2.11. El hiperespacio F[X] es regular.

Teorema 2.12. Si F[X] es perfectamente normal, entonces cada subconjunto unipun-
tual de X es un subconjunto Gδ de X.

Demostración: Sea x ∈ X. Como consecuencia de Teorema 2.9, el conjunto
unipuntual {{x}} es un subconjunto cerrado de F[X]. Así {{x}} un subconjunto
Gδ de F[X]. De ahí existe una familia {Un : n ∈ N} de subconjuntos abiertos de
F[X] tales que {{x}} =

⋂
{Un : n ∈ N}. Para cada n ∈ N, Teorema 2.2 garantiza

que existen Fn ∈ F[X] y Vn ∈ τX tales que {x} ∈ [Fn, Vn] ⊆ Un. Del hecho que
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Fn ⊆ {x} ⊆ Vn, se sigue que {x} = Fn y {x} ⊆
⋂
{Vn : n ∈ N}. Ahora, sea

y ∈
⋂
{Vn : n ∈ N}. Entonces para todo n ∈ N tenemos que {x} ⊆ {x, y} ⊆ Vn,

es decir, {x, y} ∈ [Fn, Vn]. Por lo que {x, y} ∈
⋂
{[Fn, Vn] : n ∈ N} ⊆

⋂
{Un : n ∈

N} = {{x}}. Notemos que {x, y} ∈ {{x}} es verdadero si y sólo si x = y. En
conclusión, {x} =

⋂
{Vn : n ∈ N}. Por lo tanto, {x} es un subconjunto Gδ de X.

�

Teorema 2.13. Si cada subconjunto unipuntual de X es un subconjunto Gδ de X,
entonces cada subconjunto del hiperespacio F[X] es un subconjunto Gδ de F[X].

Demostración: Con el �n de demostrar que todo subconjunto cerrado de F[X] es
Gδ, para cada x ∈ X sea {U(x, n) : n ∈ N} una sucesión de subconjuntos abiertos
de X tales que U(x, n+ 1) ⊆ U(x, n) para cada n ∈ N y {x} =

⋂
{U(x, n) : n ∈ N}.

Primero, para cada (x, y) ∈ X ×X, de�nimos

N(x, y) = {n ∈ N : x /∈ U(y, n) y y /∈ U(x, n)}.
Observe que si m ∈ N(x, y), entonces x 6= y y k ∈ N(x, y) para cada k ≥ m.
Supongamos que N(x, y) = ∅. Esto implicaría que y ∈ U(x, n) o x ∈ U(y, n) para
todo n ∈ N, es decir, y ∈

⋂
{U(x, n) : n ∈ N} o x ∈

⋂
{U(y, n) : n ∈ N}. Con esto

x = y. Concluimos que x 6= y si y sólo si existe m ∈ N tal que k ∈ N(x, y) para
cada k ≥ m.

Para cada B ∈ F[X], sea S(B) =
⋂
{N(x, y) : x, y ∈ B, x 6= y}. Tenemos que

cada subconjunto S(B) de N es no vacío, y cada n ∈ N cumple que n ∈ S(B) si y
sólo si B ∩ U(x, n) = {x} para cada x ∈ B. Sea ϕ : F[X]→ N la función dada por
ϕ(B) = minS(B). De aquí que B ∩ U(x, k) = {x} para cada x ∈ B y para cada
k ≥ ϕ(B).

Para cada (T, l) ∈ F[X]×N, de�nimos V (T, l) =
⋃
{U(t, ϕ(T )− 1 + l) : t ∈ T}.

Notemos que cada V (T, l) es un subconjunto abierto de X y T ⊆ V (T, l).
Ahora, sean K,G ∈ F[X] tales que G ∈ [K,V (K,ϕ(G))]. Esto implica que

K ⊆ G ⊆ V (K,ϕ(G)). Probaremos que G = K. Sea y ∈ G. De la inclusión
y ∈ V (K,ϕ(G)), existe z ∈ K tal que y ∈ U(z, ϕ(K)− 1 + ϕ(G)). Entonces z ∈ G
y ϕ(K) − 1 + ϕ(G) ≥ ϕ(G). Por lo que y ∈ G ∩ U(z, ϕ(K) − 1 + ϕ(G)) = {z}, es
decir, y = z. Concluimos que y ∈ K.

Finalmente, sea H un subconjunto de F[X]. Expondremos una sucesión de
subconjuntos abiertos de F[X] cuya intersección es H. Para cada r ∈ N, de�nimos
W(r) =

⋃
{[T, V (T, r)] : T ∈ H} para obtener un subconjunto abierto de F[X] que

contenga a H. Para demostrar que
⋂
{W(r) : r ∈ N} ⊆ H, sea S ∈

⋂
{W(r) : r ∈

N}. Así, la inclusión S ∈ W(ϕ(S)) se cumple. Esto implica que existe K ∈ H tal
que S ∈ [K,V (K,ϕ(S))]. Por lo tanto K = S y S ∈ H. Esto demuestra que H es
un subconjunto Gδ de F[X]. �

Corolario 2.14. Si F[X] es perfectamente normal, entonces cada subconjunto de
F [X] es un subconjunto Gδ de F [X].

Corolario 2.15. El hiperespacio F [X] es perfectamente normal si y sólo si F [X]
es normal y cada conjunto unipuntual de X es un subconjunto Gδ de X.

3. La propiedad de Baire en el hiperespacio de Pixley-Roy

Para cada n ∈ N, de�nimos:

Fn[X] = {F ∈ F[X] : |F | ≤ n}.
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Lema 3.1. Si n ∈ N, entonces Fn[X] es un subconjunto cerrado de F[X].

Demostración: Sea F ∈ Cl(Fn[X]). Entonces existe G ∈ [F,X] ∩ Fn[X]. Esto
implica que F ⊆ G. Dado que G tiene a lo más n elementos, se tiene que F ∈ Fn[X].
Esto demuestra que Fn[X] es un subconjunto cerrado de F[X]. �

Lema 3.2. Si n ∈ N, entonces Int(Fn[X]) = {Q ∈ Fn[X] : Q ∈ τX}.

Demostración: Sea Q ∈ Int(Fn[X]). Entonces existen U ∈ τX y F ∈ F[X] tales
que Q ∈ [F,U ] ⊆ Fn[X]. Del hecho que [F,U ] ⊆ Fn[X] se sigue que |U | ≤ n. Sea
H = U − Q. Entonces H es un subconjunto �nito de X tal que U = Q ∪ H y
Q∩H = ∅. Con esto H es un subconjunto cerrado de X tal que Q = U ∩ (X −H).
Por lo que Q ∈ τX .

Sea Q ∈ Fn[X] tal que Q ∈ τX . Observemos que [Q,Q] es un subconjunto
abierto de F[X] de tal modo que Q ∈ [Q,Q] ⊆ Fn[X]. Por lo que Q ∈ Int(Fn[X]).

�

Diremos que un espacio topológico Z es un espacio de Baire si para toda suce-
sión de subconjuntos abiertos densos {Un : n ∈ N} de Z, se tiene que

⋂
{Un : n ∈ N}

un subconjunto denso de Z.

Teorema 3.3. El hiperespacio F[X] no es un espacio de Baire.

Demostración: Para cada n ∈ N, de�nimos

Wn = Int(Fn[X]) ∪ (F[X]− Fn[X]).

Aplicamos Lema 3.1 para mostrar que cada Wn es un subconjunto abierto de
F[X]. Usamos Lema 3.2 para deducir que F[X] −Wn = Fn[X] − Int(Fn[X]) =
{Q ∈ Fn[X] : Q /∈ τX}. Esto implica que si Q ∈ F[X] −Wn y U ∈ τX es tal
que Q ⊆ U , entonces U es in�nito y con esto [Q,U ] ∩Wn 6= ∅. Concluimos que
Int(F[X] −Wn) = ∅, es decir, Wn es un subconjunto denso de F[X] para cada
n ∈ N.

Notemos que⋂
n∈N

Wn =
⋂
{Int(Fn[X]) ∪ (F[X]− Fn[X]) : n ∈ N}

= Int(F1[X]).

Si z, w ∈ X son distintos, entonces [{z, w}, X] es un subconjunto no vacío
abierto de F[X] tal que [{z, w}, X] ∩ Int(F1[X]) = ∅. Así Int(F1[X]) no es un
subconjunto denso de F[X]. Por lo tanto F[X] no es un espacio de Baire. �

4. Condición de cadena numerable

Se dice que un espacio topológico Z satisface la condición de cadena numerable

(ccc, por sus siglas en inglés) si toda familia de subconjuntos abiertos ajenos a
pares de Z es numerable. Si un espacio topológico Z satisface la condición de
cadena numerable diremos que Z tiene la propiedad ccc. Ver [18, 16C, pág. 113].

Teorema 4.1. Si el hiperespacio F[X] tiene la propiedad ccc, entonces el espacio
X tiene la propiedad ccc.
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Demostración: Sea U una familia disjunta de subconjuntos abiertos de X. Para
cada A ∈ U, elegimos xA ∈ A. De�nimosV = {[{xA}, A] : A ∈ U} para obtener una
familia subconjuntos de abiertos de F[X]. Veamos que cualesquiera dos miembros
de V son ajenos. Sean B,C ∈ U distintos. Por Lema 2.1, [{xB}, B] ∩ [{xC}, C] =
[{xB} ∪ {xC}, B ∩ C] = [{xB} ∪ {xC}, ∅] = ∅. Del hecho que el hiperespacio
F[X] tiene la propiedad ccc, se sigue que V es numerable. Esto implica que U es
numerable. Por lo tanto, X tiene la propiedad ccc. �

Teorema 4.2. Si el hiperespacio F[X] tiene la propiedad ccc, entonces todo sub-
espacio discreto de X es numerable.

Demostración: Sea Y un subespacio discreto de X. Con lo cual para cada
y ∈ Y , existe Oy ∈ τX tal que Y ∩ Oy = {y}. Sea V = {[{y}, Oy] : y ∈ Y }. Para
ver que V es una familia de subconjuntos ajenos a pares, sean z, w ∈ Y distintos.
Si [{z}, Oz]∩ [{w}, Ow] tuviera un elemento T , entonces T sería un subconjunto de
Ow que contendría a z y esto implicaría que z ∈ T ∩ Y ⊆ Ow ∩ Y = {w}, lo que
nos conduce a una contradicción. Por lo tanto, el conjunto [{z}, Oz]∩ [{w}, Ow] es
vacío. La condición de cadena numerable de F[X] implica que V es numerable. De
la numerabilidad de V se sigue que Y es numerable. �

El símbolo ω1 denota al primer ordinal no numerable.

Teorema 4.3. Si el hiperespacio F[X] tiene la propiedad ccc, entonces X es here-
ditariamente Lindelöf

Demostración: Por contradicción. Supongamos que existe un subespacio Y de
X que no es Lindelöf. Sea U una cubierta de Y formada por subconjuntos abiertos
de X tal que no existe subcubierta numerable de U. Entonces |U| > ω1. Veamos
por inducción trans�nita que para α < ω1, existen xα ∈ Y y Uα ∈ U tales que
xα ∈ Uα y xα /∈

⋃
{Uβ : β < α}.

Sea x0 ∈ Y . Dado que U es una cubierta de Y , existe U0 ∈ U tal que x0 ∈ U0.
Por lo tanto la propiedad es cierta para α = 0. Supongamos que para α < ω1

y para todo β < α se cumple que existen xβ ∈ Y , Uβ ∈ U tales que xβ ∈ Uβ y
xβ /∈

⋃
{Uλ : λ < β}. Observemos que {Uβ : β < α} es un subconjunto numerable

de U. Entonces {Uβ : β < α} no cubre a Y . Por lo que existen xα ∈ Y y Uα ∈ U

tales que xα ∈ Uα y xα /∈
⋃
{Uβ : β < α}. Con esto queda concluida la inducción

trans�nita.
Ahora, de�nimos K = {[{xα}, Uα] : α < ω1} para tener una colección de

abiertos de F[X]. Sean γ, λ < ω1 distintos. El orden total de ω1 nos permite
suponer que γ < λ. Por la condición xλ /∈

⋃
{Uδ : δ < λ} se tiene que xλ /∈ Uγ . Así,

para cada T ∈ [{xλ}, Uλ], se tiene que xλ ∈ T −Uγ y de esto T /∈ [{xγ}, Uγ ]. Por lo
que [{xλ}, Uλ] ∩ [{xγ}, Uγ ] = ∅. Concluimos que K es una familia de subconjuntos
abiertos de F[X] es ajena a pares.

Del hecho que F[X] tiene la condición de cadena numerable, K es numerable.
Lo cual es una una contradicción pues |K| = ω1

Por lo tanto, X es hereditariamente Lindelöf. �

Teorema 4.4. Si el hiperespacio F[X] tiene la propiedad ccc, entonces X es here-
ditariamente separable.

Demostración: Sea Y un subconjunto de X y sea L = {[A,U ] : A ∈ F[X], A ⊆
Y ∩ U,U ∈ τX}. Empleando el Lema de Kuratowski-Zorn se puede demostrar
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que existe un subconjunto G de L con las siguientes propiedades: cualesquiera dos
elementos distintos de G son ajenos y cada F ∈ L interesecta a algún elemento de
G. Del hecho que F[X] tiene la propiedad ccc, se sigue que G es numerable. Sea
D =

⋃
{A : [A,U ] ∈ G}. Observemos que D es un subconjunto numerable de Y .

Por último veamos que D es un subconjunto denso de Y . Sea W ∈ τX tal que
W ∩ Y 6= ∅ y sea y ∈ W ∩ Y . Dado que [{y},W ] ∈ L, existe [P, V ] ∈ L tal que
[{y},W ] ∩ [P, V ] 6= ∅. Por lo anterior, tenemos que P ⊆ T ⊆ W y P ⊆ D. Con lo
cual D ∩ (W ∩ Y ) 6= ∅. Es decir, D es un subconjunto denso numerable de Y .

Por lo tanto, X es hereditariamente separable. �

Una colección N de subconjuntos de espacio topológico (Y, τY ) es llamada red

para el espacio Y si para cualquier subconjunto abierto no vacío de Y es unión de
elementos de N, equivalentemente, para todo y ∈ Y y todo U ∈ τY tal que y ∈ U ,
existe A ∈ N tal que y ∈ A ⊆ U .

Teorema 4.5. Si X tiene una red numerable, entonces el hiperespacio F[X] tiene
la propiedad ccc.

Demostración: Sea N una red numerable de X y A una familia no numerable de
subconjuntos abiertos no vacíos de F[X]. Observemos que para cada V ∈ A, existen
GV ∈ F[X] yWV ∈ τX tales que [GV,WV] ⊆ V. Además del hecho que N es una red
numerable, la familia M = {

⋃
S : S es un subconjunto �nito de V} es numerable y

contiene un elemento MV tal que GV ⊆ MV ⊆ WV. Sea D = {MV : V ∈ A} ⊆ M.
Dado que D es numerable y A es no numerable, existen Q,R ∈ A distintos tales
que MQ = MR. Hacemos M = MQ = MR. Del hecho que GQ ⊆ M ⊆ WQ y
GR ⊆ M ⊆ WR se sigue que GQ ∪ GR ⊆ M . Por lo que GQ ∪ GR ∈ [GQ,WQ] y
GQ ∪GR ∈ [GR,WR], es decir, GQ ∪GR ∈ ([GQ,WQ] ∩ [GR,WR]) ⊆ Q ∩ R.

Por lo tanto, cada familia de subconjuntos abiertos de F[X] ajenos a pares debe
ser numerable, en consecuencia, F[X] tiene la propiedad ccc. �

Corolario 4.6. Si X es segundo numerable, entonces F[X] tiene la propiedad ccc.

5. La equivalencia entre las propiedades de Fréchet-Urysohn y
secuencial en el hiperespacio de Pixley-Roy de F2[X]

Sean Z un espacio topológico y A un subconjunto de Z. Diremos que A es:
(1) secuencialmente abierto si para toda sucesión {wn}n∈N en Z que converge

a un punto w ∈ A, existe m ∈ N tal que wn ∈ A para cada n ≥ m.
(2) Diremos que A es secuencialmente cerrado en Z si para toda sucesión
{wn}n∈N en A que converge a un punto w ∈ Z se cumple que w ∈ A.

Diremos que un espacio topológico Z es secuencial si todo subconjunto de X
secuencialmente abierto es abierto.

Diremos que Z es un espacio Fréchet-Urysohn si para cada subconjunto A de
z se satisface que x ∈ Cl(A) si y sólo si existe una sucesión {xn}n∈N de elementos
de A que converge a x.

Un espacio topológico que es Fréchet-Urysohn también es un espacio secuencial.
En esta parte mostraremos la equivalencia que existe en el hiperespacio de F2[X]
entre dichas propiedades.

Lema 5.1. Sean p, q ∈ X. Entonces {p, q} es un punto no aislado de F2[X] si y
sólo si p = q y p es un punto no aislado de X.
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Demostración: Supongamos que para cada subconjunto abierto U de F2[X] que
contiene a {p, q} cumple que U− {{p, q}} es no vacío. Sea A ∈ [{p, q}, X] ∩ F2[X]
tal que A 6= {p, q}. Obtenemos que {p, q} es un subconjunto propio del conjunto
de a lo más dos elementos A. Esto implica que p y q deben ser iguales. Ahora, sea
U ∈ τX tal que p ∈ U . Entonces el subconjunto abierto [{p}, U ] de F[X] contiene
a un elemento B distinto a {p}. Por lo que B − {p} es un subconjunto no vacío de
U − {p}. Concluimos que p no es un punto aislado de X.

Supongamos que p no es un punto aislado de X. Sea U un subconjunto abierto
de F2[X] tal que {p} ∈ U. Elegimos U ∈ τX tal que {p} ∈ [{p}, U ] ∩ F2[X] ⊆ U.
Entonces U − {p} es no vacío y para cada x ∈ U − {p} se tiene que {p, x} ∈
[{p}, U ]−{{p}}. Por lo que U−{{p}} es no vacío, en otras palabras, {p} no es un
punto aislado de F2[X]. �

Lema 5.2. Si C ∈ F2[X] es un conjunto unipuntual y S es un subconjunto de
[C,X] ∩ F2[X], entonces ClF2[X](S)− S ⊆ {C}.

Demostración: Sea D ∈ ClF2[X](S)− S. Entonces existe E ∈ ([D,X]∩F2[X])∩
S−{D}. Esto implica que D ⊆ E y E ∈ S. Dado que D /∈ S, D es un subconjunto
propio de E. Así, D es un conjunto unipuntual. Ahora, notemos que [D,X −C] ∩
F2[X] es un subconjunto abierto de F2[X], S ∩ [D,X − C] es un subconjunto de
[C,X] ∩ [D,X − C] y [C,X] ∩ [D,X − C] es vacío. Obtenemos que ClF2[X](S) es
un subconjunto de F2[X]− [D,X −C]. La inclusión D ∈ ClF2[X](S) garantiza que
D /∈ [D,X − C], es decir, la intersección de los conjuntos unipuntuales D y C es
no vacía. Por lo tanto, D = C. �

Teorema 5.3. Si F2[X] es secuencial, entonces F2[X] es es Fréchet-Urysohn.

Demostración: Sea B un subconjunto de F2[X] y sea C ∈ ClF2[X](B) − B. En-
tonces C es un punto no aislado de F2[X]. Como consecuencia del Lema 5.1, existe
un punto no aislado z de X tal que C = {z}. Hacemos S = B ∩ [C,X]. Tenemos
que S es un subconjunto de [C,X] ∩ F2[X]. Como consecuencia de Lema 5.2 se
tiene que ClF2[X](S)− S ⊆ {C}.

Por otro lado, si W ∈ τX tal que C ⊆ W . Las condiciones [C,W ] ∩ B 6= ∅
y [C,W ] ⊆ [C,X] implican que ([C,W ] ∩ F2[X]) ∩ S = [C,W ] ∩ B 6= ∅. Con lo
cual, C ∈ ClF2[X](S). Por lo tanto, {C} = ClF2[X](S) − S. Esto prueba que S

es un subconjunto no cerrado del espacio secuencial F2[X]. Con esto S no es un
subconjunto secuencialmente cerrado de F2[X]. Así, existe una sucesión conver-
gente {Bn}n∈N de S cuyo punto límite no pertence a S. De esto cada Bn ∈ B y
limBn ∈ ClF2[X](S)− S = {C}. Concluimos que F2[X] es Fréchet-Urysohn. �

6. Primer axioma de numerabilidad

Sea (X, τX) un espacio topológico. Diremos que g : N × X −→ P(X) es una
función de cobertura numerable débilmente abierta (abreviado como función de

cobertura) si g satisface:
(1) x ∈ g(n, x) para cada n ∈ N,
(2) g(n+ 1, x) ⊆ g(n, x) para cada n ∈ N,
(3) Un subconjunto U de X pertence a τX si y sólo si para cada x ∈ U , existe

m ∈ N tal que g(m,x) ⊆ U .
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Diremos que un espacio topológico X es g−primero numerable si existe una
función de cobertura g de X (cónsulte [6] para mayor información sobre esta no-
ción).

Teorema 6.1. Ser g−primero numerable es una propiedad topológica hereditaria
y cada espacio topológico primero numerable es g−primero numerable.

Teorema 6.2. Cada espacio topológico g−primero numerable es secuencial.

Demostración: Supongamos que X es un espacio topológico g−primero nume-
rable. Sean g : N × X −→ P(X) una función de cobertura y A un subconjunto
secuencialmente abierto de X. Veamos que A es abierto. Sean x ∈ A. Supon-
gamos que no existe r ∈ N tal que g(r, x) ⊆ A. De esto, para cada n ∈ N sea
xn ∈ g(n, x)−A. Probaremos que la sucesión {xn}n∈N converge a x.

SeaW un subconjunto abierto de X tal que x ∈W . Dado que X es g−primero
numerable, existe k ∈ N tal que g(k, x) ⊆ W . Sea l ≥ k. Del hecho que xl ∈
g(l, x) ⊆ g(k, x) se sigue que xl ∈ W . Con esto concluimos que {xn}n∈N converge
a x.

La condición A secuencialmente abierto implica que existe m ∈ N tal que
xn ∈ A para todo n ≥ m. Esto es contradeciría el hecho que xn /∈ A para cada
n ∈ N. Con lo cual concluimos que existe r ∈ N tal que g(r, x) ⊆ A. Así, A es un
subconjunto abierto de X.

Por lo tanto, X es secuencial. �

Teorema 6.3. Si F2[X] es g−primero numerable, entonces F2[X] es un espacio
F2[X] es Fréchet-Urysohn.

Demostración: Como consecuencia de Teorema 6.2, se tiene que F2[X] es se-
cuencial. Por lo tanto, por Teorema 5.3, se concluye que F2[X] es Fréchet-Urysohn.

�

Proposición 6.4. Si g : N×F2[X]→ F2[X] es una función de cobertura, entonces
para cada Q ∈ F2[X], existe k ∈ N tal que g(n,Q) es un subconjunto abierto de
F2[X] para todo n ≥ k

Demostración: Sea R ∈ F2[X]. Si R es un punto aislado de F2[X], entonces
existe k ∈ N tal que g(k,R) ⊆ {R} y por lo tanto g(n,R) es igual al subconjunto
abierto {R} de F2[X] para cada n ≥ k. Ahora supondremos que R no es un punto
aislado de F2[X].

Del hecho que [R,X]∩F2[X] es un subconjunto abierto de F2[X], existe k ∈ N
tal que g2(k,R) ⊆ ([R,X]∩F2[X]). A�rmamos que para cada n ≥ k se cumple que
g2(n,R) es un subconjunto abierto de F2[X]. Sean r ≥ k y H ∈ g2(r,R). Si H fuera
igual con R, se veri�ca que g2(r,H) = g2(r,R). En el caso que H fuera distinto de
R, dado que g2(r,R) ⊆ ([R,X] ∩ F2[X]), se tiene que H ∈ ([R,X] ∩ F2[X])− {R}.
Con lo cual H es un subconjunto asilado de F2[X]. En consecuencia, existe p ∈ N
el cual cumple que g2(p,H) = {H}. Así, g2(p,H) ⊆ g2(r,R). Por lo tanto, g2(r,R)
es un subconjunto abierto de F2[X]. Con esto concluimos que para cada n ≥ k,
g2(n,R) es un subconjunto abierto de F2[X]. �

Corolario 6.5. Si F[X] es g−primero numerable, entonces F2[X] es Fréchet-
Urysohn.
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Demostración: Por Teorema 6.1, se tiene que F2[X] es g−primero numerable.
Ahora, aplicamos Teorema 6.3 para concluir que F2[X] es Fréchet-Urysohn. �

Teorema 6.6. Si F[X] es g−primero numerable, entonces X es primero numera-
ble.

Demostración: Aplicamos Teorema 6.1 para obtener que F2[X] es g−primero
numerable. Sea g : N × F2[X] → F2[X] es una función de cobertura. Teorema 6.4
garantiza que existe k ∈ N tal que g(n,Q) es un subconjunto abierto de F2[X]
siempre que n ≥ k. Supondremos que k = 1. De esto se sigue que para cada
(n, x) ∈ N×X, existe U(n, x) ∈ τX tal que [{x}, U(n, x)] ⊆ g(n, {x}).

Demostraremos que {Un : n ∈ N} es base local de x en X. Sea W ∈ τX tal que
x ∈W . Del hecho que [{x},W ]∩F2[X] es un subconjunto abierto de F2[X], existe
k ∈ N de tal forma que g2(k, {x}) ⊆ [{x},W ] ∩ F2[X]. Veamos que U(k, x) ⊆ W .
Sea y ∈ U(k, x). De las condiciones {x, y} ∈ ([{x}, U(k, x)]∩F2[X]) ⊆ g2(k, {x}) ⊆
[{x},W ]∩F2[X] se sigue que y ∈W . Así, U(k, x) ⊆W . Con esto queda demostrado
que {U(n, x) : n ∈ N} es base local de x en X. Por lo tanto, X es primero
numerable. �

Un desarrollo para X es una colección numerable de cubiertas abiertas {Fi : i ∈
N} de X que cumple que para cualquier subconjunto cerrado C de X y cualquier
punto p ∈ X −C, existe un j ∈ N tal que ningún elemento de Fj que contenga a p
intersecta a C.

Un espacio topológico se denomina de Moore si es regular y tiene un desarrollo
(véase [18, De�nición 2.6, pág. 169]). Cada espacio de Moore satisface el primer
axioma de numerabilidad.

Teorema 6.7. Si X es un espacio primero numerable, entonces F[X] es un espacio
de Moore.

Demostración: Para cada x ∈ X existe una base local {Bn(x) : n ∈ N} para
τX en x y tal que Bn+1(x) ⊆ Bn(x). Para cada F ∈ F[X] y n ∈ N, de�nimos
Bn(F ) = {Bn(x) : x ∈ F}.

Observe que para cada P ∈ F[X] y cada V ∈ τX tal que P ⊆ V , existe m ∈ N
tal que Bm(P ) ⊆ V . Usaremos este hecho para demostrar que para cada P ∈ F[X],
existe r ∈ N tal que la condición P ∈ [G,Br(G)] implica que P = G.

Sea P ∈ F[X] y sea F un subconjunto propio no vacío de P . De�nimos
S(F ) = P − F . Notemos que X − S(F ) es un subconjunto abierto de X que
contiene a F . Entonces existe mF ∈ N tal que BmF (F ) ⊆ X − S(F ). De�ni-
mos r = max{mF : F es un subconjunto propio no vacío de P}. Supongamos que
P ∈ [G,Br(G)]. Esto signi�ca que G ⊆ P ⊆ Br(G). Si G es un subconjunto propio
de P , entonces mG ≤ r y P ⊆ Br(G) ⊆ BmG(G) ⊆ X − S(G), esto contradice el
hecho que S(G) es un subconjunto no vacío de P . Concluimos que G = P .

Para cada n ∈ N, de�namos Hn = {[F,Bn(F )] : F ∈ F[X]}. Se tiene que cada
Hn es una cubierta abierta de F[X]. A�rmamos que H = {Hn : n ∈ N} es un
desarrollo para F[X].

Sea C un subconjunto cerrado de F[X] y sea P ∈ F[X] tal que P /∈ C. Elegimos
W ∈ τX tal que [P,W ] ⊆ F[X]−C. De lo anterior existe k ∈ N tal que Bk(P ) ⊆W
y si P ∈ [G,Bk(G)], entonces P = G. Podemos concluir que el único elemento de
Hk que contiene a P es [P,Bk(P )] que es ajeno con C. Con esto concluimos que H
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es un desarrollo para F[X]. Por Corolario 2.11, concluimos que F[X] es un espacio
de Moore. �

Corolario 6.8. Sea X un espacio topológico T1. Las siguientes condiciones son
equivalentes:
(6.8.1) F[X] es un espacio primero numerable.
(6.8.2) F[X] es g−primero numerable.
(6.8.3) X es primero numerable.
(6.8.4) F[X] es un espacio de Moore.
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1. Introducción

Dentro de la topología general aparece la pregunta de cómo un subespacio
se encuentra situado dentro de un espacio ambiente, este es el origen y la mo-
tivación para estudiar propiedades topológicas relativas de un subespacio Y de
X. El estudio sistemático de las propiedades topológicas relativas fue iniciado por
A. V. Arhangel'skii y H. M. M. Genedi en un artículo publicado en ruso en 1989
[1]. En [2], se puede encontrar una recopilación del estudio de algunas propiedades
relativas que se desprenden de los axiomas de separación y de la compacidad.

La idea principal es como sigue: Sea Y un subespacio de un espacio topológico
X, dada una propiedad topológica P de X, una propiedad relativa Q de P se de�ne
en términos de Y y X de tal forma que si Y = X entonces Q = P.

Por ejemplo:

P : X es un espacio normal.

Q : para cada par A,B de conjuntos ajenos y cerrados en X,

existen conjuntos ajenos y abiertos U y V en X tales que

A ∩ Y ⊂ U y B ∩ Y ⊂ V.

Se dice que Y es normal en X si los espacios Y y X cumplen Q. Si en Q, se
pide que U y V sean abiertos en Y , se obtiene otra propiedad relativa Q′, a saber,
Y cercanamente normal en X. En cualquier caso, si Y = X entonces Q = Q′ = P.

Como el ejemplo anterior advierte, de una propiedad topológica se pueden des-
prender varias propiedades relativas, por lo tanto resulta de interés encontrar todas
las propiedades relativas que se derivan de una propiedad topológica e investigar
las relaciones que hay entre ellas. Por otra parte, se espera que la mayoría de
los resultados en topología puedan ser reformulados en términos de propiedades

75
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relativas. Por ejemplo, se sabe que todo espacio Hausdor� compacto es normal,
una versión relativa de este resultado es como sigue: Si X es Hausdor� y Y es
compacto en X entonces Y es normal en X, aquí Y es compacto en X signi�ca que
toda cubierta abierta de X tiene una subfamilia �nita que cubre Y .

En el presente capítulo, se atenderán las cuestiones establecidas en el párrafo
anterior para la propiedad topológica de conexidad. Cabe señalar que los resul-
tados y de�niciones fueron extraídos de [4]; sin embargo, aquí hemos preparado
un texto autocontenido incluyendo algunas �guras que facilitan la comprensión de
los ejemplos y presentando a mayor detalle las demostraciones de los resultados,
pretendiendo con esto que cualquier lector con conocimientos básicos de topología
sea capaz de leer el material y se motive en el tema de propiedades relativas de
conexidad.

Actualmente, se sigue haciendo investigación en propiedades relativas, como
ejemplo, los artículos [9] y [6] abordan la paracompacidad y principios de selección,
respectivamente. Por lo que el tema de propiedades relativas continúa siendo de
relevancia.

En la sección 2, se enuncian el concepto de conexidad y algunas de sus equiva-
lencias, así como resultados clásicos referentes a esta propiedad. En la sección 3, se
presentan algunos tipos de conexidad relativa de Y en X; mostrando las relaciones
entre estos conceptos y se dan contraejemplos para aquellas implicaciones que no
se cumplen de forma general. En la sección 4, se muestran versiones relativas de
los resultados presentados en la sección 2.

2. Preliminares

A lo largo del escrito, X denota un espacio topológico arbitrario. Dado A ⊂ X,
se denota como de costumbre por Fr(A) y A, a la frontera y cerradura de A en X,
respectivamente. Si B ⊂ A denota por FrA(B) y B

A
a la frontera y cerradura de

B en el subespacio A.
Ahora, presentamos los conceptos y resultados que son necesarios para los �nes

del capítulo. Iniciamos con la de�nición de espacio conexo, la cual captura la idea
intuitiva de que un espacio conste de una sola pieza.

De�nición 2.1. Sea X un espacio topológico. Una separación de X es una pareja
U , V de conjuntos no vacíos y abiertos en X tales que X = U ∪V y U ∩U = ∅. El
espacio X se dice conexo si no existe una separación de X. Además, un subconjunto
Y de X es conexo, si Y es conexo con la topología de subespacio.

Observe que en la de�nición de espacio conexo, los conjuntos U y V que de�nen
una separación son cerrados y abiertos, es decir, un espacio topológico X es conexo
si y sólo siX no se puede expresar como la unión de dos de sus subespacios cerrados,
ajenos y no vacíos. El concepto de conexidad puede caracterizarse en términos de
conceptos topológicos diferentes al de conjuntos abiertos o cerrados. Dentro de las
caracterizaciones más usuales están las que se enuncian a continuación, mismas que
se pueden consultar en [3, Cap. 8].

Teorema 2.2. Para un espacio topológico X, las siguientes condiciones son equiv-
alentes:

(1) X es conexo.
(2) No existen dos subconjuntos no vacíos A y B de X tales que X = A ∪B

y A ∩B = ∅ = A ∩B.
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(3) No existe una función continua y suprayectiva f : X → {0, 1}, donde
{0, 1} se considera como subespacio de R.

(4) Para cada subconjunto A de X tal que ∅ 6= A 6= X, se cumple que Fr(A) 6=
∅ (equivalentemente, A no es abierto y cerrado en X).

(5) Para cada x, y ∈ X existe un subespacio conexo Ax,y de X tal que x, y ∈
Ay,x.

El siguiente teorema provee algunas formas de construir espacios conexos, la
prueba se sigue de los corolarios 6.1.10, 6.1.11 y los teoremas 6.1.3 y 6.1.28 de [5],
respectivamente.

Teorema 2.3. Dado X un espacio topológico, se cumplen las a�rmaciones sigu-
ientes:

(1) Sea {Aα : α ∈ Λ} una familia de subespacios conexos de X. Si
⋂
α∈ΛAα 6=

∅ entonces
⋃
α∈ΛAα es conexo.

(2) Si Y es un subespacio conexo de X entonces para cada subconjunto Z de
X tal que Y ⊂ Z ⊂ Y , se cumple que Z es conexo, en particular, Y es
conexo.

(3) Si f : X → Z es una función continua entre espacios topológicos y X es
conexo entonces f(X) es un subespacio conexo de Z.

(4) Si q : X → Z es una función cociente y monótona entonces para todo sub-
espacio conexo W de Z ya sea cerrado o abierto, q−1(W ) es un espacio
conexo (recuerde que una función continua es monótona si sus �bras son
conexas).

Uno de los objetivos del presente trabajo es mostrar versiones similares al teo-
rema anterior, para cada uno delos distintos tipos de conexidad relativa.

Terminamos esta sección enunciando un par de teoremas auxiliares que serán
utilizados más adelante. El primero de ellos es conocido como el �teorema del cable
cortado�, cuya demostración puede consultarse en [8, p. 15, 9,3]. El segundo se re-
�ere a una propiedad que poseen las funciones cocientes, su respectiva demostración
se puede encontrar en [7, Teorema 22.2].

Teorema 2.4. Sea X un espacio Hausdor� y compacto. Si A y B son conjuntos
cerrados en X con la propiedad de que ningún subespacio conexo de X interseca a
A y a B, existen entonces dos conjuntos cerrados y ajenos X1 y X2 de X, tales que
X = X1 ∪X2, A ⊆ X1 y B ⊆ X2.

Teorema 2.5. Sean q : X → Z una función cociente, Y un espacio topológico y
f : X → Y una función que es constante en el conjunto q−1(z), para todo z ∈ Z.
Existe entonces una función g : Z → Y con g ◦ q = f y tal que g es continua si y
sólo si f es continua.

3. De�niciones y ejemplos de conexidad relativa

Lo establecido en el teorema 2.2, motiva de manera natural las siguientes ver-
siones relativas del concepto de conexidad, que son las que estudiamos en el presente
trabajo.

De�nición 3.1. Sean X un espacio topológico y Y un subespacio de X. Se dice
que:
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(1) Y es conexo1 en X si para todo A ⊆ Y tal que ∅ 6= A 6= Y se cumple que
Fr(A) 6= ∅.

(2) Y es conexo2 en X si no existe una función continua f : X → {0, 1} tal
que f |Y es suprayectiva.

(3) Y es conexo3 en X si para cualesquiera x, y ∈ Y existe un subespacio
conexo Ax,y de X con x, y ∈ Ax,y.

(4) Y es conexo4 en X si no existen conjuntos cerrados A y B en X tales que
Y ⊆ A ∪B, A ∩B = ∅ y A ∩ Y 6= ∅ 6= B ∩ Y .

(5) Y es conexo5 en X si no existen conjuntos abiertos U y V en X tales que
Y ⊆ U ∪ V , U ∩ V = ∅ y U ∩ Y 6= ∅ 6= V ∩ Y .

(6) Y es conexoS en X si no existen subconjuntos A y B de X tales que
Y ⊆ A ∪B, A ∩B = ∅ = A ∩B y A ∩ Y 6= ∅ 6= B ∩ Y .

(7) Y es conexoX en X si para todo y ∈ Y y para todo x ∈ X existe un
subespacio conexo Ax,y de X con x, y ∈ Ax,y.

Observe que si Y = X y Y es conexoi en X, con i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, S,X}, entonces
se recupera el concepto de conexidad de X por el teorema 2.2; lo cual muestra que
los conceptos en la de�nición anterior son versiones relativas de la conexidad.

En el siguiente resultado, se caracteriza la conexidadi para i ∈ {3, 4, S,X}; es
oportuno mencionar que a lo largo del escrito serán empleadas dichas equivalencias
sin hacer necesariamente referencia textual de ellas.

Teorema 3.2. Sea Y un subespacio de un espacio topológico X. Se cumplen las
siguientes a�rmaciones:

(1) Y es conexoS en X si y sólo si Y es un subespacio conexo de X.
(2) Y es conexoX en X si y sólo si X es un espacio conexo.
(3) Y es conexo3 en X si y sólo si existe un subespacio conexo Z ⊂ X tal que

Y ⊆ Z.
(4) Y es conexo4 en X si y sólo si Y es un espacio conexo.

Demostración: (1) Suponga que Y no es un espacio conexo. Sea U y V una
separación de Y . Dado que

∅ = U
Y ∩ V = (U

X ∩ Y ) ∩ V = U
X ∩ (Y ∩ V ) = U

X ∩ V,

se tiene que U
X ∩ V = ∅. Análogamente se demuestra que U ∩ V X = ∅. Por lo

tanto, los conjuntos U y V garantizan que Y no es conexoS en X.
Ahora, si Y no es conexoS en X entonces existen conjuntos A y B tales que

Y ⊆ A ∪ B, A ∩ B = ∅, A ∩ B = ∅ y A ∩ Y 6= ∅ 6= B ∩ Y . Observe que
Y = (A ∩ Y ) ∪ (B ∩ Y ). Por otra parte,

A ∩ Y Y ∩ (B ∩ Y ) = (A ∩ Y X ∩ Y ) ∩ (B ∩ Y ) ⊆ AX ∩B = ∅.

Análogamente, se prueba que (A∩Y )∩B ∩ Y Y = ∅. Por lo tanto, los conjuntos
A ∩ Y y A ∩ Y son una separación para Y , esto es, Y no es un espacio conexo.

(2) Suponga que Y es conexoX en X. Se �ja y ∈ Y . Luego, para cada x ∈
X \ {y}, existe un espacio conexo Ax,y que contiene a los puntos x, y. Se tiene que
X =

⋃
x∈X\{y}A{x,y}, del teorema 2.3 (1), se obtiene que X es conexo. La otra

implicación es inmediata.
(3) Suponga que Y es conexo3 en X y �ja un punto p ∈ Y . Para todo y ∈

Y existe un subespacio conexo Ap,y de X que contiene a los puntos p y y. Se
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de�ne Z =
⋃
y∈Y Ap,y. Del teorema 2.3 (1), Z es un espacio conexo y claramente

Y ⊆ Z ⊆ X. El recíproco es inmediato.
(4) Si Y no es un espacio conexo entonces existen subconjuntos cerrados A y

B en Y , no vacíos y anejos tales que Y = A ∪ B, como A y B resultan también
conjuntos cerrados en X, estos conjuntos garantizan que Y no es conexo4 en X.

Ahora, si Y no es conexo4 en X entonces existen conjuntos cerrados A y B en
X tales que Y ⊆ A ∪ B, A ∩ B = ∅ y A ∩ Y 6= ∅ 6= B ∩ Y , de estas condiciones
se obtiene que Y ⊆ A ∪ B y, si A′ = A ∩ Y y B′ = B ∩ Y , entonces A′ y B′ son
conjuntos cerrados en Y , ajenos, no vacíos y tales que Y = A′ ∪B′, es decir, Y no
es un espacio conexo. �

Observe que las propiedades de conexoS y conexoX no resultan interesantes
desde el punto de vista relativo, por lo que en la siguiente sección no serán consi-
deradas, vea nota 4.1.

De lo establecido en el teorema 3.2, se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.3. Sean X un espacio topológico y Y ⊆ X. Si Y es conexoS en X o
Y es conexo4 en X o Y es conexoX en X entonces Y es conexo3 en X.

El corolario 3.3, deja entrever que algunos de los conceptos en la de�nición 3.1
están relacionados.

En el siguiente resultado presentamos relaciones del estilo: si Y es conexoi en
X entonces Y es conexoj en X, que abreviadamente escribimos Ci → Cj .

Teorema 3.4. Sean X un espacio topológico y Y ⊆ X. Las implicaciones en la
�gura 1 se satisfacen.

CX

((
CS

!!

// C4
// C3

// C2
// C1

C5

66

Figure 1.

Demostración: C2 → C1: Si Y no es conexo1 en X entonces existe A ⊆ Y tal que
∅ 6= A 6= Y y Fr(A) = ∅. Se de�ne la función f : X → {0, 1} tal que f(A) = {0} y
f(X \A) = {1}. Como A es un conjunto cerrado y abierto en X, se tiene que f es
una función continua. Note que existen a, b ∈ X tales que a ∈ A ⊆ Y y b ∈ Y \ A,
de donde f(Y ) = {0, 1}, es decir, f |Y es suprayectiva, esto implica que Y no es
conexo2 en X.

C3 → C2: Se procede por contradicción, suponga que Y no es conexo2 en X, es
decir, que existe una función continua f : X → {0, 1} tal que f |Y es suprayectiva.
Sin pérdida de generalidad suponga que f(y0) = 0 para algún y0 ∈ Y . Por hipótesis,
para cualquier y ∈ Y , existe un subespacio conexo Ay,y0 de X que tiene a los puntos
y y y0. Dado que f es una función continua, f(Ay,y0) es un espacio conexo, se sigue
que f(Ay,y0) = {0} ya que 0 ∈ f(Ax,y0). Como y fue elegido arbitrariamente, se
concluye que f(Y ) = {0}, contradiciendo que f |Y es suprayectiva.
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C4 → C3 y CX → C3: corolario 3.3.
CS → C4 y CS → C5: Suponga que Y es conexoS en X. Del hecho que para

cualesquiera conjuntos cerrados (o abiertos) A y B en X tales que A ∩ B = ∅, se
tiene que A ∩ B = ∅ y A ∩ B = ∅; se sigue que Y es conexo4 en X y que Y es
conexo5 en X.

C5 → C2: Si Y no es conexo2 en X entonces que existe una función continua
f : X → {0, 1} tal que f |Y es suprayectiva. Considere los conjuntos siguientes:
U = f−1({0}) y V = f−1({1}). Claramente, U y V son ajenos y abiertos en
X. Por otra parte, como f |Y es suprayectiva, se tiene que Y ⊆ U ∪ V y que
U ∩ Y 6= ∅ 6= U ∩ Y , es decir, Y no es conexo5 en X. �

Una parte fundamental, de esta sección, es garantizar que los conceptos en la
de�nición 3.1 son independientes unos de otros, en otras palabras, mostraremos
que no existen otras implicaciones además de las establecidas en el teorema ante-
rior. Con este propósito, proporcionamos los siguientes ejemplos; al inicio de cada
ejemplo, Ci \Cj signi�ca que se exhiben espacios topológicos Y y X tales que Y es
conexoi en X y Y no es conexoj en X.

Ejemplo 3.5 (CX , C3, C2\CS , C4, C5). Considere X = [0, 1] con la topología usual
de R y Y = {0, 1}. Como X es conexo, Y es conexoX en X, del teorema 3.4, Y es
conexo3 en X y Y es conexo2 en X.

Por otra parte, los conjuntos A = [0, 1
3 ] y B = [ 2

3 , 1] garantizan que Y no es

conexo4 en X y, por lo tanto, Y no es conexoS en X. Los conjuntos U = [0, 1
3 ) y

V = ( 2
3 , 1] garantizan que Y no es conexo5 en X.

Ejemplo 3.6 (C5 \ C3, C4, CS , CX). Denota por p y q los puntos en R2, (0, 0) y
(1, 0), respectivamente. Para cada n ∈ N, sea Ln = [0, 1] × { 1

n}. Considere los
conjuntos

X = {Ln : n ∈ N} ∪ {p, q} y Y = {p, q}
Con la siguiente topología: las vecindades de los puntos en

⋃
i∈N Li son las

usuales que se heredan R2; y las vecindades para los puntos y ∈ Y , son de la forma
{y} ∪

⋃
i≥n Li para algún n ∈ N (vea �gura 2).

L1

L2

L3

p = (0, 0)
�

q = (1, 0)
�

Figure 2.

Se tiene que Y es conexo5 en X puesto que cualesquiera vecindades de p y q
en X tienen intersección no vacía.

Se mostrará que Y no es conexo3 en X. Si se supone lo contrario entonces
existe un subespacio conexo Ap,q de X que tiene a los puntos p y q. Dado que Li
es un conjunto cerrado y abierto en X, si para algún i ∈ N, Ap,q ∩Li 6= ∅, entonces
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Ap,q ⊆ Li, lo cual no es posible. Por lo tanto, para todo i ∈ N, Ap,q ∩ Li = ∅, es
decir, Ap,q = {p, q}. Sin embargo, p y q son puntos aislados en Ap,q, que contradice
que Ap,q es conexo.

En vista del teorema 3.4, se obtiene también que Y no es conexoi en X para
i ∈ {4, S,X}
Ejemplo 3.7 (C2 \ C3, C4, CS , CX). Considere los conjuntos X y Y como en el
ejemplo 3.6 con la topología usual heredada de R2 (vea la �gura 2).

Se a�rma que Y es conexo2 en X. Por contradicción. Suponga que existe
una función continua f : X → {0, 1} tal que f |Y es suprayectiva. Sin pérdida de
generalidad Suponga que f(p) = 0 y f(q) = 1. Observe que para cada n ∈ N, Ln es
un espacio conexo, por lo que el espacio f(Ln) también lo es, de donde se obtiene
que f(Ln) = {0} o f(Ln) = {1} sin cumplirse ambas condiciones a la vez. Como
el conjunto f−1(0) es abierto en X y no vacío (p ∈ f−1(0)), existe N0 ∈ N tal
que Ln ∩ f−1(0) 6= ∅ para cada n ≥ N0. De manera análoga, existe N1 ∈ N tal
que para cada n ≥ N1, Ln ∩ f−1(1) 6= ∅. Ahora, si m > max{N0, N1} entonces
f(Lm) = {0, 1}, lo cual es una contradicción. Esto prueba la a�rmación.

Por otra parte, como no existe algún espacio conexo que tenga a los puntos p
y q, se concluye que Y no es conexo3 en X.

En vista de lo establecido en el teorema 3.4, también se tiene que Y no es
conexoi en X para i ∈ {4, S,X}.
Ejemplo 3.8 (C1 \ C2, C3, C4, C5, CS , CX). Considere X = [0, 1

3 ] ∪ [ 2
3 , 1] y Y ={

1
3 ,

2
3

}
con la topología heredada de R (vea �gura 3).

0
�

1/3
�

2/3
�

1
�

Figure 3.

Note que para todo conjunto A ⊆ Y tal que ∅ 6= A 6= Y , se tiene que A = { 1
3}

o A = { 2
3}, en cualquier caso Fr(A) 6= ∅. Por lo tanto, Y es conexo1 en X.

Por otra parte, se de�ne la función f : X → {0, 1} tal que f([0, 1
3 ]) = {0} y

f([ 2
3 , 1]) = {1}. Se cumple que f es una función continua y f |Y es suprayectiva, es

decir, Y no es conexo2 en X.
En vista de lo establecido en el teorema 3.4, también se tiene que Y no es

conexoi en X para i ∈ {3, 4, 5, S,X}.
Ejemplo 3.9 (CS , C3, C4 \CX). Sea X = [0, 1]∪ {2} con la topología heredada de
R y Y = [0, 1] (vea la �gura 4).

0
�

1
�

2
�

Figure 4.

Como Y es un espacio conexo, Y es conexoS en X, Y es conexo3 en X y Y es
conexo4 en X . Sin embargo, Y no es conexoX en X puesto que X no es conexo.
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Ejemplo 3.10 (C4 \ C5, CS). Considere X = {a, b, c} con la topología

τ = {{a}, {b}, {a, b}, X, ∅}
y el subespacio Y = {a, b} (vea la �gura 5).

a
�

b
�

X c
�

Figure 5.

Note que Y es conexo4 en X, ya que los únicos conjuntos cerrados diferentes de
X, que tienen a los puntos a o b son los conjuntos {a, z} y {b, z}, cuya intersección
es no vacía. Por otra parte, los conjuntos abiertos {a} y {b} atestiguan que Y no
es conexo5 en X. Por lo tanto, también se tiene que Y no es conexoS en X.

Una pregunta natural que surge es que si Ci → Cj no se cumple: ¾Qué condi-
ciones adicionales debe tener el espacio X para que la implicación anterior se sa-
tisfaga?

La proposición 3.11 y el teorema 3.12, responden parcialmente la pregunta
anterior. Con este �n, recordemos que un espacio topológico X que es T1 se dice
hereditariamente normal si cada subespacio de X es normal.

Proposición 3.11. Se cumplen las siguientes a�rmaciones:

(1) Sea X un espacio hereditariamente normal. Entonces, Y es conexo5 en
X si y sólo si Y es conexoS en X.

(2) Sea Y un subespacio cerrado en X. Entonces, Y es conexo4 en X si y
sólo si Y es conexoS en X.

Demostración: Lo establecido en el punto (1) se sigue de la caracterización si-
guiente: X es completamente normal si y sólo si para cada par de conjuntos A y
B de X tales que A ∩ B = ∅ = A ∩ B, existen conjuntos abiertos U y V , ajenos y
tales que A ⊆ U y B ⊆ V . La parte (2) es consecuencia inmediata del enunciado
en el teorema 3.2 (4). �

Teorema 3.12. Sea Y un subespacio de un espacio Hausdor� y compacto X. Se
tiene que Y es conexo3 en X si y sólo si Y es conexo2 en X

Demostración: Sólo es necesario demostrar que si Y es conexo2 en X entonces
Y es conexo3 en X. Suponga que Y no es conexo3 en X, es decir, que existen
x, y ∈ Y tal que ningún espacio conexo los contiene. Del teorema 2.4, existen
X1 y X2 conjuntos ajenos y cerrados en X tales que X = X1 ∪ X2, {x} ⊆ X1 y
{y} ⊆ X2. Puesto que X1 ∩X2 = ∅, se tiene que la función f : X → {0, 1} dada
por f(X1) = {0} y f(X2) = {1}, está bien de�nida. Como X1 y X2 son conjuntos
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cerrados en X, se tiene que f es continua. Por otra parte, f |Y es suprayectiva ya
que f({x, y}) = {0, 1}. Por lo tanto, la función f garantiza que Y no es conexo2 en
X. �

4. Resultados en conexidad relativa

En esta sección se incluyen los primeros resultados obtenidos en conexidad re-
lativa, acerca de si estas se conservan bajo cerradura, funciones continuas, uniones,
productos y la preimagen de funciones monótonas.

Nota 4.1. Con base en lo establecido en el teorema 3.2, la propiedad relativa de
ser Y conexoS en X no depende del espacio X y, la propiedad relativa de ser Y
conexoX en X, no depende del espacio Y . Por lo tanto, resultan no atractivas
desde el punto de vista relativo, es por ello que no se incluyen en los resultados
presentados en esta sección.

Teorema 4.2. Sean X un espacio topológico, Y,Z ⊆ X, con Y ⊆ Z ⊆ Y , e
i ∈ {2, 3, 4, 5}. Si Y es conexoi en X entonces Z es conexoi en X.

Demostración: i = 5: Si Z no es conexo5 en X entonces existen U y V conjuntos
abiertos en X tales que Z ⊆ U ∪ V , U ∩ V = ∅ y U ∩ Z 6= ∅ 6= V ∩ Z.

Si Y ⊆ U entonces Y ⊆ U , de donde Y ∩ V = ∅, pero ∅ 6= Z ∩ V ⊆ Y ∩ V , lo
cual es una contradicción. Análogamente, se llega a una contradicción si se supone
que Y ⊆ V . Dado que Y ⊆ Z, se tiene que Y ∩ U 6= ∅ y Y ∩ V 6= ∅. Por lo tanto,
los conjuntos U y V garantizan que Y no es conexo5 en X.

i = 4: La demostración es análoga a la de i = 5.
i = 3: Fija p ∈ Y . De la hipótesis, para cada y ∈ Y existe un conjunto

conexo Ap,y que tiene a los puntos p y y. Se tiene que Y ⊆
⋃
y∈Y Ap,y. Denota

W =
⋃
y∈Y Ap,y. Claramente Y ⊆ W . Del teorema 2.3 (1) y (2), W es un espacio

conexo; como Z ⊆W , del teorema 3.2 (3), se concluye que Z es conexo3 en X.
i = 2: Sea f : X → {0, 1} una función continua. Demuestra que f |Z no es

suprayectiva. Puesto que Y ⊆ Z y Y es conexo2 en X, se tiene que Y ⊆ f−1(0)
o Y ⊆ f−1(1). Si Y ⊆ f−1(0), de la continuidad de f , se sigue que Y ⊆ f−1(0)
y como Z ⊆ Y , se concluye que f |Z no es suprayectiva. De manera análoga se
demuestra que si Y ⊆ f−1(1) entonces f |Z no es suprayectiva. Por lo tanto, Z es
conexo2 en X. �

Corolario 4.3. Sean X un espacio topológico, Y ⊆ X e i ∈ {2, 3, 4, 5}. Si Y es
conexoi en X entonces Y es conexoi en X.

El siguiente ejemplo muestra que el teorema 4.2 no se cumple para el concepto
relativo de conexidad1.

Ejemplo 4.4. Sea X = ([0, 1]×{0})∪ ([0, 1]×{1}) con la topología usual heredada
de R2. De�ne W = (0, 1)× {0}, a = (0, 1) ∈ R2 y Y = W ∪ {a} (vea la �gura 6).

Se probará que Y es conexo1 en X. Suponga que no, esto es, que existe A ⊆ Y
tal que ∅ 6= A 6= Y con Fr(A) = ∅. Se tiene que A es un conjunto cerrado y
abierto en X. Como A es un conjunto abierto, a /∈ A (toda vecindad de a tiene
intersección con el conjunto (0, 1] × {1}). Ahora, como A es un conjunto cerrado
A 6= W , entonces los conjuntos A y W \ A son una separación para el subespacio
W , que contradice el hecho que W es conexo.
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Figure 6.

Ahora, sea Z = ([0, 1] × {0}) ∪ {a}. Note que Y ⊆ Z ⊆ Y sin embargo, Z no
es conexo1 en X, ya que si B = [0, 1]× {0} entonces ∅ 6= B 6= Z y, dado que B es
un conjunto abierto y cerrado en X, Fr(B) = ∅. �

El siguiente teorema garantiza que las propiedades relativas de conexidad se
preservan bajo la imagen de funciones continuas.

Teorema 4.5. Sean X, Z espacios topológicos y f : X → Z una función continua
e i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Si Y es conexoi en X entonces f(Y ) es conexoi en Z.

Demostración: Sea f : X → Z una función continua.
i = 5: Suponga que f(Y ) no es conexo5 en Z. Entonces, existen U y V

subconjuntos abiertos en Z tales que U ∩ V = ∅, U ∩ f(Y ) 6= ∅ 6= V ∩ f(Y ) y
f(Y ) ⊆ U∪V . Como f es una función continua, se obtiene que los conjuntos f−1(U)
y f−1(V ) son abiertos en X. Se veri�ca, sin di�cultad, que Y ⊆ f−1(U)∪ f−1(V ),
f−1(U)∩f−1(V ) = ∅ y f−1(U)∩Y 6= ∅ 6= f−1(V )∩Y . Por lo tanto, los subconjuntos
f−1(U), f−1(V ) de X atestiguan que Y no es conexo5 en X.

i = 4: La demostración es análoga a la de i = 5.
i = 3: Suponga que Y es conexo3 en X. Se veri�cará que f(Y ) es conexo3 en

Z. Sean f(x), f(y) ∈ f(Y ) con x, y ∈ Y . Por hipótesis, existe un subespacio conexo
Ax,y que tiene a los puntos x y y. Del teorema 2.3 (3), f(Ax,y) es un subespacio
conexo de Z que contiene a los puntos f(x) y f(y), es decir, f(Y ) es conexo3 en Z.

i = 2: Suponga que f(Y ) no es conexo2 en Z. Entonces, existe una función
continua g : Z → {0, 1} tal que g|f(Y ) es suprayectiva. Claramente, la función
g ◦ f : X → {0, 1} es continua. Se probará que (g ◦ f)|Y es suprayectiva. En
efecto, como g|f(Y ) es suprayectiva, existen f(a), f(b) ∈ f(Y ) (con a, b ∈ Y ) tales
que g(f(a)) = 0 y g(f(b)) = 1, es decir, existen a, b ∈ Y tales que (g ◦ f)(a) = 0 y
(g ◦ f)(b) = 1. Por lo tanto, la función g ◦ f garantiza que Y no es conexo2 en X.

i = 1: Suponga que Y es conexo1 en X. Se veri�cará que f(Y ) es conexo1 en
Z. Para ello, sea A ⊆ f(Y ) tal que ∅ 6= A 6= f(Y ) y se probará que Fr(A) 6= ∅.
Note que ∅ 6= f−1(A) 6= Y ; por hipótesis, Fr(f−1(A)) 6= ∅. Usando la continuidad
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de f ,

Fr(f−1(A)) = f−1(A) ∩X \ f−1(A)

= f−1(A) ∩ f−1(Z \A)

⊆ f−1(A) ∩ f−1(Z \A)

= f−1(A ∩ Z \A)

= f−1(Fr(A)).

Por lo tanto, ∅ 6= f−1(Fr(A)), es decir, Fr(A) 6= ∅. �

Como es sabido, dada una familia de espacios conexos con intersección no
vacía, resulta que la unión de esta familia resulta nuevamente un espacio conexo.
El siguiente teorema presenta la versión relativa de dicho resultado.

Teorema 4.6. Sean i ∈ {2, 3, 4, 5} y {Yα : α ∈ Λ} una familia de conexosi subespa-
cios de X. Si la familia tiene intersección no vacía entonces

⋃
α∈Λ Yα es conexoi

en X.

Demostración: Denota Y =
⋃
α∈Λ Yα.

i = 5: Por contradicción, suponga que Y no es conexo5 en X. Entonces, existen
U y V conjuntos abiertos en X tales que Y ⊆ U∪V , U∩V = ∅ y U∩Y 6= ∅ 6= V ∩Y .
Observe que para todo α ∈ Λ, Yα ∩ U = ∅ o Yα ∩ V = ∅, de lo contrario, Yα no
sería conexo5 en X. Se obtiene que para cada α ∈ Λ, Yα ⊆ V o Yα ⊆ U . De�ne los
conjuntos siguientes:

I = {α ∈ Λ : Yα ⊆ U} y J = {α ∈ Λ : Yα ⊆ V }.
Si I = ∅ o J = ∅ entonces Y ∩U = ∅ o Y ∩U = ∅, lo cual es una contradicción.

Se concluye que I 6= ∅ y J 6= ∅.
Sean αi ∈ I y αj ∈ J . Se tiene que

∅ 6=
⋂
α∈Λ

Yα ⊆ Yαi ∩ Yαj ⊆ U ∩ V ;

lo cual es una contradicción ya que U ∩ V = ∅.
i = 4: La prueba es totalmente análoga a la de i = 5.
i = 3: Se mostrará que Y es conexo3 en X. Para cualesquiera x, y ∈ Y , existen

α, β ∈ Λ tales que x ∈ Yα y y ∈ Yβ . Fija p ∈
⋂
α∈Λ Yα. Como Yα es conexo3 en X

y Yβ es conexo3 en X, existen espacios conexos Ax,p y Ay,p que tienen a los puntos
x, p y y, p, respectivamente. Del teorema 2.3 (1), se sigue que Ax,p ∪ Ay,p es un
subespacio conexo de X, y claramente tiene a los puntos x y y.

i = 2: Se demostrará que Y es conexo2 en X. Sea f : X → {0, 1} una función
continua. Se a�rma que f |Y no es suprayectiva. En efecto, elija p ∈

⋂
α∈Λ Yα. Sin

pérdida de generalidad, suponga que f(p) = 0. Dado y ∈ Y , existe α ∈ Λ tal que
y ∈ Yα. Como Yα es conexo2 en X, f |Yα no es suprayectiva, por lo que f(y) = 0.
Se concluye que f(Y ) = 0, es decir, f |Y no es suprayectiva. �

El teorema 4.6 no se satisface para el concepto relativo de conexidad1. Para
ello, se proporciona el ejemplo a continuación.

Ejemplo 4.7. Considere el conjunto X = ([0, 1] × {0}) ∪ ([0, 1] × {1}) con la
topología heredada de R2. Sea el punto a = (0, 1), Y1 = ([0, 1

2 ] × {0}) ∪ {a} y

Y2 = ([ 1
2 , 1]× {0}) ∪ {a}. (vea la �gura 7).
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Figure 7.

Se a�rma que Y1 es conexo1 en X. Por contradicción, suponga que existe
A ⊆ Y1 tal que ∅ 6= A 6= Y1 y FrA = ∅. Se tiene que A es un conjunto abierto
y cerrado en X. Como A es un conjunto abierto, a /∈ A, se tiene que A está
contenido propiamente en el conjunto conexo [0, 1]×{0}, que es una contradicción.
Análogamente, se demuestra que Y2 es conexo1 en X

Observe que Y1 ∩ Y2 6= ∅, sin embargo, Y1 ∪ Y2 no es conexo1 en X ya que el
conjunto A = [0, 1]× {0}, cumple que ∅ 6= A 6= Y1 ∪ Y2, pero Fr(A) = ∅ pues A es
un conjunto cerrado y abierto en X. �

Se sabe que el producto arbitrario de espacios conexos es conexo, en el teo-
rema 4.11 damos la versión relativa de este resultado. Dada una familia de espacios
topológicos {Xα}α∈Λ, denota X =

∏
α∈ΛXα. Para cada α ∈ Λ, Pα es la proyec-

ción de X sobre el α-ésimo factor, esto es Pα : X → Xα y Pα asigna a un elemento
x = {xα} ∈ X su α-ésima coordenada xα ∈ Xα. El conjunto

∏
α∈ΛXα será con-

siderado con la topología producto o topología de Tychono�, es bien conocido que
esta topología hace que todas las proyecciones sean continuas.

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de las de�niciones correspon-
dientes, por ello omitimos su demostración.

Lema 4.8. Sea i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Si Y es conexoi en X y X ⊆ X∗ entonces Y es
conexoi en X

∗.

Teorema 4.9. Sea i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Si Y1 es conexoi en X1 y Y2 es conexoi en
X2, entonces Y1 × Y2 es conexoi en X1 ×X2.

Demostración: Sea i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} y suponga que se tienen espacios tales que
Y1 es conexoi en X1 y Y2 es conexoi en X2.

Caso 1: i ∈ {2, 3, 4, 5}. Fija un punto (a, b) ∈ Y1 × Y2. Para cada y ∈ Y1, se
de�ne

Cy = ({y} × Y2) ∪ (Y1 × {b})
Observe que Y1 × {b} es conexoi en X1 × {b}, {y} × Y2 es conexoi en {y} ×X2 y
tienen en común al punto (y, b), del lema 4.8 y del teorema 4.6, se tiene que Cy
es conexoi en X1 × X2, para todo y ∈ Y . Dado que (a, b) ∈

⋂
y∈Y Cy, la familia

{Cy}y∈Y cumple las condiciones del teorema 4.6, y como
⋃
y∈Y Cy = Y1 × Y2, se

obtiene que Y1 × Y2 es conexoi en X1 ×X2.
Caso 2: i = 1. Por contradicción, suponga que existe un subconjunto no vacío

y propio A de Y1 × Y2 con FrX1×X2
(A) = ∅, de donde A es un conjunto abierto y
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cerrado en X1 ×X2. Para cada y ∈ Y1, sea Ey = {y} × Y2. Dado que

Y1 × Y2 =
⋃
y∈Y1

Ey,

y A 6= Y1 × Y2, existe (y1, y2) ∈ Ey1 \ A. Nota que A ∩ Ey1 = A ∩ ({y1} × X2).
Sea G = A ∩ Ey1 . Se a�rma que G = ∅. En caso contrario, G es homeomorfo
a un subconjunto propio de Y2 y dado que {y1} × Y2 es conexo1 en {y1} × X2,
Fr{y1}×X2

(G) 6= ∅, lo cual es imposible ya que G es un conjunto abierto y cerrado
en {y1} ×X2. Se concluye que, A ∩ ({y1} × Y2) = ∅.

Por otra parte, para cada y ∈ Y2, sea Fy = Y1 × {y}. Nota que

Y1 × Y2 =
⋃
y∈Y2

Fy.

Como A 6= ∅, existe a2 ∈ Y2 tal que A∩Fa2 6= ∅. Nota que A∩Fa2 = A∩(X1×{a2}).
De�ne, H = A ∩ Fa2 . Dado que (y1, a2) ∈ Fy2 y (y1, a2) /∈ A, H es homeomorfo a
un subconjunto no vacío y propio de Y1, esto implica que FrX1×{a2}(H) 6= ∅ ya que
Y1 × {a2} es conexo1 en X1 × {a2}, lo cual contradice que H es abierto y cerrado
en X1 × {a2}. �

Mediante inducción matemática se obtiene el corolario siguiente.

Corolario 4.10. Sean i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} y J un conjunto �nito. Si Yj es conexoi en
Xj para cada j ∈ J , entonces

∏
j∈J Yj es conexoi en

∏
j∈J Xj.

Teorema 4.11. Sea i ∈ {2, 3, 4, 5}. Para cada α ∈ Λ, Yα es conexoi en Xα si y
sólo si el producto

∏
α∈Λ Yα es conexoi en

∏
α∈ΛXα.

Demostración: Sea i ∈ {2, 3, 4, 5} y denota Y =
∏
α∈Λ Yα y X =

∏
α∈ΛXα.

Si Y es conexoi en X, como cada función proyección Pα : X → Xα es continua
y Pα(Y ) = Yα, del teorema 4.5, se tiene que Yα es conexoi en Xα para todo α ∈ Λ.

Para la otra implicación, �ja y ∈ Y . Denota por F la familia de todos los
subconjuntos �nitos de Λ. Para cada F ∈ F, de�ne CF =

∏
α∈ΛAα, donde

Aα =

{
Yα si α ∈ F ;
yα si α /∈ F.

Del corolario anterior y del lema 4.8, CF es conexoi en X para cada F ∈ F;
además, y ∈

⋂
F∈F CF y Y =

⋃
F∈F CF , del teorema 4.6, se concluye que Y es

conexoi en X. �

Problema 4.12. ¾Es cierto que si para cada α ∈ Λ, Yα es conexo1 en Xα, entonces∏
α∈Λ Yα es conexo1 en

∏
α∈ΛXα?

Teorema 4.13. Sean W un subespacio de Z y q : X → Z es una función que es
cociente y monótona.

(1) Si W es un abierto y conexo5 en Z entonces q−1(W ) es conexo5 en X.
(2) Si W es un cerrado y conexo4 en Z entonces q−1(W ) es conexo4 en X.

Demostración: Ambas demostraciones son análogas, por ello se efectúa sólo la
demostración de (1). Suponga que q−1(W ) no es conexo5 en X. Denota Y =
q−1(W ). Existen U y V conjuntos abiertos en X tales que Y ⊆ U ∪ V , U ∩ V = ∅
y U ∩ Y 6= ∅ 6= V ∩ Y . Note que si w ∈ W entonces q−1(w) ⊆ U ∪ V . Se cumple
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que q−1(w) ⊆ U o q−1(w) ⊆ V , de lo contrario U ∩ q−1(w) y V ∩ q−1(w) forman
una separación para q−1(w), contradiciendo que q es monótona. De�ne

W1 = {w ∈W : q−1(w) ⊆ U} W2 = {w ∈W : q−1(w) ⊆ V }

Se a�rma que q−1(W1) = U ∩ Y . En efecto; sea x ∈ U ∩ Y . Dado que
x ∈ Y , q(x) ∈ W , entonces q−1(q(x)) ⊆ Y . Como q−1(q(x)) es un espacio conexo
y x ∈ q−1(q(x)) ∩ U , resulta que q−1(q(x)) ⊆ U . Se ha obtenido que, q(x) ∈ W y
q−1(q(x)) ⊆ U , es decir, que x ∈ q−1(W1). La otra contención es inmediata. Por
otra parte, análogamente se puede demostrar que q−1(W2) = V ∩ Y .

De la a�rmación anterior, del hecho que W es un conjunto abierto en Z y que
la función q es continua y cociente, se tiene que W1 y W2 son conjuntos abiertos en
Z.

Por otra parte, como Y ⊆ U ∪ V , U ∩ V = ∅ y U ∩ Y 6= ∅ 6= V ∩ Y , se obtiene,
respectivamente, que W ⊆ W1 ∪W2, W1 ∩W2 = ∅ y W1 ∩W 6= ∅ 6= W ∩W2. Por
lo tanto, W1 y W2 garantizan que W no es conexo5 en Z. �

Teorema 4.14. Sean i ∈ {1, 2, 3} y q : X → Z una función que es cociente y
monótona. Si W es conexoi en Z entonces q−1(W ) es conexoi en X.

Demostración: i = 3: Sean x, y ∈ q−1(W ). Como q(x), q(y) ∈ W , existe un
subconjunto conexo Ax,y de Z que contiene a q(x) y q(y). Aplicando los enunciados
(2) y (4) del teorema 2.3, se obtiene que el conjunto q−1(Ax,y) es conexo, y contiene
a los puntos x y y. Por lo tanto, q−1(W ) es conexo3 en X.

i = 2: Suponga que q−1(W ) no es conexo2 en X y se demostrará que W no es
conexo2 en Z. Denota Y = q−1(W ). Existe una función f : X → {0, 1} continua
tal f |Y es suprayectiva. Para cada z ∈ Z, q−1(z) es un conjunto conexo y como f
es continua, f es constante en cada conjunto q−1(z). Del teorema 2.5, existe una
función continua g : Z → {0, 1} tal que g ◦ q = f .

X
q //

f

��

Z

g||
{0, 1}

Se a�rma que g|W es suprayectiva. Se procede por contradicción. Sin pérdida
de generalidad, suponga que g(W ) = {0}. Puesto que f |Y = {0, 1}, existe y ∈ Y
tal que f(y) = 1. Entonces, q(y) ∈ W de donde g(q(y)) = 0, que contradice la
igualdad g ◦ q = f . Por lo tanto, g : Z → {0, 1} es continua y g|W es suprayectiva,
es decir, W no es conexo2 en Z.

i = 1: Suponga que q−1(W ) no es conexo1 en X, es decir que existe un conjunto
A ⊆ q−1(W ) tal que ∅ 6= A 6= q−1(W ) y con Fr(A) = ∅. Se demostrará que W no
es conexo1 en Z.

Se probará primero que: q−1(q(A)) = A. En efecto; si x ∈ q−1(q(A)) entonces
existe a ∈ A tal que q(x) = q(a), como q es monótona, q−1(q(x)) es un subespacio
conexo de X y contiene al punto a, es decir, q−1(q(x)) ∩ A 6= ∅ y puesto que
Fr(A) = ∅, A es conjunto abierto y cerrado en X, esto implica que q−1(q(x)) ⊆ A,
de lo contrario se tendría una separación para q−1(q(x)); entonces, x ∈ A ya que
x ∈ q−1(q(x)). Por lo tanto q−1(q(A)) ⊆ A. Puesto que la otra contención siempre
es cierta, se concluye que q−1(q(A)) = A.
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Ahora, claramente q(A) ⊆ W . Si q(A) = W , de la a�rmación anterior se
obtiene que A = q−1(W ), lo cual contradice que A 6= q−1(W ). Así, ∅ 6= q(A) 6= W .
Finalmente, como q es cociente, q(A) es un conjunto abierto y cerrado en Z, de
donde Fr(q(A)) = ∅. Por lo tanto, el conjunto q(A) garantiza que W no es conexo1

en Z. �

Concluimos este trabajo con las siguientes preguntas.

Problema 4.15. ¾Es cierto que dado i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, se cumple la siguiente
versión relativa del cable cortado (teorema 2.4): sean X un espacio Hausdor� y
compacto, A y B conjuntos cerrados en X con la siguiente propiedad: para todo Y
conexoi de X, se tiene que Y ∩A = ∅ o Y ∩B = ∅. Existen entonces dos conjuntos
cerrados y ajenos X1 y X2 de X, tales que X = X1 ∪X2, A ⊆ X1 y B ⊆ X2?

Problema 4.16. Si Ci → Cj no se cumple ¾Qué condiciones adicionales debe tener
el espacio X para que la implicación anterior se satisfaga?

Problema 4.17. ¾Es cierto que si para cada α ∈ Λ, Yα es conexo1 en Xα, entonces∏
α∈Λ Yα es conexo1 en

∏
α∈ΛXα?
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Resumen. Dado un espacio topológico X, podemos considerar familias de

subconjuntos de X que tengan alguna característica en particular. A tales familias
se les llama hiperespacios de X. Uno de los hiperespacios más estudiados es el
hiperespacio de subconjuntos cerrados no vacíos de X, denotado por CL(X). Desde
luego existen otros hiperespacios que han sido de interés. Uno de ellos, de estudio
bastante reciente, es el hiperespacio de sucesiones convergentes.

En este capítulo daremos una introducción a tal hiperespacio y mencionaremos
cómo se comportan algunas propiedades en él: la conexidad, la conexidad local, la
conexidad (local) por trayectorias y la dimensión. El material de este trabajo fue el
contenido de mi minicurso El Hiperespacio de Sucesiones Convergentes, impartido
en el XVII Taller de continuos, hiperespacios y sistemas dinámicos en octubre de
2022.

1. Introducción

El estudio de los hiperespacios empezó en el siglo XX con artículos como [15]
de E. Michael. En esa época se estudiaban hiperespacios como el de los subconjun-
tos cerrados no vacíos de un espacio X, o el de los subespacios compactos de X,
entre otros. El hiperespacio de sucesiones convergentes, denotado como Sc(X), fue
introducido bastante más adelante, en 2015, por S. García Ferreira y Y. F. Ortiz
Castillo en [2]. A partir de entonces ha aparecido un interés signi�cativo por tal
hiperespacio, el cual se ha manifestado en varias publicaciones como, por ejemplo,
[1], [2], [3], [4], [5], [7], [8], [9], [10], [12], [13] y [14].

En el artículo [2] los autores prueban algunas propiedades del hiperespacio
Sc(X) relacionadas con la conexidad; por ejemplo, muestran que Sc(X) es conexo
por trayectorias cuando X es la recta real, o bien cuando X es un espacio conexo
que se puede ver como una unión �nita de copias del intervalo [0, 1] ([2, teorema 2.4,
Lemma 2.11]). Además, en [2, ejemplo 2.8] dan un ejemplo de un continuo conexo

91
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por trayectorias X cuyo hiperespacio Sc(X) no es conexo por trayectorias. A partir
de los resultados de [2] se empezaron a estudiar varios tipos de conexidad en el
hiperespacio Sc(X); sin embargo, a pesar de todas las contribuciones a este estudio,
el comportamiento de la conexidad por trayectorias en tal hiperespacio aún no se
ha determinado completamente. Con esto último, lo que queremos decir es que se
han encontrado condiciones para que Sc(X) sea conexo por trayectorias que son o
bien su�cientes, o bien necesarias, pero aún no se han hallado condiciones que sean
ambas cosas.

En este capítulo tomamos esta situación como punto de partida, y aprovechare-
mos para dar un panorama general del comportamiento de algunas propiedades del
hiperespacio Sc(X) que están relacionadas con la conexidad.

Después de los Preliminares introducimos la Sección 3, en la cual mostramos que
la conexidad de un espacio X es equivalente a la de su hiperespacio Sc(X), cuando
este último es no vacío. En la Sección 4 mostramos resultados sobre conexidad local
similares a los de la Sección 3, con algunas hipótesis adicionales.

En la Sección 5 introducimos la conexidad por trayectorias en Sc(X) y vemos
que su comportamiento es muy distinto al de la conexidad y la conexidad local;
en particular, la conexidad por trayectorias de un espacio X no implica la de su
hiperespacio Sc(X) -aún en la clase de los dendroides. Sin embargo, en la Sección 6
vemos que las siguientes condiciones son equivalentes, bajo ciertas hipótesis, para
un espacio X: (a) X es conexo por trayectorias y localmente conexo por trayecto-
rias y (b) Sc(X) es conexo por trayectorias y localmente conexo por trayectorias.
Adicionalmente mostramos que la conexidad local por trayectorias de un espacio
X, y la de Sc(X), son equivalentes bajo ciertas hipótesis.

Por último incluimos la Sección 7, la cual trata sobre la dimensión del hiperes-
pacio Sc(X). Esta sección no está relacionada con la conexidad, pero consideramos
que tiene particular interés en sí misma.

2. Preliminares

A lo largo de este capítulo, N denotará al conjunto de los números naturales y c
denotará la cardinalidad de la recta real, R. Además, ω denotará al primer ordinal
in�nito.

El símbolo P(X) denotará al conjunto potencia de un conjunto X. Más aún,
[X]<ω denotará a la colección de subconjuntos �nitos de X.

Dado A ⊆ X, usaremos la notación intXA y clXA (o bien A, en caso de que
no se preste a confusión) para denotar el interior en X y la cerradura de A en X,
respectivamente. Adicionalmente, denotaremos por τX a la topología de un espacio
X.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío. En este
capítulo, la palabra espacio hará referencia siempre a un espacio topológico de
Hausdor�.

Una familia celular en un espacio X es una familia de subconjuntos abiertos de
X, no vacíos y ajenos dos a dos. La colección de todas las familias celulares �nitas
de X será denotada por C(X).

Un espacio es cero-dimensional si tiene una base cuyos elementos son abiertos
y cerrados a la vez.
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Usualmente, una sucesión convergente en un espacio X es una función f : N→
X para la cual existe x ∈ X con la siguiente propiedad: para cada U ∈ τX con
x ∈ U existe N ∈ N tal que f [{n ∈ N : n ≥ N}] ⊆ U .

En este trabajo usaremos una de�nición diferente de sucesión convergente, a
saber, un subconjunto S de un espacio (X, τX) será llamado una sucesión conver-

gente no trivial en X si:

(i) S es in�nito numerable y
(ii) existe x ∈ S tal que S \ U es �nito para cada U ∈ τX con x ∈ U .

En este caso, el punto x se llamará el punto límite de S, diremos que S converge

a x y escribiremos S → x o limS = x.

Por otro lado, dado un espacio X es usual considerar los siguientes hiperespa-
cios:

CL(X) = {A ⊆ X : A es cerrado en X y A 6= ∅},
K(X) = {A ⊆ X : A es compacto y A 6= ∅},
Sc(X) = {S ∈ K(X) : S es una sucesión convergente no trivial en X},
Fn(X) = {A ∈ K(X) : |A| ≤ n}, con n ∈ N,

F (X) = {A ∈ K(X) : A es �nito} =
⋃
n∈N

Fn(X) y

C(X) = {A ∈ K(X) : A es conexo}.

Dada una familia U de subconjuntos de X, de�nimos

〈U〉 =
{
A ∈ CL(X) : A ⊆

⋃
U ∧ ∀ U ∈ U (A ∩ U 6= ∅)

}
.

Se puede probar que la familia cuyos elementos son de la forma 〈U〉, cuando U es
un subconjunto �nito de τX es base para alguna topología en CL(X) [15, Proposi-
ción 2.1, p. 155]. Tal topología es la que se conoce como Topología de Vietoris.

Ahora bien, en este trabajo todos nuestros espacios serán Hausdor�, así que
automáticamente tenemos que K(X) ⊆ CL(X). Además, todos los hiperespacios
mencionados serán considerados como subespacios de CL(X). En particular, una
base para la topología de Sc(X) consiste de todos los conjuntos de la forma 〈U〉c :=
〈U〉 ∩ Sc(X), cuando U es un subconjunto �nito de τX .

De hecho, es posible considerar una base aún más conveniente especí�camente
para Sc(X), considerando familias celulares �nitas de X. Más precisamente:

Teorema 2.1. [13, Proposición 3.2, p. 147] Si X es un espacio, entonces {〈V〉c :
V ∈ C(X)} es una base para Sc(X).

Dado un subconjunto V de un espacio X, de�nimos V +
c = 〈{V }〉c y V −c =

〈{X,V }〉c. Notemos que si V es abierto (cerrado, respectivamente) en X, entonces
V +
c y V −c son abiertos (cerrados, respectivamente) en Sc(X).

El siguiente lema es conocido y muy útil cuando se trabaja con hiperespacios.

Lema 2.2. [15, lema 2.3.1, p. 156] Las siguientes condiciones son equivalentes para
un espacio X y dos subconjuntos �nitos U y V de P(X) \ {∅}:

(1) 〈V〉 ⊆ 〈U〉;
(2)

⋃
V ⊆

⋃
U y para cada U ∈ U existe V ∈ V tal que V ⊆ U .
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Para efectos de escritura usaremos la siguiente convención: si S es una sucesión
convergente no trivial en un espacio X, diremos que {xn : n ∈ ω + 1} es una
enumeración adecuada de S cuando S = {xn : n ∈ ω + 1}, limS = xω y xi 6= xj
cada vez que i < j ≤ ω.

Los siguientes resultados son conocidos y nos serán de mucha utilidad.

Lema 2.3. [15, Corolario 5.8.1, p. 169] Sea X un espacio. La función ϕ : CL(X)n →
CL(X) dada por ϕ(E1, . . . , En) =

⋃n
i=1Ei es continua.

Lema 2.4. [11, Corolario 1.8.7, p. 61] Sean X un espacio y n ∈ N. La función
ν : Xn → Fn(X) dada por ν(x1, . . . , xn) = {x1, . . . , xn} es continua y suprayectiva.

Los siguientes dos resultados se siguen inmediatamente del lema 2.4.

Corolario 2.5. Si X es un espacio conexo y n ∈ N, entonces Xn también es
conexo. Así, Fn(X) es conexo.

Corolario 2.6. Si n ∈ N y Y es un espacio conexo por trayectorias, entonces
Y n lo es también; así, Fn(Y ) es conexo por trayectorias para cada n ∈ N. En
consecuencia, F (Y ) es conexo por trayectorias.

3. Conexidad

En esta sección veremos que el comportamiento del hiperespacio Sc(X) con
respecto a la conexidad es bastante agradable. Más precisamente, probaremos que
la conexidad de un espacio X es equivalente a la de Sc(X) cuando este último es
no vacío. En las siguientes secciones veremos que éste no necesariamente es el caso
de otras propiedades relacionadas con la conexidad.

Lema 3.1. Sea X un espacio conexo y supongamos que P,Q ∈ Sc(X) son tales
que P ⊆ Q y Q \ P es �nito. Entonces P y Q pertenecen a la misma componente
de Sc(X).

Demostración: Sea n = |Q \ P | y tomemos ϕ : Fn(X) → Sc(X) dada por
ϕ(A) = P ∪ A para cada A ∈ Fn(X). Del Corolario 2.5 sabemos que Fn(X) es
conexo. Por el lema 2.3 sabemos que ϕ es una función continua. Para terminar,
note que P y Q pertenecen a la imagen de ϕ. �

Teorema 3.2. Si X es un espacio conexo, entonces Sc(X) también lo es.

Demostración: Sean S1, S2 ∈ Sc(X) y denotemos por C a la componente de
Sc(X) que contiene a S1. Supongamos que {xi : i ≤ ω} y {yi : i ≤ ω} son
enumeraciones adecuadas de S1 y S2, respectivamente.

Para cada k < ω sean Pk = S1 \ {xi : i ≤ k} y Qk = Pk ∪ {yi : i ≤ k}. Del
lema 3.1 deducimos que Pk y Qk pertenecen a C.

Ahora, el hecho de que la sucesión (Qk)k<ω converge a S3 = S2 ∪{xω} implica
que S3 ∈ C y así, del lema 3.1 concluimos que S2 ∈ C. �

Teorema 3.3. Si X es un espacio para el cual Sc(X) es no vacío y conexo, entonces
X también es conexo.

Demostración: Sea X un espacio tal que Sc(X) es no vacío y conexo. Para
probar la conexidad de X, sean U, V ∈ τX tales que X = U ∪ V y U ∩ V = ∅. Sea
S ∈ Sc(X) y tomemos a = limS. Entonces a ∈ U o a ∈ V . Podemos suponer que
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a ∈ U . Mostraremos que V = ∅. Note que U+
c y V −c son subconjuntos abiertos y

ajenos de Sc(X) cuya unión es Sc(X). Por la conexidad de Sc(X), obtenemos que
U+
c = ∅ o V −c = ∅. Observe que S \U es �nito y así S∩U ∈ U+

c . Luego, deducimos
que V −c = ∅. Si existiera un punto x en V , tendríamos que S ∪ {x} ∈ V −c , lo cual
es una contradicción. Por lo tanto, V = ∅ y X es conexo. �

Tomando un espacio discreto con más de un punto, se muestra fácilmente que
la hipótesis de que Sc(X) 6= ∅ del teorema anterior es esencial.

4. Conexidad local

En esta sección probaremos que la conexidad local de un espacio X está muy
relacionada con la conexidad local de su hiperespacio Sc(X). Para ello, recordemos
que un espacio X es localmente conexo en un punto p si X tiene una base local en
p cuyos elementos son conexos. El espacio X es localmente conexo si lo es en cada
uno de sus puntos.

Teorema 4.1. Si X es un espacio localmente conexo, entonces Sc(X) también lo
es.

Demostración: Sea B una base para X cuyos elementos son conexos. No es
difícil probar que {〈U〉 : U ∈ [B]<ω} es una base para K(X); así, bastará probar
que cada elemento de {〈U〉c : U ∈ [B]<ω} es conexo.

Tomemos U ∈ [B]<ω. Para cada U ∈ U sea QU = {S ∈ 〈U〉c : limS ∈
U}. Además, si QU 6= ∅, sea ϕU : Sc(U) ×

∏
V ∈U\{U} F (V ) → QU dada por

ϕ(S, (WV )V ∈U\{U}) = S∪
⋃
V ∈U\{U}WV . Se puede probar que ϕU es suprayectiva.

Así, por el lema 2.3, el Teorema 3.2 y el Corolario 2.5 deducimos que QU es conexo.
Observemos que 〈U〉c =

⋃
U∈UQU . Para probar que 〈U〉c es conexo basta

probar que si U, V ∈ U son tales que QU 6= ∅ 6= QV , entonces QV ∩ QU 6= ∅.
Fijemos SV ∈ QV y S ∈ Sc(U). Sean {xn : n ≤ ω} y {yn : n ≤ ω} enumeraciones
adecuadas de SV ∩ V y de S, respectivamente. Para cada k ∈ ω de�namos Pk =
{yn : n > k} ∪ (SV \ V )∪ {xn : n ≤ k}. Entonces Pk ∈ QU para cada k ∈ ω. Como
lim
k→∞

Pk = SV ∪ {yw}, concluimos que SV ∪ {yw} ∈ QV ∩QU . �

Lema 4.2. Sea X un espacio. Si G es un subconjunto abierto de Sc(X), entonces⋃
G es un subconjunto abierto de X.

Demostración: Sean x ∈
⋃
G y S ∈ G tal que x ∈ S. Como G es abierto en

Sc(X), existe U ∈ [τX ]<ω tal que S ∈ 〈U〉c ⊆ G. Notemos que para cada z ∈
⋃
U

se tiene que S ∪ {z} ∈ 〈U〉c ⊆ G y así, z ∈
⋃
G. En otras palabras,

⋃
U ⊆

⋃
G.

Luego,
⋃
U ∈ τX y x ∈ S ⊆

⋃
U ⊆

⋃
G. Por lo tanto,

⋃
G es abierto en X. �

Teorema 4.3. Sean X un espacio y x ∈ X. Si Sc(X) es localmente conexo y existe
S0 ∈ Sc(X) tal que x 6= limS0, entonces X es localmente conexo en x.

Demostración: Supongamos que X no es localmente conexo en x. Entonces
existe un subconjunto abierto W tal que x ∈ W , pero no existe ninguna vecindad
abierta y conexa de x que esté contenida enW . Tomemos dos subconjuntos abiertos
y ajenos Vx y V , tales que x ∈ Vx ⊆W y S0 \ {x} ⊆ V .

Sea G un subconjunto abierto de Sc(X) tal que S0 ∪ {x} ∈ G ⊆ 〈{Vx, V }〉c.
Mostraremos que G no es conexo. Por el lema 4.2 sabemos que

⋃
G es un sub-

conjunto abierto de X y así, Vx ∩
⋃
G es una vecindad abierta de x la cual, por
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hipótesis, no es conexa. Sean W1 y W2 dos subconjuntos abiertos, ajenos y no
vacíos cuya unión es Vx ∩

⋃
G. Supondremos que x ∈W1. Sean

O1 = G ∩
〈
{V,W1}

〉
c

y O2 = G ∩ (W2)−c .

Notemos que estos son dos subconjuntos abiertos de G con S0 ∪ {x} ∈ O1. Más
aún, si y ∈W2, entonces y ∈

⋃
G i.e., existe S′ ∈ G tal que y ∈ S′. Luego, S′ ∈ O2.

Ahora, para cada S ∈ G observe que S ∈ O1 si y sólo si ∅ 6= S ∩ Vx ⊆ W1. Así
deducimos que O1 y O2 son ajenos y su unión es igual a G. En otras palabras, G
no es conexo. Por lo tanto Sc(X) no es localmente conexo en S0 ∪ {x}. �

Para cada espacio X de�nimos LX = {limS : S ∈ Sc(X)}.

Corolario 4.4. Sea X un espacio tal que |LX | ≥ 2. Entonces Sc(X) es localmente
conexo si y sólo si X lo es.

5. Conexidad por trayectorias

En esta sección abordaremos el comportamiento de la conexidad por trayecto-
rias del hiperespacio Sc(X). Veremos que si Sc(X) es conexo por trayectorias y no
vacío, entonces X también es conexo por trayectorias. No obstante, la conexidad
por trayectorias de un espacio X no implica que Sc(X) comparta dicha propiedad,
ni siquiera pidiendo que X tenga una estructura tan agradable como la de los
dendroides (de�nimos a estos últimos antes del Ejemplo 5.3).

Observación. Si X es un espacio tal que |X| = c, entonces |Sc(X)| ≤ cω = c. En
particular, Sc(X) tiene a lo más c componentes por trayectorias.

Usando la prueba de [3, Teorema 3.2] se puede probar el siguiente resultado.

Lema 5.1. Sea X un espacio. Si α : I → Sc(X) es una trayectoria, entonces para
cada p ∈ α(0) existe una trayectoria β : I → X tal que β(t) ∈ α(t), cada vez que
t ∈ I, y β(0) = p.

Teorema 5.2. Sea X un espacio. Si Sc(X) es no vacío y conexo por trayectorias,
entonces X también lo es

Demostración: Sean S0 ∈ Sc(X) y w ∈ S0 \ {limS0}. Entonces existe una
trayectoria α : I → Sc(X) tal que α(0) = S0 y α(1) = S1 = S0 \ {w}. Luego,
por el lema 5.1, existe una trayectoria β : I → X tal que β(0) = w y β(1) ∈ S1.
En particular, β(1) 6= w. Así, la componente por trayectorias K de w en X es no
degenerada.

Sean S2 ∈ Sc(K) y p ∈ X. Tomemos S3 = S2 ∪ {p} ∈ Sc(X). Por hipótesis
existe una trayectoria en Sc(X) de S3 a S2. Entonces por el lema 5.1 existe una
trayectoria γ : I → X tal que γ(0) = p y γ(1) ∈ S2 ⊆ K. Esto muestra que p ∈ K
y, por lo tanto, X es conexo por trayectorias. �

Recordemos que un dendroide es un continuo arcoconexo tal que cada par de
subcontinuos de X tiene intersección conexa.

Ejemplo 5.3. Un dendroide X tal que Sc(X) no es conexo por trayectorias.

Para cada n ∈ N sea Ln el segmento en R2 que une los puntos (0, 1
n ) y (1, 0).

De�namos A =
⋃
n∈N Ln y Â = {−z : z ∈ A}. Sea X = clR2(A ∪ Â) y observemos

que X es un dendroide. Denotaremos al punto (0, 0) como y.
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De�namos S0 = {(0, 1
m ) : m ∈ N} ∪ {(0,− 1

m ) : m ∈ N} ∪ {y} y tomemos
S1 ∈ A+

c . Mostraremos que no existe una trayectoria en Sc(X) que una a S0 y a S1.
Supongamos que existe una trayectoria α : I → Sc(X) tal que α(0) = S0 y α(1) =

S1. Consideremos el conjunto T = {t ∈ I : |α(t) ∩A| = ω = |α(t) ∩ Â|} y hagamos
s = supT . Probaremos que y ∈ α(s). Sea (tn)n∈N una sucesión de elementos de T
que converge a s. Por la continuidad de α, tenemos que α(s) = lim

n→∞
α(tn). Para

cada n ∈ N, observemos que y = limα(tn), en particular y ∈ α(tn). Así inferimos
que y ∈ α(s). Sea U ∈ C(X) tal que α(s) ∈ 〈U〉c y, además, si U es el elemento
de U que contiene a y, supongamos que (−1, 0), (1, 0) /∈ U . Elegimos t1 ∈ T y
t2 ∈ I \ T tales que α

[
[t1, t2]

]
⊆ 〈U〉c. Como t2 /∈ T , supondremos sin pérdida de

generalidad que α(t2) ∩ Â es �nito. Más aún , como t1 ∈ T , entonces y = limα(t1)

y α(t1) ∩ Â interseca una cantidad in�nita de componentes por trayectorias de U .
Como α(t2) ∩ Â es �nito, existe una componente por trayectorias K de U tal que
K ∩α(t1)∩ Â 6= ∅ y K ∩α(t2) = ∅. Sea p ∈ K ∩α(t1)∩ Â. Aplicando el lema 5.1 a
las sucesiones α(t1) y α(t2), existe una trayectoria β : [t1, t2]→

⋃
α
[
[t1, t2]

]
tal que

β(t1) = p y β(t2) ∈ α(t2). Como β
[
[t1, t2]

]
⊆
⋃
α
[
[t1, t2]

]
⊆
⋃

U y los elementos
de U son ajenos por pares, β

[
[t1, t2]

]
⊆ K; así β(t2) ∈ K ∩ α(t2), lo cual es una

contradicción.

6. Conexidad local por trayectorias

Como vimos en la Sección 5, la conexidad por trayectorias de un espacio X no
es equivalente a la de su hiperespacio Sc(X). En esta sección veremos que éste sí es
el caso de la conexidad local por trayectorias (que de�nimos a continuación) para
espacios primero numerables. Lo que es aún más notable, es que el hecho de poseer
ambas propiedades al mismo tiempo sí es equivalente para X y para Sc(X), en una
clase su�cientemente amplia de espacios (Corolario 6.13).

Recordemos que un espacio X es localmente conexo por trayectorias en un
punto p si X tiene una base local de vecindades conexas por trayectorias (no nece-
sariamente abiertas) en p. El espacio X es localmente conexo por trayectorias si lo
es en cada uno de sus puntos.

A continuación presentamos un lema que será la herramienta fundamental en
la prueba del Corolario 6.2.

Lema 6.1. Sea X un espacio conexo por trayectorias, sea yω ∈ X y supongamos
que {Vn : n ∈ N} es una base local numerable en yω con V1 = X. Para cada n ∈ N
supondremos que Vn+1 ⊆ Vn y denotaremos por Cn a la componente por trayectorias
de Vn que contiene a yω. Sean {yn : n ∈ (ω + 1) \ {0}} y {xn : n ∈ (ω + 1) \ {0}}
enumeraciones adecuadas de dos sucesiones Sy y Sx, respectivamente, tales que
xω = yω. Además, supongamos que

(*) para cada n ∈ N existe mn ∈ N tal que yr, xr ∈ Cn para todo r ≥ mn.

Entonces existe una trayectoria en Sc(X) de Sy a Sx.

Demostración: Para cada n ∈ N sea M(n) = máx{k ∈ N : xn, yn ∈ Ck},
entonces existe una trayectoria αn : [ 1

n+1 ,
1
n ] → VM(n) tal que αn( 1

n+1 ) = yn y
αn( 1

n ) = xn. Notemos que M(n) tiende a in�nito cuando n tiende a in�nito.
Para cada n ∈ N de�nimos gn : [ 1

n+1 ,
1
n ]→ Sc(X) como

gn(t) = {xm : m ≥ n+ 1} ∪ {αn(t)} ∪ {ym : 1 ≤ m < n}.
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Observemos que gn está bien de�nida y continua. Además observemos que

gn

(
1

n+ 1

)
= {xm : m ≥ n+ 1} ∪ {ym : 1 ≤ m ≤ n} = gn+1

(
1

n+ 1

)
.

De�nimos ahora γ : [0, 1]→ Sc(X) como

γ(t) =

{
gn(t), si t ∈ [ 1

n+1 ,
1
n ] para alguna n ∈ N;

{yn : n ∈ (ω + 1) \ {0}}, si t = 0.

Notemos que γ(0) = Sy y γ(1) = g1(1) = Sx.
Se sigue que γ está bien de�nida, y usando el lema del Pegado ([16, Teorema 7.3,

p. 108]) se puede probar que es continua en (0, 1]. Para ver que γ es continua en
t = 0, tomemos una familia celular �nita W tal que Sy = γ(0) ∈ 〈W〉c. Sea W ∈W

tal que yω ∈ W y tomemos N ∈ N tal que VM(n) ⊆ W cada vez que n ≥ N .
Observemos que xn, yn ∈ VM(n) ⊆ W para todo n ≥ N . Entonces, si t ∈ [0, 1

N )
se puede probar que γ(t) ∈ 〈W〉c y, así, γ es una trayectoria en Sc(X) de Sy a Sx.

�

Corolario 6.2. Sea X un espacio conexo por trayectorias y sea p ∈ X. Supongamos
que X es primero numerable en p. Si X es localmente conexo por trayectorias en
p y si R,S ∈ Sc(X) son tales que R→ p y S → p, entonces existe una trayectoria
en Sc(X) de R a S.

Nuestro objetivo ahora es estudiar la conexidad local por trayectorias del hiperes-
pacio Sc(X). Comencemos con un lema un poco técnico.

Lema 6.3. Sea U una familia celular �nita de un espacio X. Para cada U ∈ U

de�nimos QU = {S ∈ 〈U〉c : limS ∈ U}. Sean U, V ∈ U tales que tanto U como
V contienen arcos AU y AV , respectivamente. Si xω ∈ AU y yω ∈ AV , entonces
existe una trayectoria γ : [0, 1] → QU ∪ QV tal que lim γ(0) = xω y lim γ(t) = yω
para cada t ∈ (0, 1]. En particular, γ(0) ∈ QU y γ

(
(0, 1]

)
⊆ QV .

Demostración: Sea S ∈ Sc(AU ) tal que limS = xω y tomemos una enumeración
adecuada de S, digamos S = {xn : n ∈ ω + 1}. Para cada n ∈ N denotemos
por xnxn+1 el subarco de AU cuyos puntos extremos son xn y xn+1. Tomemos
una trayectoria αn : [ 1

n+1 ,
1
n ] → xnxn+1 tal que αn( 1

n ) = xn y αn( 1
n+1 ) = xn+1.

Similarmente, tomemos {yn : n ∈ ω+1} ∈ Sc(AV ) y para cada n ∈ ω denotemos por
ynyn+1 el subarco de AV cuyos puntos extremos son yn y yn+1. Además tomemos
una trayectoria βn : [ 1

n+1 ,
1
n ]→ ynyn+1 tal que βn( 1

n ) = yn y βn( 1
n+1 ) = yn+1.

Para cada W ∈ U \ {U, V } �jemos un punto xW ∈ W y sea Z = {xW : W ∈
U \ {U, V }}. De�namos γ : [0, 1]→ QU ∪QV como

γ(t) =


{xm : m ≤ n} ∪ {αn(t)}

∪{ym : m ≥ n+ 1} ∪ {βn(t)} ∪ Z, si t ∈ [ 1
n+1 ,

1
n ];

{xm : m ∈ ω + 1} ∪ {yω} ∪ Z, si t = 0.

Entonces γ está bien de�nida y usando el lema del Pegado ([16, Teorema 7.3,
p. 108]) y el lema 2.3 se puede probar que es continua en (0, 1]. Para ver que γ
es continua en t = 0, tomemos una familia celular �nita W tal que {xm : m ∈
ω + 1} ∪ {yω} ∪ Z ∈ 〈W〉c. Sean W0,W1 ∈ W tales que xω ∈ W0 y yω ∈ W1; por
otro lado, tomemos N ∈ N tal que

⋃
n≥N xnxn+1 ⊆ W0 y

⋃
n≥N ynyn+1 ⊆ W1.
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Entonces, si t ∈ [0, 1
N ) se puede probar que γ(t) ∈ 〈W〉c y, así, γ es continua.

Finalmente, notemos que lim γ(0) = xω y lim γ(t) = yω para cada t ∈ (0, 1]. �

Antes de ver nuestro siguiente teorema necesitamos recordar un resultado cono-
cido.

Teorema 6.4. [18, Corolario 31.6, p. 222] Un espacio T2 es conexo por trayectorias
si y sólo si es arcoconexo.

Teorema 6.5. Sea X un espacio y supongamos que U es una familia celular �nita
cuyos elementos son conexos por trayectorias. Sean x, y ∈ X tales que X es primero
numerable y localmente conexo por trayectorias tanto en x como en y. Si Sx, Sy ∈
〈U〉c son tales que limSx = x y limSy = y, entonces existe una trayectoria en 〈U〉c
de Sx a Sy.

Demostración: Sean Ux, Uy ∈ U tales que x ∈ Ux y y ∈ Uy. Consideramos dos
casos.

Caso 1. Ux = Uy.

Sea U ∈ U \ {Ux}. En este caso la celularidad de U implica que tanto Sx ∩ U
como Sy ∩ U pertenecen a F (U). Así, por el Corolario 2.6 podemos tomar una
trayectoria ϕU : [0, 1]→ F (U) tal que ϕU (0) = Sx ∩ U y ϕU (1) = Sy ∩ U .

Notemos que Sx ∩ Ux ∈ Sc(Ux). Sea A ⊆ Ux un arco que contiene a x y a y
(Teorema 6.4) y sean Ax, Ay ∈ Sc(A) tales que limAx = x y limAy = y. Gracias
al Corolario 6.2, la sucesiones Sx ∩ Ux y Ax se pueden unir con una trayectoria en
Sc(Ux). Similarmente, Sy ∩Ux y Ay se pueden unir con una trayectoria en Sc(Ux).
Además, por [2, Corolario 1.5], Ax y Ay se pueden unir con una trayectoria en
Sc(A) ⊆ Sc(Ux). Luego, existe una trayectoria ϕUx : [0, 1] → Sc(Ux) tal que
ϕUx(0) = Sx ∩ Ux y ϕUx(1) = Sy ∩ Ux. Finalmente de�namos α : [0, 1] → 〈U〉c
como α(t) =

⋃
{ϕU (t) : U ∈ U}. El lema 2.3 garantiza que α es una trayectoria en

〈U〉c que une Sx y Sy.

Caso 2. Ux 6= Uy.

Usando el Teorema 6.4 y el lema 6.3 se puede probar que existe una trayectoria
γ : [0, 1] → 〈U〉c tal que lim γ(0) = x ∈ Ux y lim γ(1) = y ∈ Uy. Por el Caso 1
existen dos trayectorias en 〈U〉c, una de Sx a γ(0) y la otra de Sy a γ(1). �

Recordemos que un espacioX es fuertemente localmente conexo por trayectorias
en p si X tiene una base local en p cuyos elementos son conexos por trayectorias
(y abiertos). El espacio X es fuertemente localmente conexo por trayectorias si lo
es en cada uno de sus puntos.

El siguiente lema es un ejercicio sencillo de los primeros cursos de topología y
omitiremos su prueba.

Lema 6.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para un espacio X:

(i) X es fuertemente localmente conexo por trayectorias;
(ii) X es localmente conexo por trayectorias;
(iii) si U es un subconjunto abierto de X y K es una componente por trayec-

torias de U , entonces K es abierta en X.

Corolario 6.7. Sea X un espacio primero numerable. Si X es localmente conexo
por trayectorias, entonces Sc(X) también lo es.
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Demostración: Sean S ∈ Sc(X) y U una familia celular �nita tal que S ∈ 〈U〉c;
como X es localmente conexo por trayectorias, por el lema 6.6 podemos suponer
que los elementos de U son conexos por trayectorias. Aplicando el Teorema 6.5
obtenemos que 〈U〉c es conexo por trayectorias. �

Corolario 6.8. Sea X un espacio primero numerable. Si X es conexo por trayecto-
rias y localmente conexo por trayectorias, entonces Sc(X) es conexo por trayectorias
y localmente conexo por trayectorias.

Demostración: Apliquemos el Teorema 6.5 a U = {X} para obtener que Sc(X)
es conexo por trayectorias. �

Como los continuos localmente conexos son conexos por trayectorias y local-
mente conexos por trayectorias, obtenemos directamente el siguiente resultado.

Corolario 6.9. Si X es un continuo localmente conexo, entonces Sc(X) es conexo
por trayectorias y localmente conexo por trayectorias.

Lema 6.10. Sea X un espacio. Si Sc(X) es localmente conexo por trayectorias en
algún elemento, entonces X contiene un arco.

Demostración: Por hipótesis existe una vecindad conexa por trayectorias V de
S para alguna S ∈ Sc(X); así podemos tomar una familia celular �nita W tal que
S ∈ 〈W〉c ⊆ V. Sean p = limS y W el elemento de W que contiene a p. Tomemos
z ∈ (S ∩W ) \ {p} y de�namos R = S \ {z}. Como S,R ∈ 〈W〉c ⊆ V existe una
trayectoria α : [0, 1] → V tal que α(0) = S y α(1) = R. Gracias al lema 5.1 existe
una trayectoria γ : [0, 1]→ X tal que γ(0) = z y γ(1) ∈ R ⊆ X \{z}. La conclusión
se sigue del Teorema 6.4 aplicado a γ[[0, 1]]. �

Teorema 6.11. Sea X un espacio. Si Sc(X) es no vacío y localmente conexo por
trayectorias, entonces X también lo es.

Demostración: Fijemos q ∈ X y un subconjunto abierto W de X que contiene
a q. Como X contiene un arco (lema 6.10), podemos tomar S ∈ Sc(X) tal que
q ∈ S \{limS}. Sean U1 y U2 subconjuntos abiertos y ajenos tales que q ∈ U1 ⊆W
y S \ {q} ⊆ U2.

Como S ∈ 〈{U1, U2}〉c, existe un subespacio conexo por trayectorias V tal que
S ∈

∫
(V) ⊆ V ⊆ 〈{U1, U2}〉c. Se sigue del lema 4.2 que U1 ∩ (

⋃∫
(V)) es un

subconjunto abierto de X y que q ∈ U1 ∩ (
⋃∫

(V)) ⊆ U1 ∩ (
⋃
V) ⊆W .

Basta probar que cada punto de U1 ∩ (
⋃

V) se puede conectar con q por una
trayectoria contenida en U1 ∩ (

⋃
V). Para esto tomemos p ∈ U1 ∩ (

⋃
V) y también

Sp ∈ V tal que p ∈ Sp. Además, sea α : [0, 1]→ V una trayectoria tal que α(0) = Sp
y α(1) = S. Gracias al lema 5.1 existe una trayectoria γ : [0, 1] →

⋃
α
(
[0, 1]

)
tal

que γ(0) = p y γ(1) ∈ S. Observe que γ
(
[0, 1]

)
⊆
⋃

V ⊆ U1 ∪ U2. El hecho de
que U1 ∩ U2 = ∅ y la conexidad de γ

(
[0, 1]

)
implican que γ

(
[0, 1]

)
⊆ U1 ∩ (

⋃
V).

Finalmente, como γ(1) ∈ S ∩ U1 entonces γ(1) = q. Por lo tanto, U1 ∩ (
⋃

V) es
conexo por trayectorias. �

Nuestras dos siguientes caracterizaciones son consecuencia del Corolario 6.7, el
Teorema 6.11, el Corolario 6.8 y el Teorema 5.2.

Corolario 6.12. Las siguientes condiciones son equivalentes para un espacio primero
numerable X con hiperespacio Sc(X) no vacío:
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(i) X es localmente conexo por trayectorias;
(ii) Sc(X) es localmente conexo por trayectorias.

Corolario 6.13. Las siguientes condiciones son equivalentes para un espacio primero
numerable X con hiperespacio Sc(X) no vacío:

(i) X es conexo por trayectorias y localmente conexo por trayectorias;
(ii) Sc(X) es conexo por trayectorias y localmente conexo por trayectorias.

7. Dimensión

Dedicamos esta última sección a hablar brevemente sobre la dimensión del
hiperespacio Sc(X).

Lema 7.1. Sea X un espacio y supongamos que {Ln : n ∈ ω} es una sucesión de
elementos de K(X) que son ajenos por pares y que convergen a un singular {xω}.
Entonces

∏
n∈ω Ln se puede encajar en Sc(X).

Demostración: Sea P =
∏
n∈ω Ln y para cada n ∈ ω denotemos por πn : P →

Ln a la n-ésima proyección. Como los elementos de {Ln : n ∈ ω} son ajenos por
pares, la función g : P → Sc(X) dada por g((yn)n∈ω) = {yn : n ∈ ω} ∪ {xω} está
bien de�nida y es inyectiva. A continuación probaremos que g es continua. Para
ello tomemos (yn)n∈ω ∈ P y U ∈ C(X) tales que g((yn)n∈ω) ∈ 〈U〉c. Sea U ∈ U con
xω ∈ U y de�namos A = {n ∈ ω : Ln ⊆ U}. Para cada n ∈ ω \ A sea Un ∈ U tal
que yn ∈ Un. Sea V =

⋂
n∈ω\A πn

−1[Un ∩Ln]. Así V es un subconjunto abierto de
P y (yn)n∈ω ∈ V . Ahora, si (zn)n∈ω ∈ V , se sigue que g((zn)n∈ω) ⊆

⋃
U; además,

zn ∈ g((zn)n∈ω) ∩ Un para cada n ∈ ω \ A y xω ∈ g((zn)n∈ω) ∩ U , lo cual implica
que g((zn)n∈ω) ∈ 〈U〉c. Por lo tanto g es continua y, como cada Ln es compacto,
concluimos que g es un encaje. �

Nuestro siguiente resultado se sigue de [6, Remark, p. 34].

Lema 7.2. Si {X1, . . . , Xn} es una familia �nita de espacios compactos y de di-
mensión 1, entonces dim

(∏n
i=1Xi

)
= n.

Lema 7.3. Todo espacio métrico compacto de dimensión �nita ≥ 1 contiene un
continuo de dimensión 1.

Demostración: Procederemos por inducción. Si dim(X) = 1, entonces X tiene
una componente no degenerada (ver [6, D), p. 22]), la cual es un continuo de
dimensión 1. Ahora supongamos que el enunciado se cumple para los espacios
métricos compactos de dimensión k con 1 ≤ k ≤ n y sea X un espacio métrico
compacto de dimensión n + 1. Entonces existen p ∈ X y una vecindad V de p
cuya frontera tiene dimensión n; aplicando la hipótesis de inducción a tal frontera
obtenemos lo buscado. �

Recordemos que un arco en un espacio X es un subespacio de X que es home-
omorfo al intervalo [0, 1].

Teorema 7.4. Dadas las siguientes condiciones para un espacio X:

(1) Sc(X) contiene un cubo de Hilbert, i.e., una copia del producto [0, 1]ω.
(2) X contiene un arco.
(3) dim(X) 6= 0.
(4) dim(Sc(X)) =∞.
(5) dim(K(X)) =∞.
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se tiene que (1) y (2) son equivalentes. Además, si X es compacto y métrico (y así
métrico y separable) entonces (3), (4) y (5) son equivalentes.

Demostración: Supongamos que Sc(X) contiene un cubo de Hilbert Q y sean
S1 y S2 dos elementos distintos de Q. Podemos suponer que existe z ∈ S1 \ S2.
Tomemos una trayectoria α : [0, 1] → Q de S1 a S2 y usemos el lema 5.1 para
obtener una trayectoria γ : [0, 1] → X de z a algún punto de S2. Como la imagen
de γ tiene al menos dos puntos, entonces contiene un arco (ver Teorema 6.4).

Note que si A es un arco en X, existe una sucesión de arcos ajenos por pares
{Ln : n ∈ ω} ⊆ K(A) que converge a un unitario y así, el lema 7.1 garantiza la
condición (1).

Para el resto de la prueba supondremos que X es métrico y compacto. Además,
para cada A ⊆ X, el símbolo diam(A) denotará el diámetro de A en X.

Supongamos que se cumple (3). Como X es compacto, tiene una componente
no degenerada Y , la cual es un continuo. Sea S = {xn : n ∈ ω + 1} ∈ Sc(Y )
y tomemos una familia celular {Wn : n ∈ ω} en el subespacio Y \ {xω} con las
siguientes propiedades:

S ∩Wn = {xn} para cada n ∈ ω y lim
n→∞

diam(Wn) = 0.

Gracias a [17, Corolario 5.5], para cada n ∈ ω existe un continuo no degenerado
Kn tal que xn ∈ Kn ⊆Wn. Así, el lema 7.1 implica que

∏
n∈ωKn se puede encajar

en Sc(X).
Si Km tiene dimensión in�nita para alguna m ∈ ω, obtenemos inmediatamente

la condición (4); así podemos suponer que cada Kn tiene dimensión 1 para cada
n ∈ ω (lema 7.3). En este caso la condición (4) se sigue usando el lema 7.2. Por
otro lado, como Sc(X) ⊆ K(X) obtenemos que (4) implica (5). Finalmente, se sabe
que si X tiene dimensión cero, entonces K(X) también ([15, 4.13.1]); por lo tanto
(5) implica (3). �
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1. Introducción y preliminares

En la primera década de los años 2000, Tkachuk, Wilson y van Mill introdujeron
las nociones de clases de�nidas por estrellas y asignaciones de vecindades, para una
propiedad topológica P, y fueron nombradas clase estrella-P y clase dual-P. Casi a
la par de la publicación del trabajo [9], Alas, Tkachuk y Wilson en [2], introducen
la noción de clase dual débil para una propiedad topológica P, nombrada clase dual
débil-P. Si bien algunas nociones ya se habían estudiado antes de los anõs 2000,
con los trabajos antes mencionados se detonó el estudio de estas clases de espacios.
Actualmente diversos autores se han dado a la tarea de obtener resultados para
propiedades topológicas especí�cas como la propiedad �nito, numerable, compacto

y Lindelöf por citar algunas.

En este trabajo, como primer punto, haremos una exposición uni�cada (y
genérica) de las clases comentadas previamente y otras que se han desprendido
naturalmente de esas clases. Para continuar, haremos un breve análisis sobre la
propiedad �nito.

A continuación daremos algunas notaciones y de�niciones. Es importante co-
mentar que lo referente a Topología, tiene por fuente a [3].

Dados un conjunto E y un cardinal κ, denotamos con P(E) al conjunto potencia
de E; i.e. al conjunto de todos los subconjuntos de E. Con [E]

≤κ denotamos a la
colección de todos los subconjuntos de E con cardinalidad ≤ κ; similarmente se
de�nen [E]

<κ y [E]
κ.

Denotamos con ω al primer ordinal y cardinal numerable y con ω1 denotamos
al primer ordinal y cardinal no numerable.

De�nición 1.1. Dados A un subconjunto de un espacio topológico X y U una
familia de subconjuntos de X, la estrella de A respecto de U, denotada St(A,U), es
el conjunto

⋃
{U ∈ U : U ∩A 6= ∅}.

105
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Usualmente, si A = {x}, para algún x ∈ X, se escribe St(x,U), en lugar de
St({x},U).

Ejemplo 1.2. Consideremos el espacio (R, τ); donde, τ es la topología usual para
R.

(1) Tomemos U = {R} y A = [0, 1], entonces St(A,U) =
⋃
{U ∈ U : U ∩A 6=

∅} = R.
(2) Sean U = {(n, n + 1) : n ∈ N}, A = [−2,−1), x = 1/3 y B = Q, el

conjunto de los números racionales. Puesto que para cualquier n ∈ N,
A ∩ (n, n + 1) = ∅, tenemos que St(A,U) = ∅. Ahora, es claro que
1/3 ∈ (1, 2) y para cualquier n ∈ N, con n > 2, (1, 2) ∩ (n, n + 1) = ∅;
luego, St(A,U) = (1, 2). Finalmente, notemos que para cualquier n ∈ N,
(n, n+ 1) ∩Q 6= ∅; luego, St(B,U) =

⋃
{(n, n+ 1) : n ∈ N}.

Sean (X, τ) un espacio topológico, x ∈ X y A, U ⊆ X.
(1) U es una vecindad de x si x ∈ U ∈ τ .
(2) Empleamos clX(A) o A para denotar a la clausura de A en X (i.e al

conjunto de los x en X, tales que para toda vecindad, U , de x se tiene
que U ∩A 6= ∅).

(3) La θ-clausura de A, denotada clθ(A) es el conjunto de los x ∈ X, tales
que para toda vecindad, U , de x, se tiene que clX(U) ∩A 6= ∅).

Sean U y V familias de subconjuntos abiertos de X. Diremos que:
(1) U es cubierta abierta para X, si

⋃
U = X.

(2) V es subcubierta, si V ⊆ U y
⋃

V = X.

De�nición 1.3. Se dice que un espacio topológico, (X, τ), es:

(1) Compacto si toda cubierta abierta de X, admite una subcubierta �nita.
(2) Numerablemente compacto si toda cubierta abierta numerable de X, ad-

mite una subcubierta �nita.
(3) Lindelöf, si toda cubierta abierta de X, admite una subcubierta numerable.

Entendemos por propiedad topológica a una propiedad, P, para la cual ocurre
que siempre que un espacio topológico X satisface P, entonces cualquier espacio
homeomorfo a él cumple P. Cualquier propiedad topológica, P, determina la clase
de todos los espacios con la propiedad P, la cual denotamos [P]. De aquí, X ∈ [P]
si y solo si X satisface P.

De�nición 1.4. Sea Xun espacio topológico. Diremos que un operador c : P(X)→
P(X) es operador cerradura si c satisface las condiciones siguientes:

(1) A ⊆ c(A), para cualquier A ∈ P(X),
(2) para cualesquiera A,B ∈ P(X), si A ⊆ B, entonces c(A) ⊆ c(B).

Entre otros, c = Id, c = () o c = clθ, son operadores cerradura.

Un subconjunto D de X se dice que es discreto si para todo p ∈ D, existe un
conjunto abierto U de X tal que U ∩D = {p}.

2. Esquemas de clases

Iniciamos nuestro estudio con la noción de asignación de vecindades.
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De�nición 2.1. ([8]) Una asignación de vecindades en un espacio topológico (X, τ)
es una función φ : X → τ , tal que para cada x ∈ X, x ∈ φ(x).

Sea X un espacio topológico. Notemos que toda cubierta abierta de X induce
una asignación de vecindades. En efecto, sea U una cubierta abierta de X. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que U = {Uα : α ∈ κ}, para algún cardinal
κ. Observemos que si x ∈ X, entonces el conjunto {α ∈ κ : x ∈ Uα} no es vacío,
ya que U es cubierta de X; luego, podemos tomar αx = min{α ∈ κ : x ∈ Uα}.
Puesto que αx es un mínimo, tenemos que αx es único. De aquí que si de�nimos,
para cada x ∈ X, φ(x) = Uαx , entonces φ es una asignación de vecindades. En lo
sucesivo, llamaremos asignación natural a la asignación inducida por una cubierta
dada.

Ejemplo 2.2. Consideremos el espacio (R, τ); donde, τ es la topología usual para
el conjunto de los números reales, R.

(1) Claramente la función, de�nida, para cada x ∈ X, como φ(x) = R, es
una asignación de vecindades.

(2) La función de�nida, para cada x ∈ X, como φ(x) = (x − 1/2, x + 1/2),
también es una asignación de vecindades.

(3) Si para cada x ∈ R, de�nimos φ(x) = ∅, entonces φ, no es una asignación
de vecindades, pues tenemos que 1 6∈ φ(1) = ∅.

Ahora estamos en posibilidad de de�nir las clases o esquemas de clases con las
que trabajaremos en esta sección.

De�nición 2.3. Sean P una propiedad topológica y c un operador cerradura.

(1) La clase c-dual de P, respecto de asignación de vecindades, denotada
[P]c, consiste de aquellos espacios X que tienen la propiedad de que dada
cualquier asignación de vecindades, φ, existe Y ⊆ X tal que X = c(

⋃
{φ(y) :

y ∈ Y }) y Y ∈ [P].
(2) La clase c-estrella-P de P, denotada Sc(P), consiste de aquellos espacios

X que tienen la propiedad de que para cualquier cubierta abierta, U, de
X, existe Y ⊆ X tal que X = c(St(Y,U)) y Y ∈ [P].

Mientras no se diga lo contrario, en lo sucesivo las ocurrencias de P se in-
terpretan como P es una propiedad topológica y las de c como c es un operador
cerradura.

Ejemplo 2.4. (1) Para c = Id, tenemos que [P]c = [P]∗; donde [P]∗ es la
clase de aquellos espacios X con la propiedad de que dada cualquier asig-
nación de vecindades, φ, existe Y ⊆ X tal que X =

⋃
{φ(y) : y ∈ Y } y

Y ∈ [P]. La clase [P]∗ fue nombrada por los autores de [9], como clase
dual de P.

(2) Para c = (), [P]c = [P]′; donde la clase [P]′ se compone de los espacios X
para los que dada cualquier asignación de vecindades, φ, existe Y ⊆ X tal
que X = clX(

⋃
{φ(y) : y ∈ Y }) y Y ∈ [P]. La clase [P]′ es llamada por

los autores de [2], como clase dual débil de P.

A continuación presentamos un par de ejemplos referentes a las estrellas.

Ejemplo 2.5. (1) ([9]) Para c = Id, Sc(P) es la clase estrella-P, la cual se
conforma de los espacios X para los que dada cualquier cubierta abierta,



108 7. κ�CERRADURA

U, de X, existe Y ⊆ X tal que X = St(Y,U) y Y ∈ [P]. En adelante,
S∗(P), denotaremos a esta clase de espacios.

(2) ([1]) Para c = (), Sc(P) es la clase estrella-P débil, a la cual denotaremos
S′(P). Esta clase consistente de los espacios X tales que para cualquier
cubierta abierta, U, de X, existe Y ⊆ X tal que X = clX(St(Y,U)) y
Y ∈ [P]. Usaremos S′(P), para denotar a esta clase de espacios.

Es natural preguntarse la relación que guardan las clases de espacios de�nidas
previamente. La proposición siguiente da una respuesta genérica.

Lema 2.6. Para cualquiera P y c, [P] ⊆ [P]c ⊆ Sc(P).

Demostración: La primera contención es inmediata. Así, solo demostraremos la
segunda.

Sean X ∈ [P]c y U = {Uα : α ∈ γ} una cubierta abierta de X. Consideremos
la asignación natural φ. Dado que X ∈ [P]c, existe Y ⊆ X da tal forma que
X = c(

⋃
{φ(y) : y ∈ Y }) y Y ∈ [P]. Observemos que para cada y ∈ Y , se tiene

que φ(y) ⊆ St(Y,U); luego,
⋃
{φ(y) : y ∈ Y } ⊆ St(Y,U) y como c es operador

cerradura, X = c(
⋃
{φ(y) : y ∈ Y }) ⊆ c(St(Y,U)). Así, X ∈ Sc(P). �

Aquí tenemos otras interrogantes.

Problema 2.7. Supongamos que P una propiedad topológica.

(1) ¾Cuál es la clase c-dual de P, [P]c?
(2) ¾Quién es la clase c-estrella-P de P, Sc(P)?
(3) ¾Son propias las contenciones que se establecen en la Proposición 2.6?

La proposición siguiente establece la relación que guardan las clases inducidas
por los operadores cerradura y θ-clausura.

Proposición 2.8. Sea P una propiedad topológica. Entonces:

(1) [P]′ = [P]θ.
(2) S′(P) = Sθ(P).

Demostración: Es una consecuencia inmediata del hecho de que para cualquier
abierto, U , en un espacio topológico X, clX(U) = clθ(U). �

Diremos que D ⊆ X es (P, c)-denso, si c(D) = X y D ∈ [P]. Evidentemente
tenemos que: Si X tiene un subconjunto (P, c)-denso, entonces X está en las clases
[P]c y Sc(P). En particular, si c es el operador cerradura, entonces

(1) X está en las clases [P]∗ y S′(P).
(2) Si P es la propiedad de separabilidad y c es el operador clausura; i.e. c = (),

entonces siX tiene un (P, c)-denso, entoncesX, está en las clases [NUM ]∗

y S′(NUM); donde NUM denota a la propiedad de ser numerable. En
efecto, sea ϕ una asignación de vecindades de X. Dado que X tiene un
subconjunto denso, D, el cual es separable, entonces existe Y ∈ [D]≤ω tal
que Y es denso en D. Dado que Y , también es denso en X, tenemos que
clX(

⋃
{ϕ(y) : y ∈ Y }) = X; luego, como Y es numerable, tenemos que

X ∈ [NUM ]′ (y por tanto X ∈ S′(NUM).
Para concluir esta sección debemos señalar que existen otras interrogantes,

digamos naturales, referentes a las clases vistas en la presente sección como la
productividad, la preservación bajo funciones (con propiedades adicionales), etc.
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Además, es posible introducir otras clases al aplicar de manera diferente el operador
cerradura. Observe, por ejemplo que si c = (), generalmente no ocurre la igualdad
clX(

⋃
U) =

⋃
{clX(U) : U ∈ U}; donde U es una familia de subconjuntos del espacio

X. De modo que, en el caso de la De�nición 2.3-1, podríamos poner
⋃
{clX(φ(y)) :

y ∈ Y } = X, en lugar de clX(
⋃
{φ(y) : y ∈ Y }) = X. Este cambio podría

generar (en algunos casos) clases distintas. En el trabajo [13] se puede ver para la
la propiedad de ser numerable, el cambio de posición del operador c = (), genera
clases distintas.

3. La propiedad FIN: sus clases

En la presente sección haremos un análisis profundo sobre las relaciones entre
las clases de�nidas para la propiedad �ser �nito� a la cual denotaremos FIN y
los operadores c = Id y c = (). En otras palabras, trabajaremos con las clases
siguientes: [FIN ], [FIN ]∗, [FIN ]′, S∗(FIN) y S′(FIN). Notemos queX ∈ [FIN ],
entonces X es un conjunto �nito.

Inicamos con un resultado que se desprende del Lema 2.6.

Teorema 3.1. Las contenciones siguientes se satisfacen:

(1) [FIN ] ⊆ [FIN ]∗ ⊆ S∗(FIN) ⊆ S′(FIN).
(2) [FIN ] ⊆ [FIN ]∗ ⊆ [FIN ]′ ⊆ S′(FIN).

Para continuar mostraremos que las contenciones en el teorema previo son
propias. Antes daremos unos resultados de caracter auxiliar.

Diremos que un espacio, X, es c-cerrado si para toda cubierta abierta, U, de
X existe V ∈ [U]<ω tal que X = c(

⋃
V). Observemos, por ejemplo, que:

(i) Si c es el operador identidad, entonces un espacio X es c-cerrado si y solo
si X es compacto.

(ii) Si c es la clausura topológica (c = ()), entonces X es un espacio c-cerrado
si y solo si X es un espacio H-cerrado (vea [4]).

La siguiente proposición podría plantearse de una forma más general (igual que
la noción de espacio c-cerrado); sin embargo trabajaremos el caso �nito.

Proposición 3.2. [FIN ]c = [c-cerrado].

Demostración: Veamos primeramente que [FIN ]c ⊆ [c-cerrado]. Sean X ∈
[FIN ]c y U una cubierta abierta de X. Consideremos la asignación natural φ.
Como X ∈ [FIN ]c, existe Y ∈ [X]<ω tal que c(

⋃
{φ(y) : y ∈ X}) = X. Claramente

V = {φ(y) : y ∈ X} es tal que V ∈ [U]<ω y c(
⋃
{V : V ∈ V}) = X. Así,

X ∈ [c-cerrado]c.

Para veri�car que se cumple la contención [c-cerrado]c ⊆ [FIN ]c, sean X ∈
[c-cerrado]c y ϕ una asignación para X. Puesto que U = {ϕ(x) : x ∈ X} es
cubierta abierta de X, existe Y ∈ [X]<ω tal que c(

⋃
{ϕ(y) : y ∈ X}) = X; luego

X ∈ [FIN ]c. �

Un par de casos particulares de la proposición anterior.

Corolario 3.3. ([9]) Para c = Id. [FIN ]c = [FIN ]∗ = [compacto].

Corolario 3.4. ([2]) Para c = (). [FIN ]c = [FIN ]′ = [H-cerrado].
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A continuación daremos ejemplos para ilustrar que las contenciones dadas en
el Teorema 3.1 son propias.

Ejemplo 3.5. [FIN ]∗\[FIN ] 6= ∅.
Sea X = [0, 1] con la topología de sub-espacio de R. Como X es compacto ten-

emos que, por el Corolario 3.3, X ∈ [FIN ]∗; luego, como X no es �nito, concluimos
que X ∈ [FIN ]∗\[FIN ].

El ejemplo siguiente muestra que S∗(FIN)\[FIN ]∗ 6= ∅.

Ejemplo 3.6. Sea X = ω1 con la topología del orden usual.

(1) X no está en [FIN ]∗. Considere la asignación ϕ(α) = [0, α + 1), para
cada α ∈ ω1. Ahora, si Y ∈ [ω1]<ω, entonces, existe α ∈ ω1 tal que
α > β + 1, para todo β ∈ Y . Claramente α 6∈

⋃
{ϕ(β) : β ∈ Y }.

(2) X es estrella �nito. En efecto, supongamos que no es así, entonces existe
una cubierta abierta U, tal que para cualquier Y ∈ [X]<ω, X\St(Y,U) 6=
∅. Vamos a construir, recursivamente, una sucesión {xn : n ∈ ω} tal que
para cada n > 1, se cumple que xn ∈ X\St({x0, ..., xn−1},U). Denotemos
Y al conjunto {xn : n ∈ ω}. Para cada x ∈ clX(Y ), �jamos Ux ∈ U tal que
x ∈ Ux. No es difícil veri�car que la colección V = {St(xn,U) : n ∈ ω}
es una cubierta abierta numerable de clX(Y ) el cual es numerablemente
compacto, debido a que X es numerablemente compacto (vea [3]) y esta
propiedad se hereda a cerrados. Sin embargo, V no admite subcubiertas
�nitas para clX(Y ). Así, X es estrella �nito.

El ejemplo siguiente muestra que la contención S∗(FIN) ⊆ S′(FIN) es propia.

Ejemplo 3.7. Existe un espacio X ∈ S′(FIN)\S∗(FIN).

Demostración: Sea X = (βD × (ω1 + 1))\((βD\D) × {ω1}) el subespacio del
espacio producto βD× (ω1 +1); donde D = {dα : α ∈ ω1} es un espacio discreto de
cardinalidad ω1 y βD es la compactación de Stone �ech deD. Notemos que βD×ω1

es un subconjunto denso y numerablemente compacto de X; luego, si U es una
cubierta abierta de X, entonces existe F ∈ [βD×ω1]<ω tal que βD×ω1 ⊆ St(F,U)
y por tanto X = clX(βD × ω1) ⊆ clX(St(F,U)); es decir X = clX(St(F,U)). Por
lo tanto X ∈ S′(FIN).

Ahora veremos que X 6∈ S∗(FIN). Tomemos, para cada α ∈ ω1, Uα = {dα} ×
(α, ω1]. Dejamos al lector la tarea de veri�car que U = {Uα : α ∈ ω1} ∪ {βD× ω1}
es una cubierta abierta de X. Ahora, si Y es un subconjunto �nito de X, existe
α0 ∈ ω1 tal que para cualquier α > α0, 〈dα, ω1〉 6∈ Y . Además, existe α1 ∈ ω1

tal que π2[Y \
⋃
{Uα : α < β0}] ∩ (α1, ω1) = ∅, donde π2 : βD × ω1 → ω1 es el

mapeo proyección sobre la el segundo factor. Observemos que si α > max{α0, α1},
entonces Uα ∩Y = ∅; luego, 〈dα, ω1〉 /∈ St(Y,U), porque Uα es el único elemento de
U que contiene a 〈dα, ω1〉. Así que X no es estrella �nito. �

Ejemplo 3.8. Existe un espacio X ∈ [FIN ]′\S(FIN)∗.
Consideremos a ω con la topología discreta y sea X = k(ω) la extensión de

Katetov de ω. Entonces:

(1) X ∈ [FIN ]′. Esto se sigue del Corolario 3.5 junto con el hecho de que X
es H-cerrado (vea [7]).
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(2) X 6∈ [FIN ]∗. En efecto, dado que k(ω)\ω es cerrado y discreto, entonces,
para cada x ∈ k(ω)\ω, tomamos Ux vecindad de x tal que Ux∩(k(ω)\ω) =
{x}. Ahora, para cada x ∈ ω, tomamos Ux = {x} y hacemos U = {Ux :
x ∈ X}. Claramente U es una cubierta abierta de X, para la cual no
existe Y ∈ [X]<ω tal que St(Y,U) = X.

Observemos que [FIN ]∗ ⊆ [FIN ]′; luego, el espacio X del Ejemplo 3.5 es
testigo de que [FIN ]′\[FIN ] 6= ∅.

Ejemplo 3.9. ([4]) Sea X = {0} ∪ [1,∞) topologizado de la siguiente manera.
Las vecindades de los puntos de [1,∞) son las usuales de este conjunto visto como
subespacio de R y las vecindades de 0 tiene la forma siguiente: {0} ∪

⋃
{(k, k+ 1) :

k ≥ m y m ∈ N}. Notemos que:

(1) Dado que [1,∞) tiene la topología de subespacio de R, tenemos que, N, el
conjunto de los números naturales es cerrado y discreto en X; luego, X
no es compacto. De aquí que X 6∈ [FIN ] (vea Corolario 3.3).

(2) X es H-cerrado. En efecto, sea U una cubierta abierta de X. Tomemos
U0 ∈ U de tal forma que 0 ∈ U0. Entonces existe m0 ∈ N tal que {0} ∪⋃
{(k, k + 1) : k ≥ m0} ⊆ U0. Ahora, dado que el conjunto [1,m0] es

compacto en X y [1,m0] ⊆
⋃

U, existe V ∈ [U]<ω tal que [1,m0] ⊆
⋃
V.

No es difícil veri�car que clX(U0 ∪
⋃
V) = X. Así que por el Corolario

3.4, X ∈ [FIN ]′.
(3) X ∈ [FIN ]′\[FIN ]∗. Se sigue del Corolario 3.4.

Ejemplo 3.10. Sea X = ω1 con la topología del orden usual.

(1) X no está en [FIN ]′. Considere la asignación φ(α) = [0, α + 1), para
cada α ∈ ω1. Ahora, si Y ∈ [ω1 + 1]<ω, entonces, existe α ∈ ω1 tal que
α > β + 1, para todo β ∈ Y . Claramente α 6∈ clX(

⋃
{φ(β) : β ∈ Y }).

(2) Hemos visto que X es estrella �nito (vea Ejemplo 3.6) y por lo tanto X
es débilmente estrella �nito.

De los ejemplos que hemos visto hasta ahora concluimos que las contenciones
dadas en el Teorema 3.1, para la propiedad FIN , son propias. El diagrama siguiente
ilustra este hecho.

Para concluir nuestro trabajo, mostraremos un par de resultados de los que se
obtienen la igualdad entre algunas de las clases vistas para la propiedad FIN .

Teorema 3.11. ([10]) Todo espacio paracompacto débilmente estrella �nito es com-
pacto.
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Demostración: Sea X un tal espacio y U una cubierta abierta de X. Puesto que
todo espacio Hausdor� paracompacto es regular, tenemos que para cada x ∈ X
existe Vx vecindad de x tal que clX(Vx) ⊆ U , para algún U ∈ U. Claramente
V = {Vx : x ∈ X} es una cubierta abierta de X y dado que éste es paracompacto,
tenemos que existe, W, re�namiento abierto localmente �nito para V. Ahora, como
W es cubierta abierta de X, existe F ∈ [X]<ω tal que clX(St(F,W)) = X. Sea
W0 = {W ∈ W : W ∩ F 6= ∅}. Notemos que debido a que W es localmente �nita
y F es �nito podemos concluir que W0 es �nita. Finalmente, para cada W ∈ W0,
�jamos un elemento UW ∈ U de tal manera que clX(W ) ⊆ UV y denotamos U0 a la
colección formada por los UW . Claramente U0 ∈ [U]<ω. Aún más, X =

⋃
U0. En

efecto, notemos que St(F,W) ⊆
⋃
W0; luego, X = clX(St(F,W)) ⊆

⋃
clX(W0)),

pero como W0 es �nito, tenemos que clX(
⋃
W0) =

⋃⋃
{clX(W ) : U ∈ W0} ⊆ U 0;

de donde X =
⋃
U0 y, por lo tanto, X es compacto. �

Corolario 3.12. Para un espacio Hausdor� paracompacto, X, las proposiciones
siguientes son equivalentes:

(1) X ∈ [compacto].
(2) X ∈ [FIN ]∗.
(3) X ∈ [FIN ]′.
(4) X ∈ S∗(FIN).
(5) X ∈ S′(FIN).

Teorema 3.13. Un espacio casi-regular que es débilmente estrella �nito es débil-
mente compacto.

Demostración: Sea X un tal espacio y supongamos que X no es débilmente
compacto, entonces existe una familia (in�nita) numerable, U0 = {Un : n ∈ ω} de
abiertos no vacíos en X, tal que U0 es localmente �nita. Podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que los elementos de U son disjuntos dos a dos. Ahora
bien, puesto que X es casi-regular, para cada n ∈ N, existe un abierto no vacío, Vn,
tal que clX(Vn) ⊆ Un. Claramente la colección V = {Vn : n ∈ N}, es una familia
localmente �nita.

Como V es una familia discreta, tenemos que clX(
⋃
V) =

⋃
{clX(Vn) : n ∈ N}

(vea Theorem 1.1.11 en [3]), entonces U = U0 ∪ {X\clX(
⋃
V)} es una cuabierta

abierta de X; luego, existe F ∈ [X]<ω tal que St(F,
⋃

U) = X.

Notemos que para cada n ∈ N, Un ∩ F 6= ∅. En efecto, sea x ∈ Un, entonces
x ∈ St(F,

⋃
U), y dado que Un es el único elemento de U que contiene a x, tenemos

que Un ∩ F 6= ∅, lo cual implica que F no es �nito; lo cual es absurdo.
Por lo tanto, X es débilmente compacto. �

Se dice que un espacio X es débilmente compacto, si toda familia de conjuntos
abiertos no vacíos, U, localmente �nita es �nita. El lector interesado en esta clase
de espacios puede consultar el trabajo [6]. Denotaremos a la propiedad débilmente
compacto por DC.

Corolario 3.14. En la clase de los espacios casi regulares, las propiedades siguien-
tes son equivalentes.

(1) X ∈ [DC].
(2) X ∈ [DC]∗.
(3) X ∈ [DC]′.
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(4) X ∈ S′(DC).
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1. Introducción

Pasando por el estudio de curvas y super�cies en un principio, luego a las va-
riedades algebraicas en general, para posteriormente llegar a la geometría algebraica
fundada en términos de esquemas y cohomología, que requiere de bastantes técnicas
avanzadas del álgebra conmutativa; no es de extrañarse que la geometría algebraica
se haya convertido en una de las áreas de las matemáticas en la que brecha entre
las ideas intuitivas que forman su punto de inicio, y los conceptos y métodos que
se usan en la investigación actual, sea enorme. A pesar de ello, la experiencia ha
convencido al especialista que la teoría de esquemas es el contexto en el cual los
problemas de la geometría algebraica son mejor aproximados y mejor entendidos.
El presente trabajo está dedicado a la construcción de la dualidad que existe entre
los anillos conmutativos y los esquemas a�nes (lo que le da el nombre). Estos
últimos son necesarios para de�nir los esquemas, que son los objetos de estudio de
la geometría algebraica en la actualidad.

2. Teoría de haces

Comenzamos con una breve revisión de la teoría de haces. Si bien los haces que
aquí nos interesan son aquellos de anillos conmutativos, en esta introducción nos
limitaremos únicamente a hablar de haces de conjuntos, pues todo lo que diremos
es válido para haces de otros tipos, no sólo de conjuntos o anillos.

2.1. Espacios �brados. Sea X un espacio topológico. Un espacio �brado
sobre X es una función continua con codominio X. A un espacio �brado f :
A −→ X sobre X usualmente lo denotaremos como un par 〈A, f〉. Un mor�smo de
espacios �brados f : A −→ X, g : B −→ X es una función continua α : A −→ B

115
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que hace conmutar al triángulo

A
α //

f   

B

g~~
X

Dados 〈A, f〉 α−→ 〈B, g〉 y 〈B, g〉 β−→ 〈C, h〉 mor�smos de espacios �brados, la
composición βα es un mor�smo de 〈A, f〉 a 〈C, h〉, ya que h(βα) = (hβ)α = gα = f .

A
α //

f   

B

g

��

β // C

h~~
X

Denotamos a la categoría de espacios �brados sobre X por Sp/X, donde Sp denota
a la categoría de los espacios topológicos y funciones continuas.

Es conveniente pensar a un espacio �brado 〈A, f〉 como una familia de conjuntos
{Ax}x∈X indizada por X, siendo cada Ax la �bra f−1(x) sobre x; al espacio A como
la unión disjunta qx∈XAx de los Ax, y f enviando a todo Ax en x.

Decimos que un espacio �brado 〈A, f〉 es un espacio haz si f es es un home-
omor�smo local, esto es, para cualquier a en A, existe una vecindad abierta N de
a y una vecindad abierta U de f(a) tal que la restricción de f en los abiertos N y
U es un homeomor�smo. Los espacios haz forman una subcategoría de Sp/X que
denotamos por LH/X.

2.2. Prehaces. Sea 〈A, f〉 un espacio �brado sobre X. A cada abierto U de
X asociamos el conjunto

Γ(A, f)(U) = {U s−→ A ∈ Sp | fs = i},

de secciones continuas de f sobre U , donde i : U −→ X es la inclusión de U en
X. Además, si U , V son abiertos de X con V ⊆ U y s : U −→ A es una sección
sobre U , entonces la restricción s|V de s a V es una sección sobre V , ya que para
cada x en V , fs|V (x) = fs(x) = x, que no es otra cosa que la inclusión de V en X.
Así que tenemos una función restricción ρ|UV : Γ(A, f)(U) −→ Γ(A, f)(V ) dada por
s 7→ s|V . También podemos notar que si W ⊆ V ⊆ U son abiertos de X, entonces
ρUW = ρVW ρ

U
V .

Γ(A, f)(U)
ρUW //

ρUV ''

Γ(A, f)(W )

Γ(A, f)(V )

ρVW

77

En efecto, para cualquier s en Γ(A, f)(U), ρVW ρ
U
V (s) = (s|V )|W . Luego, para cada

x en W
(s|V )|W (x) = s|V (x) = s(x) = s|W (x) = ρUW (s)(x).

También es claro que ρUU es la identidad en Γ(A, f)(U). En otras palabras, para
cualquier espacio �brado 〈A, f〉 en Sp/X, la asignación Γ(A, f) : O(X)op −→ Set
que manda a cada abierto U de X al conjunto Γ(A, f)(U) de secciones de f sobre
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U y a cada contención de abiertos V ⊆ U a la restricción ρUV : Γ(A, f)(U) −→
Γ(A, f)(V ), es un funtor, luego, Γ(A, f) es un objeto de la categoría SetO(X)op .

Ahora veamos que todo mor�smo de espacios �brados 〈A, f〉 α−→ 〈B, g〉 nos da
una transfomación natural Γ(A, f) −→ Γ(B, g) entre los funtores Γ(A, f) y Γ(B, g).
Sea U un abierto de X y s en Γ(A, f)(U) una sección de f sobre U . Entonces la
composición αs es una sección de g sobre U , esto es, αs está en Γ(B, g)(U) como
fácilmente comprobamos: g(αs) = (gα)s = fs = i.

A
α //

f

  

B

g~~
U

s

??

i // X

Ahora debemos ver que para cualesquier abiertos U , V deX con V ⊆ U , el cuadrado

Γ(A, f)(U)
α∗ //

ρUV
��

Γ(B, g)(U)

ρ′UV
��

Γ(A, f)(V )
α∗ // Γ(B, g)(V )

conmuta, donde α∗ denota la composición con α a la izquierda. Esto signi�ca que
para cualquier s en Γ(A, f)(U), (αs)|V = α(s|V ), algo que es claro.

De este modo, tenemos un funtor Γ : Sp/X −→ SetO(X)op de�nido como
〈A, f〉 α−→ 〈B, g〉 7→ Γ(A, f)

α∗−→ Γ(B, g).

De�nición 2.1. Sea X un espacio topológico. Un prehaz (de conjuntos) sobre X es
un funtor F : O(X)op −→ Set, donde O(X) es el copo de abiertos de X considerado
como una categoría. Llamamos a cada elemento s en F (U), una sección de F en
U , y restricción a la función ρUV : F (U) −→ F (V ), para cada par de abiertos
V ⊆ U . Denotamos por Psh(X) a la categoría de prehaces sobre X, esto es,

Psh(X) = SetO(X)op .

En el caso general, se de�ne un prehaz (de conjuntos) como un funtor F :
Cop −→ Set, donde C es cualquier categoría pequeña, no necesariamente la colec-
ción de abiertos de un espacio topológico.

2.3. Haces. Para cualquier función continua g : X −→ Y y cualquier abierto
U de X, la restrición g|U de g a U sigue siendo continua. Ahora supongamos que
{Ui}i∈I es una cubierta abierta del espacio X. Si para cada abierto Ui tenemos
de�nida una función continua fi : Ui −→ Y , entonces existe a lo más una función
continua f : X −→ Y tal que f |Ui = fi, es decir, si tal f existe, es única. Garanti-
zamos la existencia de dicha función f , si asumimos que fi|Ui∩Uj = fj |Ui∩Uj , para
cada par i, j en I. Entonces de�nimos f(x) = fi(x), siempre que x est en Ui.

Ahora consideremos el caso en el que 〈A, f〉 es un espacio �brado sobre X, U
un abierto de X y {Ui}i∈I una cubierta abierta de U , esto es, U =

⋃
i∈I Ui. Si para

cada abierto Ui tenemos de�nida una sección si : Ui −→ A con si|Ui∩Uj = sj |Ui∩Uj ,
entonces la única función continua s : U −→ A que existe, también es una sección
de f , como mostramos a continuación: si x es un elemento de U , entonces x está
en algún Ui, luego

fs(x) = f(s(x)) = f(s|Ui(x)) = fsi(x) = x,

esto es, fs es la inclusión de U en X.
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De�nición 2.2. Sea X un espacio topológico y F un prehaz sobre X. Decimos que
F es un haz si satisface las siguientes condiciones:

i) si para cualquier cubierta abierta U =
⋃
i∈I Ui de un abierto U y cua-

lesquier secciones s, s′ en F (U) tales que para cualquier i en I,

ρUUi(s) = ρUUi(s
′),

entonces s = s′.
ii) Si para cualquier cubierta abierta U =

⋃
i∈I Ui de un abierto U y cualquier

familia {si}i∈I de secciones con si en F (Ui), tales que

ρUiUi∩Uj (si) = ρ
Uj
Ui∩Uj (sj)

para cualesquier i, j en I, entonces existe una sección s en F (U) tal que
ρUUi(s) = si, para todo i en I.

Un prehaz F que solamente cumple i) se llama separado. Es común de�nir un
haz en un solo enuciado que junta i) y ii) de nuestra de�nición como sigue: decimos
que F es un haz si dada cualquier cubierta abierta U =

⋃
i∈I Ui de un abierto U y

cualquier familia {si}i∈I de secciones con si en F (Ui), tales que

ρUiUi∩Uj (si) = ρ
Uj
Ui∩Uj (sj)

para cualesquier i, j en I, existe una única sección s en F (U) tal que ρUUi(s) = si,
para todo i en I.

Existe incluso un modo más pulcro de dar la condición de haz arriba. Para esto
notemos que la sucesión {si}i∈I es un elemento del producto

∏
i∈I F (Ui), mientras

que las asignaciones {si}i∈I 7→ {ρUiUi∩Uj (si)}i∈I y {si}i∈I 7→ {ρ
Uj
Ui∩Uj (sj)}i∈I de�nen

dos funciones b, c de
∏
i∈I F (Ui) al producto

∏
(i,j)∈I×I F (Ui ∩Uj). Luego, si F es

un haz, la función a : F (U) −→
∏
i∈I F (Ui) dada por s 7→ {ρUUi(s) = si}i∈I es un

igualador de b y c. Recíprocamente, si para toda cubierta abierta U =
⋃
i∈I Ui de

cualquier abierto U , el diagrama

(2.1) F (U)
a //

∏
i∈I

F (Ui)
b //

c
//
∏

(i,j)∈I×I

F (Ui ∩ Uj)

es un igualador, entonces F es un haz. De la discusión dada al principio de la
sección, se sigue que Γ(A, f), con 〈a, f〉 un espacio �brado, no solamente es un
prehaz sobre X, si no que es un haz. Escribimos Sh(X) para la categoría de haces
sobre X.

2.4. Tallos y gérmenes. La representación de un haz F como un haz de
secciones Γ(F ) de un conveniente espacio �brado, depende de la idea de germen de
una función. Procedemos a de�nir dicho concepto.

De�nición 2.3. Sea F un prehaz sobre un espacio topológico X y x un elemento
de X. Denotemos por Vx a la colección de todas las vecindades abiertas U de x.
De�nimos el tallo Fx de F en el punto x como

Fx = lim−→
U∈Vx

F (U) = lim−→
x∈U

F (U).

El tallo Fx viene equipado con funciones F (U) −→ Fx. Luego, para s en F (U),
con U una vecindad abierta de x, escribimos sx para denotar la imagen de s en Fx
y la llamamos el germen de s en x.
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Teorema 2.4. Cada germen e en Fx es la imagen de alguna sección s en F (U),
para alguna vecindad abierta U de x, esto es, e = sx. Además, dos gérmenes sx,
tx en Fx, con s en F (U) y t en F (V ) digamos, son iguales sx = tx si y sólo si
existe una vecindad abierta W de x contenida en U ∩ V en la cual s y t coinciden,
es decir, ρ|UU∩V (s) = ρ|VU∩V (t).

Demostración: Ver B. R. Tennison, [5], pág 9, Proposición 4.2. �

Si s, s′ son dos secciones en F (U) con s = s′, entonces es claro que, para todo
x en U , sx = s′x. En el caso en que F es un haz tenemos el recíproco:

Teorema 2.5. Sea X es un espacio topológico y F un haz sobre X. Para cualquier
abierto U y s, s′ en F (U), tenemos que s = s′ si y sólo si para todo x en U , sx = s′x.

Demostración: En efecto, supongamos que s, s′ son dos secciones en F (U)
tales que, para cada x en U , sus respectivos gérmenes sx y s′x en x son iguales.
Entonces, para cada x en U , existe una vecindad abierta Ux de x contenida en U
tal que ρUUx(s) = ρUUx(s′) (Teorema anterior). Así, tenemos una cubierta abierta
U =

⋃
x∈U Ux de U y secciones s, s′ en F (U) tales que ρUUx(s) = ρUUx(s′). Por i) de

la condición de haz, concluimos que s = s′. �

Llegamos a la razón de ser de esta sección: para cada prehaz F sobre X, existe
un espacio haz L(F ); y cualquier mor�smo f : F −→ G de prehaces nos otorga
un mor�smo L(f) : L(F ) −→ L(G) entre los correspondientes espacios haz L(F )
y L(G). Para hacer dicha construcción consideremos la colección {Fx}x∈X de los
tallos de F en cada punto x de X y denotemos L(F ) = qx∈XFx a la unión disjunta
de los tallos Fx. El conjunto L(F ) viene acompañado con una correspondiente
función proyección p : L(F ) −→ X a X que envía a cada tallo Fx a x.

Ahora procedemos a topologizar a L(F ) especi�cando los subconjuntos de L(F )
que serán la base para una topología. Consideremos cualquier abierto U de X. Si
s es un elemento en F (U), entonces tenemos una función ŝ : U −→ L(F ) dada
por x 7→ sx. Los conjuntos de la forma ŝ(U) = {sx ∈ L(F ) | x ∈ U} son los
que buscamos, esto es, ellos forman una base para una topología sobre L(F ). En
efecto, que la unión de los conjutos ŝ(U) es todo L(F ) es inmediato, ya que todo
elemento e en L(F ) está en algún tallo Fx y e = sx para algún s en F (U), con U
una vecindad abierta de x. Ahora tomemos e en ŝ(U)∩ t̂(V ), con s en F (U) y t en
F (V ). Entonces los gérmenes de s y t coinciden en x = p(e), es decir, e = sx = tx,
así que existe una vecindad W de x contenida en U ∩ V en la que ρUW (s) = ρVW (t)

(Teorema 2.4), luego e = ρUW (s)x = ρVW (t)x está en ρ̂UW (s)(W ) ⊆ ŝ(U) ∩ t̂(V ).
Con esta topología sobre L(F ), la proyección p : L(F ) −→ X es una función

continua. Más aún, p es un homeomor�smo local, ya que para cualquier e en L(F ),
existe un abierto básico ŝ(U) que contiene a e y donde p|ŝ(U) tiene inversa continua
ŝ.

Ahora mostremos que todo mor�smo de prehaces f : F −→ G nos otorga
un mor�smo L(f) : L(F ) −→ L(G). Para cada x en X de�nimos una función
fx : Fx −→ Gx entre los tallos Fx y Gx como sigue: primero, cualquier germen
e en Fx es de la forma e = sx, para algún abierto U y s en F (U); luego, fU (s)
es una sección en G(U), y fU (s)x un germen del tallo Gx. Así que de�nimos
fx(e) = fU (s)x. Si e = tx para algún t en F (V ), entonces existe un abierto
W ⊆ U ∩ V en el que ρUW (s) = ρVW (t). Se sigue que

ρ′UW fU (s) = fW ρ
U
W (s) = fW ρ

V
W (t) = ρ′VW fV (t),
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esto es, las seciones fU (s) y fV (t) coinciden en W , y por consiguiente, fU (s)x =
fV (t)x, así que nuestra función está bien de�nida. Como L(F ) es la unión disjunta
de los tallos Fx, las funciones fx : Fx −→ Gx nos otorgan una función L(f) :
L(F ) −→ L(G) que es continua y que hace conmutativo al triángulo

L(F )
L(f) //

p
!!

L(G)

p′}}
X

En resumen, existe un funtor L : Psh(X) −→ Sp/X.

2.5. Adjunción L a Γ. Ahora enunciamos el Teorema Fundamental de la
Teoría de Haces.

Teorema 2.6.
i) El funtor L : Psh(X)→ Sp/X es adjunto izquierdo al funtor Γ : Sp/(X)→

Psh(X) y L preserva límites �nitos.
ii) Para cada prehaz F , la unidad de la adjunción η : F −→ ΓL(F ) (que es

la asignación s 7→ ŝ) es un isomor�smo si y sólo si F es un haz.
iii) Para un espacio �brado f : A −→ X, la counidad de la adjunción ε :

LΓ(A, f) −→ 〈A, f〉 es un homeomor�smo si y sólo si f es un homeomor-
�smo local.

Demostración: Ver P. T. Johnstone, [2], pág 172 Teorema 1.5. �

Corolario 2.7.
i) Los funtores Γ y L se restringen a una equivalencia de categorías entre

Sh(X) y LH/X.
ii) La inclusión Sh(X) −→ Psh(X) tiene adjunto izquierdo ΓL : Psh(X) −→

Sh(X) que preserva límites �nitos y se conoce como el funtor haz asociado
o el funtor haci�cación.

iii) La inclusión LH/X −→ Sp/X preserva límites �nitos y tiene por adjunto
derecho al funtor LΓ : Sp/X −→ LH/X.

Demostración: Ver P. T. Johnstone, [2], pág 173 Corolario 1.5. �

2.6. Haz sobre una base de la topología. Ahora mencionaremos un método
para la construcción de haces sobre un espacioX a partir de cierta información dada
sobre los abiertos de una base para la topología sobre X. Sea B una base para la
topología O(X) sobre X y supongamos que B es cerrada bajo intersecciones �nitas.
Decimos que un prehaz F : Bop −→ Set sobre los abiertos de la base B es un haz si
cumple que para cualquier cubierta abierta U =

⋃
i∈I Ui de un básico U por básicos

Ui en B, el diagrama

F (U) //
∏
i∈I

F (Ui)
//
//
∏

(i,j)∈I×I

F (Ui ∩ Uj)

es un igualador (donde las �echas están de�nidas como en el diagrama (2.1) arriba),
es decir, F cumple la condición de haz sobre los abiertos de la base B. Denotamos
por Sh(B) a la categoría de haces sobre B. Ahora notemos que cualquier prehaz
sobre X se restringe a un prehaz sobre B del modo obvio; más aún, todo haz
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F : O(X) −→ Set sobre X se restringe a un haz sobre B. Este proceso nos de�ne
un funtor r : Sh(X) −→ Sh(B).

Teorema 2.8. Para cualquier base B de la topologa sobre un espacio X, la restric-
ción r : Sh(X) −→ Sh(B) es una equivalencia de categorías.

Demostración: Ver S. Mac Lane, I. Moerdijk, [4], pág 69, Teorema 3. �

En otras palabras, este Teorema nos dice que basta con tener los datos de un
haz de�nido solamente sobre los abiertos de una base B de la topología sobre X,
para obtener un haz sobre los abiertos de todo el espacio. Este resultado es muy útil
ya que uno tiene mayor control sobre los abiertos de una base que de un conjunto
abierto arbitrario del espacio.

2.7. Cambio de base. Dada una función continua Φ : X −→ Y y un prehaz
F sobre X, podemos de�nir un prehaz Φ∗ sobre Y , llamado la imagen directa de
F por Φ como

(Φ∗F )(U) = F (Φ−1(U)), U un abierto de Y

ρ′UV = ρ
Φ−1(U)
Φ−1(V ), para abiertos V ⊆ U.

Además, si F es un haz, así lo es Φ∗F ; y si f : F −→ G es un mor�smo de prehaces
sobre X, entonces tenemos un mor�smo Φ∗f : Φ∗F −→ Φ∗G de�nido para cada
abierto U de Y como (Φ∗f)U = fΦ−1(U). Si consideramos a las colecciones de
abiertos O(X) y O(Y ) de X y de Y , respectivamente, como categorías, entonces la
función Φ−1 : O(Y ) −→ O(X) es un funtor, y el funtor imagen directa Φ∗F no es
otro que la composición

O(Y )
Φ−1

−→ O(X)
F−→ Set.

Con la misma función continua Φ : X −→ Y , pero ahora con un prehaz G sobre
Y , construimos un haz Φ∗G sobre X como sigue: Dado G, consideramos el espacio
haz 〈LG, p〉 y obtenemos un diagrama

LG

p

��
X

Φ
// Y

de funciones continuas. Tomamos el pullback

E //

p′

��

LG

p

��
X

Φ
// Y

donde E = {(e, x) ∈ LG×X | p(e) = Φ(x)} dotado con la topología heredada por
la topología producto en LG ×X y p′ : E −→ X, E −→ LG las restricciones a E
de las proyecciones sobre X y LG, respectivamente.

El par 〈E, p′〉 es un espacio haz, es decir, p′ es un homeomor�smo local, así
que al tomar las secciones sobre cada abierto U de X, obtenemos un haz Γ(E, p′).
Entonces de�nimos Φ∗G = Γ(E, p′), llamado la imagen inversa de G por Φ.
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Teorema 2.9. Sea Φ : X −→ Y una función continua. Entonces tenemos un par
de funtores

Sh(X)
Φ∗ //

Sh(Y )
Φ∗
oo

con Φ∗ a Φ∗. Además Φ∗ preserva límites �nitos.

Demostración: Ver S. Mac Lane, I. Moerdijk, [4], Teorema 2 y 3, pág. 101 y
103, respectivamente. �

3. Anillos de fracciones

Sea R un anillo conmutativo con 1 y S un subconjunto multiplicativo de R, esto
es, 1 está en S y si s1, s2 son elementos de S, entonces su producto s1s2 también
está en S. Sobre el producto cartesiano R × S de�nimos una relación ∼ de la
siguiente manera:

(r, s) ∼ (r′, s′) si y sólo si existe t ∈ S tal que trs′ = tr′s.

La relación ∼ es de equivalencia: (r, s) ∼ (r, s) ya que 1rs = 1rs; si (r, s) ∼ (r′, s′),
entonces existe t en S tal que trs′ = tr′s, pero esto signi�ca exactamente que
(r′, s′) ∼ (r, s); por último, si (r, s) ∼ (r′, s′) y (r′, s′) ∼ (r′′, s′′), entonces existen
t1, t2 en S tales que t1rs′ = t1r

′s y t2r′s′′ = t2r
′′s′, luego

(t1t2s
′)rs′′ = t1t2r

′ss′′ = t1t2r
′′ss′ = (t1t2s

′)r′′s,

esto es, existe t3 = t1t2s
′ en S tal que t3rs′′ = t3r

′′s, y por tanto (r, s) ∼ (r′′, s′′).
Denotamos por S−1R = R × S/ ∼ y por r/s a la clase de equivalencia de (r, s).
Hacemos al conjunto S−1R un anillo conmutativo con 1 = (1, 1) y con la suma y
producto de�nidos como

r

s
+
r′

s′
=
rs′ + r′s

ss′
y
r

s

r′

s′
=
rr′

ss′
.

Llamamos al anillo S−1R el anillo de fracciones de R con respecto de S.
Existe un mor�smo canónico α : R −→ S−1R dado por r 7→ r/1. Notemos que

bajo este mor�smo, la imagen de cada elemento s en S es invertible en S−1R con
inverso 1/s. El mor�smo α es universal entre todos aquellos mor�smos de anillos
que hacen invertible a cada s en S, esto es, si ϕ : R −→ A es un mor�smo de anillos
tal que para cada s en S, ϕ(s) es invertible en A, entonces existe un único mor�smo
de anillos ϕ̂ : S−1R −→ A tal que el diagrama

R
α //

ϕ
""

S−1R

ϕ̂

��
A

conmuta, es decir, ϕ = ϕ̂α. El mor�smo ϕ̂ está dado por r/s 7→ ϕ(r)ϕ(s)−1. Esta
asignación está bien de�nida, pues si r/s′ y r′/s′ representan a la misma clase,
entonces existe t en S tal que trs′ = tr′s, luego ϕ(t)ϕ(r)ϕ(s′) = ϕ(t)ϕ(r′)ϕ(s).
Multiplicando por ϕ(t)−1ϕ(s)−1ϕ(s′)−1 a ambos lados de la igualdad, obtenemos
que ϕ(r)ϕ(s)−1 = ϕ(r′)ϕ(s′)−1.
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Ejemplo 3.1. Para cada elemento f en R, tenemos un conjunto multiplicativo
{1, f, f2, f3, . . .}. Denotamos por Rf al anillo de fracciones de R con respecto a
{1, f, f2, f3, . . .}. También notemos que el complemento R − P de un ideal primo
P de R es conjunto multiplicativo. En este caso denotamos al anillo de fracciones
de R con respecto a R− P como RP y lo llamamos la localización en P .

Teorema 3.2. El anillo RP es un anillo local, es decir, tiene un único ideal máx-
imo.

Demostración: Sea mP = {p/s | p ∈ P y s 6∈ P}. Veamos que mP es el único
ideal máximo de RP . Que mP es un ideal de RP es inmediato, pues si p/s, p′/s′

está n en S, entonces p/s + p′/s′ = (ps′ + p′s)/ss′ está en mP , y para cualquier
r/s′′ en RP , tenemos que (r/s′′)(p/s) = (rp)/(s′′s) también es un elemento de mP .

El ideal mP es propio, ya que 1/1 no está en m. Además, si I es un ideal propio
de RP y x/s es un elemento de I, entonces x está en P . De lo contrario x está en
R− P , así que x/s es invertible, luego I = RP , lo que es una contradicción. �

4. Espectro primo de un anillo

4.1. Espectro de un anillo. Sea R anillo conmutativo con 1. Asociamos con
R un espacio topológico como sigue: Denotamos por SpecR al conjunto de todos
los ideales primos de R, y para cualquier ideal I de R, de�nimos el conjunto

V (I) = {P ∈ SpecR | I ⊆ P}.

Teorema 4.1.

i) V (0) = SpecR y V (R) = ∅;
ii) V (

∑
λ∈Λ Iλ) =

⋂
λ∈Λ V (Iλ);

iii) V (IJ) = V (I) ∪ V (J).

Demostración: El inciso i) es porque todos los ideales tienen al 0 como uno de
sus elementos y porque todos los ideales primos de R son propios.

Para ii) vemos que si la suma
∑
λ∈Λ Iλ está contenida en un ideal primo P ,

entonces P contiene a cada uno de los sumandos Iλ, así que P está en cada V (Iλ) es
decir, P está en la intersección

⋂
λ∈Λ V (Iλ); y podemos regresar sobre los mismos

pasos recordando que
∑
λ∈Λ Iλ es el menor ideal de R que contiene a cada Iλ.

Por último, como IJ está contenido en ambos ideales I y J , tenemos que
cualquier ideal primo P que contiene a I o a J , también contiene a IJ . Por otro
lado, si P es un ideal primo que contiene a IJ , entonces P contiene a I o contiene
a J y así obtenemos iii). �

Se sigue que la colección de todos los subconjuntos de la forma V (I) de SpecR
con I un ideal de R, son los conjuntos cerrados de una topología sobre SpecR.
Esta topología es conocida como la topología de Zariski o topología espectral y el
espacio topológico SpecR con la topología de Zariski lo llamamos el espectro primo
del anillo R.

4.2. Base para la topología de Zariski. Par cada f en R de�nimos el
conjunto

D(f) = R− V (Rf) = {P ∈ SpecR | f 6∈ P}.

Teorema 4.2. La colección {D(f) |f ∈ R} es una base para la topología de Zariski
sobre SpecR. Además cumple que D(f) ∩D(g) = D(fg).
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Demostración: Los conjuntos abiertos de SpecR son de la forma U = SpecR −
V (I), con I un ideal de R. Luego, debemos demostrar que si P está en U , entonces
existe un D(f), f en R, tal que P ∈ D(f) ⊆ U . Sea pues P en U = SpecR− V (I).
Esto signi�ca que I no está contenido en P , así que existe un elemento f de I que
no está en P y esto nos dice que P está en D(f). Notemos además que el ideal Rf
está contenido en I, así que V (I) ⊆ V (Rf), luego SpecR−V (Rf) ⊆ SpecR−V (I),
es decir, D(f) ⊆ U .

Que D(f)∩D(g) = D(fg) es porque los ideales R(fg) y (Rf)(Rg) son iguales
y entonces V (Rf) ∪ V (Rg) = V (R(fg)). �

Lo que sigue es mostrar que la asignación R 7→ SpecR que asocia a cada
anillo a su espectro primo es funtorial. Para ello consideremos un mor�smo de
anillos ϕ : R −→ S. Entonces para cada ideal primo Q de S, su imagen inversa
ϕ−1(Q) bajo ϕ es un ideal primo de R. Esto nos permite de�nir una función
Φ : SpecS −→ SpecR como Q 7→ ϕ−1(Q). Para revisar la continuidad de Φ
consideremos un abierto básico D(f) en SpecR. Entonces

Φ−1
(
D(f)

)
= {Q ∈ SpecS | Φ(Q) ∈ D(f)}
= {Q ∈ SpecS | f 6∈ Φ(Q) = ϕ−1(Q)}
= {Q ∈ SpecS | ϕ(f) 6∈ Q}
= D(ϕ(f)).

Así que, efectivamente, Φ es continua y Spec : CRing −→ Sp es un funtor.

4.3. Haz sobre specR. El espectro SpecR de un anillo R no contiene su-
�ciente información como para recuperar al anillo. Para lograr esto agregamos
más estructura al espectro de�niendo sobre él un haz de anillos. Primero notemos
que a cada abierto básico D(f) de SpecR podemos asociarle un anillo, a saber, el
anillo de fracciones Rf . Para ver que esta asignación está bien de�nida veamos
que si f y g son dos elementos de R que nos dan los mismos básicos, es decir,
D(f) = D(g), entonces los anillos de fracciones Rf y Rg, si bien no son iguales, al
menos, son isomorfos. Ahora bien, si tenemos la contención D(g) ⊆ D(f), entonces
V (f) ⊆ V (g), luego el radical

√
Rg del ideal Rg está contenido en el radical

√
Rf

de Rf (recordemos que el radical
√
I de un ideal I de R es la intersección de todos

los ideales primos que contienen a I; equivalentemente, el conjunto de aquellos r en
R tales que rn está en I, para algún entero n > 0). Como g está en

√
Rg ⊆

√
Rf ,

existe n > 0 tal que gn es un elemento de Rf , esto es, gn = af , para algún a en
R. Recíprocamente, si gn = af para algún a en R y un entero n > 0, entonces
D(g) ⊆ D(f).

Usamos lo anterior para obtener, a partir de la contención D(g) ⊆ D(f), un
mor�smo Rf −→ Rg de�nido como r/fm 7→ amr/gnm. Para de�nir el mor�smo
usamos el siguiente truco:

r

fm
=

amr

amfm
=

amr

(af)m
=

amr

(gn)m
=
amr

gnm
.

Si tenemos la otra contención, entonces existe k > 0 y b en R tal que fk = bg y
luego, un mor�smo Rg −→ Rf dado por s/gl 7→ bls/fkl. La composición Rf −→
Rg −→ Rf es la identidad, ya que para cualquier elemento r/fm en Rf , tenemos
que r/fm 7→ amr/gnm 7→ bnm(amr)/fknm y las fracciones r/fm y bnm(amr)/fknm

representan al mismo elemento de Rf . En efecto, r/fm = bnmamr/fknm si y
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sólo si existe t en {1, f, f2, . . .} tal que tfmbnmamr = trfknm, lo que es cierto
ya que rbnmamfm = rbnm(af)m = rbnmgnm = r(bg)nm = rfknm, con t = 1.
Análogamente se muestra que la composición Rg −→ Rf −→ Rg es la identidad en
Rg, y por tanto Rf ∼= Rg.

Denotemos por B a la colección de los abiertos básicos D(f) de SpecR. Las
consideraciones de arriba nos permiten de�nir un prehaz D(f) 7→ Rf sobre B. Más
aún, ya que D(f) ∩ D(g) = D(fg), si D(f) =

⋃
i∈I D(fi) es una cubierta abierta

de D(f) por abiertos básico D(fi), entonces se puede demostrar que el diagrama

Rf //
∏
i∈I

Rfi
//
//
∏

(i,j)∈I×I

Rfifj

es un igualador (Ver I. G. Macdonald, [3], Proposición 5.1, pág. 37), esto es,
tenemos un haz de anillos OB de�nido sobre B que asocia a cada abierto básico
D(f) el anillo de fracciones Rf y a cada contención D(f) ⊆ D(g) el mor�smo
Rf −→ Rg de�nido como arriba. Puesto que existe una equivalencia de categorías
Sh(B) y Sh(SpecR) (Teorema 2.8), tenemos que el haz OB se corresponde con
un haz OSpecR (o bien, OR para más corto) sobre todo el espectro SpecR de R.
Notamos que en el caso particular en el que tomamos al abierto D(1) = SpecR,
tenemos que R ∼= OR(SpecR), así que hemos recuperado al anillo R, al menos hasta
isomor�smo.

4.4. Espacios anillados. Recordemos que un mor�smo de anillos ϕ : R −→ S
nos induce una función continua Φ : SpecS −→ SpecR dada por Q 7→ ϕ−1(Q).
Además, para cada abierto básico D(f), tenemos que Φ−1(D(f)) = D(ϕ(f)).
Ahora bien, bajo el mor�smo R

ϕ−→ S −→ Sϕ(f), el elemento f en R es in-
vertible en Sϕ(f), por tanto, existe un único mor�smo ϕ̂ : Rf −→ Sϕ(f), o bien,
ϕ̂ : OR(D(f)) −→ OS(Φ−1(D(f))) poniéndolo en términos del abierto D(f) de
SpecR.

R //

ϕ

��

Rf

ϕ̂

��
S // Sϕ(f)

De�nición 4.3. Un espacio anillado es un par (X,OX), donde X es un espacio
topológico y OX un haz de anillos OX sobre X. Un mor�smo de espacios anillados
(X,OX) −→ (Y,OY ) consiste de una función continua ϕ : X −→ Y y un mor�smo
θ : OY −→ (OX)∗ del haz OY al haz imagen directa (OX)∗.

Así que cada anillo R tiene asociado un espacio anillado (SpecR,OR) y todo
mor�smo de anillos ϕ : R −→ S nos provee de un mor�smo de espacios anilla-
dos (SpecS,OS) −→ (SpecR,OR) con función continua subyacente Φ : SpecS −→
SpecR y mor�smo de haces θ : OR −→ (OS)∗ de�nido en cada abierto abierto básico
D(f) por θD(f) : Rf −→ Sϕ(f), que enseguida mostramos que cumple la condición
de naturalidad. Si D(f) y D(g) son abiertos de SpecR con D(g) ⊆ D(f), entonces
gn = af para algún a en R y n > 0. Luego ϕ(g)n = ϕ(a)ϕ(f), así obtenemos el
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cuadrado

Rf
θD(f) //

��

Sϕ(f)

��
Rg

θD(g)

// Sϕ(g)

con las siguientes asignaciones:

Rf −→Sϕ(f) −→ Sϕ(g) y Rf −→Rg −→ Sϕ(g)

r

fm
7→ ϕ(r)

ϕ(f)m
7→ ϕ(a)mϕ(r)

ϕ(g)mn
r

fm
7→ ar

gmn
7→ ϕ(amr)

ϕ(gmn)

lo que signi�ca que el cuadrado conmuta, que es precisamente lo que queríamos.

De�nición 4.4. Un espacio anillado isomorfo a (SpecR,OR) para algún anillo R,
es llamado un esquema afín.

El haz OR tiene otras propiedades que veremos a continuación. Sea P un ideal
primo del anillo R y f cualquier elemento de R que no está en P . Consideremos
los anillos de fracciones RP y Rf . En RP todos los elementos que no estn en P
son invertibles, en particular, aquellos del conjunto {1, f, f2, f3, . . .}. Luego, existe
un mor�smo αf : Rf −→ RP . De este modo obtenemos una familia de mor�smos
{αf : Rf −→ RP }f 6∈P . El anillo RP junto con los mor�smos αf constituyen el
colímite de la familia {Rf}f 6∈P . Se sigue que el tallo del haz OR sobre SpecR en el
punto P no es otro que la localización de R en P , esto es,

OR,P = lim−→
f 6∈P

Rf = RP .

Sea (SpecS,OS)
(Φ,θ)−→ (SpecR,OR) el mor�smo de espacios anillados que proviene

del mor�smo de anillos R −→ S y Q un ideal primo de S. Sabemos que Φ(Q) es un
ideal primo de R y es claro que bajo el mor�smo R

ϕ−→ S −→ SQ, cada elemento
f en R que no está en Φ(Q) es invertible en en SQ, por tanto, existe un mor�smo
RΦ(Q) −→ SQ entre los anillos locales RΦ(Q) y SQ, es decir, tenemos un mor�smo
OR,Φ(Q) −→ OS,Q entre los tallos OR,Φ(Q) y OS,Q.

Si recordamos que el ideal máximo mΦ(Q) de RΦ(Q) es la colección de todas
aquellas fracciones q/r con q en Φ(Q) y r en R − Φ(Q), entonces tenemos que el
mor�smo RΦ(Q) −→ SQ manda a cada q/r en mΦ(Q) a la fracci« ϕ(q)/ϕ(r), donde
ϕ(q) es un elemento de Q y ϕ(r) no está en Q, es decir, ϕ(q)/ϕ(r) es un elemento
del ideal de máximo mQ de SQ. En resumen, el mor�smo RΦ(Q) −→ SQ manda al
ideal máximo mΦ(Q) de RΦ(Q) en el ideal máximo mQ de SQ. Este es un ejemplo
de lo conoce como un mor�smo de anillos locales.

De�nición 4.5. Decimos que un espacio anillado (X,OX) es un espacio geométrico
si para todo x en X, los tallos OX,x son anillos locales, es decir, tienen un único
ideal máximo que denotamos por mx. Un mor�smo de espacios geométricos

(X,OX) −→ (Y,OY )

es un mor�smo de espacio anillados (ϕ, θ) con la propiedad adicional que para todo
x en X, el mor�smo de tallos

θx : OY,ϕ(x) −→ OX,x
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es un mor�smo de anillos locales, esto es, θx(mϕ(x)) ⊆ mx. Denotamos por GSp
a la categoría de los espacios geométricos y mor�smos entre ellos.

4.5. Adjunción GSp-CRing.

Teorema 4.6. Sea (X,OX) un espacio geométrico y R un anillo. Para cada mor-
�smo de anillos t : R −→ OX(X), existe un único mor�smo de espacios gemétricos
(g,G) : (X,OX) −→ (SpecR,OR) tal que el triángulo

R
∼ //

t $$

OR(SpecR)

GSpecR

��

(SpecR,OR)

S OX(X) (X,OX)

(g,G)

OO

conmuta. Es decir, el mor�smo R
∼−→ OR(SpecR) es universal de R al funtor

O : GSp −→ CRing que toma secciones globales.

Demostración: Sea t : R −→ OX(X). Construyamos el mor�smo de espacios
geométricos

(X,OX)
(g,G)−→ (SpecR,OR).

Primero de�namos la función continua g : X −→ SpecR. Tal función debe asignar
a cada x en X un ideal primo de R. Ahora bien, dado el haz OX sobre X y x en
X, consideremos el tallo OX,x. Dicho tallo es un anillo local, con ideal máximo mx

y además tenemos un mor�smo OX(X) −→ OX,x. Luego, la composición

R
t−→ OX(X) −→ OX,x

es un mor�smo de R a OX,x que vamos a denotar por tx. Como mx es un ideal
primo de OX,x, t−1

x (mx) es un ideal primo de R. Así que de�nimos g : X −→ SpecR
por x 7→ t−1

x (mx).
Lo que sigue es ver que g es continua. Para ello consideremos f en R. Entonces

t(f) en OX(X) es una sección sobre X y para cualquier x en X, tx(f) es el germen
de t(f) en el punto x. Sea

U = {x ∈ X | tx(f) 6∈ mx}.

Mostremos que el conjunto U así de�nido es un conjunto abierto de X. Para este
�n, notemos que si x es un punto de U , entonces f ′ = tx(f) es una unidad en OX,x,
es decir, existe un germen g′ en OX,x tal que f ′g′ = 1, donde g′ = sx, para alguna
sección s en OX(V ) y V una vecindad abierta de x. La restricción de t(f) a V (que
seguimos denotando por t(f)) y por tanto el producto t(f)s, es una sección sobre
V cuyo germen en el punto x es (t(f)s)x = tx(f)sx = f ′g′ = 1. Obviamente la
sección 1 en OX(V ) también tiene por germen el 1 en el punto x (el segundo 1 es
la identidad del tallo OX,x), es decir, los gérmenes de las secciones t(f)s y 1 en el
punto x son iguales, luego, existe una vecindad Wx de x contenida en V en la que
las restricciones de t(f)s y 1 en Wx son iguales (Teorema 2.4). Se sigue que para
todo y en Wx,

t(f)ysy = 1,

es decir, el germen t(f)y de t(f) en el punto y es una unidad en el tallo OX,y,
equivalentemente, que t(f)y no está en el ideal máximo my de OX,y. En pocas
palabras, para cada x en U , existe una vecindad Wx de x tal que para todo y en
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Wx, t(f)y no está en my. Esto es, hemos demostrado que U es vecindad de todos
sus puntos, y por tanto, un conjunto abierto de X.

Ahora bien, dado que D(f) es un abierto básico de SpecR y

g−1(D(f)) = {x ∈ X | g(x) ∈ D(f)}
= {x ∈ X | f 6∈ g(x) = t−1

x (mx)}
= {x ∈ X | tx(f) 6∈ mx}
= U,

concluimos que la función g es continua.
Para cada f en R y x en U como arriba, podemos restringir la sección t(f) en

OX(X) a cada abierto Wx, y en cada anillo OX(Wx) tenemos que tal restricción
tiene un inverso u. También es claro que si u y u′ son inversos de la restriccin de t(f)
en Wx y Wx′ , respectivamente, entonces las restricciones de u y u′ en Wx∩Wx′ son
iguales, por la unicidad del inverso multiplicativo. Por la condición de haz, existe
una sección e de�nida sobre U =

⋃
x∈U Wx tal que la restricción de e en Wx es u,

y puesto que para todo x en U ,

(t(f)e)x = t(f)xex = tx(f)ux = 1,

tenemos que t(f)e = 1 (Teorema 2.5), es decir, e es el inverso multiplicativo de t(f)
en OX(U) = OX

(
g−1(D(f))

)
. Se sigue que el mor�smo

R
t−→ OX(X)

ρXU−→ OX(U)

invierte a f , por tanto, existe un único mor�smo

OR
(
D(f)

)
= Rf −→ OX(U) = OX

(
g−1(D(f))

)
como en el diagrama

R //

t

��

Rf

��
OX(X)

ρXU

// OX(U)

Esta familia de �echas nos de�nen el mor�smo de haces OR
G−→ (OX)∗ requerido.

Observamos que para el abierto D(1) = SpecR, la composición

R
∼−→ OR(SpecR) −→ OX(X)

es precisamente t.
R

∼ //

t

��

OR(SpecR)

��
OX(X) OX(X)

Para cada x en X, g(x) = t−1
x (mx) es un ideal primo de R, y el mor�smo

tx : R −→ OX,x invierte a cada elemento f de R que no está en g(x), así que que
existe un mor�smo Gx : Rg(x) = OR,g(x) −→ OX,x. Si recordamos que los elementos
del ideal máfximomg(x) de OR,g(x) son de la forma r/s con r en g(x) y s en R−g(x),
entonces vemos que Gx manda a r/s en tx(r)/tx(s), con tx(r) en mx y tx(s) en
el complemento de mx. Concluimos que para cada x en X, Gx es un mor�smo
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de anillos locales, que es lo restaba para demostrar que (g,G) no solamente es un
mor�smo de espacios anillados, sino un mor�smo de espacios geométricos.

Ahora abordamos la unicidad. Para ello mostremos que el proceso de construir
el mor�smo de espacios anillados (X,OX) −→ (SpecR,OR) a partir de un mor�smo
de anillos R −→ OX(X) como descrito arriba, es el inverso a tomar el mor�smo de
anillos OR(SpecR) −→ OX(X) y componerlo con el isomor�smo R ∼−→ OR(SpecR).
Comencemos pues con un mor�smo de espacios geométricos

(X,OX)
(g′,G′)−→ (SpecR,OR).

Entonces tenemos un mor�smo R −→ OX(X), como lo acabamos de describir, que
llamamos t; y tal mor�smo t nos otorga un mor�smo de espacios geométricos

(X,OX)
(g,G)−→ (SpecR,OR).

Veamos que los mor�smos (g′, G′) y (g,G) son iguales, esto es, g′ = g y G′ = G.
Ahora bien, para cada x en X, g′(x) y g(x) son ideales primos de R, donde g(x) =
t−1
x (mx) y mx es el ideal máximo del anillo local OX,x. Si g′(x) 6= g(x), entonces
existe un f en R tal que f está en g′(x) y no está en g(x), o viceversa. En el primer
caso, es decir, si f está en g′(x), entonces f no es invertible en OR,g′(x), ni mucho
menos en OX,x, ya que G′x(mg′(x)) ⊆ mx. Por otro lado, como f no está en g(x),
tenemos que f es invertible en OX,x, lo que es una contradicción. El segundo caso
es análogo, por lo que concluimos que g′ = g.

Ahora notemos que para cada f en R, tenemos un par de mor�smo

Rf = OR(D(f))
GD(f) //

G′D(f)

// OX
(
g−1(D(f))

)
= OX

(
g′−1(D(f))

)
donde ambos hacen invertible a f , así que deben ser el mismo mor�smo. Con
esto obtenemos que G = G′. Un argumento similar sirve para demostrar que los
mor�smos de anillos locales

OR,g(x)

Gx //

G′x

// OX,x

son iguales. Esto completa la demostración. �

Terminamos con la siguiente observación: en realidad, la imagen del funtor Spec
está contenida en la subcategoría A� de esquemas a�nes y mor�smos de espacios
geométricos de GSp. Luego, de la adjunción que acabamos de demostrar, se sigue
que si (X,OX) es un esquema afín, esto es, (X,OX) ∼= (SpecS,OS) para algún anillo
S, entonces

Aff((SpecS,OS), (SpecR,OR)) ∼= CRing(R,OS(SpecS)) ∼= CRing(R,S).

Es decir, el funtor Spec : CRing −→ Aff es pleno y �el, y ya que todo esquema
afín es isomorfo a un espacio anillado (SpecR,OR), para algún anillo R, obtenemos
la dualidad que da nombre a este trabajo.
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1. Introducción

En 1942, J. L. Kelley en su artículo Hyperspaces of a continuum introduce la
propiedad de Kelley, como la Propiedad 3.2 [11, pág. 26]; este concepto fue usado
para estudiar la contractilidad de los hiperespacios de continuos. Un continuo es
un espacio métrico con más de un punto, compacto y conexo. Más tarde, en 1998,
J. J. Charatonik y W. J. Charatonik de�nieron una propiedad más débil que la
propiedad de Kelley: la propiedad de semi-Kelley, véase [6, De�nición 3.16]; ellos
demostraron que todo continuo con la propiedad de Kelley tiene la propiedad de
semi-Kelley (Corolario 3.2), y que el recíproco de esto no se cumple (véase Ejemplo
2.5).

En el año 2013, en el taller anual de investigación en Hiperespacios y Teoría de
Continuos, se plateó el siguiente problema: ¾Existe un continuo X con la propiedad
de semi-Kelley tal que X × [0, 1] no tiene la propiedad de semi-Kelley? Este
problema propició el interés de investigadores mexicanos por los continuos con la
propiedad de semi-Kelley. El lector puede consultar los siguientes artículos refer-
entes al tema: [2], [3], [4], [7], [9] y [15].

Recientemente, los autores proporcionan una equivalencia a la propiedad de
Kelley en continuos ([5, Teorema 2.1]), también dan una equivalencia a la propiedad
de semi-Kelley en continuos ([5, Teorema 2.2]), ambas equivalencias están dadas en
términos de continuos irreducibles.

Este capítulo está pensado en los lectores jóvenes, en este tenor, este trabajo
contiene demostraciones a detalle de las equivalencias de los resultados de tener la
propiedad de Kelley (Teorema 4.1) y tener la propiedad de semi-Kelley (Teorema
4.3). Para que el lector se familiarice con las propiedades de Kelley y de semi-Kelley,
se exponen varios ejemplos de continuos que tienen estas propiedades y que no las
tienen.

131
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Por último, exponemos resultados en relación con subcontinuos que heredan la
propiedad de ser Kelley o semi-Kelley, como es el caso de los subcontinuos que son
retractos de vecindad, retractos, semi-terminales y atriódicos.

2. Propiedad de Kelley

Dado un continuoX con métrica d, se considera la colección de los subconjuntos
no vacíos y cerrados de X, denotada y de�nida por

2X = {A ⊂ X : A es no vacío y cerrado en X},
dotada con la métrica de Hausdor�, la cual definimos a continuación: para A ∈ 2X

y ε > 0, la nube de radio ε alrededor de A, la cual denotamos y de�nimos por
N(ε,A) = {x ∈ X : existe a ∈ A tal que d(x, a) < ε}. Ahora, definimos la función
H : 2X × 2X → [0,∞) por H(A,B) = inf{ε > 0 : A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A)},
para cada A,B ∈ 2X . En [10, Teorema 2.2] se prueba que H es una métrica para
2X . Así, a la colección 2X equipada con esta métrica se conoce como el hiperespacio
de cerrados de X.

Por otro lado, a 2X también se dota de la topología de Vietoris, que a contin-
uación describimos: para cada n ∈ N y cada colección �nita U1, . . . , Un de subcon-
juntos abiertos de X, se de�ne

〈U1, . . . , Un〉 =

A ∈ 2X : A ⊂
n⋃
i=1

Ui y A ∩ Ui 6= ∅, para cada i ∈ {1, . . . , n}

 .

La colección de todos los conjuntos de la forma 〈U1, . . . , Un〉 es una base para la
topología de Vietoris para 2X . Además, la topología generada por la métrica de
Hausdor� coincide con la topología de Vietoris (véase [13, Teorema 4.5]).

Otro hiperespacio muy conocido es

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}
considerado como subespacio de 2X , el cual se conoce como el hiperespacio de
subcontinuos de X. Es conocido que si X es un continuo, entonces 2X también es un
continuo, este hecho está probado en [12, Teorema (1.13)]. Sobre los hiperespacios
2X y C(X) se conocen muchas propiedades básicas, para un recuento véase [10] y
[12].

En 1942, J. L. Kelley introduce el concepto de propiedad de Kelley para con-
tinuos, originalmente era conocida como propiedad 3.2, [11, pág. 26], que a conti-
nuación enunciamos:

De�nición 2.1. Sea X un continuo con métrica d, diremos que X tiene la propiedad
de Kelley si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para cada a, b ∈ X, si d(a, b) < δ
entonces para todo subcontinuo K de X con a ∈ K, existe un subcontinuo L de X
tal que b ∈ L y H(K,L) < ε.

En 1977, R. W. Wardle en [16, II, págs. 291�292] considera la de�nición de la
propiedad de Kelley de manera puntual, esto es:

De�nición 2.2. Sean X un continuo con métrica d y un punto a ∈ X, se dice que
X tiene la propiedad de Kelley en a si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que si b ∈ X
con d(a, b) < δ y A ∈ C(X) con a ∈ A, entonces existe B ∈ C(X) tal que b ∈ B y
H(A,B) < ε.
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Claramente, el continuo X tiene la propiedad de Kelley sí y sólo si X tiene la
propiedad de Kelley en cada uno de sus puntos.

En la literatura se conoce la siguiente equivalencia a la De�nición 2.1, la cual
se obtiene a partir de la De�nición 2.2.

De�nición 2.3. Sean X un continuo y un punto a ∈ X, diremos que X tiene la
propiedad de Kelley en a si para cada subcontinuo K de X con a ∈ K y para cada
sucesión {an}n∈N en X que converge al punto a, existe una sucesión de subcontinuos
{Kn}n∈N de X que converge a K tal que an ∈ Kn, para cada n ∈ N. Un continuo
tiene la propiedad de Kelley si el continuo tiene la propiedad de Kelley en cada uno
de sus puntos.

Los ejemplos que aparecerán a lo largo de este trabajo serán descritos en su
mayoría como subcontinuos del plano cartesiano R2. Dados dos puntos distintos
a, b ∈ R2, denotaremos por ab el segmento de recta con puntos extremos a y b.

Ejemplo 2.4. Sean a = (0, 0), b = (1, 0) y para cada n ∈ N, sea bn = (1, 1
n ).

De�namos X = ab ∪ (
⋃∞
n=1 abn) (ver Figura 1). El continuo X es conocido como

el abanico armónico.

Figure 1. Abanico armónico

No es difícil convencerse que el abanico armónico tiene la propiedad de Kelley.

Ejemplo 2.5. Sean a = (0, 0), b = (1, 0), c = (2, 0) y para cada n ∈ N, sea
bn = (1, 1

n ). De�namos X = ac ∪ (
⋃∞
n=1 abn) (ver Figura 2). El continuo X es

conocido como abanico armónico con pata límite alargada. Veremos que X no tiene
la propiedad de Kelley .

Vamos a ver que X no tiene la propiedad de Kelley en el punto b, para lo
cual consideremos la sucesión {bn}n∈N en X que converge al punto b y el continuo
K = bc, es claro que no existe una sucesión de subcontinuos {Kn}n∈N de X que
converja a K tal que bn ∈ Kn, para cada n ∈ N, por tal motivo X no tiene la
propiedad de Kelley en el punto b.

En 1998, J. J. Charatonik and W. J. Charatonik introducen los conceptos de
continuo límite maximal [6, De�nición 3.2] y de continuo límite maximal fuerte [6,
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Figure 2. Abanico armónico con pata límite alargada

De�nición 3.3], los cuales juegan un papel importante en relación con la propiedad
de Kelley.

De�nición 2.6. Sea K un subcontinuo de un continuo X. Un subcontinuo M ⊂ K
se llama continuo límite maximal de K si existe una sucesión {Mn}n∈N en C(X)
que converge a M tal que, para cada sucesión {M ′n}n∈N de subcontinuos de X, con
Mn ⊂ M ′n para cada n ∈ N, si {M ′n}n∈N converge a algún M ′ ∈ C(K), entonces
M ′ = M .

Ejemplo 2.7. Consideremos el abanico armónico con pata límite alargada X,
de�nido en el Ejemplo 2.5. Sean d = ( 1

2 , 0), K = dc, M = db. Veamos que

M es un subcontinuo límite maximal de K. Para cada n ∈ N, sean dn = ( 1
2 ,

1
2n )

y Mn = dnbn. La sucesión {Mn}n∈N es una sucesión de subcontinuos de X que
converge a M , tal que para cada sucesión {M ′n}n∈N de subcontinuos de X, con
Mn ⊂ M ′n, para cada n ∈ N, si {M ′n}n∈N converge a algún subcontinuo M ′ de K,
entonces M ′ = M . Así, M es un subcontinuo límite maximal de K.

De�nición 2.8. Sea K un subcontinuo de un continuo X. Un subcontinuo M ⊂ K
se llama continuo límite maximal fuerte de K si existe una sucesión de subcon-
tinuos de X, {Mn}n∈N, que converge a M en C(X) tal que para cada subsucesión
{Mnk}k∈N de {Mn}n∈N y para cada sucesión {M ′k}k∈N en C(X) tal queMnk ⊂M ′k,
para cada k ∈ N, que converge a M ′ ∈ C(K), se tiene que M ′ = M .

Observación 2.9. [6, Observación 3.4] Sean K un subcontinuo de un continuo X.
Si M ⊂ K es un continuo límite maximal fuerte de K, entonces M es un continuo
límite maximal de K.

Ejemplo 2.10. [6, Ejemplo 3.5] Existen un continuo X, un subcontinuo K de X
y un subcontinuo M de K, tales que M es un continuo límite maximal de K y M
no es continuo límite maximal fuerte de K. Sean a = (−1, 0), b = (0, 1), c = (1, 0),
v = (0, 0) y, para cada n ∈ N, sean an = (−1, 1

n ), cn = (1, 1
n ), pn = (−1

n ,
1
n ) y

qn = ( 1
n ,

1
n ). De�nimos X = ac ∪ vb ∪ (

⋃∞
n=1(bpn ∪ pnan)) ∪ (

⋃∞
n=1(bqn ∪ qnbn))

(ver Figura 3).

Sean a′ = (− 1
2 , 0), b′ = (0, 1

2 ), c′ = ( 1
2 , 0), K = a′c′∪vb′ yM = vb′. Veamos que

M es un continuo límite maximal deK yM no es un continuo límite maximal fuerte
deK. Para cada n ∈ N, sean a′n, p′n y q′n el punto medio de los segmentos anpn, bpn y
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Figure 3.

bqn, respectivamente. Además, para cada n ∈ N, sean M2n−1 = pnp
′
n, M2n = qnq

′
n

y M ′2n−1 = a′np
′
n. La sucesión {Mn}n∈N es una sucesión de subcontinuos de X

que converge a M , tal que para cada sucesión {M ′n}n∈N de subcontinuos de X, con
Mn ⊂ M ′n, para cada n ∈ N, si {M ′n}n∈N converge a algún subcontinuo M ′ de K,
entonces M ′ = M . Así M es un continuo límite maximal de K. Si consideramos
la subsucesión {M2n−1}n∈N de la sucesión {Mn}n∈N y la sucesión {M ′2n−1}n∈N, se
cumple que M2n−1 ⊂ M ′2n−1 para cada n ∈ N y la sucesión {M ′2n−1}n∈N converge
a M ′ = a′v ∪ vb′ subcontinuo de K. Puesto que M ( M ′, M no es un continuo
límite maximal fuerte de K.

El resultado que citamos a continuación es de mucha utilidad para el desarrollo
de este capítulo.

Teorema 2.11. [6, Teorema 3.11] Si X es un continuo, entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Kelley.
(2) Para cada subcontinuo K de X, se tiene que K es el único continuo límite

maximal de K.
(3) Para cada subcontinuo K de X, se tiene que K es el único continuo límite

maximal fuerte de K.

3. Propiedad de semi-Kelley

En 1998, J. J. Charatonik and W. J. Charatonik introducen el concepto semi-
Kelley para continuos [6, De�nición 3.16].

De�nición 3.1. Un continuo X tiene la propiedad de semi-Kelley, o bien X es
un continuo semi-Kelley, si para cada subcontinuo K de X, se tiene que si M y L
son continuos límite maximal de K, entonces M ⊂ L o bien L ⊂M .

Se sigue del Teorema 2.11 que cada continuo que tiene la propiedad de Kelley
también tiene la propiedad de semi-Kelley, esto es:
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Corolario 3.2. Si X es un continuo con la propiedad de Kelley, entonces X tiene
la propiedad de semi-Kelley.

Es fácil convencerse que el abanico armónico con pata límite alargada es un
continuo que tiene la propiedad de semi-Kelley y no tiene la propiedad de Kelley
(véase el Ejemplo 2.5). Así, el recíproco del Corolario 3.2 no se cumple.

Ejemplo 3.3. Sean a = (−1, 0), b = (0, 0), c = (1, 0), d = (2, 0) y, para cada
n ∈ N, sean bn = (0, 1

n ) y cn = (1, 1
n ). De�namos X = ad∪(

⋃∞
n=1 abn)∪(

⋃∞
n=1 cnd)

(ver Figura 4). Veremos que el continuo X no tiene la propiedad de semi-Kelley.

Figure 4.

Sean a′ = (− 1
2 , 0), c′ = ( 1

2 , 0), K = a′c′, M = a′b y L = c′c. De manera similar
al Ejemplo 2.5 obtenemos que M y L son continuos límite maximal de K. Puesto
que M * L y L *M , concluimos que X no tiene la propiedad de semi-Kelley.

Dados X un continuo y una sucesión {Mn}n∈N en C(X) que converge a un
subcontinuo M de X, en [6, pág. 75] se de�ne la familia

M({Mn}n∈N) = {A ∈ C(X) : M ⊂ A tal que existe una subsucesión {Mnk}k∈N
de {Mn}n∈N y existe una sucesión {Ak}k∈N en C(X)

que converge a A tal que Mnk ⊂ Ak, para cada k ∈ N}.

Proposición 3.4. [6, Proposición 3.9] Sean K un subcontinuo de un continuo X.
Para cada sucesión {Mn}n∈N en C(X) que converge a un subcontinuo M ∈ C(K)
existe un elemento maximal S en C(K)∩M({Mn}n∈N) el cual es un continuo límite
maximal fuerte de K.

4. Equivalencias de continuos Kelley y semi-Kelley

Recordemos que un continuo X es irreducible entre p y q si p, q ∈ X y ningún
subcontinuo propio de X contiene a los puntos p y q. Se dice que X es irreducible si
existen puntos p y q en X tales que X es irreducible entre p y q. Dados un continuo
X y puntos p, q ∈ X, existe un subcontinuo de X el cual es irreducible entre
p y q; así cualquier continuo no degenerado contiene un continuo no degenerado
irreducible [13, 4.35 (b)].
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Sea U una colección contenida en 2X , denotamos por
⋃
U la unión de sus

elementos, esto es,
⋃
U = {x ∈ X : existe A ∈ U tal que x ∈ A}.

Recientemente, M. Chacón-Tirado, M. de J. López e I. Vidal-Escobar en [5,
Teorema 2.1] presentan una equivalencia a la propiedad de Kelley, en este capítulo
proporcionamos una demostración de dicho resultado.

Teorema 4.1. Sea X un continuo. Se tiene que X tiene la propiedad de Kelley
si y sólo si para cada a ∈ X, para cada I ∈ C(X) irreducible entre el punto a y
algún otro punto de X, y para cada sucesión {an}n∈N en X que converge al punto
a existe una sucesión {An}n∈N en C(X) que converge a I tal que an ∈ An, para
cada n ∈ N.

Demostración: Supóngase que X tiene la propiedad de Kelley. Sean a ∈ X,
I ∈ C(X) un continuo irreducible entre a y algún otro punto de X y {an}n∈N una
sucesión en X que converge a a. Como X tiene la propiedad de Kelley en el punto
a, existe una sucesión {An}n∈N en C(X) que converge a I tal que an ∈ An, para
cada n ∈ N.

Recíprocamente, supóngase que para cada a ∈ X, para cada I ∈ C(X) irre-
ducible entre el punto a y algún otro punto de X, y para cada sucesión {an}n∈N en
X que converge al punto a existe una sucesión {An}n∈N en C(X) que converge a
I tal que an ∈ An, para cada n ∈ N. Supongamos que X no tiene la propiedad de
Kelley, por el Teorema 2.11, existen K subcontinuo de X y M un continuo límite
maximal propio de K. Ahora, como M es continuo límite maximal de K existe
una sucesión {Mn}n∈N en C(X) que converge a M que satisface la de�nición de
continuo límite maximal (De�nición 2.6). Dado que M es un subcontinuo propio
de K se tiene que K \ M 6= ∅. Así podemos considerar puntos b ∈ K \ M y
a ∈M . Sea I el continuo irreducible entre a y b contenido en K. Como la sucesión
{Mn}n∈N converge a M y a ∈ M , por [8, Ejercicio 4.4, pág. 70], para cada n ∈ N
existe an ∈ Mn tal que la sucesión {an}n∈N converge al punto a. Por hipótesis,
existe una sucesión {An}n∈N en C(X) que converge a I tal que an ∈ An, para cada
n ∈ N. De�nimos, para cada n ∈ N, M ′n = Mn ∪ An. Note que an ∈ Mn ∩ An, así
M ′n ∈ C(X), para cada n ∈ N. También se tiene que Mn ⊂ M ′n, para cada n ∈ N.
Por [8, Ejercicio 2.13(b), pág. 28] la sucesión {M ′n}n∈N converge a M ∪ I ∈ C(K).
Note que M ∪ I 6= M pues b ∈ I y b /∈ M . Esto contradice que M es continuo
límite maximal de K. Por lo tanto, X tiene la propiedad de Kelley. �

Del Teorema 4.1, obtenemos que en el caso en que X es un dendroide, para
veri�car que X tiene la propiedad de Kelley en un punto a ∈ X es su�ciente
considerar a cada arco con punto extremo a como el continuo K de la De�nición
2.3.

Ejemplo 4.2. Consideremos el abanico armónico con pata límite alargada X,
de�nido en el Ejemplo 2.5. Sean d = ( 1

2 , 0), y para cada n ∈ N, sean dn =

( 1
2 ,

2n+1
2n(n+1) ) y cn = (2, 1

n ). De�namos Y = X ∪ (
⋃∞
n=1 bndn∪ dncn) (ver Figura 5).

Veremos que Y no tiene la propiedad de Kelley.

Para cada n ∈ N, sean pn el punto medio de los segmentos bndn y sean p = ( 3
4 , 0)

y K = pc. Es claro que no existe una sucesión de subcontinuos {Kn}n∈N de Y
que converja a K tal que pn ∈ Kn, para cada n ∈ N, por tal motivo Y no tiene la
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Figure 5.

propiedad de Kelley en el punto p. De lo anterior Y no tiene la propiedad de Kelley.

En [5, Teorema 2.2] se introduce una equivalencia a la propiedad de semi-Kelley,
a continuación se expone dicho resultado con su demostración.

Teorema 4.3. Sea X un continuo. Se tiene que X es semi-Kelley si y sólo si para
cada a, b ∈ X, para cada I ∈ C(X) irreducible entre los puntos a y b, y para cada
sucesión {an}n∈N en X que converge al punto a existe una sucesión {An}n∈N en
C(X) que converge a I tal que an ∈ An, para cada n ∈ N, o para cada sucesión
{bn}n∈N en X que converge al punto b existe una sucesión {Bn}n∈N en C(X) que
converge a I tal que bn ∈ Bn, para cada n ∈ N.

Demostración: Supóngase que X es semi-Kelley. Sean a, b ∈ X, I ∈ C(X) un
continuo irreducible entre a y b.

A�rmación 1. Para cualesquiera sucesiones {xn}n∈N y {yn}n∈N en X que
convergen a los puntos a y b, respectivamente, existe una subsucesión {xnk}k∈N de
la sucesión {xn}n∈N y una sucesión {Mk}k∈N en C(X) que converge a I tal que
xnk ∈ Mk, para cada k ∈ N, o existe una subsucesión {ynk}k∈N de la sucesión
{yn}n∈N y una sucesión {Nk}k∈N en C(X) que converge a I tal que ynk ∈ Nk, para
cada k ∈ N.

Prueba de la A�rmación 1.
Por la Proposición 3.4 existe A ∈ C(I) ∩M({xn}n∈N) y existe B ∈ C(I) ∩

M({yn}n∈N) tales que A y B son continuos límite maximal fuerte de I. Por la
Observación 2.9 tenemos que A y B son continuos límite maximal de I. Como X
es semi-Kelley entonces A ⊂ B o B ⊂ A, sin perder generalidad supongamos que
A ⊂ B. Note que a ∈ A y a, b ∈ B ⊂ I, como I es irreducible entre a y b se
sigue que B = I. Por de�nición de M({yn}n∈N) existe una subsucesión {ynk}k∈N
de la sucesión {yn}n∈N y una sucesión {Nk}k∈N en C(X) que converge a I tal que
ynk ∈ Nk para cada k ∈ N. Esto prueba la A�rmación 1.

A�rmación 2. Para cada subconjunto abierto U de C(X) con I ∈ U, se tiene
que

⋃
U es una vecindad de a, o para cada subconjunto abierto V de C(X) con

I ∈ V, se tiene que
⋃
V es una vecindad de b.

Prueba de la A�rmación 2.
Supongamos que existen subconjuntos abiertos U y V de C(X) con I ∈ U ∩ V

tales que
⋃
U no es vecindad de a y

⋃
V no es vecindad de b. Se sigue que U∩V es

un subconjunto abierto de C(X) y
⋃

(U∩V) no es vecindad de a y no es vecindad de
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b. Sean {xn}n∈N y {yn}n∈N sucesiones en X \
⋃

(U∩V) que convergen a los puntos
a y b, respectivamente. Como

⋃
(U∩V) no es vecindad de a y no es vecindad de b,

se sigue que para ninguna subsucesión {xnk}k∈N de la sucesión {xn}n∈N existe una
sucesión {Mk}k∈N en C(X) que converge a I tal que xnk ∈ Mk, para cada k ∈ N,
y para ninguna subsucesión {ynk}k∈N de la sucesión {yn}n∈N existe una sucesión
{Nk}k∈N en C(X) que converge a I tal que ynk ∈ Nk, para cada k ∈ N, lo cual
contradice la A�rmación 1. Así la A�rmación 2 está probada.

Ahora, sin perder generalidad, supongamos que para cada subconjunto abierto
U de C(X) tal que I ∈ U, se tiene que

⋃
U es una vecindad de a. Sea {an}n∈N una

sucesión en X que converge al punto a.

Para cada m ∈ N, sea Um = {A ∈ C(X) : H(A, I) < 1
m} y sea U0 = C(X).

Como la sucesión {an}n∈N converge a a y para cada m ∈ N,
⋃
Um es una vecindad

de a, dado n ∈ N, podemos elegir An ∈ C(X) de la siguiente manera: si an ∈ I, sea
An = I; si an /∈ I, sea m ∈ N tal que an ∈

⋃
Um \ (

⋃
Um+1) y sea An ∈ Um tal que

an ∈ An. Note que la sucesión {An}n∈N converge a I. Esto completa la necesidad.

Recíprocamente, supóngase que para cada a, b ∈ X, para cada I ∈ C(X)
irreducible entre los puntos a y b, y para cada sucesión {an}n∈N en X que converge
al punto a existe una sucesión {An}n∈N en C(X) que converge a I tal que an ∈ An,
para cada n ∈ N, o para cada sucesión {bn}n∈N en X que converge al punto b
existe una sucesión {Bn}n∈N en C(X) que converge a I tal que bn ∈ Bn, para
cada n ∈ N. Supongamos que X no es semi-Kelley. Esto es, existe K ∈ C(X) y
existen continuos límite maximal L y M de K tales que L \M 6= ∅ 6= M \L. Como
L es un continuo límite maximal de K, entonces existe una sucesión {Ln}n∈N en
C(X) que converge a L tal que si {L′n}n∈N es una sucesión en C(X) que converge
a L′ ∈ C(K) y Ln ⊂ L′n, para cada n ∈ N, entonces L′ = L. Similarmente, para
el continuo límite maximal M de K, existe su correspondiente sucesión {Mn}n∈N.
Consideremos puntos a ∈ L \M y b ∈M \ L. Como la sucesión {Ln}n∈N converge
a L y a ∈ L, por [8, Ejercicio 4.4, pág. 70], para cada n ∈ N existe an ∈ Ln tal
que la sucesión {an}n∈N converge a a, similarmente, existe una sucesión {bn}n∈N
en X que converge a b tal que bn ∈ Mn, para cada n ∈ N. Sea I ∈ C(K) continuo
irreducible entre a y b. Sin perder generalidad, supongamos que existe una sucesión
{An}n∈N en C(X) que converge a I tal que an ∈ An, para cada n ∈ N. De�nimos
el subcontinuo L′n = Ln ∪ An, para cada n ∈ N, se sigue que Ln ⊂ L′n y por [8,
Ejercicio 2.13(b), pág. 28] la sucesión {L′n}n∈N converge a L∪I ∈ C(K) y L∪I 6= L,
pues b ∈ I y b /∈ L. Esto contradice que L es un continuo límite maximal de K. Por
lo tanto, X es semi-Kelley. Con todo la prueba del teorema está completa. �

Usando la de�nición equivalente que nos da el Teorema 4.3 es fácil convencerse
de que el continuo Y del Ejemplo 4.2 tiene la propiedad de semi-Kelley, mientras
que el continuo X del Ejemplo 2.10 no tiene la propiedad de semi-Kelley, para lo
cual basta considerar los puntos a, c ∈ X, I el irreducible entre los puntos a y c,
y las sucesiones {an}n∈N y {cn}n∈N en X, no es difícil convencerse que no existe
una sucesión de subcontinuos {An}n∈N de X que converja a I tal que an ∈ An,
para cada n ∈ N, y que no existe una sucesión de subcontinuos {Cn}n∈N de X
que converja a I tal que cn ∈ Cn, para cada n ∈ N, por tal motivo X no tiene la
propiedad de semi-Kelley.
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Ejemplo 4.4. Consideremos el abanico armónico con pata límite alargada X,
de�nido en el Ejemplo 2.5. Para cada n,m ∈ N, sean cn = (2 − 1

2n , 0) y cn,m =

(2 − 1
2n ,

1
2nm ). De�namos Y = X ∪ (

⋃∞
m=1 bc1,m) ∪

⋃∞
n=1(

⋃∞
m=1 cncn+1,m) (ver

Figura 6). Usando la equivalencia del Teorema 4.3 es fácil convencerse de que el
continuo Y tiene la propiedad de semi-Kelley.

Figure 6.

5. Subcontinuos con la propiedad de semi-Kelley

Recordemos que un subcontinuo Y de un continuo X es un retracto de X si
existe una función continua r : X → Y tal que r(y) = y, para cada y ∈ Y ; a la
función r se le llama retracción. Por otro lado, Y es un retracto de vecindad de X si
existen un subconjunto abierto U de X tal que Y ⊂ U y una retracción r : U → Y .

En 1977, R. W. Wardle demostró que si X es un continuo con la propiedad de
Kelley y Y es un retracto de X, entonces Y tiene la propiedad de Kelley, ver [16,
Teorema 2.9]. En [5, Teorema 3.1], M. Chacón-Tirado, M. de J. López e I. Vidal-
Escobar demuestran el resultado similar para retractos de vecindad y continuos
con la propiedad de Kelley y continuos semi-Kelley, respectivamente. En los dos
siguientes teoremas exponemos estas a�rmaciones.

Teorema 5.1. Si X es un continuo con la propiedad de Kelley y Y ∈ C(X) es un
retracto de vecindad de X, entonces Y tiene la propiedad de Kelley.

Demostración: Sean U un subconjunto abierto de X tal que Y ⊂ U y r : U → Y
una retracción. Sean a ∈ Y , I ∈ C(Y ) un continuo irreducible entre a y algún otro
punto de Y y {an}n∈N una sucesión en Y que converge al punto a. Como X tiene
la propiedad de Kelley, por el Teorema 4.1 existe una sucesión {A′n}n∈N en C(X)
que converge a I tal que an ∈ A′n, para cada n ∈ N. Note que I ⊂ Y ⊂ U , así
I ∈ 〈U〉. Luego, existe N ∈ N tal que A′n ∈ 〈U〉, para cada n ≥ N .

Ahora, para cada n < N de�nimos An = {an}; y para cada n ≥ N , de�nimos
An = r(A′n). Como r es una retracción tenemos que {An}n∈N es una sucesión
contenida en C(Y ), la cual converge al continuo I, además an ∈ An, para cada
n ∈ N. Finalmente, por el Teorema 4.1, Y tiene la propiedad de Kelley. �

Corolario 5.2. Si X es un continuo con la propiedad de Kelley y Y ∈ C(X) es un
retracto de X, entonces Y tiene la propiedad de Kelley.
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Teorema 5.3. Si X es un continuo semi-Kelley y Y ∈ C(X) es un retracto de
vecindad de X, entonces Y es semi-Kelley.

Demostración: Sean U un subconjunto abierto de X tal que Y ⊂ U y r :
U → Y una retracción. Sean puntos a, b ∈ Y , sea I ∈ C(Y ) irreducible entre
los puntos a y b y sean sucesiones {an}n∈N y {bn}n∈N en Y que convergen a los
puntos a y b, respectivamente. Como X es semi-Kelley, por el Teorema 4.3, sin
perder generalidad podemos suponer que existe una sucesión {A′n}n∈N en C(X)
que converge a I tal que an ∈ A′n, para cada n ∈ N. Note que I ⊂ Y ⊂ U , así
I ∈ 〈U〉. Luego, existe N ∈ N tal que A′n ∈ 〈U〉, para cada n ≥ N .

Ahora, para cada n < N de�nimos An = {an}; y para cada n ≥ N , de�nimos
An = r(A′n). Como r es una retracción se tiene que {An}n∈N es una sucesión
contenida en C(Y ), la cual converge al continuo I, además an ∈ An, para cada
n ∈ N. Finalmente, por el Teorema 4.3, el continuo Y es semi-Kelley. �

Corolario 5.4. Si X es un continuo semi-Kelley y Y ∈ C(X) es un retracto de
X, entonces Y es semi-Kelley.

Sean X un continuo y Y un subcontinuo de X, diremos que Y es semi-terminal
si para cada A,B ∈ C(X) tales que A ∩ B = ∅ y A ∩ Y 6= ∅ 6= B ∩ Y se tiene que
A ⊂ Y o bien B ⊂ Y .

En 2011, J. R. Prajs demostró que si un continuoX tiene la propiedad de Kelley
y Y ∈ C(X) es semi-terminal, entonces Y tiene la propiedad de Kelley, véase [14,
Proposición 4.2]. En [5, Teorema 3.3], M. Chacón-Tirado, M. de J. López e I.
Vidal-Escobar demuestran el resultado similar para continuos semi-Kelley (véase
Teorema 5.6), aquí exponemos la prueba completa de este resultado; antes citamos
un resultado que vamos a necesitar.

Proposición 5.5. [14, Proposición 3.1] Si Y y Z son subcontinuos de un continuo
X tal que Y es semi-terminal, entonces Y ∩ Z es un subconjunto conexo.

Teorema 5.6. Si X es un continuo semi-Kelley y Y ∈ C(X) es semi-terminal,
entonces Y es un continuo semi-Kelley.

Demostración: Sea Y un subcontinuo deX semi-terminal. Sean puntos a, b ∈ Y ,
sea I ∈ C(Y ) irreducible entre los puntos a y b y sean sucesiones {an}n∈N y {bn}n∈N
en Y que convergen a los puntos a y b, respectivamente. Como X es semi-Kelley,
por el Teorema 4.3, sin perder generalidad podemos suponer que existe una sucesión
{An}n∈N en C(X) que converge a I tal que an ∈ An, para cada n ∈ N. Si An ⊂ Y ,
para cada n ∈ N, por el Teorema 4.3 concluimos que Y es semi-Kelley.

Ahora, supongamos que An \ Y 6= ∅, para cada n ∈ N. Como Y es semi-
terminal y An ∈ C(X), por la Proposición 5.5, Y ∩An es conexo, para cada n ∈ N.
De�nimos Ln = Y ∩An, para cada n ∈ N; note que Ln es subcontinuo de X.

A�rmación 1. Para cada k,m ∈ N, Ak ∩Am 6= ∅.
Prueba de la A�rmación 1.
Supongamos por el contrario, esto es, supongamos que existen k,m ∈ N tales

que Ak∩Am = ∅. Note que ak ∈ Y ∩Ak, así Y ∩Ak 6= ∅, también am ∈ Y ∩Am, así
Y ∩Am 6= ∅, como Y es semi-terminal, se tiene que Ak ⊂ Y o bien Am ⊂ Y , lo cual
contradice que An \ Y 6= ∅, para cada n ∈ N. Así la A�rmación 1 está probada.

A�rmación 2. Para cada n,m ∈ N, Ln ∪ Lm es un subcontinuo de X.
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Prueba de la A�rmación 2.
Se sigue de la A�rmación 1 que An ∪ Am es un subcontinuo de X. Note que

Ln ∪ Lm = (Y ∩An) ∪ (Y ∩Am) = Y ∩ (An ∪Am). Como Y es semi-terninal, por
la Proposición 5.5, se tiene que Ln ∪ Lm es un subconjunto conexo, y así Ln ∪ Lm
es un continuo. Esto prueba la A�rmación 2.

Se sigue de la A�rmación 1 que Ln ∩ Lm 6= ∅, para cada n,m ∈ N. Sea n ∈ N
�ja. Ahora, de�nimos Pm = Lm ∩ Ln, para cada m ∈ N.

A�rmación 3. Se tiene que Ln ∩ I 6= ∅.
Prueba de la A�rmación 3.
Note que lim{Pm}m∈N ⊂ lim{Lm}m∈N ⊂ lim{Am}m∈N = I; por otro lado, la

sucesión constante {Ln}m∈N converge a Ln. Ahora, lim{Pm}m∈N ⊂ lim{Ln}m∈N =
Ln. Luego, lim{Pm}m∈N ⊂ Ln ∩ I. Así la A�rmación 3 está probada.

Se sigue de la A�rmación 3 que Ln ∪ I es un subcontinuo de Y . De�nimos
Kn = Ln ∪ I, para cada n ∈ N. Note que lim{Kn}n∈N = lim{Ln ∪ I}n∈N =
lim{Ln}n∈N ∪ lim{I}n∈N = lim{Y ∩ An}n∈N ∪ I ⊂ I ∪ I = I. Además, an ∈ Ln,
así an ∈ Kn, para cada n ∈ N, de donde {Kn}n∈N es una sucesión de subcontinuos
de Y que converge a I. Por el Teorema 4.3 se obtiene que Y es semi-Kelley. �

Recordemos que un continuo X es hereditariamente semi-Kelley si cada sub-
continuo de X es semi-Kelley.

Ahora, sea n ∈ N con n ≥ 3, diremos que un continuo X es un n-odo si existe
un subcontinuo B de X, llamado el corazón de X, tal que X \B tiene al menos n
componentes. Se dice que un continuo X es atriódico si X no contiene triodos. Un
continuo X se llama ∞-odo si existe un subcontinuo B de X, llamado el corazón
de X, tal que X \B tiene una cantidad in�nita de componentes.

Por otra parte, vamos a necesitar otro tipo de convergencia de sucesiones de
subconjuntos de un continuo. Sean X un continuo y {An}n∈N una sucesión de
subconjuntos deX. Se de�ne el límite superior de {An}n∈N enX, el cual denotamos
por limsup{An}n∈N = {x ∈ X : para todo abierto U de X con x ∈ U existe J ⊂
N in�nito tal que U ∩An 6= ∅, para cada n ∈ J}.

En [5, Teorema 3.4], M. Chacón-Tirado, M. de J. López e I. Vidal-Escobar
demuestran el resultado que sigue; aquí exponemos la prueba completa de este
teorema.

Teorema 5.7. Si X es un continuo semi-Kelley y no es hereditariamente semi-
Kelley, entonces X contiene un ∞-odo.

Demostración: Sea X un continuo semi-Kelley y A un subcontinuo de X que
no es semi-Kelley. Por el Teorema 4.3, existen puntos a, b ∈ A, existe K ∈ C(A)
irreducible entre a y b, existen sucesiones {an}n∈N y {bn}n∈N en A que convergen
a los puntos a y b, respectivamente, tales que no existe una sucesión {Ln}n∈N en
C(A) que converge a K tal que an ∈ Ln, para cada n ∈ N y no existe una sucesión
{Mn}n∈N en C(A) que converge a K tal que bn ∈Mn, para cada n ∈ N.

Como X es semi-Kelley, por el Teorema 4.3, sin perder generalidad podemos
suponer que existe una sucesión {Kn}n∈N en C(X) que converge a K tal que an ∈
Kn, para cada n ∈ N. Sea Cn la componente de A ∩ Kn que contiene al punto
an, para cada n ∈ N. Si existe N ∈ N tal que Cn ∩ K 6= ∅, para cada n ≥ N .
De�nimos Ln = K ∪ Cn, para cada n ≥ N y Ln = {an}, si n < N . Se tiene que
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lim{Cn}n∈N ⊂ lim{A ∩ Kn}n∈N ⊂ K, luego lim{Ln}n∈N = lim{K ∪ Cn}n∈N =
lim{K}n∈N∪lim{Cn}n∈N = K; esto contradice que no existe una sucesión {Ln}n∈N
en C(A) que converge a K tal que an ∈ Ln, para cada n ∈ N. De aquí se sigue que
existe un conjunto in�nito de números naturales J tal que Cn ∩K = ∅, para cada
n ∈ J .

Ahora, vamos a construir inductivamente una sucesión de números naturales
{nm}m∈N y una sucesión de subcontinuos {Dm}m∈N de X tales que

Cn1 ( D1 ⊂ Kn1 \K y Cnm ( Dm ⊂ Knm \ (K ∪D1 ∪ · · · ∪Dm−1),

para cada m ≥ 2. Para esto, sea n1 = min(J). Sea U un conjunto abierto
propio de Kn1

tal que Cn1
⊂ U ⊂ clX(U) ⊂ Kn1

\ K. Sea D1 la componente
de clX(U) tal que Cn1

⊂ D1. Por [13, Teorema 5.4] se tiene que Cn1
( D1.

Luego, Cn1
( D1 ⊂ Kn1

\K. Ahora, supongamos que existen números naturales
n1, n2, . . . , nr y subcontinuos D1, D2, . . . , Dr con las propiedades requeridas.

A�rmación 1. Existe un número natural n ∈ J \ {n1, n2, . . . , nr} tal que
Cn ∩ (D1 ∪ · · · ∪Dr) = ∅.

Prueba de la A�rmación 1.
Supongamos por el contrario, esto es, supongamos que para cada n ∈ J \

{n1, n2, . . . , nr} se tiene que Cn∩ (D1∪ · · · ∪Dr) 6= ∅. Se sigue que lim{Cn∩ (D1∪
· · ·∪Dr)}n∈N 6= ∅. Como lim{Cn}n∈N ⊂ K entonces K ∩ (D1∪ · · ·∪Dr) 6= ∅. Esto
contradice que (D1 ∪ · · · ∪Dr) ∩K = ∅. Así la A�rmación 1 está porbada.

Por la A�rmación 1 existe nr+1 ∈ J tal que nr+1 ≥ nr + 1 y Cnr+1
∩ (D1∪· · ·∪

Dr) = ∅. Note que nr+1 > nr. Sea V un conjunto abierto propio de Knr+1
tal que

Cnr+1 ⊂ V ⊂ clX(V ) ⊂ Knr+1 \ (K ∪D1 ∪ · · · ∪Dr).
Sea Dr+1 la componente de clX(V ) tal que Cnr+1 ⊂ Dr+1. Por [13, Teorema

5.4] se tiene que Cnr+1
( Dr+1. Luego, Cnr+1

( Dr+1 ⊂ Knr+1
\(K∪D1∪· · ·∪Dr).

Así queda probada la inducción.

A�rmación 2. Para cada m ∈ N, se tiene que Dm 6⊂ A.
Prueba de la A�rmación 2.
Supongamos por el contrario, esto es, supongamos que existe m ∈ N tal que

Dm ⊂ A, entonces Dm ⊂ Knm ∩A; como Cnm ⊂ Dm y Cnm es componente se sigue
que Cnm = Dm lo cual contradice que Cnm ( Dm. Esto prueba la A�rmación 2.

Ahora de�nimos
D = A ∪ (

⋃
m∈N

Dm).

A�rmación 3. Se tiene que D es un subcontinuo de X.
Prueba de la A�rmación 3.
Puesto que para cada m ∈ N, Dm ⊂ Knm entonces limsup{Dm}m∈N ⊂

limsup{Knm}m∈N = K yK es un subcontinuo deA, se sigue que limsup{Dm}m∈N ⊂
A. De donde, clX(

⋃∞
m=1Dm) ⊂ A∪(

⋃∞
m=1Dm), por tal clX(D) ⊂ A∪(

⋃∞
m=1Dm).

Se sigue que clX(D) = A ∪ (
⋃∞
m=1Dm), con lo cual D es un cerrado en X. Por

otro lado, como Dm ∩ A 6= ∅, para cada m ∈ N, se tiene que D es un conexo. Así
D es un continuo. Esto prueba la A�rmación 3.

Finalmente, note que D \ A =
⋃∞
m=1(Dm \ A) y Dm \ A 6= ∅, pues ∅ 6=

Dm \ Cnm ⊂ Dm \ A, para cada m ∈ N. Como Dm ∩ Dj = ∅ si m 6= j, entonces
(Dm \ A) ∩ (Dj \ A) = ∅ si m 6= j. Note que para cada m ∈ N se tiene que
clX(Vm)∩ (D \A) = clX(Vm)∩ (

⋃∞
i=1(Di \A)) = Dm \A, así Dm \A es un conjunto
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cerrado en D \ A. Luego cada componente de Dm \ A es componente de D \ A.
Por lo tanto, D \A tiene una in�nidad de componentes. En consecuencia D es un
∞-odo. Con todo el teorema está probado. �

No es difícil convencerse de que el continuo X del Ejemplo 2.5 y el continuo Y
del Ejemplo 4.4 son cada uno hereditariamente semi-Kelley, por lo cual el converso
de Teorema 5.7 no es cierto. Vamos a ver que el continuo Y del Ejemplo 4.2 no es
hereditrariamente semi-Kelley. Para lo cual, para cada n ∈ N, sean en = ( 1

4 ,
1

4n ) y
sea Z = (

⋃∞
n=1 ae2n−1)∪(

⋃∞
n=1 ab2n∪b2nd2n). Veremos que Z no tiene la propiedad

de semi-Kelley, para lo cual basta considerar los puntos e = ( 1
4 , 0), b ∈ X, I el

irreducible entre los puntos d y e, y las sucesiones {e2n−1}n∈N y {d2n}n∈N en X,
no es difícil convencerse que no existe una sucesión de subcontinuos {Dn}n∈N de X
que converja a I tal que d2n ∈ Dn, para cada n ∈ N, y que no existe una sucesión
de subcontinuos {En}n∈N de X que converja a I tal que e2n−1 ∈ En, para cada
n ∈ N, por tal motivo Z no tiene la propiedad de semi-Kelley y por tanto Y no es
hereditrariamente semi-Kelley.

Recordemos que un continuo X es hereditariamente Kelley si cada subcontinuo
de X tiene la propiedad de Kelley.

En 2000, G. Acosta y A. Illanes probaron que cada continuo atriódico con la
propiedad de Kelley, es un continuo hereditariamente Kelley, véase [1, Corolario
5.2]. En [5, Corolario 3.5], M. Chacón-Tirado, M. de J. López e I. Vidal-Escobar
demuestran el resultado similar para continuos semi-Kelley, esto es:

Corolario 5.8. Si X es un continuo atriódico semi-Kelley, entonces X es heredi-
tariamente semi-Kelley.

Demostración: Sea X un continuo atriódico semi-Kelley. Supongamos que X no
es hereditariamente semi-Kelley. Por el Teorema 5.7, X contiene un subcontinuo
Y el cual es un ∞-odo. Así existe un subcontinuo B de Y tal que Y \ B tiene
una cantidad in�nita de componentes. De aquí se sigue que Y \ B tiene al menos
3 componentes. Luego, X contiene un triodo, esto contradice que X es atriódico.
Por lo tanto, X es hereditariamente semi-Kelley. �

Ejemplo 5.9. De�namos X = ({0} × [−1, 2]) ∪ {(x, sin( 1
x )) : x ∈ (0, 1]}.

Es bien sabido que X es un continuo atriódico semi-Kelley sin la propiedad
de Kelley. Se sigue del Corolario 5.8 que X es un continuo hereditariamente semi-
Kelley.

Agradecimientos: Más allá de la formalidad de agradecer al árbitro(a), con
toda sinceridad, los autores le agradecen al árbitro(a) sus comentarios y sugerencias
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1. Resumen

Los conjuntos ordenados se han convertido en la nueva teoría básica para rela-
cionar otras teorías mediante enlaces categóricos, pero no siempre se tienen los
conocimientos fundamentales de esta disciplina, valgan estas notas para asegurar
los conocimientos básicos del tema.

2. Preliminares

De�nición 2.1. Sea X un conjunto y R ⊆ X × X una relación, para x, y ∈ X
denotamos por xRy si y sólo si (x, y) ∈ R. Diremos que R es un orden si:

1) Para todo x ∈ X xRx.
2) Para toda x, y, z si xRy, yRz, entonces xRz.

Si además, se cumple que:

3) Para todo x, y ∈ X, si xRy e yRx, entonces x = y. Se dirá que R es
orden parcial.

Si R es un orden parcial, entonces se denota xRy como x ≤ y, además diremos
que (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado o bien que (X,≤) es un copo.

Por último, si (X,≤) y (Z,≤′) son dos copos, entonces una función f : X → Y tal

que f(x) ≤′ f(y) siempre que x ≤ y se le dirá función monótona.

Dado un conjunto X, el copo (P(X),⊆) (donde P(X) es el conjunto potencia de
X y ⊆ la relación de contención) es el más general de todos en el siguiente sentido:

Teorema 2.2. Sea (X,≤) un copo. Entonces existe una función monótona inyec-
tiva entre (X,≤) y (P(X),⊆).

147
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Demostración: Dado x ∈ X, denotamos por x ↑ al conjunto {y ∈ X : x ≤ y}.
De�namos φ : (X,≤) → P(X), donde φ(x) = x ↑, es claro que φ es monótona e
inyectiva. �

Sean (X,≤X) un copo y x ∈ X. Denotaremos por x ↓ al conjunto {y ∈
X : y ≤ x}. Además, si M ⊆ X, denotaremos por M ↑ y M ↓ a los conjuntos
{y ∈ X : x ≤ y, para todo x ∈ M} y {y ∈ X : y ≤ x, para todo x ∈ M}
respectivamente. Se sigue entonces que: M ↑=

⋂
x∈M x ↑, y que M ↓=

⋂
x∈M x ↓.

De�nición 2.3. Sea (X,≤) un copo. Si x ↓= {x}, diremos que x es un elemento
mínimo. Si x ↑= {x} diremos que x es un elemento máximo. A un elemento de
M ↑ se le llama cota superior de M , y a un elemento de M ↓ cota inferior de M .

De�nición 2.4. Sean (X,≤) un copo, M ⊆ X. Un elemento x0 ∈ X es llamado
el supremo de M si:

1) x0 ∈M ↑,
2) si z ∈M ↑, entonces x0 ≤ z.

Al supremo x0 se le denotará por
∨
M . En el caso en el que x0 ∈M∩M ↑, diremos

que x0 es el mayor elemento de M .
Análogamente y0 ∈ X es llamado el ín�mo de M si

1) y0 ∈M ↓,
2) si l ∈ M ↓, entonces l ≤ y0. Al ín�mo y0 se le denotará por

∧
M . En el

caso en el que y0 ∈M ∩M ↓, diremos que y0 es el menor elemento de M .

Es claro que si existe el supremo de M donde M ⊆ X y (X,≤) es un copo
dicho supremo es único. Análogamente el ín�mo de M es único en caso de existir.
Si X tiene menor elemento lo denotaremos por 0 y si tiene mayor elemento lo
denotaremos por 1. Además 0 =

∨
∅ =

∧
X y 1 =

∨
X =

∧
∅.

De�nición 2.5. Un copo (X,≤)

1) Es ∧-semirretícula si para todo A ⊆ X �nito, existe ∧A
2) Es ∨-semirretícula si para todo A ⊆ X �nito, existe ∨A
3) Es ∧-semirretícula acotada si existe 0, 1 ∈ X.
4) Es ∨-semirretícula acotada si existe 0, 1 ∈ X.
5) Es retícula si es ∧-semirretícula y ∨-semirretícula. En otras palabras, si

para cada a, b ∈ X siempre existen ∧{a, b} y ∨{a, b} que se denotarán
como a∧ b y a∨ b. Esta condición signi�ca que todo conjunto �nito tiene
supremo e ín�mo, como ∅ es �nito, entonces en una retícula siempre
existen 0, 1.

6) Un copo (X,≤), es acotado si existen 0, 1 ∈ X.
7) (X,≤), es retícula completa si para todo A ⊆ X existen ∨A y ∧A.

Veamos el siguiente resultado:

Teorema 2.6. Sea (X,≤) un copo. Si para todo A ⊆ X, existe ∨A, entonces
(X,≤) es una retícula completa.

Demostración:

Sea A ⊆ X. Observe que ∨A ↓ es el ín�mo de A. �
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3. Teorema de punto �jo

El siguiente teorema es muy importante en la clase de las retículas completas.

Teorema 3.1. [Teorema de Punto �jo de Knaster-Tarski] Sean (X,≤) una retícula
completa y f : X → X una función monótona, entonces existe s ∈ X tal que
f(s) = s.

Demostración:

Sean f : X → X monótona, N = {x ∈ X : x ≤ f(x)} y s = ∨N . Queremos
demostrar que f(s) = s.

Notemos que si x ∈ N , entonces x ≤ s, luego x ≤ f(x) ≤ f(s). Así x ≤ f(s),
es decir, f(s) es cota superior de N . Por lo que s ≤ f(s), y en consecuencia s ∈ N .
Ahora, para cada x ∈ N se tiente que x ≤ f(x) y por tanto f(x) ≤ f(f(x)). Así que
f(x) ∈ N , por lo que f(x) ≤ s, pero como s ∈ N podemos concluir que f(s) ≤ s.
Por tanto f(s) = s. �

Usando este teorema podemos demostrar el importante resultado de la teoría
de conjuntos:

Teorema 3.2 (Teorema de Cantor-Bernstein). : Sean X, Y conjuntos. Si f : X →
Y y g : Y → X son funciones inyectivas, entonces existe una función h : X → Y
biyectiva.

Demostración:

Sean P(X), el conjunto potencia de X el cual es retícula completa con el orden
de la contención. Además, sea φ : P(X) → P(X), de�nida para A ⊆ X como
φ(A) = g[Y \ f [X \ A]]. Veamos que φ es una función monótona: sabemos que
si A1 ⊆ A2 con A1, A2 ∈ P(X), entonces X \ A2 ⊆ X \ A1 y en consecuencia
f [X \A2] ⊆ f [X \A1], lo que implica que Y \ f [X \A1] ⊆ Y \ f [X \A2], �nalmente
se tiene que g[Y \ f [X \ A1]] ⊆ g[Y \ f [X \ A2]]. Luego φ(A1) ⊆ φ(A2), y así φ es
monótona. Entonces por el Teorema 3.1, existe A ⊆ X tal que φ(A) = A, es decir,
g[Y \ f [X \A]] = A. De�namos h : X → Y como:

h(x) =

{
f(x) si x /∈ A
g−1(x) si x ∈ A.

Notar que si x ∈ A, entonces siempre existe y ∈ Y \ f [X \ A], tal que x = g(y).
Además, como g es inyectiva y es única. Así, que g−1(x) denota al único y ∈
Y \ f [X \A] tal que g(y) = x. Veamos que h es inyectiva y sobreyectiva.

Veamos la inyectividad de h : X → Y . Sean x1, x2 ∈ X tales que h(x1) = h(x2).
El caso en que x1, x2 ∈ X \A, nos lleva a que f(x1) = f(x2). Como f es inyectiva,
entonces x1 = x2. Ahora, si x1, x2 ∈ A, entonces tenemos que h(x1) = g−1(x1) =
y = g−1(x2), como g es función y g(y) = x1 y g(y) = x2, entonces x1 = x2. Solo
consideraremos el caso en que x1 /∈ A y x2 ∈ A, ya que si x1 ∈ A y x2 /∈ A es
similar. Pero si x1 /∈ A y x2 ∈ A, tenemos que f(x1) = y tal que g(y) = x2, luego
y ∈ f [X \A], pero y ∈ Y \f [X \A], para que h(x2) = y, lo cual es una contradicción
luego este caso y el simétrico no existen. Por tanto h es inyectiva.

Ahora veamos que h : X → Y es sobreyectiva. Sea y ∈ Y , si y ∈ f [X \ A],
entonces existe un único x ∈ X \ A, tal que y = f(x). Como x /∈ A, entonces
f(x) = h(x), luego y = h(x). Si y /∈ f [X \ A], entonces y ∈ Y \ f [X \ A], luego si
g(y) = x, se cumple que y = h(x). Por tanto h es biyectiva. �
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4. Conexiones de Galois

De�nición 4.1. Sean (X,≤), (Y,≤) dos copos, f : X → Y y g : Y → X funciones
monótonas, ellas son una conexión de Galois o f es adjunta izquierda de g o g es
adjunta derecha de f si para todo x ∈ X e y ∈ Y se cumple que:

f(x) ≤ y si y sólo si x ≤ g(y).

Veamos el siguiente resultado:

Lema 4.2. Sean (X,≤), (Y,≤) dos copos, f : X → Y y g : Y → X monótonas,
entonces f adjunta izquierda de g si y sólo s si para todo x ∈ X e y ∈ Y se cumple
que f(g(y)) ≤ y y x ≤ g(f(x)).

Demostración: Sea y ∈ Y Como g(y) ≤ g(y), entonces f(g(y)) ≤ y por ser
f adjunta izquierda de g. Ahora, sea x ∈ X. Como f(x) ≤ f(x), entonces x ≤
g(f(x)). Ahora, supongamos que para todo x ∈ X e y ∈ Y se cumple que f(g(y)) ≤
y y x ≤ g(f(x)) y que f(x) ≤ y. Entonces x ≤ g(f(x)) ≤ g(y). Luego x ≤ g(y).
Ahora, si x ≤ g(y) y f(g(y)) ≤ y, x ≤ g(f(x)), entonces f(x) ≤ f(g(y)) ≤ y. Luego
f(x) ≤ y. Por tanto f es adjunta izquierda de g. �

Corolario 4.3. Sean (X,≤), (Y,≤) copos, f : X → Y y g : Y → X monótonas, y
f adjunta izquierda de g, entonces fgf = f y gfg = g

Demostración: Sean y ∈ Y y x ∈ X, entonces x ≤ gf(x), así f(x) ≤ f(gf(x)),
pero fg(f(x)) ≤ f(x), luego fgf = f . La otra igualdad es análoga. �

Lema 4.4. Sean (X,≤), (Y,≤) retículas completas, f : X → Y y g : Y → X
monótonas. Si f adjunta izquierda de g, entonces f preserva supremos y g preserva
ín�mos.

Demostración:

Sea M ⊆ X y s = ∨M , vamos a demostrar que f(s) = ∨{f(m) : m ∈ M} =
∨f [M ]. Sea m ∈ M , entonces m ≤ s, luego f(m) ≤ f(s), es decir f(s) es cota
superior de f [M ]. Ahora sea y ∈ Y tal que f(m) ≤ y, entoncesm ≤ g(y), luego g(y)
es cota superior de M , luego s ≤ g(y), entonces f(s) ≤ y, entonces f(s) = ∨f [M ].
Análogamente se demuestra que g preserva ín�mos. �

Teorema 4.5. Sean (X,≤) y (Y,≤) retículas completas, f : X → Y monótona,
entonces f preserva supremos si y sólo si es adjunta izquierda de alguna g : Y → X
monótona

Demostración:

Por lo anterior solo resta demostrar que si f preserva supremos existe g : Y → X
monótona tal que f es adjunta izquierda de tal g.

Sea g(y) = ∨{x : f(x) ≤ y}. Supongamos que f(x) ≤ y, entonces x ∈ {x :
f(x) ≤ y}, luego x ≤ g(y). Ahora, si x ≤ g(y) = ∨{z ∈ X : f(z) ≤ y}, como
f preserva supremos, entonces f(g(y)) = ∨{f(z) : f(z) ≤ y}. Luego, como y es
cota superior de {f(z) : f(z) ≤ y}, f es monótona y x ≤ g(y), entonces f(x) ≤
f(g(y)) ≤ y. Por tanto f(x) ≤ y. �
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5. Álgebras, retículas distributivas

Si (X,≤) es una retícula, entonces ∧, ∨, 0 y 1, cumplen las ecuaciones (1), (2),
(3) y (4) para todo a, b, c ∈ X:

(a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) · · · (1)

a ∧ b = b ∧ a
a ∧ a = a

1 ∧ a = a

(a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c) · · · (2)

a ∨ b = b ∨ a
a ∨ a = a

0 ∨ a = a

a ∨ (a ∧ c) = a · · · (3)

a ∧ (a ∨ c) = a · · · (4)

pero, si en X existen operaciones ∧, ∨ y elementos 0,1, tales que cumplen las
ecuaciones (1), (2), (3) y (4), entonces en X se puede construir un orden con el cual
X es retícula . Más precisamente:

Teorema 5.1. Sea X un conjunto 0, 1 ∈ X y ∧, ∨ operaciones de�nidas en X, tal
que cumplen (1),(2), (3) y (4). Si a ≤ b si y sólo si a ∧ b = a, entonces (X,≤) es
retícula.

Demostración: 1. Demostremos que ≤ es un orden parcial para X. Es claro que
a ≤ a ya que a ∧ a = a.

Si a ≤ b y b ≤ c, entonces a∧ b = a y b∧ c = b. Por lo que a∧ c = (a∧ b)∧ c =
a ∧ (b ∧ c) = a ∧ b = a, luego a ≤ c.

Ahora, supongamos que a ≤ b y b ≤ a, entonces a ∧ b = a y b ∧ a = a. Así que
a = a ∧ b = b ∧ a = b. Por tanto a = b.

Sea a, b ∈ X, de�namos inf{a, b} por a ∧ b y sup{a, b} por a ∨ b. Veamos que
están bien de�nidos. Observemos que a ∧ b ≤ a y a ∧ b ≤ b, ya que (a ∧ b) ∧ a =
a ∧ (b ∧ a) = a ∧ (a ∧ b) = (a ∧ a) ∧ b = a ∧ b; de igual manera (a ∧ b) ∧ b = a ∧ b.
Ahora, sea c ∈ X tal que c ≤ a y c ≤ b, es decir, c ∧ a = c y c ∧ b = c, evaluamos
c∧ (a∧ b) = (c∧ a)∧ b = c∧ b = c, es decir, c ≤ a∧ b. Por tanto a∧ b sí es el ín�mo
de {a, b}.

Ahora veamos que sup{a, b} sí es a∨ b. Antes, veamos que para todo x, y ∈ X,
x ∧ y = x si y sólo si x ∨ y = y. Si x ∧ y = x, entonces y = y ∨ (y ∧ x) = y ∨ x.
Y si y ∨ x = y, entonces x = x ∧ (x ∨ y) = x ∧ y. Ahora, veamos que a ≤ a ∨ b y
b ≤ a∨ b, pero a∧ (a∨ b) = a, así que a ≤ a∨ b, y b∧ (a∨ b) = b∧ (b∨ a) = b, luego
b ≤ a ∨ b. Ahora, supongamos que a ≤ c y b ≤ c, es decir, a ∧ c = a y b ∧ c = b o
equivalentemente a ∨ c = c, b ∨ c = c . Veamos que a ∨ b ≤ c, para esto evaluemos
(a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c) = a ∨ c = c, luego sup{a, b} = a ∨ b. Por (1) y (2) y la
equivalencia demostrada antes, tenemos que a ≤ 1, 0 ≤ a donde 0, 1 son los que
cumplen la ecuación (1) y(2), es decir, son el supremo y el ín�mo del conjunto vacío
respectivamente. �

De�nición 5.2. Sea (X,≤) una retícula. Diremos que X es:
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1) distributiva si para todo a, b, c ∈ X se cumple:

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) · · · (∗),
2) modular si todo a, b, c ∈ X se cumple:

si a ≤ c, entonces a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ c

Lema 5.3. Toda retícula distributiva es modular

Demostración:

Sean (X,≤) distributiva y a ≤ c. Entonces a∨(b∧c) = (a∨b)∧(a∨c) = (a∨b)∧c.
�

Teorema 5.4. (X,≤) es retícula distributiva si y sólo si para todo a, b, c ∈ X se
cumple que

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) · · · (∗∗)

Demostración: Supongamos (∗), entonces (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) = ((a ∧ b) ∨ a) ∧ ((a ∧
b)∨c) = a∧((a∨c)∧(b∨c)) = (a∧(a∨c))∧(b∨c) = a∧(b∨c), es decir (∗)⇒ (∗∗).
Ahora supongamos (∗∗), entonces (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = (a ∧ (a ∨ c)) ∨ (b ∧ (a ∨ c)) =
a ∨ ((b ∧ a) ∨ (b ∧ c)) = (a ∨ (a ∧ b)) ∨ (b ∧ c) = a ∨ (b ∧ c). Por tanto (∗∗) ⇒ (∗).

�

Ahora, veamos algunas caracterizaciones de las retículas distributivas:

Teorema 5.5. La reticula (X,≤) modular es distributiva si y sólo si para todo
a, b, c ∈ X se cumple que:

(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c)

Demostración: Sea A = {a∧b, a∧c, b∧c} y B = {a∨b, a∨c, b∨c}. Si ∧B es cota
superior de A, entonces ∨A ≤ ∧B. Como a ∧ b ≤ a ≤ a ∨ b, entonces a ∧ b ≤ a ∨ b,
a∧ b ≤ b ≤ b∨ c, entonces a∧ b ≤ b∨ c, �nalmente a∧ b ≤ a ≤ a∨ c, entonces a∧ b
es cota inferior de B, luego a ∧ b ≤ ∧B. De manera análoga, se puede mostrar que
a ∧ c ≤ ∧B y que b ∧ c ≤ ∧B. Luego ∨A ≤ ∧B. Es decir que

(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) ≤ (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c)
se cumple en cualquier retícula. La igualdad:

(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c)
se cumple suponiendo que (X,≤) es distributiva. Si (X,≤) es distributiva, entonces
a ∨ (b ∧ (a ∨ c)) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ (a ∨ c)) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c), luego

(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c) = (a ∨ (b ∧ (a ∨ c)) ∧ (b ∨ c) =

(a ∧ (b ∨ c)) ∨ (b ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c)) = (a ∧ (b ∨ c)) ∨ (b ∧ (a ∨ c)).
Pero (a∧(b∨c))∨(b∧(a∨c)) = (a∧b)∨(a∧c)∨(b∧c)∨(b∧a) = (a∧b)∨(a∧c)∨(b∧c)

donde la última igualdad se da porque el supremo conmuta y porque a∧ b = b∧ a.
Por tanto se da la igualdad

(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c).
Para el recíproco, supongamos que (X,≤) es modular, veamos que (X,≤) es

distributiva. Entonces

(a ∨ b) ∧ c = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c) ∧ c = [(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c)] ∧ c,
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pero a∧ c ≤ c y b∧ c ≤ c, entonces (a∧ c)∨ (b∧ c) ≤ c, usando lo modular, tenemos
que:

(a ∨ b) ∧ c = [(a ∧ c) ∨ (b ∧ c)] ∨ [(a ∧ b) ∧ c],
pero [(a ∧ c) ∨ (b ∧ c)] ≤ [(a ∧ b) ∧ c]. Así que (a ∨ b) ∧ c = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c), luego
(X,≤) es distributiva. �

Describimos las retículas C5, D3:
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Ahora, usemos C5 para obtener la siguiente equivalencia de retículas modulares:

Teorema 5.6. Una retícula es modular si y sólo si no tiene sub-retículas isomorfas
a C5

Demostración:

Supongamos que L ∈ Ob(Pos) y contiene un conjunto {x, a, b, y} con las rela-
ciones de C5, entonces: tenemos que x ≤ y y

x ∨ (a ∧ y) = x ∨ b = x < y = c ∧ y = (x ∨ a) ∧ y
Entonces L no es modular.
Ahora, supongamos que L no es modular, entonces existen u, v, w ∈ L tales que

u ≤ w pero no sucede que u∨(v∧w) = (u∨v)∧w,pero u ≤ w, y u ≤ (v∨u),entonces
u es cota inferior de {u∨v, w}, pero v∧w ≤ w ≤ v∨w, luego también v∧w es cota
inferior de {u∨ v, w}, luego v ∧w ≤ (u∨ v)∧w y u ≤ (u∨ v)∧w, luego (u∨ v)∧w
es cota superior de {u, v ∧ w}, luego u ∨ (v ∧ w) ≤ (u ∨ v) ∧ w. Así que si L no
modular existen u, v, w ∈ L tales que u ≤ w y u ∨ (v ∧ w) < (u ∨ v) ∧ w.
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1. Así, si L no modular existen u, v, w ∈ L tales que u ≤ w y u ∨ (v ∧ w) <
(u ∨ v) ∧ w. Si v ≥ u ∨ (v ∧ w), entonces v ≥ u, luego (u ∨ v) ∧ w = v ∧ w,
pero u ∨ (v ∧ w) = v ∧ w ya que u ≤ v y u ≤ w, entonces u ≤ v ∧ w, luego
u∨ (v∧w) = (u∨ v)∧w lo cual no puede ser. Pero si v ≤ u∨ (v∧w) ≤ (u∨ v)∧w,
así que v ≤ (u ∨ v) ∧ w, entonces v ≤ w, y u ∨ (v ∧ w) = u ∨ v, pero u ≤ u ≤ u ∨ v
entonces u ≤ w y v ≤ w, luego u ∨ v ≤ w, por tanto (u ∨ v) ∧ w ≤ u ∨ v, luego
u ∨ (v ∧ w) = (u ∨ v) ∧ w, lo cual no puede ser.

2. Luego, v es incomparable con u ∨ (v ∧ w) y (u ∨ v) ∧ w.
3. Pero, v∨u∨(v∧w) = v∨u, ya que v∧w ≤ v ≤ v∨u, entonces v∧w ≤ v∨u,

luego v ∨ u∨ (v ∧w) = (v ∨ u)∨ (v ∧w) = v ∨ u. Además (v ∨ u)∧w ≤ v ∨ u y por
tanto v ∨ u = v ∨ ((v ∨ u)∧w). Ya que v ∨ ((v ∨ u)∧w) ≤ v ∨ (v ∨ u) = v ∨ u, pero
u ≤ v ∨ u y u ≤ w, luego u ≤ (v ∨ u) ∧ w, luego v ∨ u ≤ v ∨ ((v ∨ u) ∧ w). O sea
v ∨ ((v ∨ u) ∧ w) = v ∨ u. O sea v ∨ u ∨ (v ∧ w) = v ∨ u = v ∨ ((v ∨ u) ∧ w)

4. De manera análoga: v ∧ (u ∨ v) ∧ w = v ∧ w, ya que v ∧ (u ∨ v) ∧ w =
(v∧w)∧ (v∨u) y como v∧w ≤ v ≤ v∨u, entonces v∧ (u∨ v)∧w = v∧w. Ahora,
veamos v∧(u∨(v∧w)). Como v∧w ≤ u∨(v∧w) y es claro que v∧w ≤ v, entonces
v ∧ w ≤ v ∧ (u ∨ (v ∧ w)), como u ≤ w y v ∧ w ≤ w, entonces w es cota superior
de {u, v ∧ w}, luego u ∨ (v ∧ w) ≤ w, luego v ∧ (u ∨ (v ∧ w)) ≤ v ∧ w, por tanto
v∧ (u∨v)∧w = v∧w = v∧ (u∨ (v∧w)). Finalmente si a = v, b = v∧w, c = v∨u,
x = u ∨ (v ∧w), y = (u ∨ v) ∧w, Comprobemos que b ≤ a ≤ c y b ≤ x ≤ y ≤ c. Lo
cual es cierto ya que b = v ∧ w ≤ v = a y b = v ∧ w ≤ v ∨ u = c por 3. se cumple.
Ahora, sea x = u ∨ (v ∧ w) < (u ∨ v) ∧ w = y, x = u ∨ (v ∧ w) ≤ v ∨ u = c, por 3.

�

Ahora, obtenemos una completa caracterización de las retículas distributivas:

Teorema 5.7. L es una retícula distributiva si y sólo si no contiene sub-retículas
isomorfas a C5 y no contiene sub-retículas isomorfas a D3

Demostración: Supongamos que contiene una subretícula isomorfa a C5 entonces
no es modular pero si contiene una sub-reticula de la forma D3, entonces existen
a, b, c, x, y ∈ L tales que (a ∧ x) ∨ (a ∧ y) = b, pero a ∧ (x ∨ y) = a ∧ c = a, pero
b < a, luego L no es distributiva.

Ahora supongamos que L no es distributiva, pero no contiene sub-reticulas
isomorfas a C5 y no contiene sub-retículas isomorfas aD3, si no es modular, contiene
una sub-retícula de la forma C5, pero L no cumple eso, luego L es modular pero
no distributivo, entonces por el Teorema 5.6, entonces existen a, b, c ∈ L tales que
(a∧ b)∨ (a∧ c)∨ (b∧ c) < (a∨ b)∧ (a∨ c)∧ (b∨ c) sea x = (a∧ b)∨ (a∧ c)∨ (b∧ c)
e y = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c), entonces x < y, sean:

u = (a ∨ (b ∧ c)) ∧ (b ∨ c)
v = (b ∨ (a ∧ c)) ∧ (a ∨ c)
w = (c ∨ (a∧)b) ∧ (a ∨ b), se mostrará que u ∧ v = u ∧ w = v ∧ w = x y

u ∨ v = u ∨ w = v ∨ w = y. Antes mostremos que:
u = (a ∧ (b ∨ c)) ∨ (b ∧ c)
v = (b ∧ (a ∨ c)) ∨ (a ∧ c)
w = (c∧ (a∨)b)∨ (a∧ b). Para esto veamos el siguiente esquema: u = (a∨ (b∧

c)) ∧ (b ∨ c) = ((b ∧ c) ∨ a) ∧ (b ∨ c) y como b ∧ c ≤ c ≤ b ∨ c, entonces b ∧ c ≤ b ∨ c,
luego podemos aplicar la modularidad y obtener u = (b ∧ c) ∨ (a ∧ (b ∨ c)) =
(a ∧ (b ∨ c)) ∨ (b ∧ c). Siguiendo con el esquema para u ∧ v, tenemos que:
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u∧ v = (a∨ (b∧ c))∧ (b∨ c)∧ (b∨ (a∧ c))∧ (a∨ c), pero a∧ c ≤ c ≤ a∨ c, luego
b∨(a∧c) ≤ b∨c, por tanto (b∨c)∧(b∨(a∧c)) = b∨(a∧c) y como b∧c ≤ a∨c, entonces
a∨(b∧c) ≤ a∨(a∨c) = a∨c, luego: u∧v = (a∨(b∧c))∧(a∨c)∧(b∨c)∧(b∨(a∧c)) =
(a∨ (b∧ c))∧ (b∨ (a∧ c)) = ((b∧ c)∨a)∧ (b∨ (a∧ c)), y como b∧ c ≤ b ≤ b∨ (a∧ c),
entonces por modularidad u∧v = (b∧c)∨(a∧(b∨(a∧c))) = (b∧c)∨ [((a∧c)∨b)∧a]
y como a∧ c ≤ a y por modularidad, u∧ v = (b∧ c)[(a∧ c)∨ (b∧ a)] = x. siguiendo
el mismo esquema obtenemos que u ∧w = v ∧w = x y u ∨ v = u ∨w = v ∨w = y.

Observemos que u, v, w son incomparables en L. Supongamos que u ≤ v,
entonces u = u ∧ v = x, entonces a ≤ u y v ≤ b, luego a ≤ b y además u ∧ w = u,
luego a ≤ u ≤ w ≤ c, entonces a ≤ c, luego x = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) < y =
(a∨ b)∧ (a∨ c)∧ (b∨ c), por tanto x = a∨a∨ (b∧ c) < b∧ c∧ (b∨ c), pero a ≤ b∧ c,
luego x = b ∧ c pero b ∧ c ≤ b ∨ c, luego y = b ∧ c, por tanto b ∧ c < b ∧ c, lo cual
es una contradicción, en los demás casos se sigue el mismo esquema, así que u, v, w
son incomparables en L. Por tanto el conjunto {u, v, w, x, y} ⊆ L forman un poset
isomorfo a D3. �

Veamos la siguiente caracterización de retícula distributiva.

Teorema 5.8. L = (X,≤X) es retícula distributiva si y sólo si existe a lo más una
solución de las ecuaciones:

a ∧ x = b, a ∨ x = c · · · (∗)

Demostración: Sea L distributiva y supongamos que x, y son soluciones de (*),
entonces x = x∧(x∨a) = x∧(a∨y) = (x∧a)∨(x∧y) = (y∧a)∨(x∧y) = y∧(y∨a) = y,
luego x = y.

Ahora, si L es no distributiva entonces con la misma notación de las �guras C5

y D3, se tiene que x, y son soluciones diferentes de las ecuaciones (∗). �

6. Ideales y �ltros en retículas distributivas

De�nición 6.1. Sean L retícula distributiva y I ⊆ L, diremos que I es un ideal de
L, si:

1) 0 ∈ I.
2) Si cada que a, b ∈ I, entonces a ∨ b ∈ I.
3) Si b ≤ a y a ∈ I, entonces b ∈ I.

Además, un ideal es propio si no es todo L. Un ideal propio I es primo, si a∧ b ∈ I
implica que a ∈ I o b ∈ I. Por último, un ideal I es máximo si es propio y no está
contenido propiamente en otro ideal.

De�nición 6.2. Sea L retícula distributiva y F ⊆ L, diremos que F es un �ltro
de L, si:

1) 1 ∈ F .
2) Si cada que a, b ∈ F , entonces a ∧ b ∈ F
3) Si a ≤ b y a ∈ F , entonces b ∈ F .

Además, un �ltro es propio si no es todo L. Un �ltro propio F es primo, si a∨b ∈ F
implica que a ∈ F o b ∈ F . Por último, un �ltro F es máximo si es propio y no
está contenido propiamente en otro ideal.

Teorema 6.3. Sean I ideal y F �ltro propios de L dónde L es una retícula ditribu-
tiva. Si I ∩ F = ∅, entonces existe F tal que F es �ltro primo y máximo con la
propiedad de que I ∩ F = ∅.
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Demostración:

Sea F = {M : M �ltro propio de L,F ⊆ M, I ∩M = ∅}. Veamos que F es
copo no vacío, para poder usar el Lema de Zorn. Es claro que F ∈ F y F es
ordenado con la relación de subconjunto. Ahora, sea C ⊆ F una cadena, veamos
que

⋃
C ∈ F. Sean a, b ∈

⋃
C, entonces a ∈ Fa ∈ C ⊆ F y b ∈ Fb ∈ C ⊆ F. Sin

pérdida de generalidad podemos suponer que Fa ⊆ Fb. Entonces a, b ∈ Fb, luego
a ∧ b ∈ Fb ∈ F. Ahora, si a ∈

⋃
C y a ≤ b, entonces a ∈ Fa para algún Fa ∈ C,

luego b ∈ Fa ∈ C, así b ∈
⋃
C. Entonces

⋃
C es �ltro. Como F sólo tiene �ltros

propios, entonces
⋃
C es un �ltro propio, además

⋃
C ∩ I = ∅ y M ⊆

⋃
C, luego⋃

C ∈ F, por lo que F tiene un elemento máximo. Sea F tal máximo, es claro que
F ∩ I = ∅ y además F ⊆ F .

Veamos que F es primo. Supongamos que a /∈ F y b /∈ F pero a ∨ b ∈ F .
Si G = {x ∈ L : x ∨ b ∈ F}, entonces es claro que a ∈ G. Veamos que G es
�ltro. Sean c, d ∈ G, como c ∨ b, d ∨ b ∈ F , entonces (c ∨ b) ∧ (d ∨ b) ∈ F . Pero
(c ∨ b) ∧ (d ∨ b) = (c ∧ d) ∨ b, luego (c ∧ d) ∈ G. Ahora, si c ∈ G y c ≤ d, entonces
c ∨ b ≤ d ∨ b, pero c ∨ b ∈ F , luego d ∨ b ∈ F , luego d ∈ G y G es �ltro. Notemos
que F ⊆ G, ya que si x ∈ F , entonces x ≤ x∨ b, pero x∨ b ∈ F , es decir, x ∈ G. En
consecuencia F ⊆ G, pero a ∈ G y a /∈ F , entonces F ⊆ G pero G 6= F . Si G no es
propio, tendremos que, 0 ∈ G, entonces 0 ∨ b ∈ F , luego b ∈ F , lo que es absurdo,
así que G es propio, luego G /∈ F.

Así que G /∈ F, luego G∩ I 6= ∅. Sea c1 ∈ G∩ I, entonces c1∨ b ∈ F . De�nimos
H = {x : x ∨ c1 ∈ F}, se demuestra que F ⊆ H y H es un �ltro y que b ∈ H pero
b /∈ F , luego H 6= F . Si H no fuera propio, entonces 0 ∈ H, luego 0 ∨ c1 ∈ F , así
que c1 ∈ F ∩ I, lo que es absurdo. Por lo que H también es propio, así que H /∈ F,
luego H ∩ I 6= ∅. Por tanto existe c2 ∈ H ∩ I, luego c1 ∨ c2 ∈ I, pero también
c1 ∨ c2 ∈ F , o sea c1 ∨ c2 ∈ I ∩ F , lo cual no es posible. Luego F es primo. �

Veamos el siguiente teorema:

Teorema 6.4 (Birkho�). Sean I, F ideal y �ltro propio respectivamente de una
retícula distributiva L, Si F ∩ I = ∅, entonces existen I ⊆ L y F ⊆ L ideal y �ltro
primos tales tales que I ⊆ I F ⊆ F y I ∩ F = ∅.

Demostración:

Por el Teorema 6.3, existe F �ltro máximo primo tal que F ∩ I = ∅. Entonces
dualizando la demostración del Teorema 6.3 cambiando ∧ por ∨ y �ltro por ideal
existe I ideal máximo primo tal que F ∩ I = ∅ y I ⊆ I. �

Corolario 6.5. Sean L una retícula distributiva y a, b ∈ L. Si a � b, entonces

existe un �ltro primo F tal que a ∈ F pero b /∈ F .

Demostración: Sean F = {c ∈ L : a ≤ c} y I = {d ∈ L : d ≤ b}. Es claro
que I es ideal y F �ltro. Supongamos que x ∈ I ∩ F . Entonces a ≤ x y x ≤ b,
entonces a ≤ b lo cual no es posible así que existen I ideal primo F �ltro primo tal
que F ⊆ F , I ⊆ I, I ∩ F = ∅ por el teorema anterior. Además, es claro que a ∈ F ,
luego a ∈ F y b ∈ I. Si a, b ∈ F , a ∧ b ∈ F , pero a ∧ b ≤ b, luego a ∧ b ∈ I, luego
a ∧ b ∈ I, luego a ∧ b ∈ I ∩ F , lo cual no puede ser. Luego b /∈ F �
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7. Álgebras de Heyting y álgebras Booleanas

De�nición 7.1. Sea L un poset con 0 y con in�mos �nitos (es decir L es ∧-
semiretícula acotada), si existe el maximo del conjunto {b ∈ L : a ∧ b = 0} se
denotara como a∗. Llamaremos a a∗, cuando exista, el pseudocomplemento de a.

Lema 7.2. Sea L un poset con 0 y con in�mos �nitos entonces a∗ cumple que
b ∧ a = 0 si y sólo si b ≤ a∗.

Demostración: Es claro que si b∧a = 0, entonces b ∈ {b : b∧a = 0}, luego b ≤ a∗,
ahora si b ≤ a∗, entonces b ∧ a ≤ a∗ ∧ a = 0, recordar que a∗ ∈ {b : b ∧ a = 0} y es
el más grande, entonces b ∧ a = 0. �

Lema 7.3. Sea L un poset con 0 y con in�mos �nitos, donde para todo a ∈ L,
existe a∗, entonces:

1. a ≤ b⇒ b∗ ≤ a∗.
2. a ≤ b⇒ a∗∗ ≤ b∗∗.
3. a ≤ a∗∗.
4. a∗∗∗ = a∗

5. (a ∧ b)∗∗ = a∗∗ ∧ b∗∗

Demostración:

1. Si a ≤ b⇒ a ∧ b∗ ≤ b ∧ b∗ = 0, luego a ∧ b∗ = 0, entonces b∗ ≤ a∗.
2. Si a ≤ b⇒ b∗ ≤ a∗ ⇒ a∗∗ ≤ b∗∗.
3. Como a∗ ∧ a = 0⇒ a ≤ a∗∗.
4. Por 3. y 1. , tenemos que a∗∗∗ ≤ a∗, por 3., a∗ ≤ (a∗)∗∗ = a∗∗∗, luego

a∗∗∗ = a∗.
5. Como a ∧ b ≤ a y a ∧ b ≤ b, entonces (a ∧ b)∗∗ ≤ a∗∗ y (a ∧ b)∗∗ ≤ b∗∗,

luego (a∧ b)∗∗ ≤ a∗∗ ∧ b∗∗. Ahora, si a∧ b = 0, entonces b ≤ a∗, entonces a∗∗ ≤ b∗,
entonces a∗∗ ∧ b ≤ b∗ ∧ b = 0, entonces a∗∗ ∧ b = 0. Si a∗∗ ∧ b = 0, como a ≤ a∗∗,
entonces a ∧ b ≤ a∗∗ ∧ b = 0, luego a ∧ b = 0.

Como a ∧ b ≤ (a ∧ b)∗∗ = ((a ∧ b)∗)∗, luego (a ∧ b) ∧ (a ∧ b)∗ = 0, luego
a ∧ (b ∧ (a ∧ b)∗) = 0, luego a∗∗ ∧ (b ∧ (a ∧ b)∗) = 0 �

Teorema 7.4. Si L es retícula distributiva y a, b ∈ L tienen pseudocomplementos,
entonces a ∨ b tiene pseudocomplemento y (a ∨ b)∗ = a∗ ∧ b∗.

Demostración: Primero, demostremos que (a ∨ b) ∧ (a∗ ∧ b∗) = 0, pero (a ∨ b) ∧
(a∗ ∧ b∗) = ((a ∨ b) ∧ a∗) ∧ b∗ = ((a ∧ a∗) ∨ (b ∧ a∗)) ∧ b∗ = (0 ∨ (b ∧ a∗)) ∧ b∗ =
(b∧ a∗)∧ b∗ = (b∧ b∗)∧ a∗ = 0∧ a∗ = 0. Ahora, si c ∈ L y (a∨ b)∧ c = 0, entonces
(a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = 0, entonces a ∧ c = 0 y b ∧ c = 0, luego c ≤ a∗ y c ≤ b∗, luego
c ≤ a∗ ∧ b∗, luego (a ∨ b)∗ = a∗ ∧ b∗. �

De�nición 7.5. Sea L una retícula y a ∈ L, el complemento de a es b ∈ L tal que
a ∧ b = 0 y a ∨ b = 1

Proposición 7.6. Sea L una retícula distributiva, entonces todo complemento es
pseudocomplemento y es único.

Demostración: Sean a, b ∈ L y b un complemento de a. Si c ∈ L tal que a∧c = 0,
entonces c = c ∧ 1 = c ∧ (a ∨ b) = (c ∧ a) ∨ (c ∧ b) = 0 ∨ (c ∧ b) = c ∧ b, luego c ≤ b,
luego b = a∗. Por el Teorema 5.8, el complemento es único. �

Veamos otra propiedad del pseudocomplemento:
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Lema 7.7. Si L es retícula distributiva, a ∈ L y a∗ tienen pseudocomplemento ,
entonces (a ∨ a∗)∗ = 0

Demostración: Supongamos que b∧ (a∨ a∗) = 0, entonces (b∧ a)∨ (b∧ a∗) = 0,
luego b ∧ a = 0 y b ≤ (a∗)∗, luego b ≤ a∗ y b ≤ a∗∗, luego b ≤ a∗ ∧ a∗∗, como
(a ∨ a∗)∗ = (a ∧ a∗∗), luego 0 = b ∧ (a ∨ a∗)∗, entonces (a ∨ a∗)∗ = 0 �

De�nición 7.8. Sea L un ∧-semiretícula con 0. Diremos que es una semiretícula
de Heyting si existe una operación _ → _ tal que para todo a, b, c ∈ L se cumple
que c ≤ a→ b⇔ c ∧ a ≤ b. Si L es retícula entonces diremos que L es un álgebra
de Heyting

Lema 7.9. Si L es una semiretícula de Heyting o álgebra de Heyting, entonces
a→ 0 es el el pseudocomplemento de a.

Demostración: Bastará demostrar que c ∧ (a → 0) ⇔ c ≤ a → 0, qué se deduce
de colocar b = 0 en la de�nición. �

Lema 7.10. La operación a→ _ es adjunta derecha de la operación a ∧_
Demostración: Sean b1 ≤ b2, entonces a∧b1 ≤ a∧b2, sabemos que a→ b1 ≤ a→
b1, luego (a→ b1) ∧ a ≤ b1, luego (a→ b1) ∧ a ≤ b2, por tanto (a→ b1) ≤ a→ b2,
luego a → _ es monótona y por de�nición a ∧ c ≤ b ⇔ c ≤ a → b, lo que signi�ca
que a→ _ es adjunto derecho de a ∧_. �

Teorema 7.11. 1. Si L es ∧-semirtícula si es de Heyting, tiene una sóla operación
que la hace de Hayting.

2. Si L es ∧-semiretícula de Heyting, es distributiva en in�mos sobre los supre-
mos que existen. En particular un álgebra de Heyting es distributiva.

3. Si L es ∧-semiretícula de Heyting, entonces para todo a, b, c ∈ L se cumple
que (a ∧ b)→ c = a→ (b→ c)

Demostración: 1. Sea _ → _ y _ →′ _ dos operaciones tal que L es ∧-
semiretícula de Heyting, como para todo a ∈ L: a→ _ y a→′ _ son dos funciones
adjuntas derechas de a ∧ _, entonces para todo c ∈ L, tenemos que c ∧ a ≤ b ⇔
c ≤ a→ b⇔ c ≤ a→′ b, si c = a→ b, es claro que (a→ b) ≤ (a→ b)⇒ a→ b ≤
a →′ b, ahora si c = a →′ b, como a →′ b ≤ a →′ b ⇒ a →′ b ≤ a → b, luego para
todo a, b ∈ L se cumple que a→ b = a→′ b.

2. Sean A = {ai : i ∈ J} ⊆ L si existe ∨A ∈ L y a ∈ L, queremos demostrar,
a ∧ (∨A) = ∨{a ∧ ai : i ∈ J}, pero a ∧_ es adjunto izquierdo de a → _, entonces
a ∧_ preserva supremos que existan, es decir a ∧ ∨A = ∨{a ∧ ai : i ∈ J}. Para un
álgebra de Heyting, usar que siempre existen los supremos de �nitos y luego aplicar
lo anterior para implicar que es distributiva.

3. Si para todo a, b, c, x ∈ L se cumple que x ≤ (a∧b)→ c⇔ x ≤ a→ (b→ c),
entonces (a ∧ b) → c = a → (b → c), se puede usar x = (a ∧ b) → c e implicar
que (a ∧ b) → c ≤ a → (b → c) y luego tomar x = a → (b → c) e implicar que
a → (b → c) ≤ (a ∧ b) → c. Así, x ≤ (a ∧ b) → c ⇔ x ∧ a ∧ b ≤ c ⇔ x ∧ a ≤ b →
c⇔ x ≤ a→ (b→ c). �

Teorema 7.12. Sea L una retícula completa. Entonces L admite una operación
para ser una álgebra de Heyting si y sólo si se cumple: (∨i∈Jai) ∧ a = ∨i∈J(ai ∧
a) · · · (∗).

Para todo {ai : i ∈ J} ⊆ L y a ∈ L.
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Demostración: Como a ∧ _ es monótona una operación de Heyting deberá ser
adjunta derecha y existirá si y sólo si a∧_ preserva supremos lo cual se asegura si
se cumple (∗) y L retícula completa. �

Teorema 7.13. Si L es un álgebra de Heyting, entonces se cumple (∨i∈Jai)∗ =
∧i∈Ja∗i cuando existen ∨i∈Jai, y (∨i∈Jai)∗.

Demostración:

Probaremos que para todo c ∈ L, se cumple que c ≤ (∨i∈Jai)∗ ⇔ c ≤ a∗i para
todo i ∈ J . Entonces c ≤ (∨i∈Jai)∗ ⇔ c ∧ ∨i∈Jai = 0⇔, usando el Teorema 7.12,
∨i∈J(c∧ ai) = 0⇔ c∧ ai = 0 para. todo i ∈ J ⇔ c ≤ a∗i para todo i ∈ J . Luego si
c = (∨i∈Jai)∗, entonces (∨i∈Jai)∗ ≤ a∗i para todo i ∈ J , luego (∨i∈Jai)∗ ≤ ∧i∈Ja∗i .
Si c = ∧i∈Ja∗i , entonces ∧i∈Ja∗i ≤ (∨i∈Jai)∗, luego (∨i∈Jai)∗ = ∧i∈Ja∗i . �

Lema 7.14. Sea L una retícula. La operación binaria → hace a L álgebra de
Heyting si y sólo si para todo a, b, c ∈ L se cumplen:

1. a→ a = 1
2. a ∧ (a→ b) = a ∧ b
3. b ∧ (a→ b) = b
4. a→ (b ∧ c) = (a→ b) ∧ (a→ c).

Demostración: Supongamos que L con → es un álgebra de Heyting, entonces:
1. Veri�quemos que para todo c ∈ L se cumple que c ≤ a → a pero esto es

equivalente a que c ∧ a ≤ a, lo cual es cierto luego a→ a = 1.
2. Primero, como (a → b) ≤ (a → b), luego (a → b) ∧ a ≤ b, por tanto

a ∧ (a → b) ≤ b, pero a ∧ (a → b) ≤ a, luego a ∧ (a → b) ≤ a ∧ b. Por otro lado,
como (a ∧ b) ∧ a ≤ b, entonces a ∧ b ≤ a → b, entonces a ∧ b ≤ a ∧ (a → b). Por
tanto a ∧ (a→ b) = a ∧ b.

3. Como b ∧ a ≤ b, entonces b ≤ a→ b, por tanto b ∧ (a→ b) = b.
4. Como a → _ es adjunta derecha de a ∧ _ entonces preserva ín�mos luego

a→ (b ∧ c) = (a→ b) ∧ (a→ c).
Ahora, suponga que → cumple las ecuaciones 1. · · · 4., luego, si c ≤ a → b,

tenemos que c ∧ a ≤ a ∧ (a → b) = a ∧ b ≤ b, ahora si c ∧ a ≤ b, entonces
c∧ (a→ c) = c, luego c = c∧ (a→ c) ≤ a→ c = (a∧a)∧ (a→ c), ya que a∧a = 1,
luego c ≤ (a ∧ a) ∧ (a→ c) = a→ (a ∧ c).

Pero a→ _ es monótona En efecto, si c ≤ d, entonces a→ c = a→ c ∧ d pero
a → c ∧ d = (a → c) ∧ (a → d) ≤ a → d, luego a → c ≤ a → d. Regresemos a
nuestra demostración. Como a ∧ c ≤ b y c ≤ a→ (a ∧ c) ≤ a→ b, luego c ∧ a ≤ b
si y sólo si c ≤ a→ b, luego L con la operación → es un álgebra de Heyting. �

De�nición 7.15. Si L una retícula distributiva con complementos, diremos que L
es una álgebra de Boole.

Teorema 7.16. Toda álgebra de Boole es una álgebra de Heyting.

Demostración: Sea L un álgebra de Boole. Como L es ditributiva: sus com-
plementos son pseudocomplementos. Debemos de�nir → en L para convertirlo en
álgebra de Heyting. De�nimos: para todo a, b ∈ L sea a→ b = a∗ ∨ b. Veamos que
cumple de ser la operación apropiada:

Sea a, b, c ∈ L y suponemos que c ≤ a → b, entonces c ≤ a∗ ∨ b, luego c ∧ a ≤
(a∗ ∨ b)∧a = (a∗ ∧a)∨ (b∧a) = 0∨ (a∧ b) = a∧ b ≤ b. Ahora, si d el complemento
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de a, entonces d = a∗, asi que 1 = d ∨ a = a∗ ∨ a, luego, si c ∧ a ≤ b, entonces
c = c ∧ 1 = c ∧ (a∗ ∨ a) = (c ∧ a∗) ∨ (c ∧ a) ≤ (c ∧ a∗) ∨ b ≤ a∗ ∨ b = a→ b. �

Lema 7.17. Sea L un álgebra Booleana, entonces para todo a ∈ L se cumple que
(a∗)∗ = a y φ : L→ Lop, donde Lop es el álgebra Booleana con el orden opuesto de
L y φ de�nido como φ(a) = a∗ es isomor�smo de álgebras Booleanas.

Demostración: Como L es distributiva el complemento de a es a∗ y a∗∗ es el
complemento de a∗, luego a ∨ a∗ = 1 y a ∧ a∗ = 0 y a∗ ∨ a∗∗ = 1 y a∗ ∧ a∗∗ = 0.
Observemos las ecuaciones a∗ ∨ x = 1, a∗ ∧ x = 0 tienen como solución a a y a a∗∗,
ya que L es distributiva, por el Teorema 5.8 , tenemos que a = a∗∗.

Ahora, veamos que φ es monótona sean a ≤ b, sabemos que b∗ ≤ a∗, o sea
a∗ ≤op b∗. . sobreyectiva y preserva complementos supremos e ín�mos .

Como es álgebra de Heyting entonces (∨i∈jai)∗ = ∧i∈Ja∗i , que es el supremo
de {a∗i : i ∈ J} en Lop, ahora sea (∧i∈jai)∗ = (∧i∈Ja∗∗i )∗ = ((∨i∈Ja∗i )∗)∗ =
(∨i∈Ja∗i )∗∗ = (∨i∈Ja∗i ) que es el in�mo de {a∗i : i ∈ J} en Lop. O sea φ preserva
supremos e ín�mos.

Pero φ(a∗) = a∗∗ = φ(a)∗, o sea φ preserva complementos.
Sea a ∈ Lop, entonces φ(a∗) = a∗∗ = a, o sea φ es biyectiva. �

Ahora veamos la propiedad recíproca al Teorema 7.16 .

Teorema 7.18. Sea L una álgebra de Heyting, L es álgebra Booleana si y sólo si
L cumple que (a∗)∗ = a para todo a ∈ L.

Demostración: Sea L un álgebra Booleana entonces es de Heyting, ver Teorema
7.16, por Lema 7.17, tenemos que a∗∗ = a.

Sea L un álgebra de Heyting, entonces es distributiva ver Teorema 7.11, 2.,
además siempre existen los pseudocomplementos, ver Lema 7.9 , veamos que si
a∗∗ = a, a∗ es un complemento. Es decir a∗∨a = 1 y a∧a∗ = 0. Pero φ : L→ Lop,
del Lema 7.17 es isomor�smo y 1 = φ(0) = φ(∧{a, a∗}) = φ(a)∨φ(a∗) = a∗∨a∗∗ =
a ∨ a∗, luego 1 = a ∨ a∗, por ,luego 1∗ = (a ∨ a∗)∗ = a∗ ∧ a∗∗ = a ∧ a∗. Ahora,
demostremos que b ∧ 1 = 0 ⇔ b ≤ 0 para concluir que 1∗ = 0. Supongamos que
b ∧ 1 = 0, luego b = 0 entonces b ≤ 0. Ahora, si b ≤ 0, como b ∧ 1 = b, entonces
b ∧ 1 ≤ 0, luego b ∧ 1 = 0, por tanto 1∗ = 0. �

Usando el isomor�smo φ, conluimos que

Corolario 7.19. Si L es álgebra Booleana, {ai : i ∈ J} ⊆ L, ∨i∈Jai,∧i∈Jai ∈ L,
entonces (∨i∈Jai)∗ = ∧i∈Ja∗i y (∧i∈Jai)∗ = ∨i∈Ja∗i
Demostración:

Usar que φ preserva supremos e ín�mos de L en supremos e ín�mos de Lop.
�

Un mor�smo de álgebras Booleanas manda, por de�nición, complementos en
complementos, sin embargo

Lema 7.20. Si B álgebra Booleana L reticula y f : B → L, mor�smo de retícula,
entonces para todo a ∈ B, tenemos que f(a∗) = f(a)∗.

Demostración:

Como f preserva ín�mos y supremos de conjuntos �nitos entonces f(0B) = 0L
y f(1B) = 1L, además f [B] es una retícula distributiva. Sea f(a∗) ∨ 1L = f(a∗) ∨
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f(1B) = f(a∗∨1B) = f(1B) = 1L y también, f(a∗)∨1L = f(a∗∨1B) = f(1B) = 1L,
por el Teorema 5.8, f(a∗) = f(a)∗. �

Ahora, veamos como son los �ltros en una álgebra Booleana.

Teorema 7.21. Sea L una álgebra Booleana. Si F ⊆ L �ltro. Entonces son
equivalentes

1. F es maximal.
2. F es primo.
3. Para todo a ∈ L,a ∈ F o a∗ ∈ F .

Demostración:

1.⇒ 2. Sea F maximal, entonces F es propio, existe a ∈ L \ F y supongamos
que existe b ∈ L tal que a∨ b ∈ F , sea G = {x ∈ L : x∨ b ∈ F}, es claro que F ⊆ G,
y además como a ∨ b ∈ F , entonces a ∈ G \ F . Entonces G no es propio, es decir
G = L, luego 0 ∈ G, es decir b = 0 ∨ b ∈ F , luego b ∈ F . Por tanto F es primo.

2.⇒3. Sea a ∈ L, como a ∨ a∗ = 1 ∈ F , entonces a ∈ F o a∗ ∈ F .
3.⇒1. Sea G �ltro tal que F ⊆ G, si a ∈ G \ F , entonces a∗ ∈ F , luego

a, a∗ ∈ G, por tanto a ∧ a∗ = 0 ∈ G, luego G = L, por tanto F es maximal. �

Ahora, podemos completar una ∧-semiretícula de Heyting hasta una álgebra
Booleana. Observemos que si L es ∧-semiretícula de Heyting, , por el Teorema
7.11, L es ditributiva y además tiene complementos

De�nición 7.22. Sea L una ∧-semiretícula de Heyting, de�nimos BL(L) = {a ∈
L : a∗∗ = a} ⊆ L
Proposición 7.23. Sea L una ∧-semiretícula de Heyting, entonces BL(L) es un
álgebra booleana con supremo de a, b ∈ BL(L) de�nido como a ∨′ b = (a∗ ∧ b∗)∗

Demostración: Sea BL(L) con el mismo orden que L y para a, b ∈ BL(L) a∧′ b =
a∧ b, pero a∨′ b = (a∗ ∧ b∗)∗. Veamos que ∨′ es un supremo para conjuntos �nitos
en BL(L).

Sean a, b ∈ BL(L), veamos que (a∗ ∧ b∗)∗ es cota superior de {a, b}. Sea
x ∈ {a, b}, entonces x ∧ (a∗ ∧ b∗) = 0, ya que si x = a, entonces x ∧ a∗ = 0,
luego x ∧ (a∗ ∧ b∗) = 0, de igual manera si x = b, luego x ≤ (a∗ ∧ b∗)∗, luego
(a∗ ∧ b∗)∗ es cota superior de {a, b}. Ahora, sea c ∈ BL(L) tal que c es cota
superior de {a, b}, entonces a ≤ c y b ≤ c, entonces c∗ ≤ a∗ y c∗ ≤ b∗, ver Lema 7.3.
Luego c∗ ≤ a∗ ∧ b∗, por Lema 7.3, tenemos que (a∗ ∧ b∗)∗ ≤ c∗∗ = c. Como para
a, b ∈ BL(L), se cumple, ver Lema 7.3, que (a∧b)∗∗ = (a∗∗∧b∗∗)∗ = a∧b, entonces
a ∧ b ∈ BL(L). Además si a ∈ BL(L), entonces a∗ ∈ BL(L), ya que a∗∗∗ = a∗,
entonces (a∗ ∧ b∗)∗ ∈ BL(L), cuando a, b ∈ BL(L), luego _ ∨′ _ es un supremo en
BL(L).

Ahora veamos que si a, b ∈ BL(L), entonces a → b ∈ BL(L), ver Lema 7.9 ,
pero a → b = a → b∗∗ = a → ((b → 0)∗ = a → ((b → 0) → 0), ya que b → 0 = b∗,
luego, ver , Teorema 7.11, 3., a → b = (a ∧ (b → 0)) → 0 = (a ∧ b∗)∗, pero por
los comentarios anteriores tenemos que a → b ∈ BL(L). O sea que BL(L) es
álgebra de Heyting tambien luego es distributiva. Sólo resta demostrar que para
a ∈ BL(L) se cumple que a∨′ a∗ = 1BL. pero a∨′ a∗ = (a∗ ∧ a∗∗)∗ = 0∗ = 1L, solo
resta demostrar que 1BL(L) = 1L, es su�ciente demostrar que 1L ∈ BL(L). Pero
(1∗L)∗ = 0∗L = 1L. �

Finalizamos esta sección con las siguientes propiedades en las álgebras de Heyt-
ing:
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Lema 7.24. Si L es una álgebra de Hayting, son equivalentes:
1. Para todo a, b ∈ L, (a ∧ b)∗ = a∗ ∨ b∗.
2. Para todo a ∈ L, (a∗ ∨ a∗∗) = 1.
3. Para todo a ∈ BL(L), tiene complemento en L.
4. Para todo a, b ∈ L, (a ∨ b)∗∗ = a∗∗ ∨ b∗∗.
5. BL(L) es subretícula de L

Demostración: 1.⇒2.Sean a, b ∈ L, evaluemos (a∗ ∨ a∗∗) = (a ∧ a∗)∗ = 0∗ = 1.
2.⇒3. Sea a ∈ BL(L), entonces a∗∗ = a, demostremos que a∗ es complemento

de a, pero sólo resta demostrar que:(a ∨ a∗) = 1, pero a∗∗ = a, luego a ∨ a∗ =
a∗∗ ∨ a∗ = 1.

3.⇒4. Sabemos que (a ∨ b)∗∗ = (a∗ ∧ b∗)∗, veamos que (a∗ ∧ b∗)∗ = a∗∗ ∨ b∗∗,
pero (a∗∧b∗)∗ = a∗∗∨b∗∗ es el complemento de a∗∧b∗, luego a∗∧b∗∧(a∗∗∨b∗∗) = 0.
Además a∗ ∨ a∗∗ = 1 = b∗ ∨ b∗∗, sea x ∈ L, tal que x ∧ (a∗ ∧ b∗) = 0, entonces
a∗∗∨ b∗∗ = (a∗∗∨ b∗∗)∨ (x∧ (a∗∧ b∗)) = [(a∗∗∨ b∗∗)∨x]∧ [(a∗∗∨ b∗∗)∧ ((a∗∧ b∗)] =
[(a∗∗∨b∗∗)∨x]∧[(a∗∗∨b∗∗)∨(a∗∧b∗)] = [(a∗∗∨b∗∗)∨x]∧[a∗∗∨(b∗∗∨a∗]∧[a∗∗∨b∗∗∨
b∗] = [(a∗∗∨b∗∗)∨x]∧ [(1∨b∗)]∧ [1∨a∗] = [(a∗∗∨b∗∗)∨x]∧ [1∧1] = (a∗∗∨b∗∗)∨x,
luego x ≤ a∗∗∨b∗∗ y como a∗∧b∗∧(a∗∗∨b∗∗) = 0, tenemos que (a∗∧b∗)∗ = a∗∗∨b∗∗.

4.⇒5.
Sean a, b ∈ BL(L), veamos que a∨b, a∧b ∈ BL(L). Luego (a∨b)∗∗ = a∗∗∨b∗∗ =

a∨ b, luego a∨ b ∈ BL(L). Pero, ver Teorema 7.3, 3., (a∧ b)∗∗ = (a∗∗∧ b∗∗) = a∧ b,
luego a ∧ b ∈ BL(L).

5.⇒1.
Sean a, b ∈ L, entonces, por lo anterior a∗ ∨ b∗BL(L), luego (a∗ ∨ b∗)∗∗ =

(a∗ ∨ b∗), pero (a∗ ∨ b∗)∗∗ = (a∗∗ ∧ b∗∗)∗ = ((a∧ b)∗∗)∗ = (a∧ b)∗∗∗ = (a∧ b)∗. �

8. Marcos, locales y subobjetos

De�nición 8.1. 1. Si L es una retícula completa y para todo A ⊆ L y a ∈ L,
entonces a ∧ (∨A) = ∨b∈A(a ∧ b), diremos que L es un marco. Sean L,M marcos,
decimos que una función h : L → M es un mor�smo de marcos si h preserva
supremos arbitrarios e ín�mos �nitos, y como consecuencia h(0L) = 0M y h(1L) =
1M . Los marcos y sus mor�smos forman una categoría que denotaremos Mar. A
la categoría opuesta la denotaremos por Loc y a sus objetos los llamaremos locales,
claramente los locales son marcos.

Veamos algunas propiedades de la categoría Mar.

Lema 8.2. h : L→M es monomor�smo de marcos si y sólo si h es un mor�smo
inyectivo.

Demostración:

Es claro que un mor�smo de marcos inyectivo es monomor�smo. Supongamos
que h es monomor�smo, pero h no es un mor�smo inyectivo. Entonces existen
l1, l2 ∈ L tales que l1 6= l2, pero h(l1) = h(l2). Ahora consideremos a el marco 3 =
{0, a, 1}; la cadena de 3 elementos. De�namos f : 3→ L, como f(0) = 0, f(1) = 1
y f(a) = l1 y sea g : 3→ L, de�nido como g(0) = 0, g(1) = 1 y g(a) = l2, es claro
que f y g son mor�smos de marcos y que hf = hg, pero h 6= g. Luego f no es
monomor�smo. �

Ahora veamos la siguiente propiedad:
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Lema 8.3. Sea f : L→M un mor�smo de marcos, entonces: f [L] es un submarco
de M , es decir, 0M , 1M ∈ f [L] y es cerrado respecto a supremos arbitrarios e
ín�mos �nitos y además f = ig, donde i : f [L]→M y g : L→ f [L] de�nida como
g(x) = f(x) son mor�smos de marcos.

Demostración: Sea A ⊆ f [L], es decir, A = {f(xi) : xi ∈ L, i ∈ J}, como f es
mor�smo de marcos, entonces ∨A = ∨{f(xi) : xi ∈ L, i ∈ J} = f(∨{xi : xi ∈ L, i ∈
J}) ∈ f [L], de manera análoga, tenemos que f(a) ∧ f(b) = f(a ∧ b) ∈ f [L]. Como
f(0L) = 0M ∈ f [L] y f(1L) = 1M ∈ f [L], entonces f [L] es submarco de M . Por
último, es claro que tanto i como g son mor�smos de marcos. �

Recordemos que un monomor�smo es extremo si cada que se factoriza a través
de un epimor�smo y otro mor�smo, entonces el epimor�smo es isomor�smo. Dual-
mente, un epimor�smo es extremo si cada que se factoriza a través de un mor�smo
seguido de un monomor�smo, entonces el monomor�smo es isomor�smo.

Lema 8.4. Los epimor�smos extremos en marcos son los mor�smos sobreyectivos
de marcos.

Demostración: Sea f : L → M un mor�smo sobreyectivo. Es claro que es
epimor�smo. Veamos que es extremo: Si f = mg y m es monomor�smo, como
m es inyectivo y además es sobreyectivo ya que f es sobreyectivo, entonces m es
biyectivo, entonces existe la función m−1, que claramente es mor�smo de marcos.
Por lo que m es un isomor�smo de marcos.

Ahora supongamos que f es epimor�smo extremo pero no es sobreyectivo.
Como f = ig, según el Lema 8.3, donde i es monomor�smo pero no es isomor�smo
ya que no es sobreyectiva, ya que f no lo es. �

De�nición 8.5. Decimos que una función entre marcos f : M → L es locálico si
preserva ín�mos arbitrarios su única adjunta izquierda es un mor�smo de marcos.

Recordemos que si tenemos un mor�smo de marcos f : L → M , entonces
f es adjunta izquierda de alguna función g : M → L que preserva ín�mos. Dicha
función g la denotaremos por f∗. Recordemos también tenemos que si f : L→M es
una función que preserva ín�mos arbitrarios, entonces existe una función monótona
h : M → L que es adjunta izquierda de f , a dicha la función la denotaremos por
f∗.

Teorema 8.6. Los monomor�smos extremos en Loc se corresponden con los mor-
�smos locálicos inyectivos.

Demostración: Ya sabemos que un monomor�smo extremo en Loc es precísa-
mente un epimor�smo extremo de marcos que a su vez es equivalente a un mor�smo
suprayectivo de marcos. Así, si f : L→M es un mor�smo suprayectivo de marcos,
entonces su adjunta derecha f∗ preserva ín�mos. Además se satisface la siguiente
igualdad: ff∗f = f , y como f es epimor�smo, tenemos que ff∗ = 1, luego f∗ es
un mor�smo locálico que además es inyectivo.

Por otro lado, si g : M → L es un mor�smo locálico inyectivo entre dos marcos,
entonces su adjunta izquierda g∗ es un mor�smo de marcos. Como g y g∗ son
adjuntas tenemos la siguiente ecuación: gg∗g = g, por lo que g∗g = 1 ya que g es
monomor�smo. Así, g∗ es suprayectivo. �
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Corolario 8.7. Si f : M → L es un epimor�smo locálico inyectivo, entonces f se
corresponde con un isomor�smo en Loc.

Demostración: Por hipótesis f : M → L es una función entre marcos que preserva
ín�mos y cuya adjunta izquierda f∗ : L→M es un mor�smo de marcos. Usando el
mismo argumento que en la demostración del teorema anterior, tenemos que f∗ es
suprayectivo. Además como ff∗f = f y f es epimor�smo por hipótesis, entonces
ff∗ = 1, lo que implica que f∗ es inyectiva, consecuentemente un isomor�smo en
Mar, luego (f∗)op : M → L es un isomor�smo en Loc. �

Lema 8.8. Sea f : L → M un mor�smo de marcos, entonces f∗ preserva ín�mos
�nitos si y sólo si f(a→ f∗(b)) = f(a)→ b para todo a ∈M , para todo b ∈ L.

Demostración: Supongamos que f∗ preserva ín�mos �nitos. Sea x ∈M , entonces
f(a → f∗(b)) ≤ x si y sólo si a → f∗(b) ≤ f∗(x) si y sólo si a ≤ f∗(b) ∧ f∗(x) si y
sólo si a ≤ f∗(b∧ x) si y sólo si f(a) ≤ b∧ x si y sólo si f(a)→ b ≤ x. Por lo tanto
f(a→ f∗(b)) = f(a)→ b.

Ahora, si x ∈ L, entonces x ≤ f∗(b) ∧ f∗(b′) si y sólo si x→ f∗(b) ≤ f∗(b′) si y
sólo si f(x→ f∗(b)) ≤ b′ si y sólo si f(x)→ b ≤ b′ si y sólo si f(x) ≤ b∧ b′ si y sólo
si x ≤ f∗(b ∧ b′). Por lo tanto f∗ preserva ín�mos �nitos. �

Lema 8.9. Sea f : L → M una función entre marcos que preserva ín�mos. En-
tonces f∗ preserva límites �nitos si y sólo si f(f∗(a)→ b) = a→ f(b) para a ∈M
y b ∈ L.

Demostración: Es análoga a la demostración del lema anterior. �

Lema 8.10. Sean L un local y S ⊆ L, si i : S → L la inclusión es locálica, entonces
para toda a ∈ L y s ∈ S, se tiene que a→ s ∈ S.

Demostración:

Como la inclusión es locálica, entonces S es marco y por tanto un álgebra de
Heyting y además es cerrado bajo ín�mos. Además existe i∗ : L → S mor�smo
de marcos con i∗ adjunta izquierda de i, en particular, i∗ preserva ín�mos �nitos,
luego por el lema anterior i(i∗(a) → s) = a → i(s), pero a → i(s) = a → s y
i(i∗(a)→ s) ∈ S, luego a→ s ∈ S para todo a ∈ L y s ∈ S. �

Por último veamos la siguiente equivalencia:

Teorema 8.11. Sea L un marco S ⊆ L, S es sublocal si y sólo si la inclusión
i : S → L es un mor�smo locálico.

Demostración: Sabemos por hipótesis que S es un álgebra de Heyting completa,
y por lo tanto un marco que desde luego es cerrado bajo ín�mos, por lo que la
iclusión preserva ín�mos, luego existe una adjunta izquierda i∗ : L→ S que preserva
supremos. Por lo que basta demostrar que preserva ín�mos �nitos: Sean a, b ∈ L
y s ∈ S, entonces i∗(a) ∧ i∗(b) ≤ s si y sólo si i∗(a) ≤ i∗(b) → s si y sólo si
a ≤ i(i∗(b) → s), como i∗(b) → s ∈ S, entonces i(i∗(b) → s) = i∗(b) → s, luego
i∗(a) ∧ i∗(b) ≤ s si y sólo si a ≤ i∗(b) → s si y sólo si a ∧ i∗(b) ≤ s si y sólo
si i∗(b) ∧ a ≤ s si y sólo si i∗(b) ≤ a → s si y sólo si b ≤ i(a → s) = a → s
si y sólo si b ∧ a ≤ s = i(s) si y sólo si i∗(a ∧ b) ≤ s, y de ahí se concluye que
i∗(a) ∧ i∗(b) = i∗(a ∧ b). Por tanto i es locálico.

El regreso del teorema es el lema anterior. �
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9. Conclusiones

Con este trabajo se sientan las bases para estudiar los subobjetos de un local,
esperemos una segunda parte para ofrecer esta continuación.
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1. Introducción

En el presente manuscrito se combina la Teoría de Categorías con la Teoría
de Semigrupos. Más precisamente, se consideran a todos los semigrupos como una
categoría, que será denotada por SGRP, y entonces se estudian algunas propiedades
de esta. En concreto, se caracterizan a sus epimor�smos regulares y se establece que
en SGRP todo par de mor�smos tiene un co-igualador. Finalmente, se determina
si SGRP, como categoría concreta sobre SET, es o no una categoría algebraica.

2. Categorías

Se presupone que el lector conoce el concepto de categoría, diagrama conmu-
tativo y funtor. A partir de eso, y con el �n de hacer de este escrito lo más
autocontenido posible, en la presente sección se introducen las de�niciones y resul-
tados categóricos que serán esenciales en la parte principal del trabajo. Sobre la
notación, en todo el texto Ob(A) y Mor(A) denotarán, respectivamente, las clases
de objetos y mor�smos de una categoría dada A y Hom(A,B) denotará la colección
de todos los mor�smos de A en B. Finalmente, y en aras de no extender en demasía
el manuscrito, esta sección se limita sólo a enunciar las de�niciones y establecer los
resultados importantes sin hacer comentarios sobre ellos. Para más información
sobre Teoría de Categorías, el lector interesado puede consultar [1].

2.1. Mor�smos.

De�nición 2.1. Sea A una categoría. Se dice que el A−mor�smo f : A −→ B es:

(1) sección si existe un mor�smo g : B −→ A tal que g ◦ f = idA.
(2) retracción si existe un mor�smo g : B −→ A tal que f ◦ g = idB.
(3) isomor�smo si f es sección y retracción. Además, se dice que A y B

son isomorfos, y se escribe A ∼= B, si existe un isomor�smo de A en B.

167
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(4) monomor�smo si para cada par de mor�smos X
α //

β
// A , f ◦ α =

f ◦ β =⇒ α = β.

(5) epimor�smo si para cada par de mor�smos B
α //

β
// X , α◦f = β◦f =⇒

α = β.

Se denotará a la clase de todos los epimor�smos (monomor�smos) de A por EPI

(MONO).

Lema 2.2. Sea A
f // B un mor�smo de una categoría dada A. Si f es a la

vez un monomor�smo y una retracción, entonces f debe ser un isomor�smo.

Demostración:

Puesto que f es retracción, existe un mor�smo B
g // A tal que f ◦g = idB .

De esta igualdad y asociando convenientemente se sigue que f ◦ (g ◦ f) = f ◦ idA,
pero al ser f un monomor�smo se implica que g ◦ f = idA. Así f es sección y por
consiguiente un isomor�smo. �

De�nición 2.3. Suponga que α, β : A −→ B son dos mor�smos en una categoría
A. Un co-igualador para los mor�smos α y β es un A−mor�smo η : B −→ C
con las siguientes propiedades:

(1) El diagrama A
α //

β
// B

η // C conmuta i,e, η ◦ α = η ◦ β.

(2) Para cada mor�smo f : B −→ C ′ que haga conmutativo al diagrama

A
α //

β
// B

f // C ′ existe un único mor�smo F : C −→ C ′ que hace

conmutativo al siguiente triángulo

B
η //

f   

C

F~~
C ′

De�nición 2.4. Sea A una categoría. Decimos que el A−mor�smo η : B −→
C es un epimor�smo regular si η es co-igualador de algún par de mor�smos.
Denotamos a la clase de todos los epimor�smos regulares de A por EPI− REG.

Proposición 2.5. En cualquier categoría, EPI− REG ⊆ EPI.

Demostración:

Sea η : B −→ C un epimor�smo regular de la categoría A. Luego, η es co-
igualador de algún par de mor�smos, digamos α, β : A −→ B. Es preciso mostrar

que η es un epimor�smo. Para ello, supóngase que el diagrama B
η // C

f //

g
// D

es conmutativo. A partir de esto mostraremos que f = g. Veamos que el diagrama
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A
α //

β
// B

f◦η // D conmuta i,e, que (f ◦ η) ◦α = (f ◦ η) ◦ β, al ser η co-igualador

de α y β se sigue que el diagrama A
α //

β
// B

η // C debe ser conmutativo, o lo

que es lo mismo η ◦ α = η ◦ β. De ahí que (f ◦ η) ◦ α = (f ◦ η) ◦ β. Como η es
co-igualador de α y β se sigue que existe un único mor�smo F : C −→ D que hace
conmutativo al triángulo

B
η //

f◦η   

C

F~~
D

Por otra parte, está claro que el triángulo

B
η //

f◦η   

C

f~~
D

es conmutativo. Además, de que el diagrama B
η // C

f //

g
// D conmute

(por hipótesis), se sigue que el triángulo

B
η //

f◦η   

C

g~~
D

es conmutativo. Así que de la unicidad de F podemos concluir que f = F = g. Por
consiguiente η es cancelable por la derecha i,e, η es un epimor�smo. �

Corolario 2.6. Si B
η1 //

η2

��

C1

C2

son co-igualadores de A
α //

β
// B , entonces

C1
∼= C2.

Demostración:

De que B
η1 //

η2

��

C1

C2

sean co-igualadores de A
α //

β
// B se sigue que

A
α //

β
// B

η1 // C1 y A
α //

β
// B

η2 // C2

son diagramas conmutativos. Por lo tanto debe existir un par de mor�smos f :
C1 −→ C2 y g : C2 −→ C1 que hacen conmutar a los siguientes triángulos:
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B
η1 //

η2   

C1

f~~
C2

y B
η2 //

η1   

C2

g
~~

C1

De ahí que η2 = f◦η1 y η1 = g◦η2 y en consecuencia η2 = (f◦g)◦η2 y η1 = (g◦f)◦η1.
Ahora bien, puesto que idC2

◦ η2 = η2, entonces idC2
◦ η2 = (f ◦ g) ◦ η2, y al ser

η2 un epimor�smo (esto se sigue de la Proposición 2.5) se deduce que f ◦ g = idC2
.

De manera similar se exhibe que g ◦ f = idC1
. Por consiguiente f : C1 −→ C2 es

un isomor�smo y así C1
∼= C2. �

De�nición 2.7. Sea A una categoría. Decimos que el A−mor�smo f : A −→ B
es un epimor�smo extremal si se veri�can las siguientes condiciones:

(1) f es un epimor�smo.

(2) Para cada par de mor�smos A
e // X

m // B :

Si f = m ◦ e y m es monomor�smo =⇒ m es isomor�smo.

Denotamos a la clase de todos los epimor�smos extremales deA por EPI− EXT.

Observación 2.8. Por de�nición, EPI− EXT ⊆ EPI.

Proposición 2.9. En cualquier categoría, EPI− REG ⊆ EPI− EXT.

Demostración:

Suponga que η : B −→ C es un epimor�smo regular de la categoría A. Entonces
η es co-igualador de algún par de mor�smos, digamos α, β : A −→ B. De la Proposi-
ción 2.5 se sigue que η es un epimor�smo. Ahora bien, sean B

e // X
m // C

un par de mor�smos tales que η = m ◦ e con m un monomor�smo. Puesto que

η es co-igualador de α y β se tiene entonces que el diagrama A
α //

β
// B

η // C

conmuta i,e, η ◦ α = η ◦ β, pero η = m ◦ e, luego (m ◦ e) ◦ α = (m ◦ e) ◦ β y por
consiguiente m ◦ (e ◦α) = m ◦ (e ◦ β). Como m es un monomor�smo se deduce que

e ◦ α = e ◦ β y por lo tanto el diagrama A
α //

β
// B

e // X conmuta. De esto

último y de que η es co-igualador de α y β se implica que existe un único mor�smo
m̄ : C −→ X que hace conmutativo al siguiente triángulo

B
η //

e   

C

m̄~~
X

o lo que es lo mismo, e = m̄◦η. De esta identidad se sigue quem◦e = m◦(m̄◦η)
y en consecuencia η = (m◦m̄)◦η. De esta última igualdad, aunado a que η = idC ◦η
y de que η sea un epimor�smo se deduce que m ◦ m̄ = idC . Tenemos así que m es
un monomor�smo que es retracción y por consiguiente del Lema 2.2 se sigue que
m debe ser un isomor�smo. �
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2.2. Fuentes.

De�nición 2.10. Sea A una categoría. Una A−fuente es una familia indexada
(por una clase) de mor�smos de A con un dominio común i,e, una familia de

la forma F = { A
fi // Ai }i∈I con I una clase. Convenimos que dos fuentes

F = { A
fi // Ai }i∈I y G = { A

gi // Ai }i∈I serán iguales si y solo si para cada
i ∈ I, fi = gi.

Si F = { A
fi // Ai }i∈I es una fuente, entonces a partir de un mor�smo

g : X −→ A puede de�nirse una nueva fuente, a saber1

F ◦ g := { X
fi◦g // Ai }i∈I

Se demuestra sin di�cultad y a partir de la igualdad entre fuentes que para cua-

lesquiera mor�smos X
f // Y

g // A y cualquier fuente F = { A
fi // Ai }i∈I ,

(F ◦ g) ◦ f = F ◦ (g ◦ f).

De�nición 2.11. Sea A una categoría. Una mono-fuente es una fuente F =

{ A
fi // Ai }i∈I con la siguiente propiedad:

Para cada par de mor�smos X
α //

β
// A , F ◦ α = F ◦ β =⇒ α = β.

Proposición 2.12. Si F = { A
fi // Ai }i∈I es una mono-fuente y g : X −→ A

es un monomor�smo, entonces F ◦ g es una mono-fuente.

Demostración:

Sean Y
α //

β
// X un par de mor�smos tales que (F◦g)◦α = (F◦g)◦β. Entonces

F◦(g◦α) = F◦(g◦β), y al ser F una mono-fuente se sigue que g◦α = g◦β. De esto
último y de que g sea un monomor�smo se obtiene que α = β. Por consiguiente
F ◦ g es una mono-fuente. �

De�nición 2.13. Sean A una categoría, E ⊆ Mor(A) y M una colección de
A−fuentes. Se dice que A es (E,M )−factorizable (en fuentes) si para cada
fuente F existe e ∈ E y M ∈M tales que F = M ◦ e.

2.3. Funtores.

De�nición 2.14. Se dice que el funtor F : A −→ B es �el si para cada X,Y ∈
Ob(A) la función θX,Y : Hom(X,Y ) −→ Hom(F (X), F (Y )) dada por θX,Y (f) :=
F (f) es inyectiva.

1Observe que se ha usado el símbolo ◦ para denotar a la composición entre una fuente y un
mor�smo y la composición entre dos mor�smos de una categoría, sin embargo, a pesar de este
abuso de notación, debe ser claro en qué contexto es utilizado.
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De�nición 2.15. Sea F : A −→ B un funtor y B ∈ Ob(B).

(1) Un mor�smo F−estructurado con dominio B es un B−mor�smo
f : B −→ F (A) con A ∈ Ob(A).

(2) Un generador es un mor�smo F−estructurado f : B −→ F (A) con la

siguiente propiedad: para cada par de A−mor�smos A
α //

β
// A
′ , F (α)◦f = F (β)◦

f =⇒ α = β.

(3) Unmor�smo F−universal con dominio B, 2 es un mor�smo F−estruc-
turado ι : B −→ F (A) con la siguiente propiedad: para cada mor�smo F−estructu-
rado f : B −→ F (A′) existe un único A−mor�smo f̄ : A −→ A′ que hace conmu-
tativo al siguiente triángulo

B
f //

ι
!!

F (A′)

F (A)

F (f̄)

;;

Proposición 2.16. Sea F : A −→ B un funtor y B ∈ Ob(B). Si ι : B −→ F (A) y
η : B −→ F (A′) son mor�smos F−universales con dominio B entonces A ∼= A′.

Demostración:

Como ι y η son mor�smos F−universales se sigue que existen A−mor�smos
(que además deben ser únicos) φ : A′ → A y ψ : A → A′ que hacen conmutativos
a los siguientes triángulos

B
ι //

η
!!

F (A)

F (A′)

F (φ)

;;
y B

η //

ι
!!

F (A′)

F (A)

F (ψ)

;;

O lo que es lo mismo, F (φ) ◦ η = ι y F (ψ) ◦ ι = η. De estas igualdades y de
que F sea un funtor se desprende que F (φ ◦ ψ) ◦ ι = ι y F (ψ ◦ φ) ◦ η = η, de ahí
que el siguiente par de triángulos es conmutativo:

B
ι //

ι
!!

F (A)

F (A)

F (φ◦ψ)

;;
y B

η //

η
!!

F (A′)

F (A′)

F (ψ◦φ)

::

Por otro lado, está claro que los triángulos

B
ι //

ι
!!

F (A)

F (A)

idF (A)=F (idA)

;;
y B

η //

η
!!

F (A′)

F (A′)

idF (A′)=F (idA′ )

::

también son conmutativos. Así que de las hipótesis de unicidad debe ocurrir
que φ ◦ψ = idA y ψ ◦ φ = idA′ . Por consiguiente ψ : A→ A′ es un A−isomor�smo
y con ello A ∼= A′. �

2También puede llamarseles mor�smos universales F−estructurados con dominio B.



2. CATEGORÍAS 173

De�nición 2.17. Si A es una categoría, se dice que A0 ∈ Ob(A) es un objeto
inicial si para cada X ∈ Ob(A), Hom(A0, X) consta de exactamente un elemento.

No es difícil veri�car que cualesquiera dos objetos iniciales deben ser isomorfos.
En relación al concepto de mor�smo F−universal con respecto a un funtor se tiene
lo siguiente.

Proposición 2.18. Sea F : A −→ SET un funtor (SET denota a la categoría de
conjuntos). Si ι : ∅ −→ F (A) es un mor�smo F−universal con dominio ∅, entonces
A es un objeto inicial de A.

Demostración:

Recordar que los mor�smos de SET son las funciones entre conjuntos. Así
que ι : ∅ −→ F (A) debe ser una función con dominio ∅ y por consiguiente ι =
∅ i,e, ι ha de ser la función vacía. Sea X ∈ Ob(A) arbitrario. Puesto que ι
es F−universal, entonces existe un único A−mor�smo f : A −→ X que hace
conmutativo al siguiente diagrama:

∅ ∅ //

∅   

F (X)

F (A)

F (f)

;;

En particular, f ∈ Hom(A,X). Por otro lado, está claro que para cualquier g ∈
Hom(A,X) se tiene que el triángulo

∅ ∅ //

∅   

F (X)

F (A)

F (g)

;;

es conmutativo. Apartir de esto y de la unicidad de f se deduce queHom(A,X) =
{f}. Por consiguiente A es un objeto inicial de A. �

De�nición 2.19. Se dice que el funtor F : A −→ B

(1) es adjunto si para cada B ∈ Ob(B) existe (al menos) un mor�smo
F−universal con dominio B.

(2) crea isomor�smos si para cada B−isomor�smo F−estructurado
f : B −→ F (A′) existe un único A−isomor�smo f̄ : A −→ A′ tal que
f = F (f̄).

Corolario 2.20. Si F : A −→ SET es adjunto, entonces A tiene objeto inicial.

Demostración: Directa de la De�nición 2.19 y de la Proposición 2.18. �

De�nición 2.21. Sea F : A −→ B un funtor.

(1) Una fuente F -estructurada es una B−fuente de la forma

S = { B
fi // F (Ai) }i∈I siendo (Ai)i∈I una familia de objetos de A.
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(2) Si E es una clase de mor�smos F−estructurados (ver De�nición 2.15) y
M es una colección de A−fuentes, se dice que F es (E,M )−factorizable

si para cada fuente F−estructurada S = { B
fi // F (Ai) }i∈I existe

B
e // F (X) ∈ E y T = { X mi // Ai }i∈I ∈M tales que S = F (T)◦e,

o lo que es lo mismo, tales que para cada i ∈ I el siguiente diagrama
conmuta

B
fi //

e
!!

F (Ai)

F (X)

F (mi)

;;

2.4. Categorías algebraicas.

De�nición 2.22. Se dice que el funtor F : A −→ B es esencialmente algebraico
si

(1) F crea isomor�smos (ver De�nición 2.19).
(2) F es (GEN,MF )−factorizable, siendo GEN la clase de todos los mor-

�smos F−estructurados que son generadores (ver De�nición 2.15) y MF
la clase de todas las A−mono-fuentes (ver De�nición 2.11).

De�nición 2.23. Sea B una categoría.

(1) Una categoría concreta sobre B es un par (A, U), siendo A una cate-
goría y U : A −→ B un funtor �el (véase De�nición 2.14). Al funtor U
suele llamársele funtor olvidadizo.

(2) Una categoría concreta sobre SET es llamada constructo.
(3) La categoría concreta sobre B, (A, U), es esencialmente algebraica si

el funtor olvidadizo U es esencialmente algebraico.

Teorema 2.24. Si la categoría concreta sobre B, (A, U), es esencialmente alge-
braica, entonces U es adjunto.

Demostración: Sea B ∈ Ob(B) arbitrario. Es preciso hallar un mor�smo
U−universal con dominio B. Como (A, U) es esencialmente algebraica, entonces
el funtor olvidadizo U es esencialmente algebraico, i.e., crea isomor�smos y es
(GEN,MF )−factorizable. Sea la fuente U−estructurada

S := { B
fA // U(A) }A∈Ob(A)

que consiste de todos los mor�smos U−estructurados con dominio B. Puesto que U
es (GEN,MF )−factorizable se sigue que para cada fuente, en particular S, existe

un generador η : B −→ U(X) y una A−mono-fuente T = { X mA // A }A∈Ob(A)

tales que S = U(T) ◦ η, i.e., para cada A ∈ Ob(A) el siguiente triángulo conmuta

B
fA //

η
!!

U(A)

U(X)

U(mA)

;;
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Veamos que η es un mor�smo U−universal. Sea fA : B −→ U(A) cualquier
mor�smo U−estructurado con dominio B, entonces fA ∈ S, luego existe mA :
X −→ A para algún A ∈ Ob(A) tal que fA = U(mA)◦η. Ahora bien, sim : X −→ A
es otro A-mor�smo tal que fA = U(m) ◦ η, entonces U(mA) ◦ η = U(m) ◦ η, de
ahí que U(mA) = U(m), ya que η es generador, pero U es �el, por consiguiente,
mA = m. Por lo tanto, η es un mor�smo U−universal. �

Teorema 2.25. Suponga que la categoría concreta sobre B, (A, U), satisface las
siguientes condiciones:

(1) U crea isomor�smos (ver De�nición 2.19).
(2) U es adjunto (ver De�nición 2.19).
(3) A es (EPI,MF )−factorizable (ver De�nición 2.13).

Entonces (A, U) es esencialmente algebraica.

Demostración:

Sea S = { B
fi // U(Ai) }i∈I cualquier fuente U−estructurada. Puesto que U

es adjunto se tiene que existe (al menos) un mor�smo U−universal con dominio B,
digamos η : B −→ U(X). De que η es U−universal se sigue que para cada i ∈ I
existe un único A−mor�smo gi : X −→ Ai tal que el triángulo

B
fi //

η
!!

U(Ai)

U(X)

U(gi)

;;

conmuta i,e, fi = U(gi) ◦ η. Considerar a la A−fuente T := { X
gi // Ai }i∈I .

Debido a que A es (EPI,MF )−factorizable se tiene que existe un A−epimor�smo

π : X −→ Y y una A−mono-fuente M = { Y mi // Ai }i∈I tal que para cada i ∈ I
el siguiente diagrama conmuta:

X
gi //

π
��

Ai

Y

mi

>>

De esto último y de que U sea un funtor se deduce que para cada i ∈ I el siguiente
triángulo también es conmutativo:

U(X)
U(gi) //

U(π) ##

U(Ai)

U(Y )

U(mi)

;;

o lo que es lo mismo, para cada i ∈ I, U(gi) = U(mi) ◦ U(π). Usando este
hecho junto con que fi = U(gi) ◦ η, se puede implicar que para cada i ∈ I,
fi = U(mi) ◦ (U(π) ◦ η) y por consiguiente S = U(M) ◦ (U(π) ◦ η) donde U(M) :=

{ U(Y )
U(mi)// U(Ai) }i∈I . Veamos que B

U(π)◦η // U(Y ) es un generador:
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sean Y
α //

β
// Z un par de A−mor�smos tales que U(α) ◦ (U(π) ◦ η) = U(β) ◦

(U(π) ◦ η). De esto último y de que U es un funtor se sigue que el triángulo

B
U(α)◦(U(π)◦η) //

η
!!

U(Z)

U(X)

U(β◦π)

;;

es conmutativo. Por otra parte, está claro que el diagrama

B
U(α)◦(U(π)◦η) //

η
!!

U(Z)

U(X)

U(α◦π)

;;

también conmuta. Así, de que η sea un mor�smo U−universal se sigue que α ◦π =
β ◦ π, pero π es un epimor�smo, luego α = β y por consiguiente U(π) ◦ η es
un generador. Podemos deducir de todo esto que U es (GEN,MF )−factorizable,
concluyendo así que (A, U) es esencialmente algebraica. �

De�nición 2.26. Se dice que la categoría concreta sobre B, (A, U), es algebraica
si:

(1) (A, U) es esencialmente algebraica.
(2) El funtor olvidadizo U preserva epimor�smos extremales i,e, si para cada

f : X −→ Y epimor�smo extremal de A se implica que U(f) : U(X) −→
U(Y ) es epimor�smo extremal de B.

3. Semigrupos

Esta es la parte principal del escrito. Aquí, se aterrizarán todos los conceptos
e ideas de la sección anterior sobre una categoría en particular, a saber, sobre
la categoría SGRP que se de�ne más adelante. Se empieza con el desarrollo de
esta sección estudiando algunos conceptos importantes de la Teoría de Semigrupos.
Sobre la notación: si A es un conjunto, E(A) denotará a la colección de todas las
relaciones de equivalencia de�nidas sobre A, si ρ ∈ E(A) y a ∈ A, el símbolo [a]ρ
denotará a la clase de equivalencia de a y A

ρ denotará al conjunto cociente A sobre
ρ. Además, se escribirá aρb para indicar que (a, b) ∈ ρ. Para más información sobre
Teoría de Semigrupos pueden consultarse las referencias [2] y [3].

3.1. Mor�smos de semigrupos, congruencias y semigrupos cociente.

De�nición 3.1. Un semigrupo es un par (S, ∗) donde S es un conjunto no vacío y
∗ : S×S −→ S es una operación binaria asociativa i,e, tal que para cada a, b, c ∈ S,
a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c. Si existe e ∈ S tal que a ∗ e = a = e ∗ a para cada a ∈ S,
entonces se dice que (S, ∗) es un monoide con elemento neutro e.

En lo que sigue, si (S, ∗) es un semigrupo y a, b ∈ S, se escribirá (cuando no
haya peligro de confusión) ab en lugar de a ∗ b, reservando esta última notación
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cuando se quiera hacer énfasis en la operación del semigrupo. Además, la frase sea
S un semigrupo signi�cará que sobre el conjunto no vacío S hay una operación
binaria asociativa ∗ de tal forma que (S, ∗) es un semigrupo.

De�nición 3.2. Sean S y T semigrupos. Un mor�smo de semigrupos de S en
T es una función f : S −→ T tal que para cada a, b ∈ S, f(ab) = f(a)f(b).

Un tipo especial de mor�smos de semigrupos es el siguiente.

De�nición 3.3. Un isomor�smo de semigrupos es un mor�smo de semigrupos
f : S −→ T para el cual existe un mor�smo de semigrupos g : T −→ S tal que
g ◦ f = idS y f ◦ g = idT . Se escribe S ∼= T para indicar que existe un isomor�smo
de semigrupos de S en T , y en ese caso se dice que S es isomorfo a T .

De acuerdo con la de�nición anterior, un isomor�smo de semigrupos debe ser,
en particular, una función biyectiva.

Proposición 3.4. Sea f : S −→ T un mor�smo biyectivo de semigrupos y g :
T −→ S su función inversa. Entonces g : T −→ S es un mor�smo de semigrupos,
y en consecuencia, f es un isomor�smo de semigrupos.

Demostración:

Sean a, b ∈ T . Como f es sobreyectiva, entonces a = f(x) y b = f(y) para
algunos x, y ∈ S. Ahora bien, como g es la inversa de f , entonces g(a) = g(f(x)) =
x y g(b) = g(f(y)) = y. Por otra parte, g(ab) = g(f(x)f(y)) = g(f(xy)) = xy =
g(a)g(b). Por consiguiente g es un mor�smo de semigrupos. �

La Proposición anterior pone de mani�esto que ser isomor�smo de semigrupos
es equivalente a ser un mor�smo biyectivo. Además, no es difícil veri�car que la
composición de dos mor�smos de semigrupos es un mor�smo de semigrupos.

De�nición 3.5. Sea S un semigrupo y sea ρ ∈ E(S). Se dice que ρ es una

(1) congruencia izquierda, si para cada c ∈ S se veri�ca lo siguiente:

aρb =⇒ caρcb.

(2) congruencia derecha, si para cada c ∈ S se veri�ca lo siguiente:

aρb =⇒ acρbc.

(3) congruencia, si ρ es a la vez una congruencia izquierda y una congru-
encia derecha.

Además, Cong(S) denotará a la colección de todas las congruencias sobre S.

A continuación se enuncian un par de resultados cuya demostración se omite
debido a su sencillez.

Proposición 3.6. Sea S un semigrupo y sea ρ ∈ E(S). Entonces ρ ∈ Cong(S) si
y solo si aρb y cρd =⇒ acρbd.

Proposición 3.7. Sea S un semigrupo. Si F es una colección no vacía de congru-
encias sobre S, entonces

⋂
F es una congruencia sobre S.
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Sean S un semigrupo y X ⊆ S × S. Considere a la familia FX := {ρ ∈
Cong(S) |X ⊆ ρ}. No es difícil ver que S × S ∈ Cong(S), así que S × S ∈ FX
y por consiguiente FX es no vacía. Luego, de la Proposición 3.7 se deduce que⋂

FX ∈ Cong(S). A esta congruencia se le dará un nombre especial.

De�nición 3.8. Sea S un semigrupo y X ⊆ S × S. A ρX :=
⋂
FX se le llama

congruencia generada por X.

Observación 3.9. De acuerdo con su de�nición, ρX tiene la siguiente propiedad:

Si ρ es una congruencia que contiene a X, entonces ρX ⊆ ρ.
De nuevo, por la forma en que se de�nió, se aprecia que X ⊆ ρX .

Es a partir de una congruencia como se construye un semigrupo cociente.

Teorema 3.10. Sea S un semigrupo y sea ρ una congruencia sobre S. Considere al
conjunto cociente S

ρ
:= {[a]ρ | a ∈ S} y también la siguiente operación entre clases

de equivalencia:

[a]ρ[b]ρ := [ab]ρ

Se tiene entonces que dicha operación está bien de�nida y S
ρ es un semigrupo

bajo este producto de clases de equivalencia.

Demostración:

Veamos primero que este producto de clases es una operación bien de�nida,

[a]ρ = [x]ρ y [b]ρ = [y]ρ =⇒ aρx y bρy

=⇒ abρxy

=⇒ [ab]ρ = [xy]ρ

=⇒ [a]ρ[b]ρ = [x]ρ[y]ρ

Ahora bien, se tiene que

[a]ρ([b]ρ[c]ρ) = [a]ρ[bc]ρ

= [a(bc)]ρ

= [(ab)c]ρ

= [ab]ρ[c]ρ

= ([a]ρ[b]ρ)[c]ρ

Por consiguiente S
ρ es un semigrupo bajo este producto de clases de equivalencia.

�

De�nición 3.11. Sea S un semigrupo y sea ρ ∈ Cong(S). Al semigrupo S
ρ se le

llama semigrupo cociente o semigrupo factor de S sobre ρ.

De�nición 3.12. Si f : S −→ T es un mor�smo de semigrupos, al conjunto

Ker(f) := {(a, b) ∈ S × S | f(a) = f(b)}
se le da el nombre de kernel de f .
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Observación 3.13. (1) No es complicado exhibir que Ker(f) es una congru-
encia sobre S. Así, todo mor�smo de semigrupos induce una congruencia
sobre su dominio. Más aún, si (a, b), (c, d) ∈ Ker(f), entonces de que
Ker(f) es una congruencia se sigue que (ac, bd) ∈ Ker(f). Por lo tanto
se puede considerar a la operación (a, b)(c, d) := (ac, bd) que resulta ser
asociativa, pues está de�nida en términos de la operación asociativa en
S. En conclusión, Ker(f) junto con la operación (a, b)(c, d) := (ac, bd)
forman un semigrupo. Para más detalles, puede consultarse [2].

(2) Sea ρ una congruencia sobre el semigrupo S. Entonces la función πρ :

S −→ S
ρ de�nida por πρ(a) := [a]ρ es un mor�smo de semigrupos, pues

πρ(ab) = [ab]ρ = [a]ρ[b]ρ = πρ(a)πρ(b). Además

Ker(πρ) : = {(a, b) ∈ S × S |πρ(a) = πρ(b)}
= {(a, b) ∈ S × S | [a]ρ = [b]ρ}
= {(a, b) ∈ S × S | aρb}
= ρ

Al mor�smo πρ se le llama proyección canónica. No es difícil ver
que πρ es sobreyectivo.

Un resultado notable con respecto a los conceptos anteriores es el siguiente.

Teorema 3.14. Sea f : S −→ T un mor�smo de semigrupos y ρ ∈ Cong(S) tal
que ρ ⊆ Ker(f). Entonces, existe un único mor�smo de semigrupos f̄ : S

ρ −→ T

que hace conmutativo al diagrama siguiente:

S
f //

πρ
��

T

S
ρ

f̄

@@

Más aún, si ρ = Ker(f), entonces f̄ es inyectiva, y si f es sobreyectiva, en-
tonces f̄ es sobreyectiva.

Demostración:

Existencia: considerar a la función f̄ : S
ρ −→ T de�nida por f̄([a]ρ) := f(a).

Supongase que [a]ρ = [b]ρ, entonces (a, b) ∈ ρ ⊆ Ker(f), así que (a, b) ∈ Ker(f)
y en consecuencia f(a) = f(b). Por lo tanto f̄([a]ρ) = f̄([b]ρ) y así f̄ está bien
de�nida. Para cada a ∈ S se tiene lo siguiente:

f̄(πρ(a)) = f̄([a]ρ) = f(a).
Por lo tanto f = f̄ ◦πρ. Más aún, f̄ es un mor�smo de semigrupos pues f̄([a]ρ[b]ρ) =
f̄([ab]ρ) = f(ab) = f(a)f(b) = f̄([a]ρ)f̄([b]ρ).

Unicidad: suponga ahora que el mor�smo de semigrupos g : S
ρ −→ T es tal

que f = g ◦ πρ. Entonces, para cada [a]ρ ∈ S
ρ :

g([a]ρ) = g(πρ(a))

= f(a)

= f̄(πρ(a))

= f̄([a]ρ).
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De ahí que f̄ = g. Ahora bien, en el caso en que ρ = Ker(f) se tiene que

f̄([a]ρ) = f̄([b]ρ) =⇒ f(a) = f(b)

=⇒ (a, b) ∈ Ker(f) = ρ

=⇒ [a]ρ = [b]ρ.

Así f̄ es inyectiva. Si f es sobreyectiva y t ∈ T , entonces t = f(a) para algún
a ∈ S. Además, observe que t = f(a) = f̄([a]ρ), de donde f̄ es sobreyectiva. �

Corolario 3.15. Todo mor�smo de semigrupos es la composición de un mor�smo
sobreyectivo seguido de un mor�smo inyectivo.

Demostración:

Sea f : S −→ T un mor�smo de semigrupos. Aplicando el Teorema 3.14 a
ρ = Ker(f) puede escribirse f = f̄ ◦πρ siendo f̄ un mor�smo inyectivo. Finalmente,
de que πρ sea un mor�smo sobreyectivo se sigue lo pedido. �

A continuación se establece un resultado más general que el Teorema 3.14.

Teorema 3.16. Sean S
f // T y S

g // L un par de mor�smos de semigru-
pos. Si g es sobreyectivo y si Ker(g) ⊆ Ker(f), entonces existe un único mor�smo

de semigrupos L
h // T que hace conmutativo al siguiente triángulo:

S
f //

g
��

T

L

h

??

Demostración: Sea ρ := Ker(g) y considérese el mor�smo f : S −→ T . Puesto
que ρ ⊆ Ker(f), del Teorema 3.14 se sigue que existe un mor�smo de semigrupos
f̄ : S

ρ −→ T que hace conmutativo al triángulo:

S
f //

πρ
��

T

S
ρ

f̄

@@

Aplicando ahora el Teorema 3.14 al mor�smo g : S −→ L se tiene que existe
un mor�smo de semigrupos ḡ : S

ρ −→ L que hace conmutar al diagrama:

S
g //

πρ
��

L

S
ρ

ḡ

@@

En este caso, como g es sobreyectiva entonces ḡ también lo es, y como se tomó
ρ = Ker(g), entonces ḡ debe ser inyectiva y en consecuencia un mor�smo biyectivo
de semigrupos. Así, de la Proposición 3.4 se sigue que la función inversa de ḡ, que
se denotará por e, es un mor�smo de semigrupos.
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Veamos que el siguiente cuadrado es conmutativo

S
f //

g

��

T

L
e

// S
ρ

f̄

OO

De la conmutatividad del segundo triángulo se tiene que g = ḡ ◦ πρ, y por lo tanto
e◦g = e◦(ḡ◦πρ) = (e◦ḡ)◦πρ = idS

ρ
◦πρ = πρ. Así que (f̄ ◦e)◦g = f̄ ◦(e◦g) = f̄ ◦πρ,

pero de que el primer triángulo conmute se obtiene que f = f̄ ◦πρ y por consiguiente
f = (f̄ ◦ e) ◦ g como se requería. Defínase h := f̄ ◦ e. De lo anterior se sigue que el
triángulo

S
f //

g
��

T

L

h

??

es conmutativo. Finalmente, observe que debido a que las funciones sobreyec-
tivas son cancelables por la derecha, cualquier otro mor�smo que haga conmutativo
al triángulo anterior debe ser el mor�smo h. �

3.2. Mor�smos en SGRP.

• Denótese por S a la clase de todos los semigrupos.
• Si S, T ∈ S se de�ne

Hom(S, T ) := {f : S −→ T | f es mor�smo de semigrupos}
• Para cada S ∈ S sea idS la función identidad.
• Sea ◦ la composición entre funciones.

De que la composición entre mor�smos de semigrupos es de nuevo un mor�smo de
semigrupos aunado a algunas propiedades de las funciones, como la asociatividad de
la composición y propiedades de la función identidad, se sigue que todo lo anterior
da lugar a una categoría que será llamada la categoría de semigrupos y que se
denota por SGRP. Algunos resultados con respecto a los mor�smos de SGRP son
los siguientes.

Teorema 3.17. El mor�smo de semigrupos f : S −→ T es un isomor�smo en
SGRP si y solo si f es una función biyectiva.

Demostración:

=⇒) Suponga que f es un isomor�smo en SGRP. Luego, debe existir un mor-
�smo en SGRP, digamos g : T −→ S, tal que g ◦ f = idS y f ◦ g = idT . De esto
último y debido a que f y g son en particular funciones, se puede concluir que f
debe ser biyectiva.

⇐=) Suponga que f : S −→ T es un mor�smo biyectivo de semigrupos. Sea
g : T −→ S la función inversa de f . De la Proposición 3.4 se deduce que g es
un mor�smo de semigrupos i,e, un mor�smo de SGRP. Así, como g ◦ f = idS y
f ◦ g = idT se puede concluir que f es un isomor�smo en SGRP. �
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Teorema 3.18. El mor�smo de semigrupos f : S −→ T es un monomor�smo en
SGRP si y solo si f es una función inyectiva.

Demostración:

=⇒) Suponga que f : S −→ T es un monomor�smo en SGRP. De acuerdo con
la Observación 3.13, Ker(f) es un semigrupo bajo la operación (x, y)(w, z) :=
(xw, yz). Considere ahora a las funciones α, β : Ker(f) −→ S de�nidas por
α(x, y) := x y β(x, y) := y. Para cada (x, y), (w, z) ∈ Ker(f) se tiene lo sigu-
iente:

α((x, y)(w, z)) = α(xw, yz)

= xw

= α(x, y)α(w, z)

De ahí que α es un mor�smo de semigrupos. De manera análoga se exhibe que β
es un mor�smo de semigrupos. Más aún, para cada (x, y) ∈ Ker(f) se tiene que
f(α(x, y)) = f(x) = f(y) = f(β(x, y)) y por consiguiente f ◦α = f ◦β. Ahora bien,
como f es, por hipótesis, monomor�smo en SGRP se sigue entonces que α = β.
Si a, b ∈ S son tales que f(a) = f(b), entonces (a, b) ∈ Ker(f) y al ser α = β se
tiene que α(a, b) = β(a, b) y por consiguiente a = b. En consecuencia f debe ser
inyectiva.
⇐=) Suponga que f es inyectiva. Sean R un semigrupo y α, β : R −→ S mor�smos
de semigrupos tales que f ◦α = f ◦β. Como en particular R,S y T son conjuntos y
α, β y f son funciones, entonces debido a que las funciones inyectivas son cancelables
a la izquierda se sigue que α = β y por consiguiente f debe ser un monomor�smo
en SGRP. �

Teorema 3.19. En SGRP hay un epimor�smo que no es sobreyectivo.

Demostración:

Defínase N0 := N ∪ {0} y considere a los semigrupos (N0,+) y (Z,+). Sea
ι : N0 −→ Z la función inclusión. Es claro que ι es un mor�smo de semigrupos.
Además, observe que ι no es una función sobreyectiva. Ahora bien, sean S un
semigrupo y α, β : Z −→ S mor�smos de semigrupos tales que α ◦ ι = β ◦ ι.
Veamos que α(Z) es un monoide con neutro α(0), puesto que α es un mor�smo
de semigrupos, se deduce que α(Z) es un semigrupo bajo la operación de S. 3

Ahora bien, para cada n ∈ Z se tiene que α(n)α(0) = α(n + 0) = α(n) y también
α(0)α(n) = α(0 + n) = α(n). Por consiguiente α(n)α(0) = α(n) = α(0)α(n) y en
consecuencia α(Z) es un monoide con neutro α(0). De manera análoga se deduce
que β(Z) es un monoide con neutro β(0). Como α ◦ ι = β ◦ ι, entonces para cada
n ∈ N0:

α(n) = α(ι(n))

= β(ι(n))

= β(n)

3Si f : S −→ T es un mor�smo de semigrupos, entonces f(S) es un semigrupo bajo
la operación de T . En efecto, si x, y, z ∈ S, entonces f(x)f(y) = f(xy) ∈ f(S), y además
f(x)(f(y)f(z)) = f(x)f(yz) = f(x(yz)) = f((xy)z)) = f(xy)f(z) = (f(x)f(y))f(z).
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En particular α(0) = β(0). Veamos que α = β. Para exhibir que α = β solo
resta mostrar que para cada n ∈ Z con n < 0 se tiene que α(n) = β(n). Sea n ∈ N.
Entonces −n < 0 y se tiene lo siguiente

α(−n) = α(−n)α(0)

= α(−n)β(0)

= α(−n)β(n+ (−n))

= α(−n)(β(n)β(−n))

= α(−n)(α(n)β(−n))

= (α(−n)α(n))β(−n)

= α(−n+ n)β(−n)

= α(0)β(−n)

= β(0)β(−n)

= β(−n)

De lo anterior se sigue que, en de�nitiva, α = β. Esto último permite concluir
que ι : N0 −→ Z es un epimor�smo en SGRP que no es sobreyectivo. �

Teorema 3.20. En SGRP, todo mor�smo sobreyectivo es un epimor�smo.

Demostración: Sea f : S −→ T un mor�smo sobreyectivo de semigrupos.
Tómense un semigrupo arbitrario, digamos R, y un par de mor�smos de semigrupos
α, β : T −→ R tales que α ◦ f = β ◦ f . Si t ∈ T , de la sobreyectividad de f puede
escribirse t = f(s) para algún s ∈ S. Así, α(t) = α(f(s)) = β(f(s)) = β(t) y por
consiguiente α = β. En consecuencia, f es un epimor�smo en SGRP. �

Si se escribe INY para denotar a la clase de todos los mor�smos inyectivos
de semigrupos y SOBRE para la clase de todos los mor�smos sobreyectivos de
semigrupos, entonces de los Teoremas 3.18, 3.19 y 3.20 se sigue que INY = MONO

y SOBRE ( EPI (véase la notación establecida en la De�nición 2.1). A pesar de
que no todo epimor�smo es un mor�smo sobreyectivo, si se tiene lo siguiente.

Teorema 3.21. Sea S
g // L un mor�smo en SGRP. Son equivalentes los sigu-

ientes enunciados:

(1) g es un epimor�smo regular (ver De�nición 2.4).
(2) g es un epimor�smo extremal (ver De�nición 2.7).
(3) g es un mor�smo sobreyectivo.

Demostración:

1) =⇒ 2) Se sigue de la Proposición 2.9.

2) =⇒ 3) Suponga que S
g // L es un epimor�smo extremal. De acuerdo con

el Corolario 3.15 existen mor�smos de semigrupos m y e tales que g = m ◦ e con
m inyectivo y e sobreyectivo. Ahora bien, puesto que m es un monomor�smo
(ver Teorema 3.18) y g es un epimor�smo extremal se deduce que m debe ser un
isomor�smo en SGRP, y en particular, m debe ser una función sobreyectiva (ver
Teorema 3.17). Así, g es composición de dos funciones sobreyectivas y por lo tanto
g debe ser una función sobreyectiva.
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3) =⇒ 1) Suponga que S
g // L es un mor�smo sobreyectivo. De acuerdo con la

Observación 3.13, Ker(g) es un semigrupo bajo la operación (x, y)(w, z) := (xw, yz)
. Considere ahora a las funciones α, β : Ker(g) −→ S de�nidas por α(x, y) := x y
β(x, y) := y. Para cada (x, y), (w, z) ∈ Ker(g) se tiene lo siguiente:

α((x, y)(w, z)) = α(xw, yz)

= xw

= α(x, y)α(w, z)

De ahí que α es un mor�smo de semigrupos. De manera análoga se exhibe que β
es un mor�smo de semigrupos. Más aún, para cada (x, y) ∈ Ker(g) se tiene que
g(α(x, y)) = g(x) = g(y) = g(β(x, y)) y por consiguiente g ◦ α = g ◦ β. Se tiene así

que el diagrama Ker(g)
α //

β
// S

g // L es conmutativo. Sea S
f // T un mor-

�smo de semigrupos que hace conmutativo al diagrama Ker(g)
α //

β
// S

f // T

i,e, tal que f ◦ α = f ◦ β. Si (x, y) ∈ Ker(g), entonces f(α(x, y)) = f(β(x, y))
y por consiguiente f(x) = f(y), de donde (x, y) ∈ Ker(f) y en consecuencia
Ker(g) ⊆ Ker(f). De esto último y de que g es un mor�smo sobreyectivo se sigue

al aplicar el Teorema 3.16 que existe un único mor�smo de semigrupos L
h // T

que hace conmutativo al triángulo

S
g //

f ��

L

h��
T

Se puede concluir así que g es co-igualador (ver De�nición 2.3) de los mor�smos
α y β y por consiguiente g es un epimor�smo regular. �

Dicho de otra forma, el Teorema 3.21 a�rma que en la categoría de semigrupos

EPI− REG = EPI− EXT = SOBRE

Teorema 3.22. En SGRP, todo par de mor�smos tiene un co-igualador.

Demostración:

Tómense un par de mor�smos de semigrupos, digamos S
α //

β
// T , y considere

al siguiente subconjunto de T × T :
X := {(α(a), β(a)) | a ∈ S}

Sea ρ := ρX la congruencia generada por X (ver De�nición 3.8). Veamos que

el mor�smo T
πρ // T

ρ es co-igualador de α y β, para cada a ∈ S se tiene que

(α(a), β(a)) ∈ X y a la vez X ⊆ ρ, por lo tanto (α(a), β(a)) ∈ ρ. De ahí que
[α(a)]ρ = [β(a)]ρ y por consiguiente πρ(α(a)) = πρ(β(a)). Luego πρ ◦ α = πρ ◦ β

y así el diagrama S
α //

β
// T

πρ // T
ρ conmuta. Sea T

f // R un mor�smo de
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semigrupos tal que el diagrama S
α //

β
// T

f // R conmuta. Entonces para cada

a ∈ S se tiene que f(α(a)) = f(β(a)) y así (α(a), β(a)) ∈ Ker(f), de donde
X ⊆ Ker(f). Luego, debe ocurrir que ρ ⊆ Ker(f) de manera que de acuerdo

al Teorema 3.14 existe un único mor�smo de semigrupos T
ρ

f̄ // R que hace

conmutativo al triángulo

T
πρ //

f ��

T
ρ

f̄��
R

Por lo tanto T
πρ // T

ρ es co-igualador de α y β. �

3.3. Mono-fuentes en SGRP.

Proposición 3.23. Sea F = { S
fi // Si }i∈I una SGRP−fuente. Los siguientes

enunciados son equivalentes:

(1) F es una mono-fuente.
(2) Para cada x, y ∈ S con x 6= y existe i ∈ I tal que fi(x) 6= fi(y).

Demostración:

1) =⇒ 2) Sean x, y ∈ S con x 6= y. Considere al semigrupo (N,+) y a las

funciones N
α //

β
// S de�nidas por α(n) := xn y β(n) := yn respectivamente. De

las leyes de exponenciación en un semigrupo se sigue que α y β son mor�smos de
semigrupos. Ahora bien, suponga que fi(x) = fi(y) para cada i ∈ I. Luego, para
cada i ∈ I y cada n ∈ N se tiene que:

fi(α(n)) = fi(x
n)

= fi(x)n

= fi(y)n

= fi(y
n)

= fi(β(n))

Por lo tanto fi ◦ α = fi ◦ β y así F ◦ α = F ◦ β, de manera que al ser F una
mono-fuente se debe tener que α = β y en particular que α(1) = β(1), o lo que
es lo mismo x = y, una contradicción. Por consiguiente existe i ∈ I para el cual
fi(x) 6= fi(y).

2) =⇒ 1) Sean T
α //

β
// S un par de mor�smos de semigrupos tales que F ◦ α =

F ◦ β. Suponga que t ∈ T es tal que α(t) 6= β(t). Entonces existe i ∈ I de
manera que fi(α(t)) 6= fi(β(t)), pero al ser F ◦α = F ◦ β se tiene que en particular
fi◦α = fi◦β y por lo tanto fi(α(t)) = fi(β(t)), una contradicción. Por consiguiente
α = β y F es mono-fuente. �
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Teorema 3.24. La categoría SGRP es (EPI,MF )−factorizable (ver De�nición
2.13).

Demostración:

Sea F = { S
fi // Si }i∈I una SGRP−fuente indexada por una clase arbitraria

I. Considere a la siguiente relación en S:

ρ := {(a, b) ∈ S × S | fk(a) = fk(b) para cada k ∈ I}
Es fácil veri�car que ρ es una relación de equivalencia en S. Por otro lado,

si aρb, cρd y k ∈ I es arbitrario, entonces fk(a) = fk(b) y fk(c) = fk(d), luego
fk(a)fk(c) = fk(b)fk(d) y por consiguiente fk(ac) = fk(bd). De ahí que acρbd
y en consecuencia ρ es una congruencia sobre S. Veamos que para cada i ∈ I,
ρ ⊆ Ker(fi), si i ∈ I es arbitrario y aρb, entonces para cada k ∈ I, fk(a) = fk(b).
En particular para k = i se tiene que fi(a) = fi(b) y por lo tanto a ker(fi)b. De ahí
que ρ ⊆ Ker(fi). Así, haciendo uso del Teorema 3.14 se sigue que para cada i ∈ I
existe un único mor�smo de semigrupos f̄i : S

ρ −→ Si, dado por f̄i([a]ρ) := fi(a),
que hace conmutativo al siguiente triángulo:

S
fi //

πρ
��

Si

S
ρ

f̄i

@@

De esto último se in�ere que F = M ◦ πρ donde M := { S
ρ

f̄i // Si }i∈I . Puesto

que πρ es un epimor�smo, para concluir la demostración solo resta exhibir que M

es una mono-fuente. Para ello, suponga que [a]ρ 6= [b]ρ. Entonces, de la manera
en que ρ está de�nida se sigue que existe i ∈ I para el cual fi(a) 6= fi(b) y por
lo tanto f̄i([a]ρ) 6= f̄i([b]ρ). Así, de la Proposición 3.23 se deduce que M es una
mono-fuente. �

3.4. La categoría concreta (SGRP, U).

De�nición 3.25. El funtor olvidadizo U : SGRP −→ SET es de�nido como sigue:

U( S
f // T ) := S

f // T

Esto es, a cada semigrupo U le asigna su conjunto subyacente y a cada mor�smo
de semigrupos su función subyacente. (Cabe mencionar que en otros textos a este
funtor se le llama funtor que olvida)

No es difícil veri�car que en efecto U : SGRP −→ SET es un funtor. Además,
tampoco es difícil exhibir que U es un funtor �el. A lo largo de toda esta sección
U denotará al funtor olvidadizo de�nido anteriormente.

Proposición 3.26. El funtor U tiene las siguientes propiedades:

(1) U preserva epimor�smos extremales (ver De�nición 2.26 inciso 2).
(2) U crea isomor�smos (ver De�nición 2.19).

Demostración:
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1. Sea S
f // T un epimor�smo extremal en SGRP. Del Teorema 3.21 se

sigue que f debe ser una función sobreyectiva y por consiguiente U(f) := f es un
epimor�smo en SET. De la sobreyectividad de f (y del Axioma de elección) se

sigue que existe una función T
g // S tal que f ◦ g = idT . Ahora bien, sean

S
e // X

m // T un par de funciones tales que f = m ◦ e con m inyectiva. De la
igualdad f = m◦ e se obtiene que f ◦g = (m◦ e)◦g y con ello que idT = m◦ (e◦g).
Por lo tantom tiene una inversa derecha y en consecuenciam debe ser sobreyectiva.
Esto último aunado a que m también es inyectiva permite concluir que m es una
función biyectiva y por consiguiente un isomor�smo en SET, concluyéndose de esta
forma que U(f) := f es un epimor�smo extremal en SET.

2. Sea X
g // U(S) := S un isomor�smo U−estructurado en SET. Entonces,

X
g // S debe ser una función biyectiva con dominio el conjunto X y codominio

el semigrupo S. Sea S
f // X la función inversa de g. A partir de las funciones

f y g y de la operación en S se de�ne la siguiente operación binaria sobre X: si
x, y ∈ X, x ∗ y := f(g(x)g(y)).

Para cada x, y, z ∈ X se tiene que

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ f(g(y)g(z))

= f(g(x)g(f(g(y)g(z))))

= f(g(x)(g(y)g(z)))

= f((g(x)g(y))g(z))

= f(g(f(g(x)g(y)))g(z))

= f(g(x)g(y)) ∗ z
= (x ∗ y) ∗ z

Por consiguiente X es un semigrupo bajo esta operación binaria. Observe que
si s, t ∈ S

f(s) ∗ f(t) := f(g(f(s))g(f(t))) = f(st)

De donde f es un isomor�smo del semigrupo S al semigrupo (X, ∗). Por lo tanto
de la Proposición 3.4 se sigue que g es un isomor�smo del semigrupo (X, ∗) al
semigrupo S . Ahora que g ya es un mor�smo de semigrupos (y no solo una función)

es claro que U(g) = g. Suponga que T
h // S es un isomor�smo del semigrupo

(T,�) al semigrupo S tal que U(h) = g. Entonces h y g son la misma función y
por lo tanto debe ser que T y X son el mismo conjunto. Sean a, b ∈ X. Puesto que
h es un mor�smo de semigrupos que tiene la misma regla de correspondencia de g
se tiene que g(a� b) = g(a)g(b) y por lo tanto f(g(a� b)) = f(g(a)g(b)), de donde
a� b = f(g(a)g(b)) = a ∗ b y en consecuencia � = ∗. Por consiguiente h y g son el
mismo mor�smo de semigrupos. Se concluye así que U crea isomor�smos. �

A continuación se exhibe que para cada conjunto no vacío X existe un mor�smo
U−universal con dominio X. Para tal efecto es que se desarrollan las ideas que
siguen.

De�nición 3.27. Sea X un conjunto no vacío.
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• Una palabra sobre el conjunto X es un símbolo de la forma x1x2 · · · xn
donde n ∈ N y xi ∈ X.

• Dos palabras a1a2 · · · an y b1b2 · · · bm serán iguales si y solo si n = m y
ai = bi para cada i ∈ {1, 2, ..., n}.

• Se escribe X+ para denotar a la colección de todas las palabras sobre el
conjunto X.

Si X es un conjunto no vacío y a1a2 · · · an, b1b2 · · · bm ∈ X+, entonces a partir
de estas dos palabras puede obtenerse una tercera de�niendo:

a1a2 · · · an ∗ b1b2 · · · bm := a1a2 · · · anb1b2 · · · bm
A esta nueva palabra se le llamará la concatenación de a1a2···an con b1b2···bm.

La concatenación de palabras es asociativa, pues

a1a2 · · · an ∗ (b1b2 · · · bm ∗ c1c2 · · · cr) = a1a2 · · · an ∗ (b1b2 · · · bmc1c2 · · · cr)
= a1a2 · · · anb1b2 · · · bmc1c2 · · · cr
= (a1a2 · · · anb1b2 · · · bm) ∗ c1c2 · · · cr
= (a1a2 · · · an ∗ b1b2 · · · bm) ∗ c1c2 · · · cr

Por consiguiente X+ junto con la concatenación de palabras dan lugar a un
semigrupo al que se le llama semigrupo libre de palabras sobre X.

Teorema 3.28. Sea X un conjunto no vacío. Entonces para cada semigrupo T y
cada función f : X −→ T existe un único mor�smo de semigrupos φ : X+ −→ T
que hace conmutar al triángulo

X
f //

ι !!

T

X+

φ

==

donde ι : X −→ X+ es la función inclusión

Demostración:

Sean (T,�) un semigrupo y f : X −→ T una función. A partir de f se de�ne
a φ : X+ −→ T como φ(a1a2 · · · an) := f(a1)� f(a2)� · · · � f(an). Observe que
para cada a ∈ X se veri�ca que φ(a) = f(a) y por consiguiente f = φ ◦ ι . Ahora
bien, se tiene que

φ(a1a2 · · · an ∗ b1b2 · · · bm) = φ(a1a2 · · · anb1b2 · · · bm)

= f(a1)� f(a2)� · · · � f(an)� f(b1)� f(b2)� · · · � f(bm)

= [f(a1)� f(a2)� · · · � f(an)]� [(f(b1)� f(b2)� · · · � f(bm)]

= φ(a1a2 · · · an)� φ(b1b2 · · · bm)

Por lo tanto φ es un mor�smo de semigrupos. Suponga ahora que ψ : X+ −→ T
es un mor�smo de semigrupos tal que f = ψ ◦ ι . Entonces, si a1a2 · · · an ∈ X+:
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ψ(a1a2 · · · an) = ψ(a1 ∗ a2 ∗ · · · ∗ an)

= ψ(a1)� ψ(a2)� · · · � ψ(an)

= f(a1)� f(a2)� · · · � f(an)

= φ(a1a2 · · · an)

De donde φ = ψ y el resultado se sigue. �

Corolario 3.29. Para cada conjunto no vacío X existe un mor�smo U−universal
con dominio X (ver De�nición 2.15).

Demostración:

Si X es un conjunto no vacío, entonces del Teorema 3.28 se deduce que ι :
X −→ X+ es U−universal. �

Observación 3.30. Si X es un conjunto no vacío y η : X −→ X̄ es cualquier otro
mor�smo U−universal con dominio X, entonces de acuerdo a la Proposición 2.16
debe ser que X+ ∼= X̄ i,e, cualquier semigrupo que sea codominio de algún mor�smo
U−universal con dominio X debe ser isomorfo al semigrupo libre de palabras X+(y
en particular deben ser equipotentes). En este sentido, X+ es el más óptimo posible.

Ahora que se ha establecido que cada conjunto no vacío es dominio de algún
mor�smo U−universal queda averiguar si lo mismo ocurre para el conjunto vacío.
Para tal efecto se toman en cuenta los siguientes conceptos.

De�nición 3.31. Si S es un semigrupo, se dice que α ∈ S es idempotente si
α2 = α. Se denota al conjunto de idempotentes de S por E(S).

Hay semigrupos S para los cuales E(S) = ∅. En efecto, para el semigrupo
(N,+) (sin considerar al cero) se tiene que E(N) = ∅. En contraste, también
existen semigrupos repletos de idempotentes. Para ver esto, tómense dos conjuntos
no vacíos A y B arbitrarios. Sobre A×B se de�ne la siguiente operación binaria: si
(a, b), (c, d) ∈ A×B, (a, b)(c, d) := (a, d). No resulta complicado veri�car que esta es
una operación asociativa. Ahora bien, para cada (a, b) ∈ A×B se tiene que (a, b)2 =
(a, b)(a, b) = (a, b). Así, A × B con la operación de�nida anteriormente forma un
semigrupo para el cual E(A×B) = A×B (cabe mencionar que a todo semigrupo
con tal propiedad se le da el nombre de banda). En particular, si alguno de los
conjuntos A o B tiene exactamente un elemento, digamos A, entonces |A×B| = |B|.
De esta forma pueden construirse semigrupos con tantos idempotentes como se
desee.

Lema 3.32. Sean S y T semigrupos con α ∈ E(T ). Entonces h : S −→ T de�nida
por h(s) := α es un mor�smo de semigrupos.

Demostración: Para cada x, y ∈ S se tiene que h(xy) = α mientras que
h(x)h(y) = α2 = α. Luego h(xy) = h(x)h(y) y así h es un mor�smo de semi-
grupos. �
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Teorema 3.33. La categoría SGRP no tiene objeto inicial.

Demostración: Suponga que S0 es objeto inicial de SGRP y sea B un semigrupo
con al menos dos idempotentes, digamos α y β (α 6= β). Considere a las funciones

S0

f //

g
// B de�nidas como f(s) := α y g(s) := β. Del Lema 3.32 se sigue que f

y g son mor�smos de semigrupos, y al ser S0 objeto inicial debe ocurrir que f = g.
Tómese s ∈ S0. Entonces f(s) = g(s) y por consiguiente α = β, lo cual contradice
que α 6= β. Por lo tanto SGRP no tiene objeto inicial. �

Del Teorema anterior se desprenden los siguientes tres resultados.

Corolario 3.34. El conjunto vacío no puede ser dominio de ningún mor�smo
U−universal.

Demostración:

Si ι : ∅ −→ S0 es un mor�smo U−universal, entonces de acuerdo con la Proposi-
ción 2.18 S0 debe ser un objeto inicial de SGRP, lo cual contradice al Teorema 3.33.

�

Corolario 3.35. El funtor olvidadizo U : SGRP −→ SET no es adjunto.

Demostración:

Si lo fuera, entonces todo objeto en SET sería dominio de algún mor�smo
U−universal. En particular el conjunto vacío. Pero eso no es posible según el
Corolario anterior. �

Corolario 3.36. La categoría concreta (SGRP, U) no es una categoría esencial-
mente algebraica (y por lo tanto tampoco algebraica).

Demostración:

Se sigue del Teorema 2.24 y del Corolario 3.35. �

A pesar de lo anterior, si O denota a la clase de todos los conjuntos no vacíos y
para cada A,B ∈ O se de�ne Hom(A,B) := {f : A −→ B | f es función}, entonces
esto junto con la composición usual de funciones da lugar a una categoría que se
denotará por SET∗. Sea U∗ : SGRP −→ SET∗ de�nido por

U∗( S
f // T ) := S

f // T

Esto es, a cada semigrupo U∗ le asigna su conjunto subyacente y a cada mor�smo
de semigrupos su función subyacente. No es difícil exhibir que U∗ es un funtor �el.
Además, imitando la demostración de la Proposición 3.26 se obtiene que el funtor
U∗ tiene las siguientes propiedades:

(1) U∗ preserva epimor�smos extremales.
(2) U∗ crea isomor�smos.

Más aún, del Teorema 3.28 se sigue que U∗ es adjunto. Así, como SGRP es
(EPI,MF )−factorizable al aplicar el Teorema 2.25 se deduce que la categoría conc-
reta (SGRP, U∗) si es una categoría algebraica.
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4. Conclusiones

En este trabajo se exhibe que en cualquier categoría A; la clase de los epimor-
�smos regulares está contenida en la clase de los epimor�smos extremales y que esta
última a su vez está contenida en la clase de todos los epimor�smos, se muestra que
para todo funtor F : A −→ SET, si ι : ∅ −→ F (A) es un mor�smo F−universal con
dominio ∅ y A ∈ Ob(A), entonces A es un objeto inicial de A. También se exhibe
que si la categoría concreta sobre B, (A, U), es esencialmente algebraica, entonces
U es adjunto. Se dan condiciones necesarias para que la categoría concreta sobre
B, (A, U) sea esencialmente algebraica.

Además, se muestra que en la categoría de semigrupos SGRP; la clase de los
mor�smos inyectivos de semigrupos, INY es igual a la clase de los monomor�smos de
semigrupos MONO, la clase de los mor�smos sobreyectivos de semigrupos, SOBRE,
está contenida propiamente en la clase de los epimor�smos de semigrupos ,EPI, y
a pesar de que no todo epimor�smo es un mor�smo sobreyectivo, se establece que
en SGRP epimor�smo regular equivale a mor�smo sobreyectivo y que mor�smo
sobryectivo equivale a epimor�smo extremal. También se exhibe que en SGRP todo
par de mor�smos tiene un co-igualador y que SGRP es (EPI,MF )−factorizable.

Finalmente para la categoría concreta (SGRP, U); donde U : SGRP −→ SET es
el funtor olvidadizo, se exhibe entre otras cosas que cualquier semigrupo que sea
codominio de algún mor�smo U−universal con dominioX,X 6= ∅, debe ser isomorfo
al semigrupo libre de palabras X+, así se establece que cada conjunto no vacío es
dominio de algún mor�smo U−universal, sin embargo el conjunto vacío no puede ser
dominio de ningún mor�smo U−universal, luego la categoría concreta (SGRP, U)
no es una categoría algebraica, sin embargo la categoría concreta (SGRP, U∗) donde
U∗ : SGRP −→ SET∗, si es una categoría algebraica.
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