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Presentacion

Apreciada persona que nos lees, el cuerpo académico de topologia y sus aplica-
ciones, de la Benemérita Universidad Autonoma de Puebla, pone ante ti el décimo
cuarto volumen de su serie de textos en topologiaﬂ Nuestra propuesta es ofrecer
un espacio para generar y difundir conocimiento en topologia y temas afines, con
articulos expositivos y de investigacién, que pueden ser motivacién para los estu-
diantes y herramienta para los especialistas.

Entre los once capitulos que contiene este volumen se exponen temas de grupos
topolégicos, de andlisis topolégico de datos, de dinamica topolégica, de hiperespa-
cios de conjuntos, de topologia general, de continuos y de algebra: particularmente
se presenta un bello trabajo sobre grupos topoldgicos, que recurre al algebra li-
neal y al anélisis funcional para investigar sobre un problema de isomormorfismo
topoldgico; se exponen las ideas bésicas de la topologia de datos, drea de reciente
creacion; se tratan relaciones de sistemas dindmicos débilemente mezclantes con
la propiedad de la interseccién finita; se estudian el hiperespacio de los subcon-
juntos finitos con la topologia de Pixley-Roy y el hiperespacio de las sucesiones
convergentes con la topologia de Vietoris; en topologia general se expone sobre
conexidad relativa, y sobre asignaciones y estrellas; en continuos se investiga sobre
las propiedades de Kelly y semi-Kelley; ademas, se incluyen tres articulos en temas
de algebra y categorias. Resaltamos que los trabajos en este libro aportan resulta-
dos originales o pruebas nuevas de hechos conocidos.

En esta entrega colaboran investigadores y estudiantes de las siguientes institu-
ciones: Benemeérita Universidad Auténoma de Puebla (BUAP), Universidad Auténoma
de Chiapas (UNACH), Universidad Auténoma del Estado de México (UAEMéx), Univesi-
dad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo (UMSH), Universidad Nacional Auténoma de
México (UNAM) y Universidad Tecnolégica de la Mixteca (UTM).

Agradecemos a los autores por elegir nuestro libro para publicar sus trabajos, y a los
arbitros por el tiempo para revisarlos; especialmente te agradecemos a ti porque nos lees.

Los editores
Marzo de 2024

ILa serie inici6 en 2007; los primeros volimenes se denominan Topologia y sistemas dindmicos
I-1V, los siguientes Topologia y sus aplicaciones 1-10. Contacto de editores: jangoa@fcfm.buap.mx,
acontri@fcfm.buap.mx, escobedo@fcfm.buap.mx, mjlopez@fcfm.buap.mx,
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CAPITULO 1

El problema del isomorfismo topolégico

Alejandro Rios Herrejon
Universidad Nacional Auténoma de México,Ciudad de México, México
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1. Introduccién

Comienzo la exposicién del presente escrito de una forma inusual: con una
renuncia de responsabilidad. Resulta que desconozco si alguna otra persona le
llama el "<problema del isomorfismo topolégico"> al enunciado matematico con
el que estaremos trabajando a lo largo de estas paginas. No obstante, a pesar de
esta incertidumbre, considero que el nombre es acertado puesto que captura la idea
esencial detras de la interrogante central de este texto.

Formalmente, el "<problema del isomorfismo topoldogico" > es la siguiente pre-
gunta:

PROBLEMA 1.1. Si G y H son un par de grupos topolgicos, G es homeomorfo a H
y G es isomorfo a H, ses cierto que G es topoldgicamente isomorfo a H?

Mi primer encuentro con este problema fue en un curso de posgrado impartido
por el Dr. Angel Tamariz Mascartia en el afio 2019. En una de las clases, con la
destreza impresionante que tiene para hacer preguntas interesantes, Angel cuestiono
a los asistentes del curso si alguno de nosotros sabiamos cudl era la respuesta para
la pregunta [1.1

Previsiblemente, ninguno de nosotros supo responderla y, en consecuencia, el
Dr. Tamariz seleccion6 aleatoriamente una persona para que reflexionara y com-
partiera con todos su opinién informada al respecto. Si en este punto de la narraciéon
el lector conjetura que el autor de estas palabras fue la "<victima matematica" >
de esa tarea, esta en lo correcto.

Para mi inmensa fortuna, en la incansable biisqueda de la respuesta descubri
que el "<problema del isomorfismo topologico" > establece una hermosa intersec-
cion entre el dlgebra abstracta, la topologia general y el analisis funcional. El
propésito de este articulo es exponer las nociones béasicas necesarias de estas tres
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4 1. EL PROBLEMA DEL ISOMORFISMO TOPOLOGICO

areas con el objetivo de contestar negativamente la pregunta y unos fortaleci-
mientos de ella.

2. Preliminares de grupos topolégicos

Cualquier concepto algebraico, topolégico o conjuntista que no sea mencionado
explicitamente en este escrito debera respectivamente. Nuestros textos de consulta
para el material relacionado con grupos topologicos seran [2] y [8].

Utilizaremos el simbolo w para denotar al conjunto de los niimeros naturales, es
decir, w es precisamente el conjunto {0,1,2,3,...}. Por otra parte, N representara
el conjunto de los nimeros naturales positivos; en simbolos, N := w \ {0}.

Una pareja (X, 7x) es un espacio topoldgico si X es un conjunto no vacio y 7x
es una familia de subconjuntos de X que tiene las siguientes propiedades:

(1) Derx y X €7x;

(2) si U C 7x, entonces JU € 7x; y

(3) para cualesquiera U,V € 7x se cumple que UNV € 7x.
En estas circunstancias, la coleccién 7x es una topologia en X y a los elementos de
Tx se les llama conjuntos abiertos.

Por ejemplo, en cualquier conjunto no vacio X se satisface que las colecciones
{0, X} y P(X) son topologias en X conocidas, respectivamente, como la topologia
indiscreta y la topologia discreta.

Una funcién entre espacios topologicos f : X — Y es continua si para cualquier
U € 7y se cumple que f~1[U] € 7x. Ademas, f es abierta si para todo U € 7x
se constata que f[U] € 7y. Finalmente, f es un homeomorfismo si es una funcion
biyectiva, continua y abierta.

Una terna (G, g, eq) es un grupo algebraico si G es un conjunto no vacio, eg
es un elemento de Gy -¢ : G X G — G es una funciénﬂ que satisface las siguientes
condiciones:

(1) para cualesquiera x,y,2 € G, x ¢ (y ‘¢ 2) = (¢ Y) ‘G 2;
(2) paratodaz € G, z-geg =z =eg-xy

(3) para cualquier z € G existe 27! € G con x -g 7!

=eq = z~! ‘G .

Verbigracia, si n es un entero positivo, Z es el conjunto de ntimeros enteros, y
para cualesquiera x,y € Z expresamos x ~, y si y sélo si z — y es divisible entre
n, entonces ~,, es una relacion de equivalencia en Z. Si Z,, es el conjunto cociente
Z/~y y [x], representa la clase de equivalencia de x € Z inducida por ~,, un
argumento rutinario muestra que [0], y la funcion +, : Z,, X Z,, — Z,, definida por
[]n +n [Y]n == [ +y], satisfacen que la terna (Z,, [0],,, +r) es un grupo algebraico.

Una funcién entre grupos algebraicos f : G — H es un homomorfismo si para
cualesquiera x,y € G se cumple que f(z-gy) = f(x) g f(y). Ademés, f es un
isomorfismo si f es una homomorfismo biyectivo.

Con estos antecedentes, estamos posicionados para demostrar nuestro primer
resultado auxiliar.

Lema 2.1. No ezisten homomorfismos inyectivos de Zo X Zs en Z,.

DEMOSTRACION: Observemos primero que si z € Zs X Zg, entonces el subgrupo
ciclico de Zy x Zo generado por z, (z), no coincide con Zg X Zs. Por otra parte, es
sencillo comprobar que <[1]4> es precisamente Zj,.

Ipara continuar la tradiciéon literaria, en este texto denotamos por = -g y a la evaluacién
-c (z,y) para cualesquiera z,y € G.



3. PRIMER CONTRAEJEMPLO 5

Ahora supongamos, en busca de una contradiccion, que f : Zo X Zo — Z4 €s un
homomorfismo inyectivo. Resulta que, como Zy X Zo y Z4 tienen cuatro elementos,
f es una funcion biyectiva y, por lo tanto, f es un isomorfismo. Finalmente, la
relacion ([1];) = Z4 implica que z := f~! ([1]4) es un elemento de Zy x Zy que
satisface la relacion (z) = Zy X Zs, una contradiccion a lo establecido en el primer
parrafo de la prueba. ([l

Lo que sigue es fusionar de manera adecuada las nociones de "<espacio topoldgico" >
y "<grupo algebraico">.
Una cuarteta (G, -g, eq, T¢) €s un grupo topoldgico si las siguientes propiedades
se cumplen:
(1) (G,-g,eq) es un grupo algebraico;
(2) (G,7¢) es un espacio topologico y
(3) la operacién -¢ y la funcién G — G dada por z — x~! son continuas.
Observe que en la condicién (3) de la definicién anterior la operacion -¢ es con-
tinua con respecto a la topologia producto en G x G. Por ejemplo, cualquier grupo
algebraico equipado con la topologia discreta, o bien, con la topologia indiscreta,
es un grupo topologico.
Una funcién f : G — H entre grupos topoldgicos es un isomorfismo topoldgico
si f es un homeomorfismo y un isomorfismo simultaneamente.
Finalmente, si Gy H son grupos topolégicos, el producto cartesiano G x H tiene
una estructura natural como grupo topolégico, conocida como el grupo topoldgico
producto, que estd inducida por la topologia producto y la operacién

(.’L‘,y) ‘GxH (x/ay/) = (.CL' G m/ay ‘H y/) .

En [2] Theorem 1.2.7, p. 16] se puede encontrar la demostracion de este hecho para
familias arbitrarias de grupos topologicos.

3. Primer contraejemplo

Posiblemente este cambio de seccién tan repentino genere sorpresa en el lector
puesto que, en el apartado del texto que acaba de terminar, dnicamente men-
cionamos un par de topologias, una familia simple de grupos algebraicos y un
resultado auxiliar. Resulta que eso es todo lo que necesitamos para construir una
pareja de grupos topoldgicos que respondan negativamente la pregunta [I.1]

Sean Go := Z4 equipado con la topologia discreta, Hy := Z4 equipado con
la topologia indiscreta, Hy := Zs X Zs equipado con la topologia discreta, G; :=
7o x 75 equipado con la topologia indiscreta, G el grupo topolégico producto Gy x Gy
y H el grupo topolégico producto Hy x H;.

Proposicion 3.1. Si G y H son como en el pdrrafo anterior, entonces G es home-
omorfo e isomorfo a H, pero G no es topoldgicamente isomorfo a H.

DEMOSTRACION: Dividiremos esta prueba en tres afirmaciones.
Afirmacién 1. G y H son isomorfos.

Esta parte del argumento es la més simple en virtud de que G'y H son el mismo
grupo algebraico. Por esta razon, es suficiente observar que la funcién identidad
G — H es un isomorfismo.

Afirmacién 2. G y H son homeomorfos.
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Para este enunciado hay que notar primero que Gy y H; son espacios discretos
de la misma cardinalidad, mientras que Hy y G1 son espacios indiscretos de la misma
cardinalidad. Esta observacion implica la existencia de un par de homeomorfismos
f:Go— Hiyg:Hy— Gy. Luego, un argumento ruinario muestra que la funcion
h:G — H determinada mediante h(z,y) := (97! (y), f(z)) es un homeomorfismo.

Afirmacién 3. G y H no son topoldgicamente isomorfos.

Por contradiccién, supongamos que f : G — H es un isomorfismo y un home-
omorfismo simultaneamente. Observemos que

U := {[0]4} X (Z2 X Z2)

es un subgrupo abierto de G que es isomorfo a Zs x Zy. Luego, como f es un
isomorfismo topologico, f[U] es un subgrupo abierto de H con cuatro elementos.
En consecuencia, si 7 : H — B denota la proyecciéon canénica, el hecho de que
7 [f[U]] es un abierto no vacio de B implica que 7p [f[U]] = Zj.

El parrafo anterior garantiza la existencia de z € ZoXZy tal que f[U] = Z4x{z}.
De esta manera, como Zs X Zg es isomorfo a U, f es un isomorfismo entre U y f[U],
y f[U] es isomorfo a Z4, deducimos que Zs x Zg es isomorfo a Z4, una contradiccion
al lema 2.1 O

La demostracion previa la expuse alrededor de una semana después de que
Angel me encargara la tarea de responder la pregunta Al término de la prueba
escuché la onomatopeya cldsica "<mmm"> que expresaba cierta intranquilidad
por parte de él. Ni corto ni perezoso, el Dr. Tamariz me felicité por encontrar un
contraejemplo tan elemental y a continuacion formuld una segunda pregunta:

PROBLEMA 3.2. Si G y H son un par de grupos topoldgicos Ty, G es homeomorfo
a H y G es isomorfo a H, ;es cierto que G es topoldgicamente isomorfo a H?

Esta aparente pequena modificacion de la pregunta [1.1] en realidad escondia
un gran detalle. Un hecho fundamental de la teoria de grupos topolégicos es que
todos ellos son completamente regulares (véase [8, Teorema 4.14, p. 96]). De esta
forma, cualquier grupo topoloégico Ty es autométicamente un espacio de Tychonoff
(es decir, un espacio de Hausdorff completamente regular). Resulta que este salto
tan grande en la separacién del espacio complicé bastante las cosas.

La siguiente tarea era evidente: habia que descubrir cuél era la respuesta para
la pregunta [3.2] Esta vez tardé un poco més que en la ocasién anterior, pero mi
encomienda abrié un paisaje matemaético espectacular y me guié por el sendero de
los espacios vectoriales topologicos.

4. Breviario de algebra lineal y analisis funcional

De ahora en adelante, los conceptos de anélisis funcional y andalisis matematico
que no sean definidos expresamente deberan entenderse como en [I] y [6], respec-
tivamente. En cuanto a las nociones de &algebra lineal, nuestro texto basico de
consulta serd [10], pero el material correspondiente a los espacios de dimension
infinita deber4 ser entendido como en [12].

Todos los espacios vectoriales considerados seran sobre el campo R. Ademiés, el
término "<base de Hamel"> describird un subconjunto linealmente independiente
y generador de un espacio vectorial (véase [12] § 3, p. 73]).
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Nuestro primer resultado de &lgebra lineal permite extender funciones definidas
en bases de Hamel. Las personas versadas en esta disciplina reconoceran la proposi-
cion [I3] como la propiedad universal de las bases.

Proposicion 4.1. Sean V y W un par espacios vectoriales. Ademds, sean B y B’
bases de Hamel para V y W, respectivamente. Finalmente, sea f : B — W una
funcion.
(1) Eziste una unica transformacion lineal F : V. — W que extiende a f, es
decir, |pip) = f.
Para los incisos restantes asuma que f : B — B'.

(2) Cuando f es inyectiva se satisface que F es inyectiva.
(8) F es suprayectiva siempre que [ es suprayectiva.
(4) Si f es biyectiva, entonces F' es un isomorfismo lineal.

DEMOSTRACION: Para el inciso (1) observemos que si v € V, entonces existen
tnicos n € w, {v; : i < n} C By {a; :i <n} CR, con el conjunto de vectores
indizado sin repeticiones, de tal modo que Z?:O a;v; = v. La unicidad de esta
combinacion lineal permite definir sin ambigiiedad la funcién F' : V' — W mediante

la regla

F(v) =Y a;f(v:).
i=0
En estas circunstancias, un argumento rutinario muestra que F' es la tnica trans-
formacién lineal de V' en W que extiende a f.

Con la hipotesis f : B — B’ en mente, para demostrar el inciso (2) supongamos
que f es inyectiva y comprobemos que el nicleo de F', Ker(F) :={v eV : F(v) =
Ow }, es trivial. Dado un elemento v de Ker(F'), existen n € w, {v; : i < n} C B
y {a; : i <n} CR, con el conjunto de vectores enumerado fielmente, de tal forma
que Y. ,a;v; = v. Observemos que, como f es una funcién inyectiva, el con-
junto {f(v;) : i < n} estd indizado sin repeticiones. De esta manera, la condicién
Yoo aif(v;) = Ow (es decir, v € Ker(F)) y la independencia lineal de B’ implica
que a; = 0 para cualquier ¢ < n. En consecuencia, v = Oy .

La demostracion del inciso (3) es mas simple: supongamos que f es suprayectiva
y fijemos w € W. Sean n € w, {w; : i <n} C B’y {a; : i <n} CR, con el conjunto
de vectores enumerado sin repeticiones, tales que Z?:o a;w; = w. Luego, si para
cada i < n tomamos v; € B con f(v;) = w;, es evidente que v := Z?:O a;v; satisface
F(v) =w.

Finalmente, si f es una funcién biyectiva, entonces una combinacién de los
incisos (1), (2) y (3) garantiza que F es un isomorfismo lineal. O

Una funcién f : V — W entre espacios vectoriales es aditiva si para cualesquiera
v,w € V se satisface que f(v+w) = f(v) + f(w). Por otra parte, f es Q-lineal si
para cualesquiera v,w € V' y g € Q se constata que f(qv + w) = qf(v) + f(w).

Lema 4.2. Sean V y W un par de espacios vectoriales. Si f : V. — W es una
funcién aditiva, entonces f es Q-lineal.

DEMOSTRACION: Sea v un elemento de V. Primero, un argumento inductivo
muestra que para cualquier n € w se cumple la relacion f(nv) = nf(v). Luego,
como Oy = f(Oy) = f(v—v) = f(v) + f(—v), se deduce que f(—v) = —f(v). Por
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lo tanto, si n es entero negativo, entonces

fw) = f ((=n)(=v)) = —nf(=v) = —n (f(-v)) = nf(v).

En suma, para cualquier n € Z se verifica la ecuacion f(nv) = nf(v).
Ahora, cuando n € Z \ {0} observemos que las relaciones

fo)=f <n§) —nf <Z)

implican @ =f (%) Finalmente, si w € V y m € Z, entonces
/ (m+w> —f (m) ) =2 )
n n n
= PO ) = T () + f(w).

O

Un espacio vectorial topoldgico es un espacio vectorial (V, +y, 0y, ) que esta
equipado con una topologia 7y de tal forma que la operacion +y : V XV — V
y la multiplicacién por escalares -y : R x V' — V son funciones continuas cuando
V xV y R x V tienen la topologia producto. En particular, todo espacio vectorial
topoldgico es un grupo topologico abeliano.

Una funcién f : V — W entre espacios vectoriales topolégicos es un homeo-
morfismo lineal si es, simultaneamente, un homeomorfismo y un isomorfismo lineal.
Observemos que si V' y W son linealmente homeomorfos, entonces V' 'y W son
topolégicamente isomorfos.

Por ejemplo, el espacio vectorial formado por las sucesiones de ntiimeros reales,
“R, es un espacio vectorial topolégico cuando esté equipado con la topologia pro-
ducto.

Nosotros estaremos particularmente interesados en ciertos subespacios de “R.
Especificamente, el subespacio de sucesiones convergentes a cero, cp, y los subespa-
cios ¢, cuando 1 < p < oo; en simbolos,

n—oo

co = {x €“R: lim z(n) = 0} vyl =8z e“R: Z{x(n)p} converge

necw

En [6] Proposicion 2.15, p. 16] se comprueba que la funcién |-, : £, — R dada
por

lzllp = | > |x(n)]”

es una norma en {, para cualquier 1 < p < oco. Ademds, es sencillo ver que la
funcion |||, : co = R definida como

(4.1) [2]lco :=sup {|z(n)| : n € w}

determina una norma en c.

Observemos que si V' es un espacio vectorial normado, V' es un espacio métrico
con la métrica inducida por su norma. Ademas, tanto la operacion +v : VxV — V
como la multiplicacion por escalares -y : R x V' — V son funciones continuas. En
suma, cualquier espacio vectorial normado es un espacio vectorial topolégico.
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La nocién de continuidad de una funcién entre espacios vectoriales topolégicos
permite destacar una propiedad notable de las funciones aditivasﬂ

Lema 4.3. Sean V y W un par de espacios vectoriales topoldgicos. Si f : V — W
es una funcion aditiva y continua, entonces [ es una transformacion lineal.

DEMOSTRACION: En virtud del lema [4.2] es suficiente comprobar que si v € V
y a € R\ Q, entonces se satisface la relacion f(av) = af(v). Para cada n € w
sea ¢, un elemento de (a — 27", a+27") N Q. Luego, como las sucesiones (g,v)
¥ (qnf(v)) convergen a (av) y (af(v)) en V y W, respectivamente, la continuidad
de f implica que

Flaw) =7 (Jim a0 ) = i £ () = lim . (0) = of (o)
(|

Corolario 4.4. Sean V y W un par de espacios vectoriales topologicos. Si f : V —
W es isomorfismo topoligico, entonces f es un homeomorfismo lineal.

Un resultado sobresaliente del analisis funcional es el teorema de Anderson-
Kadec que establece que todo espacio de Fréchet, infinito-dimensional y separableﬁ
es homeomorfo a “R (véase [4, Theorem 5.2, p. 189]). Nosotros inicamente nece-
sitaremos el siguiente debilitamiento de ese resultado:

Teorema 4.5. Todo espacio de Banach, infinito-dimensional y separable es home-
omorfo a “R.

La demostraciéon del teorema escapa significativamente del alcance de este
escrito y, por esta razén, serd omitida; no obstante, se le recomienda al lector
interesado consultar los detalles en [4, Theorem 5.1, p. 188].

Si V es un espacio vectorial, una transformacion lineal f : V — R es una
funcional lineal en V. Nosotros estamos interesados en las funcionales lineales
continuas en espacios vectoriales topolégicos. Formalmente, el espacio compuesto
por todas las funcionales lineales continuas en un espacio vectorial topoldgico V' es
el espacio dual topologico de V' y se denota por V*.

Con la notacion del parrafo anterior, no es dificil comprobar que si V' es un
espacio vectorial con norma ||-||y y By := {v € V : |jv|ly < 1}, entonces la funcién
Il Jv+ : V* — R definida por

[fllve :=sup{|f(v)]: v e By}

es una norma en V*.

Definicién 4.6. Para un espacio vectorial normado V, el simbolo V** denota al
sequndo espacio dual de V, es decir, al espacio (V*)*. El encaje natural es la
funcion j : V. — V** donde para cada v € V la funcional j(v) : V* — R estd
determinada mediante j(v)(f) = f(v). Finalmente, V es reflexivo si j es una
funcion suprayectiva.

2En [I1], § 2.2, p. 31] se pueden encontrar algunos resultados interesantes al respecto de
funciones f : R — R que son discontinuas y aditivas.

3Un espacio topoldgico es separable si admite un subconjunto denso y numerable. Por otra
parte, la definiciéon de "<espacio de Fréchet"> se puede encontrar en [4], § 4, p. 184].
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La nocién de reflexividad de un espacio normado es, esencialmente, el concepto
fundamental de este trabajo en virtud del siguiente resultado:

Lema 4.7. Sean V y W un par de espacios vectoriales normados. Si V y W son
topologicamente isomorfos, entonces V* y W* estdn en correspondencia biyectiva.
Mads atin, si V es reflexivo, entonces W es reflexivo.

DEMOSTRACION:  Sean f : V — W un isomorfismo topologico y ¢ : V* — W*
la funcion determinada mediante ¢(g) := g o f~1. Observe que la hipotesis sobre
f implica que ¢ es una funcion bien definida (véase el corolario . Ademas, la
funcion v : W* — V* dada por 9(g) := go f coincide con ¢~!. En suma, ¢ es una
funcién biyectiva entre V* y W*.

Ahora, supongamos que V es un espacio reflexivo (es decir, el encaje natural
jv 1V — V** es suprayectivo) y mostremos que el encaje natural jy : W — W**
es suprayectivo. Si o € W**, entonces la composicion a o ¢ es un elemento de V**
y, por ende, existe v € V con jy (v) = a0 . Buscamos probar que ji (f(v)) = a.
Efectivamente, si g € W* y h € V* satisface ¢(h) = g, entonces

jw (f©)) (9) = g (F() = &(h) (F(0)) = (ho £71) (F@) = b (£ (£(0) )

= h(v) = jv(v)(h) = (a0 p) (h) = a(p(h)) = alg).
En consecuencia, W es un espacio reflexivo. ([

Nuestro siguiente objetivo es analizar qué sucede con el siguiente fortalecimiento
de la pregunta

PROBLEMA 4.8. Si V y W son un par de espacios vectoriales normados, V es
homeomorfo a W y V es linealmente isomorfo a W, jes cierto qué V es linealmente
homeomorfo a W ¢

5. El caso finito-dimensional

A lo largo de esta seccion, V' y W seran espacios vectoriales normados. Nues-
tra meta en este apartado del texto es comprobar que la pregunta tiene una
respuesta positiva en el caso en que V tiene dimensién finita. De hecho, en presen-
cia de la finitud es posible obtener un par de resultados mucho maés fuertes (véanse
los teoremas y .

Sean n € Ny {v; : 1 <4 < n} una base para V. Si cada v € V lo expresamos
de manera dnica como v = Z?:l a;v; con {a; : 1 < i < n} C R, es asequible
comprobar que la funcién || - ||}, : V' — R establecida por

determina una norma en V. Mas adn, si a V lo equipamos con la norma || -
|3/, entonces la funcién ¢ : R — V dada por ¢(ai,...,a,) == > ., a;v; es una
isometria lineal biyectiva; en especial, ¢ es un homeomorfismo lineal.

La dltima herramienta que necesitamos para lo que sigue es que la identidad
Idy : (V,||-|lv) = (V,|| - ||i/) es un homeomorfismo lineal. Una demostracion de
este hecho se puede encontrar en [6], Teorema 4.19, p. 64].

Teorema 5.1. Si V tiene dimension finita y V es linealmente isomorfo a W,
entonces V y W son linealmente homeomorfos.
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DEMOSTRACION: Si V tiene dimensién n € N, entonces nuestras hipodtesis pro-
ducen bases de Hamel {v; : 1 <i<n}y {w;: 1 <i<n} paraV y W, respecti-
vamente. Sean f: (V.| -[|}) = R" y g : R™ — (W, - ||}y) las funciones definidas
mediante

f Zaﬂh’ =(a1,...,an) Yy g(blv"'vbn):zzbiwi~
i=1 i=1

En virtud de que todas las funciones involucradas en el diagrama

Id N f n oy Id
Vall-Iv) === Vil - 1) ——= R" == W, - ) —= W, |- lw)
son homeomorfismos lineales, se satisface que ¢ := Idy o g o f o Idy es un homeo-
morfismo lineal entre (V.| - ||v) y (W,||-[|,y)- O

Resulta que si en el teorema [5.1] cambiamos la hipotesis "<V es linealmente
isomorfo a W"> por "<V es homeomorfo a W">, entonces también es cierto que V'
y W son linealmente homeomorfos (véase el teorema. A continuacién trazamos
un camino para demostrar este resultado.

Lema 5.2. Si W es un subespacio vectorial de dimension finita de V', entonces W
es cerrado en V.

DEMOSTRACION: Primero, como W tiene dimension finita, [6, Teorema 5.8, p. 78]
garantiza que W es un espacio de Banach. Por esta razén, para comprobar que
W es cerrado basta con demostrar que si w € V' y (w,) es una sucesion en W
convergente a w en V, entonces w € W. En efecto, como (w,) es una sucesion
convergente en V', (w,) es una sucesion de Cauchy en V, lo cual a su vez implica
que (w,) es una sucesion de Cauchy en . De esta manera, como W es un espacio
de Banach, (w,) es una sucesién convergente en W. Por la unicidad del limite,
concluimos que w € W. O

El simbolo Sy representa la esfera unitaria en V, es decir,
Sy :={veV:|v|,=1}.
El siguiente resultado es conocido como el lema de Riesz.

Lema 5.3. Si W es un subespacio vectorial de V., W es cerrado en V. y W £V,
entonces para cada 6 € (0,1) existe vs € Sy tal que, para cualquier w € W, se
satisface la relacion ||vs — w||y, > 0.

DEMOSTRACION: Sean 6 € (0,1) y v € V' \ W. En vista de que W es cerrado en
V, el término

o :=inf {|lv—w|, :we W}

es un numero real positivo. Ademas, observemos que la condicién ¢ € (0,1) implica
que 1%5 > 0. De esta manera, el nimero real § := a + %a es estrictamente
mayor que « y, por ende, no es una cota inferior del conjunto {||v —wl|, rwe W},
es decir, existe v € W con o < |lv —ul|,, < B.
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[y v—-u
Luego, Vs = HU_THV

que u +||v — ul|;, w pertenezca a W constata que

cumple que vs € Sy y, para cualquier w € W, el hecho de

B 1
lo = ully,

Vv—Uu
w

o5 — wlly = o= (u+o—ully w)|

lv—ully 14

1 1
>————a>—-a=2J.
v —ully B

14

O

Utilizaremos el lema de Riesz para demostrar una parte del teorema de Riesz
que esta enunciada a continuacion.

Teorema 5.4. Si la esfera unitaria Sy es compacta, entonces V tiene dimension
finita.

DEMOSTRACION: Realizaremos la prueba de este resultado por contrapuesta, es
decir, supondremos de ahora en adelante que V tiene dimension infinita y com-
probaremos que Sy no es compacta. Para ello demostraremos primero el siguiente
enunciado.

Afirmacién. Existe una sucesion (vy) contenida en Sy tal que, para cualesquiera
1

k,j € w, la condicién k # j implica Hvk — v]-HV > 5.

La construccién serd hecha por recursion sobre k. Con el propésito de facilitar
el entendimiento del paso recursivo, haremos explicitamente los primeros dos pasos
de la construccioén.

Sea vg un elemento de V distinto de Oy . Si W es el subespacio vectorial de V'
generado por vy, el hecho de que W tiene dimension 1 (y por ende, que W # V)
permite emplear una combinaciéon del lema [5.2| con el lema [5.3| para hallar v; € Sy
con |[vy — wlly, > % para cualquier w € W. Claramente, |v; — vo|l, > 3.

Ahora, supongamos que para alguna k € w hemos construido {v; : j <k} C Sy
con la propiedad deseada. Si W es el subespacio vectorial de V generado por la
coleccion {v; : j < k}, entonces W es un subespacio de V' que tiene dimension finita;
en especial, W # V. De esta manera, el lema [5.2] permite utilizar el lema [5.3| para
encontrar vy41 € Sy con |jvgr1 — w|,, > 3 para toda w € W. En consecuencia,
{v; 1 j < k+ 1} satisface las condiciones deseadas.

Para terminar nuestra demostracién, es evidente que la sucesion de la Afir-
macién no tiene subsucesiones de Cauchy y, por lo tanto, no tiene subsucesiones
convergentes. Por esta razon, Sy no es compacta (véase [6, Teorema 7.4, p. 127]).

|

Un espacio topologico X es localmente compacto si para cualquier z € X existe
Uerx conxeUyU compacto.

Lema 5.5. Si V' es localmente compacto, entonces V tiene dimensidn finita.

DEMOSTRACION: En virtud del teorema [5.4] es suficiente comprobar que Sy es
compacta. Para ello, como Sy es cerrada y esta contenida en By, basta demostrar
que By es compacta. Con este objetivo presente, observemos que por compacidad
local existe U € 7y con Oy € U y U compacto. Luego, si § > 0 satisface By (0y, ) C
U, entonces la bola cerrada By (0y,d) — que es la cerradura de la bola By (0Oy, )
(véase [6, Proposicion 3.23, p. 41])) — estd contenida en U y, por lo tanto, es
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compacta. Finalmente, como la funcion V' — V' determinada mediante v — %
es una funcion continua que transforma a By (0y,d) en By, se deduce que By es
compacta. (I

Conviene mencionar que, con un poco méas de esfuerzo, es posible demostrar
que los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) V tiene dimension finita.
(2) Sy es compacta.

(3) By es compacta.

(4) V es localmente compacto.

No obstante, como para nuestros fines es suficiente el resultado del lema [5.5] no
presentaremos los detalles restantes de esta equivalencia.

Unicamente falta invocar un resultado fundamental de la topologia algebraica.
El teorema de la invarianza de la dimension establece lo siguiente:

Teorema 5.6. Si m y n son enteros positivos, U C R™ es abierto y no vacio,
V CR"™ es abierto y U es homeomorfo a V', entonces m = n. En particular, si R™
es homeomorfo a R™, entonces m = n.

Una manera de probar el teorema [5.6] es mediante la herramienta conocida
como grupos de homologia. Sin embargo, como los detalles de este hecho se alejan
de la linea expositoria del presente escrito, prescindiremos de ellos. Naturalmente,
se le recomienda al lector interesado consultar [7, Theorem 2.26, p. 126].

Con todos estos precedentes disponibles, estamos listos para presentar el tltimo
resultado de la seccion.

Teorema 5.7. Si V tiene dimension finita y V es homeomorfo a W, entonces V
y W son linealmente homeomorfos.

DEMOSTRACION: Sin € N es la dimension de V', entonces V' y R™ son linealmente
isomorfos y, por ende, el teorema [5.1| constata que V' y R™ son linealmente home-
omorfos. En especial, como R™ es localmente compacto y V' es homeomorfo a W,
se deduce que W es localmente compacto y, por lo tanto, el lema [5.5 garantiza que
W tiene dimension finita.

Ahora, si la dimensién de W es m € N, entonces W y R™ son linealmente
isomorfos y, por consiguiente, el teorema asegura que W y R™ son linealmente
homeomorfos. A partir de lo anterior se sigue que R™ es homeomorfo a R™ y
asi, el teorema [5.6] implica que m = n; en particular, V y W son espacios lineal-
mente isomorfos. Finalmente, el teorema [5.1] certifica que V' y W son linealmente
homeomorfos. O

6. El caso infinito-dimensional

Nuestro propoésito en esta seccién es contestar negativamente la pregunta
Observe ademas que una respuesta de esta indole produce una respuesta negativa
para la pregunta [3.2] Alcanzaremos nuestro objetivo con el razonamiento denomi-
nado coloquialmente como "<demostracion por sucesion convergente de lemas" >.

Lema 6.1. ¢y es un espacio de Banach.

DEMOSTRACION: Sea (z,) una sucesion de Cauchy en ¢y equipado con la norma
definida en (4.1). Esta sucesiéon induce el siguiente arreglo matricial infinito:
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Zo - 330(0) 330(1) ],‘0(2) A Qfo(’b) ... — 0
z1: z1(0) z1(1) x1(2) ... x(G) ... — 0
T : .732(0) .’1,‘2(1) .’172(2) A $2(l) ... = 0
T3 CC3(O) 1‘3(1) 1‘3(2) $3(’L) ... — 0
oot on(0) wn(l) 2n(2) . wn() . — 0

FIGURE 1. La sucesion (z,,).

Nuestro primer objetivo es comprobar que todas las columnas en el arreglo

1‘1(0) xl(l) $1(2) xl(z)
.’L‘3(0) 1'3(1) 1'3(2) e .Tg(l)
20) en(1) 2n(2) .. (i)

son sucesiones de Cauchy en R. Efectivamente, sii < w y € > 0, entonces existe k <
w de tal manera que si n > k'y m > k, entonces ||z, — 2, < e. De esta manera,
para n > ky m > k se satisfacen las relaciones |2y, (i) — 2, (i)| <||xy — Tnll,, <&
en consecuencia, |z, (i) — zm (i)| <e.

Luego, como R es un espacio de Banach por ser un espacio normado de dimen-
si6n finita (véase [6, Teorema 5.8, p. 78]), existe una funcién z € “R con (z,,(i))
convergente a x(i) en R para toda ¢ € w. La demostracion termina si logramos
ver que z es un elemento de ¢g de tal forma que (z,) converge a x en ¢y (véase la
Figura. Dividiremos el argumento en tres afirmaciones.

xo : Jio(O) 330(1) 330(2) A 1‘0(2) - — 0
z1: x1(0) x1(1) z1(2) ... x1(6) ... — 0
To : .’L'Q(O) .152(1) .’1,‘2(2) A .’L‘g(l) - — 0
X3 . 583(0) $3(1) 1‘3(2) - 1‘3(2) Ce — 0
Ayl 4 { -4 IR 4
x: z(0) z(1) =z(2) ... =z ... A;—=7 0

FIGURE 2. La sucesion (z,,) y la sucesion z.
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Afirmacién 1. Para toda € > 0 existe k € w con |z, (i) — z(i)| < ¢, siempre que
n>keicw.

Si e > 0, el hecho de que (x,) es de Cauchy produce k € w de tal forma que

sin>kym >k, entonces ||z, — 2|, < 5. Ademas, la convergencia de cada
columna genera una funciéon k : w — w tal que, para toda ¢ € w, cualquier n > k(7)

satisface |z, (i) — #(i)| < . Finalmente, si n >k e i € w, entonces

|2 (i) — 2(3)| <

. . . . S
T (1) = Tipr(i) (z)‘ +‘xk+k(i)(z) — x(z)‘ < 3 + 3= £.

Afirmacién 2. z es un elemento de cg.

Dado ¢ > 0, la Afirmacién 1 devuelve k € w con |2, (i) — x(i)| < §, siempre
que n >k e i € w. Luego, como x; pertenece a cg, existe j € w tal que ’xk(z)| <5
cuando ¢ > j. De esta manera, para i > j,

p@ﬂguan—x@yﬂm@ﬂ<g+g:a

Afirmacién 3. (z,) converge a x en co.

Para € > 0 la Afirmacion 1 produce k € w de tal modo que, sin > ke i € w,
entonces |z, (i) — ()| < 5. Asi, la condicién previa combinada con la Afirmacién
2 implican ||z, — 2|, < § <e.

En sintesis, las Afirmaciones 2 y 3 permiten concluir que ¢y es un espacio de
Banach. ([

La demostracion del lema [6.2) tiene la virtud de presentar muchas similitudes
con la prueba del lema 6.1

Lema 6.2. /5 es un espacio de Banach.

DEMOSTRACION: Sea (z,,) una sucesion de Cauchy en ¢5. Un razonamiento similar
al expuesto en la demostracion del lema [6.1] produce una funciéon z € “R de tal
manera que, para cualquier i € w, (xn(z)) converge a x(i) en R. Una vez maés,
dividiremos el resto del argumento en tres afirmaciones.

Afirmacién 1. Para cualquier € > 0 existe k € w tal que, si n > k, entonces

1

oo 2

S laal) — (@) | <e.

=0

Dada e > 0, la condicién de Cauchy sobre (z,) implica la existencia de k € w
de tal suerte que, si n > k'y m > k, entonces ||z, — ||, < §. En consecuencia, si
n>k,m>ky/l e w, se satisface la relacion

2

4
3 Jeai) — @) <§
=0

De esta manera, al tomar los limites m — oo y £ — oo obtenemos la expresion

3 Jaa (i) — (@)’ g%
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Afirmacion 2. z es un elemento de ¢5.

Por la Afirmacion 1 existe k € w de tal modo que

2

S Jaali) — 2@ | <1
i=0
siempre que n > k. Observemos que para cualquier ¢ € w se satisfacen las relaciones
5 2
l2(i)|* < <|xk(i) — (i) —|—|xk.(z')|> < (2 max {}xk(i) — ()| ,|J;k(i)|})
< 4max {ay (i) = o) Jar(@)[*} < 4 (o) = 26)* +]an(0)]*)

De esta forma, al sumar sobre i € w,

@) <S4 (|xk(¢) —a20)[* +|xk(¢)}2)
1=0 1=0

oo

=4 (|xk(i)fx(i)’2+|fk(i)}2)
= 4| Yfari) =2 () + S Jr@ ) <4 (14 (lmally)?)
=0 =0

Por lo tanto, x pertenece a {5.
Afirmacién 3. (z,) converge a = en 5.

Si € > 0, una combinacion de las Afirmaciones 1 y 2 garantiza la existencia de

k € w con ||z, — ||, < €, siempre que n > k.
En conclusion, las Afirmaciones 2 y 3 certifican que ¢ es un espacio de Banach.
|

Para fines del lema[6.3] diremos que z € “R es una sucesion racional de longitud
n € w si para cualquier ¢ € w la condicién ¢ > n implica x(i) = 0, mientras que
i < n implica z(i) € Q.

Lema 6.3. ¢y y {5 son espacios separables.
DEMOSTRACION: Para cada n € w sea
D,, :={z € “R : z es una sucesion racional de longitud n}.
Nuevamente, dividiremos el argumento en una serie de afirmaciones.
Afirmacién 1. {D,, : n € w} es una familia de conjuntos numerables.
Efectivamente, si n € w entonces la regla "Q — D,, establecida por
r—zU{(i,0):icwyi>n}

determina una funcién suprayectiva. En consecuencia, como "Q es numerable por
estar en correspondencia biyectiva con una potencia finita de un conjunto numera-
ble, deducimos que D,, es numerable.
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Por la Afirmaciéon 1, D := J, ., Dn es un subconjunto numerable de “R.
Ademas, como todo elemento del conjunto D es una sucesiéon de tipo semicon-
stante cero (es decir, todos los elementos de la sucesion son cero a partir de cierto
momento), es claro que D es un subconjunto de ¢y N ¢5.

Afirmacién 2. D es denso en c¢.

Sean x € ¢, € > 0y j € w de tal forma que |x(z)| < 5 para toda i > j. Sea
q : w — Q la funciéon determinada del siguiente modo: ¢(i) := 0 para toda i > j, y
q(i) es un elemento del intervalo

si ¢ < j. Claramente, g € D; y|lz — ¢, <e.

co

Afirmacién 3. D es denso en /5.

Sean © € fy, ¢ > 0y j € w de tal manera que Zﬁj+1’z(i)|2 < % Sea
q : w — Q la funcién establecida de la siguiente forma: ¢(i) := 0 para cada
1> 741,y q(i) es un elemento del intervalo
€ €
(i) = —m——=,2(i) + ——=
( V20 +1) V20 +1)
sii < j+ 1. Evidentemente, ¢ € D;11 v ||z — ¢l|, < &. O

Para los siguientes resultados emplearemos el simbolo "<¢"> para denotar al
continuo, es decir, el nimero cardinal de R.

Lema 6.4. ¢y y {5 tienen dimension c.

DEMOSTRACION: Para cada s € R la funcién 5 : w — R estd determinada por
5(n) := s". En [12] Proposicién 3.5, p. 77] se demuestra que {5:s € R\ {0}} es
un subconjunto linealmente independiente de “R. Asi, como (0,1) est4 en corre-
spondencia biyectiva con R, {E 15 € (0, 1)} es un subconjuntg’ de ¢y N ¢y, y “R
tiene dimension ¢ (véase [12]), se satisfacen las relaciones

¢ < min {dim (co),dim (62)} = max {dim (co) ,dim (Eg)} < dim (“R) < ¢;
en consecuencia, dim (¢p) = ¢ = dim (¢3). O

Para cada n € w sea e, : w — R la funcién dada por

B

0, sin#m.

Observemos que {e, : n € w} es un subconjunto de ¢y N ¢5. Por otra parte, la
funcion sgn : R — {—1,0, 1} esta definida como

1, six >0,
sgn(z) =40, siz=0,
-1, siz<O.

4La prueba del cociente para la convergencia de series garantiza que {E: s € (0,1)} esta
contenido en /5.



18 1. EL PROBLEMA DEL ISOMORFISMO TOPOLOGICO

Finalmente, antes de comenzar con el enunciado y la demostracién de los resultados
que terminan este trabajo, es recomendable tomar un respiro y volver unas paginas
atras para refrescar en su memoria la definicion [£.6]

Lema 6.5. ¢y no es reflexivo.
DEMOSTRACION: Dividiremos la prueba en cinco afirmaciones.

Afirmacién 1. Para cualesquiera z € {1 y y € co, la serie > x(i)y(i) es
absolutamente convergente.

En efecto, basta con observar que

> |z @y@)] <D _le@yle, =lle, D_lz@] =yl l=l,
i=0 i=0 i=0

Ahora, para cada z € ¢; definamos una funcion ¢(z) : ¢ — R mediante la
regla

e(@)(y) =Y (i)y(i).
i=0
Afirmacién 2. Para todo x € ¢; se satisface que (p(x) pertenece (cg)”.

Sea x un elemento de ¢;. Claramente, ¢(z) es una funcional lineal. En virtud
de esto ultimo, comprobar que ¢(z) es continua es equivalente a verificar que es un
operador acotado (véase [6l, Proposicion 9.1, p. 170]), es decir, que existe M > 0
de tal forma que |o(z)(y)| < Mllyl|,, para cada y € co. Efectivamente, el ntimero

M :=||z||; + 1 cumple que si y € ¢, entonces
(@) ()] =D 2 @y@)| <Y _|=@yO] <lelli v, < Mlyl, -
i=0 i=0

La Afirmacioén 2 implica que ¢ [(;] es un subconjunto de (cg)*; en particular,
@ : 41 — (co)” es una funcion bien definida.

.. . . ” . *
Afirmacién 3. ¢ es un isomorfismo isométrico entre £1 y (co)" .

No es dificil ver que ¢ es una transformaciéon lineal. Ademas, si z es un ele-
mento del nicleo Ker(y) y n € w, entonces la condicion ¢(z)(e;) = 0 (es decir,
Yoo x(i)en (i) = 0) implica que 2(n) = 0. En consecuencia, z = 0, .

Para comprobar que ¢ es una funciéon suprayectiva, tomemos f € (cp)" y de-
mostremos que si ¢ : w — R estd dada por z(n) := f(e,), entonces x € {1 y
o(z) = f. Primero observemos que si n € w, entonces

S Ife)] = Jsen (fled)) flea) = £ D sen (fei) e
1=0 1=0 1=0

<I|f ngn (flea)) e || <NFll e -
i=0

La tltima desigualdad es porque la sucesion > i sgn (f(e;)) e; pertenece a Be,.
De esta manera, Y .- |z(i)| estd acotada superiormente por [£1l(cq)+ ¥, Por ende,
x € 51.
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Para demostrar la relacion ¢(z) = f notemos que si y € cp, entonces una
combinaciéon de la continuidad de f con el hecho de que la sucesién de sumas
parciales Z?:o y(i)e; converge a y en ¢ certifica que

oo

pla)(y) =D a(@dyi) =) fle)y(i) = lim > fle)y(i)
=0 =0

=0
= lim f (D yer | = f [ lim Y ylies | = f(y).
i=0 =0

Hasta este momento hemos probado que ¢ es un isomorfismo lineal. Para ver
que es una isometria fijemos x € ¢; y demostremos que Hap(:c)H(CO)* =||z||,, es decir,

sup {|(#)v)| : y € Be, | =|lal], -

La desigualdad de izquierda a derecha es porque si y € B, entonces

(@) )| =D e(@)y(@)| < D Je@y@)| <lzllllyl, <zl -
=0

=0

La desigualdad restante es porque si para toda n € w definimos z, : w — R
mediante la regla

) sgn (z(i)), sii<n,
2n(4) =
0, sii>n,

entonces {z, : n € w} C B, y para cada n € w se satisfacen las relaciones

n

S lai)] =3 sem (@) 2(0) = 3 20

i=0
= p(7)(2n) < ‘go(m)(zn)‘ < H@(JJ")H(CO)* .
En resumen, ¢ : /; — (o)™ es un isomorfismo isométrico

Afirmacién 4. La funcién a : £; — R determinada mediante

es una funcional continua.

Es facil ver que « es una transformacion lineal. Por otra parte, para cualquier
x € {1 se satisface que

la(@)| =D x@)| <D |=@)] =zl -
=0

=0

En consecuencia, [6l, Proposiciéon 9.1, p. 170] implica que « es continua.
A partir de la Afirmacion 4 se deduce que avo ! : (¢g)* — R es una funcional
lineal continua, es decir, o ¢! es un elemento de (cg)*™"

Afirmacién 5. Si j : ¢g — (co)™" es el encaje natural, no existe * € ¢y con

j(@)=aoe .
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Supongamos, en busca de una contradiccion, que z € cg satisface j(z) = aop™!.

Para cada n € w, sean f, : co > Ry z, : w — R las funciones dadas por

fay) == y(n) y 2,(i) == fr(ei)-
Notemos que {f, : n € w} C (co)", {zp : n € w} C 1y p(x,) = fn para toda
n € w. Observemos que si n € w, entonces

2(n) = ful2) = §(@)(fa) = (@0 ™) (fa) = a (7" ()

=a(z,) = an(z) = an(ei) = Zei(n) =1
1=0 1=0 =0

Asi, x es la funcién constante uno, lo cual implica el absurdo z & cg.
Finalmente, la Afirmacién 5 garantiza que j no es una funcién suprayectiva;
equivalentemente, cg no es un espacio reflexivo. O

Antes de continuar se le recomienda al estimado lector que revise nuevamente
la demostracion de las Afirmaciones 1, 2 y 3 del lema [6.5] puesto que las ideas
subyacentes en las pruebas de esos enunciados se pueden adaptar para justificar
gran parte de la demostraciéon del lema

Lema 6.6. /5 es reflexivo.

DEMOSTRACION: Primero, la desigualdad de Cauchy—Bunyakovsky—Schwarzﬁ im-
plica que si z,y € {5, entonces >, z(i)y(i) es una serie convergente. En particu-
lar, si z es un elemento de /o, la funcién ¢ (z) : 5 — R dada por

oo
Y(@)(y) =Y x(i)y(i)
i=0
estd bien definida.

En estas circunstancias, argumentos similares a los expuestos en el lema [6.5
constatan que v es un isomorfismo isométrico entre o y (f2)*. Resta demostrar
por qué este hecho implica que el encaje natural j : 5 — (f2)"" es una funcién
suprayectiva.

Una razonamiento sencillo muestra que si ¥* : (f2)™" — (f2)" es tal que, para
cada a € (£3)™, la funcién ¥*(a) : £ — R esté definida como

U (a)(z) = a (¥(2)),
entonces ¥* es una funcion biyectiva; de hecho, es posible mostrar que (@D*)*l =
(1/71)*. El siguiente enunciado practicamente concluye nuestra demostracion.
Afirmacién. ¢* oj = 1.

Si x € {5, nuestra meta es probar que (* o j) () y ¥ (x) son la misma funcion.
Para ello fijemos y € /3 y observemos que

(0" o) @) = (¥* (1)) 0) = (1@) (W) =

=¥(y)(x) = ) y()x(i) = Zl‘(i)y(i) = ¥(x)(y).

=0 =0

S5Esta relacion es el caso p = 2 = q en la desigualdad de Holder (véase [6l, Proposicion 2.12,
p. 14]).
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. S . . -1 . .
Finalmente, la Afirmacion implica que j = (¢*)” o4 y asi, como j es una com-

posicion de funciones suprayectivas, concluimos que j es una funcién suprayectiva,

es decir, {5 es un espacio reflexivo. O

Teorema 6.7. ¢y es homeomorfo y linealmente isomorfo a £s, pero cy no es lineal-
mente homeomorfo a {s.

DEMOSTRACION: Dividiremos el argumento en tres afirmaciones.
Afirmacién 1. ¢y y {5 son linealmente isomorfos.

Sean By y Bs un par de bases de Hamel para cg y {2, respectivamente. En
virtud del lema [6.4] existe una funcién biyectiva f : By — Bs. De esta manera, la
proposiciéon {.1] genera un isomorfismo lineal entre ¢y y £s.

Afirmacién 2. ¢y y £ son homeomorfos.

Los lemas 6.4] garantizan que ¢y y ¢ son espacios de Banach, infinito-
dimensionales y separables. Por esta razon, el teorema [£.5] produce un homeomor-
fismo entre ¢ y £s.

Afirmacién 3. ¢y y {5 no son linealmente homeomorfos.

En vista de que ¢y no es reflexivo por el lema [6.5] y ¢35 si es reflexivo por el
lema[6.6] el lema [£.7) constata que no existe un homeomorfismo lineal entre co y fo.
O

7. Una pregunta mas

Deseo terminar este escrito con una breve reflexion. Toda persona que haya
analizado con detenimiento el contenido de este articulo notard que la "<propiedad
de la discordia"> es la reflexividad. Especificamente, el hecho de que ¢y no es
reflexivo y /5 si lo es permitié6 demostrar en el teorema [6.7] que la pregunta [.§]
tiene una respuesta negativa. Esto parece ser un indicador de que, posiblemente, al
anadir la reflexividad a nuestras hipotesis tendremos mas posibilidades de obtener
una respuesta positiva. En este momento de la vida, deberia ser natural el siguiente
fortalecimiento de la pregunta

PROBLEMA 7.1. SiV y W son un par de espacios vectoriales normados reflexivos,
V' es homeomorfo a W y V es linealmente isomorfo a W, ses cierto que V es
linealmente homeomorfo a W ¢

Resulta que todavia es posible demostrar que la pregunta [7.1] tiene una re-
spuesta negativa, pero esta prueba requiere dos resultados sobresalientes del anali-
sis funcional: el teorema de la funcion abierta (véase [1 D.9, p. 338]) y el teorema
de Pitt (véase [I, Theorem 2.1.4, p. 32]).

Para concluir tranquilamente este texto inicamente haremos un esbozo del ar-
gumento para contestar negativamente la pregunta [7.1] De entrada, las demostra-
ciones de los lemas - y se pueden adaptar para constatar que 3 es un
espacio de Banach separable de dimension ¢. Ahora, si suponemos la existencia
de un homeomorfismo lineal {3 — ¢5, entonces una combinaciéon de los teoremas
mencionados en el parrafo anterior garantiza que hay U € 74, con Oy, € U y U
compacto. En consecuencia, /5 es localmente compacto y, por lo tanto, el lema [5.5]
implica que {5 es finito-dimensional, una contradiccién al lema
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De esta manera, 5 y 3 son espacios vectoriales normados reflexivos, ¢ es
homeomorfo y linealmente isomorfo a ¢3, pero £ no es linealmente homeomorfo a
l3.

Pienso que en este punto existen dos caminos viables a seguir: el primero es
aceptar que las hipotesis de la pregunta [7.1] son lo suficientemente fuertes para que
la respuesta negativa que producen /5 y /3 es tan satisfactoria como para dejar de
pensar en cuestiones de esta indole; el segundo es hacer una ostentacion de "<re-
sistencia a los contraejemplos" > y continuar tratando de encontrar la "<hipotesis
dorada" > que permita obtener una respuesta positiva en el caso infinito-dimensional
para la variante respectiva de la pregunta [7.1

Por mi parte, no he detectado una propiedad que verdaderamente me convenza
para postularla para el puesto de " <hipétesis dorada"> y, por ende, me inclino por
el sosiego que brinda la primera opcién. Sin embargo, no descarto la posibilidad
de que algtn lector perspicaz motivado por este articulo descubra la "<hipotesis
dorada"> que permita al fin conseguir una respuesta positiva. Si esto sucede, por
favor, jescribanme para avisarme que la han encontrado!
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1. Introduccién

El anélisis topologico de datos (ATD) es una técnica que aparecié durante la
década de los 2000, la cual, a pesar de sus pocos anos de existencia ha adquirido una
gran popularidad entre las comunidades cientifica, tecnologica, médica, deportiva,
etcétera. Esto se puede comprobar con la vasta cantidad de articulos relacionados
con el ATD que se publican en los tltimos anos, por ejemplo, en el buscador Scopus
aparecen 1048 articulos en 2020 y 1143 en 2021. Actualmente, el ATD se utiliza
para estudiar nubes de datos que provienen de casi todas las areas del conocimiento,
por ello es que esta técnica se ha establecido como una de las mejores para el anélisis
de datos.

La motivacién principal del ATD es utilizar la Topologia y la Geometria como
poderosas herramientas para obtener informaciéon cualitativa y cuantitativa de la
estructura de una nube de datos. De manera muy resumida, la aplicaciéon del ATD
se divide en los siguientes tres pasos:

(1) Aproximar la nube de datos con una sucesién de complejos simpliciales
(Definicion construida a partir de los puntos.

(2) Calcular la homologia y los nimeros de Betti (Seccion para conocer
las propiedades topoldgicas de los complejos en dicha sucesion.

(3) Obtener propiedades topologicas significativas de los datos a través de las
caracteristicas que persisten durante varios complejos simpliciales en la
sucesion.

23
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Computacionalmente pueden ser muy pesados los calculos para aproximar la
nube de datos y después obtener la persistencia de las homologias, es por ello que
una necesidad del ATD es disminuir el costo computacional al aplicarlo.

La Teoria de Morse originalmente se desarrolld6 como una herramienta para
obtener informacion geométrico/topologica de una variedad diferenciable. Las gra-
ficas de Reeb fueron definidas por Georges Reeb como una herramienta de la teoria
de Morse, éstas se han utilizado para el estudio de formas de objetos [I], re-
conocimiento de patrones [2}, [3], para realizar animaciones [4], para analisis de
bases de datos [5l, [6], etcétera. Debido a la gran utilidad de las graficas de Reeb,
sus ideas principales se han copiado a otros &mbitos de las matemaéticas. En partic-
ular, sobre complejos-CW y teoria de Morse discreta se tienen resultados similares
a los de teoria de Morse sobre variedades diferenciables [7].

En este documento mostramos cémo se puede aprovechar la enorme flexibilidad
que tienen las graficas de Reeb para disminuir el gasto computacional y facilitar
la aplicacién del ATD sobre una nube de datos. La idea global de la estrategia
que seguiremos es la siguiente: Dar una funcién real valuada sobre la nube de
datos, construir las graficas de Reeb de los complejos simpliciales que aproximan
a los datos determinadas por dicha funcién, después, a través de la homologia
y los ntumeros de Betti de las graficas, recuperar la homologia y los nimeros de
Betti de los complejos simpliciales. Aunque solo podemos recuperar las 0- y 1-
homologias de los complejos, la ventaja de trabajar con graficas de Reeb es que
el gasto computacional es bastante méas bajo ya que se requieren menos calculos y
poca memoria para almacenar la informacion.

Los temas tratados en el documento se dividen en tres capitulos de la siguien-
te manera: En el Capitulo 1 se introducen complejos simpliciales geométricos y
abstractos, funciones-PL, superficies trianguladas y se mencionan los resultados
topolégicos que utilizaremos en este texto. En el Capitulo 2 se definen las gréficas
de Reeb y las funciones de Morse lineales por pedazos, ademas se demuestra que las
gréaficas de Reeb de funciones de Morse sobre superficies trianguladas recuperan el
género de la superficie. Finalmente, la idea de como se pueden utilizar las gréficas
de Reeb para facilitar la aplicacion del ATD sobre una nube de datos se explica en
el Capitulo 3.

Cabe mencionar que este documento no es precisamente introductorio al ATD,
aunque en el Capitulo 3 damos un repaso breve de la técnica. El lector interesado
puede consultar [8] para una introducciéon mas completa y detallada o [9] para una
introducciéon simple y en espanol.

La idea de crear esta monografia nacié en el segundo semestre del 2021 en el
cual realizamos un seminario de ATD con: Dra. Yesenia Villicafia Molina, MCIC
Eduardo Lépez Bolanos, M. C. Gilberto Gonzalez Arroyo y Lic. Marco Antonio
Nava Aguilar, quienes expresaron su interés en tener un documento donde pudieran
consultar los temas tratados. Los autores agradecemos a todos ellos por su partici-
pacién en dicho seminario y sus valiosas observaciones durante las exposiciones.

2. Preliminares

Comenzamos con un repaso breve de los espacios, las funciones y los resultados
que utilizaremos a lo largo del documento. En este capitulo se introducen las herra-
mientas que constituyen la estructura béasica sobre la que descansan la homologia
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persistente y las graficas de Reeb. En la ultima seccién del capitulo se mencionan
los resultados matematicos necesarios para las construcciones que realizaremos.

2.1. Complejos simpliciales geométricos y abstractos. Definimos los
complejos simpliciales contenidos en R™ (geométricos) y en conjuntos mas generales
(abstractos).

Recordemos que un conjunto {xg,x1,...,xq} C R™ esta en posiciéon general,
si el conjunto de vectores {x1 — g, ...,2zq — o} es linealmente independiente. Se
puede verificar que la propiedad de estar en posicion general s6lo depende de la
posicion de los puntos y no de la numeracion de éstos.

Un conjunto A C R™ es convexo si para cualesquiera par de puntos p,q € A,
el segmento {(1—t)p+tq: t € [0, 1]} estd contenido en A. La envolvente convexa
de un conjunto {zg,x1,...,2¢} C R™ es el menor convexo que lo contiene.

Definicién 2.1. Si el conjunto {xg,x1,...,x4} CR™ estd en posicion general, en-
tonces su envolvente conveza se denota por (xo,x1,...,xq) y se nombra el stmplejo
de dimension d o d-simplejo generado por xg,x1,...,Tq.

Notar que un 0-simplejo es un punto, un 1-simplejo es un segmento, un 2-
simplejo es un tridngulo, un 3-simplejo es un tetraedro, etcétera. Todo punto

p € (xg,Z1,...,xq) se puede escribir de manera unica como (ver [8, Prop. 3.1.2])
d d
p= Ztﬂi, con t; >0 vy Zti =1.
=0 =0
Los escalares tg, t1,...,ts se nombran las coordenadas baricéntricas de p.
Definicién 2.2. Supongamos que (xg,x1,...,xq) es d-simplejo.
a. Los vértices de (xo,x1,...,2q4) son los puntos xo,x1,...,%q.
b. Si{z;,xj,,..., 2z} C{xo,x1,...,2q} es cualquier subconjunto, entonces
decimos que (z;,,Zj,,...,%j,) es una cara de (o, T1,...,%q) y denotamos
<£L'j1,(Ej2,. . .,acjk> < <{L‘07$1, Ce ,LL’d>.

La siguiente definicién formaliza la idea de que los complejos simpliciales se
obtienen pegando simplejos a través de sus caras.

Definicién 2.3. Un complejo simplicial finito K, es una coleccion finita de
simplejos que satisface las siguientes condiciones:

i. Toda cara de un simplejo en K pertenece a K.
it. Sio,ve K, entoncesc Ny =10 o cN~ es cara de ambos simplejos.

a) b) c)

FIiGURE 1. En complejos simpliciales los pegados en a) y b) no
estan permitidos, pero el pegado en c) si lo estd ya que se realiza
a través de caras comunes.
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Definicion 2.4. Supongamos que K es un complejo simplicial finito.

a. La dimension de K es el nimero maz,cx{dim(o)}.

b. Al espacio |K| = (J,cx @ C R™ con la topologia de subconjunto le lla-
mamos el espacio subyacente de K. En este caso decimos que K es
una triangulacion del espacio topoldgico |K]|.

c. Si K' € K es una subcoleccion de simplejos que por si misma es un
complejo simplicial, entonces decimos que K' es un subcomplejo de K y
denotamos K' < K.

d. Al subcomplejo que consiste de todos los [-simplejos con l < d, lo llamamos
el l-esqueleto de K y lo denotamos con K.

Notar que K(© es el conjunto de vértices de K y K1) es la grafica formada
por los vértices y los 1-simplejos en K.

Las técnicas presentadas en este trabajo funcionan para nubes de datos que
viven en cualquier espacio métrico. Por ello y por su utilidad en construcciones
posteriores, necesitamos ampliar la definicion de complejo simplicial para que no
dependa del espacio ambiente R"™.

Definicién 2.5. Un complejo simplicial abstracto contenido en un conjunto
Y es una coleccion L de subconjuntos de {yo,y1,...,y¢} C Y tal que si c € L y
B C o, entonces B € L.

En la definicién anterior, los puntos y; son los vértices de L y el conjunto
LO = {yo,y1,...,y¢} es el 0-esqueleto. Un d-simplejo en L es s6lo un conjunto con
d + 1 vértices y sus caras son subconjuntos de dicho conjunto. La dimensién de L
es mdxyer{dim(o)}.

Supongamos que L es complejo simplicial abstracto. Si K es complejo simpli-
cial y existe biyeccion f: L(®) — K(© tal que para todo {vjo,¥j,»---»¥j.} € L, se
cumple que (f(y;o): f (Y1), ---, f(yj,)) € K, entonces decimos que K es una real-
izacion geométrica de L. El siguiente resultado es clasico y se puede consultar
en [10], Teo. 1.10].

Teorema 2.6. Si L es complejo simplicial abstracto de dimension d, entonces tiene
realizacion geométrica en R2I+1,

Por este resultado es que durante el documento manejaremos la mayoria de las
construcciones sobre complejos simpliciales geométricos (Definicion [2.3)).

Ejemplo 2.7. Se invita al lector a construir una realizacion geométrica de los
siguientes complejos simpliciales abstractos.

(1) L = {{O},{ﬁ},{—ﬂ}, V2, —7r},{—71',0}} complejo simplicial abstracto
contenido en R.

(2) L' = {{1},{2},{3},{1,2,3},{1,2},{1,3},{2,3}} complejo simplicial ab-
stracto contenido en N.

2.2. Funciones lineales por pedazos. Los complejos simpliciales estan de-
terminados por subconjuntos de un nimero finito de puntos, esta propiedad facilita
su manejo y permite utilizarlos para aproximar bases de datos. Los mapeos nat-
urales en complejos simpliciales son las funciones lineales por pedazos, las cuales
también estidn determinadas por un nimero finito de iméagenes.
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Definicion 2.8. Supongamos que K es un complejo simplicial. Decimos que una
funcidn f: |K| — R es lineal por pedazos si para todo p € |K]|,

d
F) = tif ()
=0

donde p € (xg,x1,...,24) € K yto,t1,...,tq son las coordenadas baricéntricas de
p. Llamaremos funciones-PL a las funciones lineales por pedazos.

Las siguientes propiedades de las funciones-PL se siguen de la definicion:

I Si f: K — R es funcién, entonces extendiendo linealmente sobre las
coordenadas baricéntricas de cada simplejo, definimos una tnica funcién-
PL f: |[K| - R.
II. Las funciones-PL son continuas. Méas aun, la restriccién de una funcion-
PL al interior de un d-simplejo con d > 1, es diferenciable.
III. Toda funcién-PL alcanza su méximo y su minimo en los vértices de un
complejo simplicial (los complejos simpliciales finitos son compactos).

De la Propiedad I se concluye que las funciones-PL estan determinadas por
sus valores en el 0-esqueleto. Aprovechando esta propiedad mostraremos a las
funciones-PL s6lo marcando sus valores en los vértices de los complejos simpliciales.
Un ejemplo se muestra en la Figura[2]

15

11

FIGURE 2. Funcién-PL sobre un complejo simplicial de dimensién 2.

2.3. Superficies trianguladas. En esta seccién introducimos las superficies
trianguladas y mostramos cémo son los contornos de nivel de funciones-PL en ellas.

Definicion 2.9. Supongamos que S es un complejo simplicial de dimension 2. Dec-
imos que S es una superficie triangulada si todo 1-simplejo pertenece a exacta-
mente dos 2-simplejos y todo vértice tiene una vecindad en |S| que es homeomorfa
a la bola abierta B> = {z € R? : ||z|| < 1}.

Por ejemplo, las fronteras de un tetraedro y un octaedro son superficies trian-
guladas y ambos espacios subyacentes son homeomorfos a la esfera S? = {x € R3:
|z|| = 1}. Dos triangulaciones distintas sobre el toro T = S! x S! se muestran en
las Figuras[3]y[6] El complejo simplicial de la Figura[2no es superficie triangulada.

En todo el documento las superficies seran cerradas, es decir, son conexas,
compactas y no tienen frontera.

Definicién 2.10. Supongamos que S es una superficie triangulada y que x; € S
es un vértice.
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1 2
0 0
3 2 . 3
6 6
3 7
0 1 3 0

F1GURE 3. Una triangulacién y una funcién-PL sobre el toro T.
El lector debe tener presente que los vértices y las aristas de las
fronteras del cuadrado deben identificarse segiin los valores de la
funcién para obtener el toro.

a. La estrella de xj, denotada St(x;), es el conjunto de simplejos de los
cuales x; es cara (Figura[5a)), es decir,

St(z;) ={reS:z; <1}

b. El link de x;, denotado Lk(x;), es el conjunto de 1-simplejos en St(x;)
de los cuales z; no es cara (ver Figura[§a)), es decir,

Lk(zj) == {r € St(z;): TNa; = 0}.

Se puede probar que la estrella St(x;) siempre es homeomorfa al disco cerrado
D? = {z € R?: ||z|| < 1} y que el link Lk(z;) es un poligono con tantos lados como
tridngulos hay en St(z;).

Lema 2.11. Supongamos que S es un superficie triangulada y f : S© — R es
funcion inyectiva que define la funcion-PL f : |S| = R. Si o = (x1,29,23) C S es
un 2-simplejo y ¢ € R, entonces existen las siguientes tres posibilidades:

0
T e)no =1 {z;} para algin z; € {x1, 20,23}
un segmento

DEMOSTRACION: La restriccion de f a o alcanza su minimo ¢y y su maximo [y en
los vértices. Es claro que si ¢ € R\ (to,lp), entonces f~(c)No =0sic<tyo
lo<cy fle)no={x;}sic=tg0c=l.

Para el caso ¢ € (to,lo) pensemos sin pérdida de generalidad que f(z1) = %o
y f(z2) = lp. Por la continuidad de f existen unos tnicos P € (x1,22) y Q €
(x1,x3) U (x3,22) tales que f(P) = f(Q) = c¢. Notar que para todo s € [0,1] se
cumple

F(sP+(1-5)Q) =sf(P)+ (1-8)f(Q) = sc+(1-s)e=c.

De manera que f~!(c)No es el segmento con extremos en los puntos Py Q. [
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2.4. Preliminares topoldgicos. Mencionamos de manera intuitiva y sin de-
mostracién las herramientas topoldgicas y los resultados clasicos que utilizaremos
en el documento. Una referencia general para los temas de esta seccion es [11.

Si X y Y son espacios topologicos, entonces una copia de Y en X es un
subconjunto de X que es homeomorfo a Y.

Un j-hoyo en X es un “hueco de X” que evita que una copia de la esfera
S¥ := {z € RI*"! : ||z|| = 1} en X pueda deformarse continuamente hasta que se
degenera a un punto. Por ejemplo:

(1) Una copia de S° = {—1,1} es una pareja de puntos en X. Notar que
si existe una trayectoria que une a dos puntos de X, entonces éstos se
pueden deformar a un punto a través de ella. De manera que los 0-hoyos
corresponden a las componentes conexas por trayectorias de X.

(2) Una copia de S! es una curva cerrada o C X. Si en X existe una copia
de D? que tiene como frontera a «, entonces « se puede deformar contin-
uamente a un punto a través de dicho disco. Concluimos que los 1-hoyos
en X son los que se pueden rodear con curvas cerradas que no estan “re-
llenas” y por lo tanto no se contraen a un punto. Por ejemplo, el complejo
simplicial en la Figura [2] tiene tres 1-hoyos.

Supongamos que j > 0. En este texto denotamos con H;(X) al espacio vectorial
de homologia con coeficientes en Zo (campo de enteros modulo 2). Los elementos
de H;(X) se pueden pensar como los j-hoyos en X. A la dimension 5;(X) =
dim(Hj (X)) se le conoce como el j-ésimo ntumero de Betti de X. Intuitivamente,
B;(X) es la cantidad de “j-hoyos basicos” que tiene X.

Definicion 2.12. La Caracteristica de Euler de un espacio topoldgico X es el

numero
[ee)

X(X) = Bo(X) = B1(X) + B2(X) = B3(X) + -+ = Z(—l)jﬂj(X)-
j=0

Supongamos que K es un complejo simplicial finito de dimensién d. En este
caso se cumple que §;(K) = 0 para j > d. Ademas, si k;(K) denota al nimero de
j-simplejos en K, entonces se satisface (ver [11], Teo. 2.44])

d
(2.1) X(K) = ko(K) = k1 (K) + ka(K) = - + ka(K) = Y _(=1)7k;(K)
j=0

En una superficie triangulada S se cumple que toda arista pertenece a dos
tridangulos y cada tridngulo tiene tres aristas, luego 3k2(S) = 2k1(S) y por lo tanto,
X(S) = ko(S) — $k2(S). Por ejemplo, del tetraedro y de la Figura [3[se concluye
que x(S%) =2y x(T) = 0.

Definicién 2.13. Supongamos que Si,S2 son superficies, D1 C S1, Dy C Sy son
copias de D? con interiores D} y D3 y f: OD1 — 0Dy es homeomorfismo entre las
fronteras. A la superficie obtenida por el cociente topoldgico

51#52 = [(Sl N D?) U (SQ ~ D;):| /{.’E ~ f(.’lﬁ)}
se le llama la suma conexa de S con Ss.

Del Teorema de clasificacion de superficies cerradas [12], Teo. 4.14] sabemos
que todas las superficies orientables son la esfera o T, := T#T# - -- #T que es la
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suma conexa de g toros. Al ntmero g se le llama el género de la superficie
Ty. Asi, la esfera S? tiene género 0 y el toro T tiene género 1. Del Teorema de
clasificacién también se sigue que la suma conexa S;#S52 es independiente de los
discos D1 C S1y Dy C Sy escogidos y del homeomorfismo f: 0D; — 0Ds.

Supongamos que Si, S5 son superficies trianguladas. Si realizamos la suma
conexa de S7 con Sy a través del interior de un tridngulo en cada superficie y pe-
gamos con un homeomorfismo que identifique vértices, entonces S;#.S5 es superficie
triangulada y satisface

X(S1#S2) = ko(S1#52) — k1(S1#52) 4 ka(S1#S2) = x(51) + x(S2) — 2.

Usando el Teorema de clasificacion se sigue que para toda superficie S que es ce-
rrada, orientable y de género g, se cumple la féormula

(2.2) x(S) =2—2g.

3. Graficas de Reeb de superficies trianguladas

En este capitulo se definen las graficas de Reeb de funciones-PL en complejos
simpliciales y se demuestra que para ciertas funciones-PL (de Morse) la grafica de
Reeb de una superficie triangulada nos permite obtener el primer niimero de Betti
de la superficie.

3.1. Graficas de Reeb. Pensemos que K es un complejo simplicial y f: K(© —
R es funcién inyectiva con extension lineal f: |K| — R. En esta seccién definimos
la Grafica de Reeb de la pareja (K, f).

Definicién 3.1. Supongamos que c € R.

a. A las componentes conexas de los conjuntos de nivel f~1(c) les llamamos
los contornos a nivel ¢ de f: |K| — R.

b. Decimos que c es valor eritico de f: |K| — R si existe ¢ > 0 pequerio,
tal que el nimero de contornos en f~1(c — ) es distinto al nimero de
contornos en f~1(c+e).

En la grafica graf(f) = {(z, f(x)): z € K, f
=/

equivalencia: (z, f(z)) ~ (y, f(y)) < f(x)
contorno de f~1(c).

(z) € R} definimos la relacion de
y) = ¢y x,y pertenecen al mismo

Definicién 3.2. Al cociente topoldgico Ry (K) := graf(f)/~ le llamamos la Grd-
fica de Reeb de la pareja (K, f). Los vértices de Ry(K), son los puntos de-
terminados por los contornos en f~1(c) tales que en dicha componente coneza se
cumple que el mimero de contornos en f~1(c —¢) es distinto al de f~(c+¢).

Ejemplo 3.3. Ejemplos de grificas de Reeb.

(1) La grifica con 2 vértices y una arista entre ellos es la grifica de Reeb
de cualquier funcion-PL sobre el tetraedro. FEl lector puede notar que el
tetraedro relleno y el vacio tienen la misma grdafica de Reeb.

(2) La Figuma) muestra la grifica de Reeb Ry(K') de la pareja (K, f) dada
en Figura[2

(8) La Figura b) muestra la grifica de Reeb de la funcion-PL en el toro T
dada en la Figura[3
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K- R
¢l G
Ry(K)
a) b)

15 8
11 6
6
4 2
1 0

FIGURE 4. Graficas de Reeb de los anteriores ejemplos 2) y 3). En
a) se muestra la grafica de Reeb asociada a la Figura El 1-hoyo
de la grafica en b) corresponde al género del toro T (Figura [3)).

Si¢:|K| — Ry(K) es la proyeccion al cociente, entonces por la propiedad uni-
versal de los cocientes existe una tnica funcion f : Rf(K) — R tal que el siguiente
diagrama conmuta

Algunas propiedades de la grafica R;(K) de una pareja (K, f) son:

I. Si K es de dimensién 1, entonces |K| es homeomorfo a |[R;(K)|. Como
complejo simplicial, R;(K) es igual a K sin considerar los vértices de
grado dos que no son maximos ni minimos locales de f.

II. La proyeccién ¢ : |K| — Ry(K) no junta componentes, por lo tanto los
0-ntimeros de Betti satisfacen Sy(Rs(K)) = Bo(K).

ITI. La preimagen bajo ¢ de una curva cerrada que no es contraible en R;(K),
es no contraible en |K|. Concluimos que £ (Rs(K)) < 51(K).

IV. Para todo j > 1 se cumple que 5;(R;(K)) = 0, de manera que R;(K)
est4 determinada por el 2-esqueleto K (2).

3.2. Funciones de Morse-PL en superficies. Definimos las funciones de
Morse lineales por pedazos en superficies trianguladas y mostramos como son los
contornos de nivel de dichas funciones. Durante toda la seccién S serd una superficie
triangulada y f: S® — R una funcién inyectiva con extensiéon f : [S| — R.
Definicién 3.4. Si x; es un vértice de S, entonces

a. el link superior de x;, denotado Lk;{(xj), es el conjunto (Figura @b))
{zi € Lk(x;): f(zi) > fx;)} U{(zs, 21) € Lk(xj): f(@), fa) > flx;)}

b. el link inferior de x;, denotado Lk (x;), es el conjunto(Figura @c))
{zi € Lk(zj): f(xi) < f(2;)} U {(zi, 1) € Lk(zj): f(zs), fa) < f(x;)}

Denotamos con #(Lk}'(xj)) y #(Lk; (z;)) al mimero de componentes conezas en
los links superior e inferior respectivamente.
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Es claro que Lk;{(a:j)ﬂLkJI (xj) =0, ademas, si #(Lk}“(xj)) > 0y #(Lky (25)) >
0, entonces ambos niimeros necesariamente son iguales.
Definicién 3.5. Si x; € S es un vértice, entonces decimos que
a. z;j es mdzimo de f si #(Lk} (z;)) = 0 y #(Lkj (z;)) = 1.
b. x; es minimo si #(Lk} (z;)) = 1y #(Lkj (z;)) = 0.
c. x; es regular si #(Lk}r(xj)) = #(Lky (z;)) = 1. En este decimos que
f(z;) € R es valor regular.
d. z; es punto silla si #(Lk?(xj)) = #(Lk; (zj)) = 2. En este decimos
que f(z;) € R es valor critico no degenerado.
e. x; es critico si #(Lk}"(:rj)) = #(Lk; (z5)) = 3.

a 13 b 13
) 7 ) 7
8 8
, 11
10 10
9
. \

3 C) 9

9 o3

FIGURE 5. En a) se muestra la estrella St(z;) con una funcion-
PL y el octagono en su frontera es el link Lk(x;). En b) y ¢) se
muestran los links superior e inferior de x;, respectivamente.

El lector familiarizado puede notar que esta definicién es analoga a la de puntos
criticos en una funcién diferenciable en superficies diferenciables.

Definiciéon 3.6. Decimos que f: |S| — R es funcion de Morse lineal por
pedazos, denotada FM-PL, si los vértices de S son puntos regulares, mdzimos,
minimos o puntos silla de f.

Ejemplo 3.7. Ejemplos de funciones de Morse lineales por pedazos.

(1) La Figura[3 muestra una FM-PL sobre el toro T.

(2) En la Figura[la) se ilustra una FM-PL sobre la Botella de Klein.

(8) La funcion-PL sobre el toro de la Figura @ no es de Morse, ya que el
vértice con valor 6 no cumple la Definicion[3.6

Observacion 3.8. Notar que los vértices criticos de una funcion-PL necesaria-
mente tienen 6 o mds vértices adyacentes (Definicion . e). De manera que si S
es una superficie triangulada tal que sus vértices tienen a lo mds 5 vértices adya-
centes, entonces toda funcion-PL en S es una FM-PL.

Teorema 3.9. Sic e R, S es una superficie triangulada y orientable, f: S© — R
es inyectiva y tal que la extension f:|S| — R es FM-PL, entonces existen las
siguientes tres posibilidades:

(1) 17 (0) = 0.
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(2) f~Y(c) C |S| es conexo y es homeomorfo a un punto, a un circulo o a un
conjunto 8, es decir, dos circulos que se intersectan en un punto.
(3) f~1(c) C |S| es unidn disjunta de circulos tal vez con un punto o un 8.

DEMOSTRACION: Supongamos que f(|S]) = [lo,l1]. Para ¢ € R\ [lg,l1] es claro
que f~(e) =0. Si c=1Iy 0 c =1y, es decir, si ¢ es minimo o méximo global de f,
entonces f~1(c) = {z;} es un vértice de S.

Supongamos que ¢ € (lp,l1) es un valor regular y que ¢ = (x;,,2;,, Zj,) € S es
un 2-simplejo tal que f~1(c)No # 0. Por el Lema existen dos casos:

(1) f~Y(e)no = {x;,} es vértice de o. Como z;, no es punto critico de f,
existen exactamente dos 2-simplejos 01,02 € S que contienen a x;, y que
f(2;,) no es maximo ni minimo de f|,, ni de f|,,. Del Lema[2.11se sigue
que la interseccion f~1(c) N (01 Uoy) estd formada por dos segmentos que
se intersectan en x;,.

(2) f~Y(c)No es el segmento entre los puntos Py Q. Si Py @ no son vértices
de o, entonces el conjunto de nivel f~!(c) intersecta en segmentos a los
dos 2-simplejos adyacentes a o en las aristas a las que pertenecen P y
Q. Si P = xj, es vértice de o, entonces existe un 2-simplejo o’ € St(z;,)
distinto de o sobre el cual f(xj,) no es maximo ni minimo (¢ es valor
regular). Del Lema concluimos que f~!(c) Mo’ es un segmento que
une a r;, con un punto en su arista opuesta.

De manera que si ¢ € (lp,l1) es valor regular, entonces el conjunto f~1(c) N
o se extiende a segmentos comprendidos en 2-simplejos adyacentes a o. Por la
compacidad de |S|, esta extension se continia hasta regresar a o. Esto demuestra
que los contornos de f~!(c) son circulos.

Si z; € f~'(c) es maximo o minimo local de f, entonces {x;} es un contorno
de f~%(c). Luego, usando el caso en que c es valor regular para los otros contornos
y la inyectividad de f en S, concluimos que f~Y(c) es unién de circulos y un
punto (por conexidad de |S| no puede suceder que f~!(c) = {z;}).

Por dltimo, si ¢ € R es valor critico no degenerado y x; € S es el Gnico
vértice silla tal que f(z;) = ¢, entonces existen exactamente cuatro 2-simplejos que
contienen a z; y sobre los cuales f(z;) no es méximo ni minimo. Por el Lema[2.11] el
conjunto de nivel f~!(c) intersecta a estos 2-simplejos en segmentos. Continuando
el conjunto de nivel de manera anédloga al caso en que c es valor regular, concluimos
que estos segmentos se pueden extender hasta que regresan al vértice x;. Por lo
tanto, el contorno de f~'(c) que contiene a z; es homeomorfo a un 8. Usando el
caso en que c es regular en el resto de los contornos, concluimos que f~!(c) es unién
disjunta de circulos con un 8. O

3.3. Graficas de Reeb de funciones de Morse-PL. En esta secciéon mostra-
remos que la grafica de Reeb de una FM-PL recupera el género de la superficie
triangulada.

Pensaremos que S es superficie triangulada y orientable, f: S(©) — R es inyec-
tiva y tal que f: |S| = R es FM-PL y R;(S) es la grafica de Reeb asociada a la
pareja (S, f).

Del Teorema se sigue que si ¢ € R es valor critico de f y € > 0 es pequeno,
entonces los nimeros de contornos en f~(c+¢)y f~!(c —¢) difieren por 1. Dos
propiedades sencillas de R;(S) son:
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FI1GURE 6. Una triangulacién en T con una funcién-PL que no es

de Morse ya que el vértice con valor 6 no satisface la Definicién
1.0l

I. Los méaximos y minimos de f corresponden a vértices de grado 1 en Ry (.5),
esto se debe a que en los minimos inicia una familia de contornos y en los
méximos finaliza una familia de contornos.

IT. Los puntos silla de f corresponden a contornos que son 8’s y determinan
vértices de grado 3 en Ry (S).

De estas propiedades se sigue que las graficas de Reeb de FM-PL en superficies
orientables sélo tienen vértices de grado 1 y 3. Las Figuras b) y |8] muestran que
la Propiedad II no se cumple para FM-PL sobre superficies no orientables y para
funciones-PL que no son de Morse, respectivamente.

a) 0 : 2 0 b) 8
Ny - 6 %
6 7 3 b 2
0 ;;4;2 0 b0

FIGURE 7. a) Triangulacion de la Botella de Klein con una FM-PL
y con algunos contornos de nivel marcados en color. b) Grafica de
Reeb de la funcién en a). Notar que los vértices con valores 2 y 6
son puntos silla pero no generan vértices de grado 3 en la grafica.

Definicién 3.10. Sic € R y o € S, entonces decimos que o es un simplejo-
cruzado a c si satisface una de las siguientes condiciones:

i. o es un vértice y f(o) = c.

. Ezisten vértices x;,x; en o, tales que f(x;) < c < f(z;).

De la inyectividad de f: S — R se sigue que todo 2-simplejo en S es cruzado
a la imagen de exactamente uno de sus vértices.
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Definicién 3.11. Si z; € S es vértice con f(x;) = c y tc(x;) es el nimero de
tridngulos-cruzados a c en St(x;), entonces el indice discreto de x; es

. _ tC(xj)
i(x;)=1— —

De la Definicion [3.5 se sigue que los méaximos y los minimos de f tienen indice

1, los puntos regulares tienen indice 0 y los puntos silla tienen indice —1.

Lema 3.12. Sim es el nimero de vértices en S que son mdzrimos o minimos de f
y s es el nimero de puntos silla de f en S, entonces se satisface

X(S)= > i(z;)=m~—s.
z;€S5(0)
DEMOSTRACION: Recordemos que x(S) = ko(S) — $k2(S) (ver Secci(’)n. Luego
. te(xy) 1
i)=Y (1-75E) = k() = Y Ftelas) = x(8)
:L’jGS(O) I]‘GS(O) CEjGS(O)

donde la 1 ltima igualdad se sigue de que todo tridngulo en S es cruzado a exacta-
mente uno de sus vértices. (Il

18
14

12

=N OO = o

FIGURE 8. Grafica de Reeb de la pareja (T, f) en la Figura @
Notar que el vértice a altura 6 tiene grado 4, lo cual refleja el
hecho de que la funcién-PL en este caso no es de Morse.

Teorema 3.13. Si S es superficie de género g y f: |S| = R es FM-PL, entonces
se satisface p1(R¢(S)) = g.

DEMOSTRACION: Llamemos m al numero de vértices de S que son méaximos o
minimos de f y s al namero de puntos silla de f en S.

Notar que Bo(Rs(S)) = 1 ya que Ry(S) es grafica conexa. Utilizando la
ecuacion [2.1] se concluye

X(Rf(9)) = ko(Rf(5)) — k1(Rf(S)) = Bo(Rf(S)) — B1(Rf(S5)) =1 = B1(Ry(5)).

Sabemos que ko(Rf(S)) = m + s, ademas, de las Propiedades I y II de esta
seccion, se sigue que ki(Ry(S)) = 3(m + 3s) ya que al contar los grados de los
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vértices contamos cada arista dos veces. De la igualdad anterior se sigue que
B1(Rs(S)) =1 — =2, Utilizando el Lema y la ecuacion [2.2 concluimos que

m— s 1

=1--x(9) =gy

ARy (5) =1~ " :

O

La Figuramuestra la grafica de Reeb de la pareja (T, f) de la Figura@ Notar
que aunque la funcion-PL f: |T| — R no es de Morse, también se cumple que el
1-niamero de Betti de la grafica es igual al género de la superficie.

4. Graficas de Reeb y persistencia

La herramienta principal del anélisis topolégico de datos es la homologia per-
sistente, la cual ha demostrado ser muy util para extraer informacién geométrico-
topologica de la forma de una nube de datos. En este capitulo presentamos una es-
trategia que permite reducir considerablemente los calculos necesarios para obtener
las homologias persistentes de dimensiones 0 y 1.

4.1. Idea general de la homologia persistente. Comenzamos el capitulo
con una explicacién breve e intuitiva de cémo funciona la homologia persistente
para estudiar la forma de una nube de datos N = {zg,21,...,2,} C R". Para
una introduccién mas completa y formal a la homologia persistente el lector puede
consultar [8), 13}, 14]. La explicacion se dara en dos pasos:

Paso 1: Aproximar a N con complejos simpliciales sobre los cuales podamos cal-
cular los grupos de homologia y los numeros de Betti.

Existen diferentes formas de construir complejos simpliciales que aproximen a
N utilizando los puntos zg, Z1, - .., z¢. Aqui introducimos la filtracién de Vietoris-
Rips ya que es sencilla de definir y de manejar computacionalmente.

Definicién 4.1. Supongamos que € > 0. FEl complejo de Vietoris-Rips de
radio € de N, es el complejo simplicial abstracto VR.(N) tal que sus d-simplejos
son {xj,,xj,,...,xj,} C N donde toda pareja xj,, ;. cumple que ||z;, —z; | <e.

Notar que para e < min{||z; —z;||}, VR:(N) = N y para e > maz{|z; — ;| } se
cumple que un ¢-simplejo es realizaciéon geométrica de VR (N). Ademas, si e < o,
entonces VR, (N) es subcomplejo de VR, (N) (ver Definicion [2.4lc).

Como no existe un radio tal que el complejo de Vietoris-Rips asociado sea el
que mejor aproxima a N, por ello se construye una sucesiéon de complejos de la
siguiente manera:

Sis >0y e <min{||z; —x;||} son tales que min{||z; —x;||} < ¢+ s, entonces
a la sucesion anidada de complejos simpliciales abstractos

N =VR,(N) < VR, (N) <VRH(N) < -+ - < VR, (N),

donde ¢; :=¢g¢ + js y m es tal que £,,—1 < max{||z; — z;||} < em, se le llama fil-
tracion de Vietoris-Rips de N asociada a g y s. Algunos ejemplos de complejos
de Vietoris-Rips de una nube de datos se muestra en la Figura[J]

Paso 2: Calcular la homologia de los complejos simpliciales en una filtracion que
aproxima a N y estudiar qué tanto persisten las clases de homologia a través de
dicha filtracion.
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Supongamos que Ko < K; < Ky < --- < K;;, es una filtracién con complejos
simpliciales que aproxima a N (no necesariamente de Vietoris-Rips). Si j < I,
entonces denotamos con i;;: |K;| — |K;| a la inclusién y con ;. H,(|Kj|) —
H,.(]K;|) al correspondiente homomorfismo en homologia.

Definicién 4.2. Supongamos que 0 < j <l <m,r>0y0#ac H(K,]).
a. Decimos que o nacid en K; si a pertenece al cociente H,.(|K;|)/Im(ij—1 j+).
Denotamos n(«) al indice de nacimiento de o (en este caso n(a) = j).
b. Decimos que o persiste en K; sii;.(a) € H.(]K;|) es no cero.
c. Decimos que o murid en K1 si o pertenece a Ker(iyj41.). Denotamos
m(a) al indice de fallecimiento de o (en este caso m(a) =141).
d. La persistencia de o en la filtracion es el nimero m(a) — n(«).

Todas las clases (no nulas) de homologia de los complejos en la filtracion tienen
indices de nacimiento y fallecimiento y su persistencia es al menos 1. Calculando
las homologias de Ky, K1,...,K,, y sus persistencias, obtenemos un panorama
global de cémo se crean y se cubren hoyos cuando aumenta el indice en la filtracién
(cuando aumenta el radio, en caso de que la filtracion sea de Vietoris-Rips). Una
manera de presentar la informacién de las persistencias de homologias es mediante
un cédigo de barras.

75 €D
€O

F1GURE 9. Cuatro etapas de una filtracién de Vietoris-Rips de
la nube de datos en I. Los complejos en I] y III tienen dos
componentes. El complejo en IV es conexo y tiene un 1-hoyo
formado por las componentes de las etapas anteriores.

Definiciéon 4.3. El codigo de barras de dimension r > 0 de la filtracion Ky <
K, < - < K,,, se construye con un eje horizontal que representa al parametro
discreto 0 < j < m y un conjunto de intervalos con extremos enteros [s,t) tales que
0 < s <t<m. Los intervalos representan a las clases de homologia y satisfacen:

I Para 0 <j<m, B,.(|Kj|) es igual al nimero de intervalos que contienen
a j, es decir, cada intervalo se corresponde con un r-hoyo bdsico en K;.
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II. Si el intervalo [s,t) representa a o € H,(|K,|), entonces n(a) = s y
m(a) =t, por lo tanto la longitud de [s,t) es igual a la persistencia de c.

Para una filtracion de Vietoris-Rips, el codigo de barras se construye de forma
analoga, s6lo que en este caso el parametro discreto j se puede sustituir por el
pardmetro continuo que representa al radio € con el que se calculan los complejos
en la filtracion (Definicion [£1)).

Comunmente los c6digos de barras se presentan por graficas de barras horizon-
tales. Un ejemplo se muestra en la Figura [TI0]

Observacion 4.4. Los cddigos de barras de dimensiones 0 y 1 tienen las siguientes
propiedades:

A. Los intervalos en el cidigo de dimension 0 son de la forma [0,t) con
t < m y exactamente un intervalo es de la forma [0,m). Esto se debe a
que las componentes conezxas en Ko = N son los puntos z; (i.e. Bo(Ky) =
¢+ 1) y dichas componentes mueren cuando dos o mds puntos se unen.
El intervalo [0, m) representa a la componente coneza final.

B. En el cddigo de dimension 1 los intervalos son de la forma [s,t) con 0 <
s <t <m, ya que en los complejos simpliciales Ko = N y K,, no existen
1-hoyos.

Las clases de homologia que tienen una persistencia grande representan propie-
dades geométricas significativas de la base de datos N. Calculando todas las ho-
mologias y sus persistencias es como el andlisis topolégico de datos estudia la forma
de N. Procedemos a describir brevemente la informacién que contiene el cédigo de
barras de la Figura[I0]

(1) La diferencia de longitudes entre las barras rojas antepeniltima y pentl-
tima indica que la nube de datos esté dividida en dos componentes conexas.
Como se puede verificar en las Figuras[0]1, 0111 y PlI11.

(2) Las tres barras azules que aparecen cuando atn hay dos barras rojas,
reflejan que las dos componentes en la nube de datos tienen 1-hoyos, ver
Figura [0} I1.

(3) La udltima barra azul que nace cuando el complejo de Vietoris-Rips ya es
conexo (ya que hay solo una barra roja), indica que las dos componentes
forman entre si un 1-hoyo. Ademas, dicho 1-hoyo es el bastante persistente
y por lo tanto representa una propiedad topoldgica significativa de los
datos, ver Figura[9}/V.

4.2. Graficas de Reeb y persistencia. En esta seccién mostramos que a
través de las Graficas de Reeb se puede estudiar la homologia persistente a los
niveles 0 y 1 de una nube de datos N = {yo,y1,...,y¢} C R. La construccion
presentada aqui se basa en [15] Sec. 5.1].

Durante toda la seccién supondremos que f: N — R es inyectivay N = Ko <
K; < Ky < -+ < Ky, es filtracion con complejos simpliciales que aproxima a N.

Supongamos que 0 < j < m. Extendiendo linealmente a f sobre cada simplejo
en K; definimos una funcion-PL f;: |K;| — R. Denotamos con R; a la gréfica de
Reeb de la pareja (K, f;) y con ¢;: |K;| — R, a la proyecciéon cociente.

Si p € |Kj|, entonces f;(p) = (fj+1 ©%j;+1)(p), de manera que la inclusion
ij41: |K;| = |K;11| respeta la relacion de equivalencia definida por f; en |Kj|.
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F1GURE 10. Codigos de barras de dimension 0 (barras rojas) y 1
(barras azules) para la filtracion de Vietoris-Rips de la nube de
datos en la Figura[9lI. Las lineas punteadas indican los radios con
los que se construyeron los complejos de Vietoris-Rips de la Figura
{]

Concluimos que existe funcion continua 7;: R; — R;;11 que hace conmutar el
siguiente diagrama:

vji+1

| K| ——> [ Kj 11
oy Jfbjﬂ
i
Rj_J)RjH

La sucesion de funciones continuas {n;: R; — R;41} induce una sucesion de ho-
momorfismos en los primeros grupos de homologia de las graficas R; de la siguiente
manera

Hy(Ro) 225 Hi(Ry) 225 Hy(Ry) 25 o 20 HI(R,).

Podemos estudiar la persistencia de las homologias y de los nimeros de Betti
a niveles 0 y 1 a través de los homomorfismos 7;, .

La 0-homologia persistente de las graficas de Reeb R; es isomorfa a la 0-
homologia persistente de los complejos simpliciales K; (Propiedad II en Seccion
. La 1-homologia persistente de las R; es isomorfa a la 1-homologia persistente
vertical de los complejos simpliciales K, la idea intuitiva es que en la homologia
vertical se ignoran los 1-hoyos contenidos en los contornos de los conjuntos de nivel,
solo se consideran los 1-hoyos que se forman variando los contornos de nivel. La
definicioén precisa de homologia vertical se puede consultar en [I5, Sec. 3]. Por
ejemplo, del Teorema sabemos que si los K; son superficies trianguladas, en-
tonces los 1-nimeros de Betti persistentes de las graficas de Reeb R; coinciden
con la persistencia de los “géneros de la superficies K;”. Para toda m > 2, la
m-homologia persistente de las graficas de Reeb R; es trivial (Propiedad IV en

Seccién .
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FIGURE 11. En [ se ilustra una funcién inyectiva en la nube de
datos en R%. En II, II] y IV se muestran las graficas de Reeb de
los complejos de Vietoris-Rips correspondientes en la Figura[9] con
las funciones-PL determinadas por extension lineal de la funciéon
en [.

Al igual que para la filtracion Ko < K; < Ky < -+ < K, la informacion
de los 0- y l-nimeros de Betti persistentes para la sucesion de graficas de Reeb
Ry, R1, Ra, ..., R, se puede presentar en codigos de barras. En la Figura se
muestran las graficas de Reeb de los complejos simpliciales de la Figura [9] con una
funcién-PL en ellos. Cabe recalcar que el correspondiente coédigo de barras para las
graficas de Reeb es idéntico al codigo en la Figura [9

Finalizamos mencionando que en [I5] Sec. 5.2] se proporciona un algoritmo
computacional para calcular la 1-homologia persistente de las graficas de Reeb R;.
Dicho algoritmo corre en tiempo O(mn2) donde m es el tamaifio del 2-esqueleto de
K y n. es el nimero de aristas de Kj.
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1. Introduccién

Un sistema dindmico discreto serd una pareja (X, f), donde X es un espacio
métrico compacto, conexo con més de un elemento y f : X — X es una funciéon
continua y suprayectiva. Para k € N, denotemos por f* a la composicién de f
consigo misma k veces. Sea x € X. Consideremos la siguiente sucesiéon de puntos
en X: z, f(x), f?*(z), f3(z), ..., al conjunto formado por estos puntos, se le
llama la o6rbita del punto x. El objetivo principal de los sistemas dindmicos dis-
cretos es estudiar el comportamiento de estas sucesiones de puntos. Se sabe que
los conceptos de sistema mezclante, débilmente mezclante y transitivo son funda-
mentales para investigar el comportamiento de las 6rbitas y el caos de los sistemas
dindmicos. Por eso se da el interés de muchos investigadores en relacién con estos
conceptos. En [2] se estudi6 algunas propiedades sobre los sistemas dindmicos y se
realiz6 una revision de funciones que poseen algin tipo de periodicidad, estudiaron
las funciones puntualmente periodica, a lo mas periédica, puntualmente a lo méas
periddica, entre otras, con la finalidad de difundir estos temas de una manera més
accesible. Mas tarde, continuando con el trabajo de difundir esta &rea, en [19]
se analizo6 sistemas dindmicos que comparten algunas propiedades con los sistemas
mezclantes, fuertemente mezclantes, suavemente mezclantes, etc. Finalmente, en
[15] se estudi6 un tipo de sistemas dindmicos que se introdujeron en el 2016, a
saber los sistemas compacto transitivos. Otras publicaciones y libros donde anal-
izan propiedades sobre sistemas dinamicos son las siguientes [5l, [6, 12}, 13], 18], 21].

Por otro lado, es bien sabido que un sistema dinamico (X, f) induce un sistema
dinadmico (H(X),H(f)), donde H(X) es un hiperespacio de X, considerado con
la topologia de Vietoris, y H(f) es la funciéon inducida por f a H(X). En este
contexto, un problema natural es el siguiente. Dado un sistema dinamico (X, f)
y los sistemas dinamicos inducidos (H1(X), Hi(f)) y (Ha2(X), Ha(f)) estudiar que
relacion existe entre los sistemas dindmicos antes mencionados. En [3] analizaron
el concepto de transitividad en el sistema (X, f) y en algunos sistemas dinamicos
inducidos. Con respecto a este tema otras publicaciones son las siguientes [23), [24].

43
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Por otra parte, dado un conjunto X, denotamos por P(X) al conjunto potencia
de X, es decir, P(X) = {A: A C X}. Un subconjunto F de P(Z. ) es una familia de
Furstenberg, si para cualesquiera F, Fy € P(Z, ) tales que F; C Fyy Fy € Fimplica
que Fy € F. Usar las familias de Furstenberg para estudiar sistemas dindmicos se
remontan a 1955 con los estudios de Gottschalk y Hedlund [10]. En [16] utilizaron
estas familias para analizar puntos transitivamente. En [I5] se di6 el concepto de
familia de Furstenberg para definir sistemas compacto transitivos pero como no es
la finalidad del trabajo no se estudia a profundidad este tema.

El objetivo de este trabajo es realizar un estudio a fondo sobre algunas familias
de Furstenberg en sistemas dindmicos. Ademaés, mostrar que en la clase de los
sistemas débilmente mezclantes estas familias cumplen una propiedad adicional.
Cabe mencionar que este trabajo estéd inspirado en la secciéon 2.2 de [1I]. Ademas,
presentamos este trabajo para los lectores no expertos en esta area con la finalidad
de que este trabajo sea ttil y despierte el interés en nuestros lectores para realizar
investigaciones respecto al tema. Por tal motivo, la estructura de este trabajo
es la siguiente. En la seccién 2 iniciamos mencionando una serie de notaciones y
conceptos que usaremos a lo largo de este escrito, hacemos un repaso rapido de los
conceptos importantes en sistemas dindmicos, para posteriormente, en la Seccion
3, introducirnos en el concepto de familias de Furstenberg, y de algunas familias
de Furstenberg en particular. Finalmente, en la Seccién 4, mostramos algunos
resultados relacionados con ciertas familias de Furstenberg en la clase de sistemas
débilmente mezclantes.

2. Introduccién a la dinamica

Como es usual denotamos por N, Z, ,7Z,Q y R el conjunto de los ntimeros nat-
urales, el conjunto de los nimeros enteros no negativos, el conjunto de los niimeros
enteros, el conjunto de los niimeros racionales y el conjunto de los niimeros reales,
respectivamente. Dado un conjunto X y A C X, denotamos por |A| a la cardi-
nalidad de un conjunto A. A continuacién definimos algunos subconjuntos de los
enteros no negativos que cumplen cierta propiedad, y que sirven para definir clases
de sistemas din&dmicos.

Definicién 2.1. Sea A CZ,. Se dice que el conjunto A es:
(1) Cofinito si Z4 \ A es finito.
(2) Grueso si para cada p € N, existe n € N tal que {n,n+1,...,n+p} C A.
(8) Sindético si existe | € N tal que, para todo m € N, {m,m+1,... ., m+I}N
A#£0D.
(4) Gruesamente sindético si para cadan € N, {i e N: {i,i+1,...,n} C A}
es sindético.

Una prueba del siguiente resultado puede encontrarlo en [13], Proposicion 3.1.9,
pag. 47].

Proposicion 2.2. Sean A, B € P(Z,.) tales que A C B. Si A es grueso, entonces
B es grueso.

Sea X un espacio métrico con métrica d. Todos los sistemas dindmicos con los
que estaremos trabajando en este capitulo son definidos sobre un espacio métrico,
por tal motivo analizaremos algunos conceptos y estableceremos algo méas de no-
tacién. Si f: X — X es una funcién, entonces: f° denotara la funcién identidad
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sobre X, idyx. Para cada n € N, f™ es f compuesta con f"~!, es decir:
fr="roft.
Dadosn € Ny A C X la preimagen de A bajo f" se indica por f~"(A) ysixz € X,

la preimagen de {z} bajo f la representamos por f~!(z). Si A C X no vacio y
acotado, se define el didmetro de A, denotado por diam(A), como:

diam(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}.
Ademas:

(1) una cubierta de X es una familia {A;}ses de subconjuntos de X tales
que (J,egA4s € X.

(2) una cubierta es abierta (o cerrada) de X si todos los elementos de la
cubierta son abiertos (o cerrados).

A continuacién mostramos algunos ejemplos de cubiertas de un espacio métrico
especifico.

Ejemplo 2.3. [7, pag. 32] Sea R con la métrica euclidiana. La coleccion de
intervalos abiertos {(—n,n) :n € Z} es una cubierta abierta para R.

Ejemplo 2.4. [7, pag. 108] Sean (X,d) un espacio métrico. La coleccion C =
{B(z,r;) : x € X} es una cubierta abierta de X.

Antes de continuar recordemos que dado un conjunto X y A una coleccion
de subconjuntos de X, decimos que A tiene la Propiedad de la Interseccion
Finita (PIF) si la intersecciéon de todos los conjuntos de cualquier subcoleccién
finita de A es diferente del vacio. Ademaés, recordemos que un espacio métrico X es
un espacio compacto si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

El siguiente resultado, Proposicion [2.5] nos proporciona una caracterizacion de
la compacidad en términos del concepto de familia con la PIF.

Proposicién 2.5. Un espacio métrico X es compacto si y sélo si para cada familia
F de conjuntos cerrados en X con la PIF, la interseccion de todos los elementos de
la familia es no vacia. Es decir, NF # (.

Demostracion. Supongamos que X es compacto y sea F una familia de conjuntos
cerrados en X con la PIF cuya interseccion es vacia. Sea A = {X\F : F € F}.

Como
Ua= U x\r,
Feg
por las leyes de De Morgan se tiene que
Ua=U x\F=x\F.
Feg Feg

Dado que (F = 0, se tiene que, | JA = X. De aqui se obtiene que A es una cubierta
abierta de X. Como X es compacto, existe un conjunto finito {Fi, ..., F,} C F tal
que:

X =(X\F)U---U(X\F,) = O X\F, = X\ (n] F,.
i=1 1=1

Lo cual implica que ﬂ;;l F; = (. Esto es una contradiccién ya que F tiene la
PIF.
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Inversamente, sea A una cubierta abierta de X y denotemos por F = {X\U : U €
A}. Luego,

NF=xX\U=x\JU=0.

UcA UcA

Asi, F no tiene la PIF. Por lo tanto existe n € N y elementos Uy,...,U, € A
tales que (X\U1)N--- N (X\U,) = 0. Es decir,

X\ CJ U; = 0.
=1

Esto implica que X = |J_, U;. En consecuencia, {Uy,...,U,} es una subcu-
bierta finita de A. Por lo tanto, X es compacto. [J

Por otra parte, otro de los conceptos importantes en este trabajo es el siguiente.

Definicién 2.6. Un sistema dindmico discreto es una pareja (X, f), donde X es
un espacio métrico, compacto y f : X — X una funcidn continua y suprayectiva.

A continuacién damos algunos ejemplos de sistemas dinamicos, esperando que
estos ayuden a aclarar la definicién antes mencionada.

Ejemplo 2.7. Consideremos el intervalo cerrado [0,1] con la métrica del subespacio
de la recta real y f : [0,1] — [0,1] definida por

1
2x, St O§x<§;
fx) =
1
2(1 —x), si §§x<1.

Como [0,1] es un subconjunto compacto de R y f estd bien definida, es continua y
suprayectiva, se obtiene que ([0, 1], ) es un sistema dindmico discreto. A la funcidn
f se le conoce como la funcion tienda.

La Figura [l] muestra la grafica de la funcion tienda f.

F1GURE 1. Gréfica de la funcién f.
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Ejemplo 2.8. Consideremos el intervalo cerrado [0, 1] con la métrica del subespacio
de la recta real y g : [0,1] — [0,1] definida por

1
2  0<az< -
T, St _x_4,

USRS U S |

g X 4, S 4 $_2,
T
RN

Como [0,1] es un subconjunto compacto de R y g estd bien definida, es continua y
suprayectiva, se obtiene que ([0,1], g) es un sistema dindmico discreto.

La Figura [T muestra el comportamiento de la funcion g.

FI1GURE 2. Gréfica de la funcién g.

Definicién 2.9. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Se define la orbita
de x bajo f, denotada por Orbs(x), como el conjunto:

Orby(z) = {f"(z) :n € Zy} = {z, f(2), f*(x), f*(2),...}.

Se observa que la Orbita del punto z es una sucesion en el espacio X. La
interpretacién que se le da a la sucesién, Orby(z), es la siguiente: en el tiempo
t = 0 el objeto se encuentra en la posicién zq; en el tiempo ¢t = 1, el objeto habra
cambiado a la posicion f(xg); en el tiempo ¢t = 2, el objeto habra cambiado a la
posicién f2(zg) = f(f(xo)) y asi sucesivamente. Se sabe que el objeto principal de
estudio de los sistemas dindmicos son las 6rbitas de los puntos, ya que son estas las
que nos dan la informacién referente a las iteraciones de una funcién a través del
tiempo.

La Figura |3| muestra un ejemplo del comportamiento de la 6rbita de .

Tiempos 0 1 2 n
Posiciones %o fix)  flxo) .. fxo) ..
%o f(xo) Flxo)—"Fx)) flxo)

FIGURE 3. Muestra los primeros elementos de la 6rbita de zg.
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Ejemplo 2.10. Consideremos la funcion definida en el Ejemplo [2:8 Calculemos

la orbita de algunos puntos de X. Primero consideremos el punto x = i se tiene

Con) - {10
- if(i)f(f(i))f(f(f(i))
- {06 (6)-

4’2’2 4’ 2 4/

o jrisg 1| 1187
B 4'27492 27 1472°4°8 [

De manera similar podemos calcular la orbita del punto x = % y concluir que:

1 1 1 1 1 137 15
oy (3) = {2’f<2>’f2(2)’f3<2)""}:{2’4’8’16""}'

Otras nociones béasicas en teorfa de sistemas dindmicos son las siguientes.

Definicién 2.11. Sea (X, f) un sistema dindmico. Un subconjunto A de X es
f-invariante si f(A) = A, y positivamente f-invariante si f(A) C A.

Definicién 2.12. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Se dice que:

e x es un punto fijo de X si f(z) = x.

e y € X es un punto w-limite de x bajo f, si para cada k € N y para
cualquier abierto U en X tal que y € U, existe n > k tal que f"(x) € U.
Al conjunto de todos los puntos w-limite de x bajo f, lo denotamos por
wr(z) y lo llamamos el conjunto w-limite de =.

El conjunto w-limite de un punto nos indica hacia dénde se dirige la érbita de
dicho punto. Dicho de otra forma, w(x) es el conjunto de todos los puntos limites
de las subsucesiones convergentes de la 6rbita de z. De la definiciéon de punto w-
limite se sigue que dado un sistema dindmico (X, f) y z € X, si z es un punto fijo
de X, entonces se tiene que wy(x) = {zo}.

La Figura [] ilustra geométricamente el comportamiento de las iteraciones de
la funcién f cuando existe un punto w-limite de =x.

A continuacion calculamos el conjunto wy(x) de algunos puntos, esperando que
esto ayude a aclarar la definicién.

Ejemplo 2.13. Sea X un espacio métrico compacto y consideremos la funcion
identidad id: X — X. Se tiene que, wy(z) = {z}, para cada x € X.

Ejemplo 2.14. Consideremos la funcion definida en el Ejemplo [2.7 Observe que
los puntos fijos de f son 0 y % ya que son los unicos puntos donde interseca la
funcion f a la funcidn identidad. Luego wy¢(0) = {0}, wy (%) = {%}
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FIGURE 4. Se observa que a partir de la n-ésima iteracion, todos los
puntos caen dentro de U.

Ahora determinemos el conjunto wy(x), para x € {%,% % Se tiene que

}-
o (5)- (33} 0w (5)-(313} » om ()-f553}
) =

Esto implica que wf( ) {5,5 (%): 3,‘7‘,?} wa(

Actualmente encontramos una gran variedad de sistemas dindmicos discretos
definidos y clasificados dependiendo de las propiedades que posea el espacio base o
bien la funcién. A continuacién mencionamos algunos tipos de sistemas dindmicos
que usaremos en este trabajo.

9’9’5

Definicién 2.15. Sea (X, f) un sistema dindmico. Decimos que (X, f) es:

(1) Débilmente mezclante si para cualesquiera subconjuntos abiertos y no
vacios Uy, Uy, Vi y Vo de X, existe k € N tal que f*(U;) N'V; # 0, para
cada i € {1,2}.

(2) Transitivo si para cada par de subconjuntos abiertos y no vacios U y V
de X, existe k € N tal que f*(U)NV # 0.

(8) Minimal si no existe un subconjunto propio A de X el cual es no vacio,
cerrado y f(A) = A. Equivalentemente, si la orbita de todo punto de X
es denso en X.

Para mayor informacion de los sistemas presentados en la Definicion vea
[12,[13],[18]. En la Figura[f|se muestra la relacion entre las clases de funciones men-
cionadas en la Definicién [2.15| Para consultar las pruebas de dichas afirmaciones
puede revisar [17].

| Débilmente mezclantel
Transitivo

FIGURE 5. Diagrama que muestra la relacion entre los diferentes tipos
de sistemas dinamicos.

Por otra parte, existen conjuntos importantes en sistemas dinamicos discretos
que se consideran para poder plantear algunas clases de sistemas. A continuacion,
mencionamos algunos.

Definicién 2.16. Sea (X, f) un sistema dindmico, donde X es un espacio con
métrica d. Sean x € X, U y V subconjuntos abiertos no vacios de X y 6 > 0. Se
definen los siguientes conjuntos:
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(1) Ny(z,V)={n€Zs: f*(z) e V}.
(2) Ny(U,V)={neZi:UNf(V)#0}.
(3) Ny(U,6) ={n € Zy : existen z,y € U tales que d(f"(z), f"(y)) > d}.

En el Ejemplo mostramos como se calculan los conjuntos dados en la
Definicion [2.16] sobre un sistema dindmico, esperando que estos ayuden a aclarar
la Definicion En [14] puede encontrar un estudio detallado de los conceptos
presentados en la Definicién [2.16

Ejemplo 2.17. Consideremos el intervalo cerrado [0, 1] con la métrica del subespa-
cio de la recta real y f : [0,1] — [0, 1] definida por f(z) = 22, para cada x € [0, 1].
Sean U = (1,1), V. =(0,1) y x = 1. Se tiene que:

1.
(1) N¢(3,U) = {0}.

(2) Ny(3,V)=4{0,1,2,3,...}.
(3) Ny(U,V)=1{0,1,2,3,...}.

Terminamos esta secciéon anotando dos propiedades que cumplen estos conjun-
tos en un sistema dinamico. El Lema [2.18|nos servira en la prueba de la Proposicion
163,301

Lema 2.18. Sean (X, f) un sistema dindmico, x € X y U un subconjunto abierto
no vacio de X. Se tiene que Ny(z,U) C Ny(f(x), f(U)).

Demostracion. Sean € N¢(z,U). Luego f"(z) € U. Esto implica que f(f"(z)) €
f(U). En consecuencia f1*"(x) € f(U). Como f'*"(z) = f**!(z) se tiene que,
[P (x) € f(U). Asin € Ny(f(z), f(U)). Porlo tanto N¢(z,U) C N¢(f(z), f(U)).
(]

Lema 2.19. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es minimal, entonces para
cada subconjunto abierto no vacio U y cada punto x € U, se tiene que el conjunto
N¢(z,U) es sindético.

Demostraciéon. Supongamos que (X, f) es minimal y sean U subconjunto abierto
yreU. SeaY = ey F~YU). Afirmamos que Y = X. Supongamos que existe
y € X \Y, entonces f"(y) ¢ U, para cada n € N. Por lo tanto, la 6rbita de y no es
densa, lo cual contradice la minimalidad del sistema. Observe que {f~/(U): | € N}
es una cubierta abierta de X. Dado que X es compacto, existe M € N tal que
X =UZ 7).

Seam € Ny y= f"(z). Seal € {1,...,M} tal que y € f~1(U) se sigue que
f'(y) € U. Esto implica que f!(f™(x)) € U. En consecuencia f'*™(z) € U. Por lo
tanto [ +m € Ny(z,U). O

En la siguiente seccién presentamos varias familias importantes que se ocupan
en el estudio de los sistemas dindmicos. Hacemos también un pequeiio resumen de
algunos de los resultados que actualmente se conocen referente a familias y algunas
clases de sistemas dinamicos.

3. Algunas familias importantes

3.1. Familias de Furstenberg. Se sabe que la idea de aplicar familias de
Furstenberg para estudiar sistemas dindmicos se remonta a 1955 con los estudios
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de Gottschalk y Hedlund [10]. Posteriormente, en 1981, fue trabajado por Fursten-
berg en [8], y afios mas tarde por Akin [1]. Utilizando la teoria de las familias
de Furstenberg estudiaremos los sistemas débilmente mezclantes y su relacién con
ciertas familias. Por tal motivo, empezaremos esta secciéon recordando algunos con-
ceptos basicos sobre las familias de Furstenberg. En esta seccién es importante
recordar que P(Z;) ={A: ACZ,}.

Definicién 3.1. Un subconjunto F de P(Zy) es una familia de Furstenberg, si

para cualesquiera Fy, Fo € P(Z4) tales que Fy C Fy y Fy € F implica que F> € F.

Para ilustrar mejor esta definiciéon, mostramos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. Sea A € P(Z) tal que A # 0. La familia
Fa={FePZy): ACF}

es una familia de Furstenberg. En efecto, sean Fy, F» € P(Z) de tal manera que

W CF,yF, €F4. Luego AC Fy CFy. Asi, A C Fy. Por lo tanto, Fy € F 4.

Otro ejemplo de familia de Furstenberg es el siguiente:

Ejemplo 3.3. Consideremos la familia B = {A € P(Z+) : A es infinito}. Se tiene
que B es una familia de Furstenberg. En efecto, sean Fy,Fy € P(Zy) tales que
Fy CF, y Fy € B. Como Fy es un conjunto infinito y Fy C Fy, se obtiene que Fj
es un conjunto infinito. Por lo tanto, F € B.

Dada una familia de Furstenberg podemos definir su dual de la siguiente man-
era.

Definicién 3.4. Sea F C P(Zy) una familia de Furstenberg. La familia dual de
F, denotada por kF, se define como:

kF={FeP(Zy): 2, \F¢F={FecPZy): FNF #0, para cualquier F' € F}.

Proposicion 3.5. Sea F C P(Z,) una familia de Furstenberg. La familia dual de
F es de Furstenbery.

DEMOSTRACION: Sean Ay, As € P(Z,) tales que A1 C Ay y A) € kF. Sea F € F,
notemos A1 N F C Ay N F y puesto que A; € kJF se tiene que A1 N F # (). Luego,
AsNF # . Con esto Ay € kF. Por lo tanto, la familia kF es de Furstenberg. O

Como una consecuencia de la Proposicion [3.5] y del Ejemplo [3:2] se obtienen
otro ejemplo de familia de Furstenberg.

Ejemplo 3.6. La familia kF 4 es de Furstenbery.

Como una consecuencia de la Proposicion [3.5] y del Ejemplo [3.3] se obtienen un
ejemplo méas de familia de Furstenberg.

Ejemplo 3.7. La familia kB es de Furstenberg.

Observacién 3.8. Sea F C P(Z.) una familia Furstenberg. De la Definicion[3.4]
se tiene que: Si A € kF, entonces A € P(Zy) y ANF' # 0, para cada F' € F. Esto
implica que A€ kF si AcP(Zy) yZi \A¢T.

Observacion 3.9. Sea F C P(Z,), probar que F es una familia Furstenberg es
equivalente a ver que si Fy C Fy y Fo ¢ F, entonces Fy ¢ F.

Definicién 3.10. Sea F C P(Z,) una familia de Furstenberg. Decimos que:
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(1) F es una familia propia si es un subconjunto propio de P(Zy).

(2) F es un filtro si es una familia propia cerrada bajo interseccion. Esto es,
st Fy1, Fy € F, entonces F1 N Fy, € F,

(3) F es un filtro libre si F es un filtro y la interseccion de todos sus ele-
mentos es vacia.

(4) F es una familia libre si la interseccion de todos los elementos de F es
vacia.

Proposicion 3.11. Sea F C P(Z.) una familia de Furstenberg. Se tiene que F es
una familia propia si y sélo si ) ¢ F.

DEMOSTRACION: Supongamos que F es propiay que ) € F. Sea F € P(Z,). Dado
que ) C F y F es una familia de Furstenberg se obtiene que F' € F. Esto implica
que F = P(Z.). Lo cual contradice el hecho de que F es una familia propia.
Inversamente, supongamos que ) ¢ F. Dado que 0 € P(Z) y 0 ¢ F, se
concluye que F es un subconjunto propio de P(Z). Por lo tanto, F es una familia
propia. ([

Proposicion 3.12. Sea F C P(Z,) una familia de Furstenberg. Si F es una familia
propia, entonces Z4 € J.

DEMOSTRACION: Supongamos que F es propia y sea A € F. Luego, A C Z,.
Dado que F es una familia de Furstenberg se obtiene que Z, € F. |

Sean Fipick = {F € P(Z4) : F es grueso} y Foyn = kFihick-

Observacion 3.13. De la Proposicion se obtiene que Fipicr €s una familia de
Furstenberg.

Observacion 3.14. De la Proposicio’n se obtiene que Ty, es una familia de
Furstenbery.

Proposicion 3.15. Se tiene que Fgy,, = {F € P(Z4) : F es sindético}.

DEMOSTRACION: Sea F' € Fy,,. Luego F € kFipicr. Esto implica que Zy \ F ¢
Finick- En consecuencia, Zy \ F no es grueso. Existe p € N, tal que para cada
n € N se tiene que {n,n+1,...,n+p} € Z, \ F. Asi, existe i € {0,1,...,p}
talquen+i € {n,n+1,....,.n+ptyn+i¢Zy\F. Esto implica que n +i €
Fn{nn+1,....n+p}. Asi, FN{n,n+1,...,n+ p} # 0. Por lo tanto, F es
sindético.

Ahora, sea F € {F € P(Z;) : F es sindético}. Demostraremos que F €
kFinick- Como F' es sindético existe [ € N tal que para cada m € N, se tiene que
{L,LI+1,...,1+m}NF # (). Esto implica que existe p € {I,I+1,...,1+ m} tal
que p € F. En consecuencia, p € {l,l+1,...,l+m} yp¢ Z, \ F. Por lo tanto,
{nn+1,....n+p} L Z .\ F. Asi Zy \ F ¢ Fypier. Por lo tanto, F € kFypick-

(Il

Otra nocién muy util en sistemas dindmicos es la de subconjuntos débilmente
mezclantes. Este concepto se introdujo en [4]. Posteriormente se analizé dicho
concepto en [21] y [22]. La nocién de subconjuntos débilmente mezclante puede ser
recalificado como una version local de débilmente mezclante. Antes de presentarla,
recordemos que dados U y V subconjuntos abiertos y no vacios de X,

Ni(U,V) = {n € Zy : U N f1(V) # 0},
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Definicién 3.16. Sea (X, f) un sistema dindmico. Decimos que A C X es un sub-
conjunto débilmente mezclante si para cada k > 2 y cualesquiera conjuntos abier-
tos Uy, Us, ..., U, Vi,Vo,.... Vi de X con U;NA # 0, V;NA # ( para cada
i€{l,...,k} setiene que NE_; N;(U; N A, V;) # 0.

En la Definicion [3.17] presentamos otras familias que se ocupan en el estudio de
los sistemas dindmicos discretos.

Definicién 3.17. Sean (X, f) un sistema dindmico y A un subconjunto débilmente
mezclante. Se definen las familias:

Ny = {BCZ;: existen UV C X abiertos no vacios, tales que
Ny(U,V) C B}.
Nf(A) = {BCZ;: ezisten abiertos no vacios U,V C X que intersectan a

A, tales que Ny(UNA,V) C B}.
De la Definicion [3.17] se obtiene la siguiente observacion.

Observacion 3.18. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cualesquiera U y V
subconjuntos abiertos no vacios en X, se tiene que N¢(U,V) € Ny. De donde,

Ny #0.

Resulta que la familia N presentada en la Definicién es una familia de
Furstenberg, esto lo mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.19. Consideremos la familia Ny dada en la Definicion[3.17. Luego, la
familia Ny es de Furstenberg. En efecto, notemos que Ny C P(Z4). Ahora, sean
Fy,Fy, € Ny tales que Fy C Iy y Fy € Ny. Luego, existen U y V subconjuntos
abiertos no vacios en X tales que Ny(U,V) C F1. Como Fy C Fy, Ny(U, V) C F>.
Por lo tanto, F> € Ny.

Para continuar con nuestro objetivo, presentemos la siguiente definicién, la cual
nos permite definir propiedades ttiles que usaremos posteriormente.

Definicion 3.20. Sean F1,F5 dos familias de Furstenberg. Definimos la familia
Fi1-Fo={FINF:F €F,F € F} ylallamamos la interaccion de F; y F.

Un ejemplo de la Definicion [3.20] es el que se muestra a continuacién.

Ejemplo 3.21. Consideremos las familias T4 y Ny dadas en el Ejemplo y la
Definicion [3-17, respectivamente. Por el Ejemplo[3.2 y Ejemplo sabemos que
Fa y Ny son familias de Furstenberg. Luego, la interaccion de T4 y Ny se define
como:

S-A'Nf:{FlmFQZFlE?A7F2€Nf}.

En la Proposicién [3.22] se prueba que dadas dos familias de Furstenberg, la
interaccion de las familias es una familia de Furstenberg.

Proposicion 3.22. Sean F1,F> dos familias de Furstenberg. Se tiene que F1 - Fo
es una familia de Furstenberg.

DEMOSTRACION: Note que F; - Fo C P(Z;). Sean Fy,Fy € P(Zy) tales que
Fy C Fyy Fy € Fy - Fo. Luego, existen Ay € F1 y Ay € Fs tales que Fy = A; N As.
Esto implica que A; N A2 C Fy. Observemos que Fp = (A U Fy) N (Ay U Fy).
Dado que A; C A3 U Fy, Ay € F1 y F1 es una familia de Furstenberg, concluimos
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que A1 U Fy € F1. De manera similar podemos concluir que As U F5 € F5. En
consecuencia, Fy € F1 - F5. Por lo tanto, F; - F5 es una familia de Furstenberg.
O

Observacion 3.23. Sean F1,F, dos familias de Furstenberg. De la Definicion[3.20
obtenemos que F1 U Ty C Fp - Fs.

Proposicion 3.24. Sean F, F; y Fy dos familias de Furstenberg. Se tiene que F
es un filtro si y solo si F=F - F.

DEMOSTRACION: Supongamos que JF es un filtro. Demostraremos que ¥ = F - F.
Sea F' € F. Como F € FUJ. Por la Observacion concluimos que F € F - 7.
Ahora, sea A € F - F. Existen F} € Fy Fy € F tales que A = F; N Fy. Dado que
F es un filtro, se obtiene que F; N Fy € F. En consecuencia A € F. Por todo lo
anterior, concluimos que ¥ =F - F.

Inversamente, supongamos que F = F - F. Demostraremos que F es un filtro.
Sean Fy,F; € F. Luego, F1 N Fy, € F-F. Esto implica que F} N Fy, € F. Por lo
tanto, & es un filtro. O

Proposicion 3.25. Sean F, F; y Fo dos familias de Furstenberg. Se tiene que
F1 - Fo es una familia propia si y sélo si Fo C kTFy.

DEMOSTRACION: Supongamos que F; - Fo es una familia propia. Demostraremos
que Fo C kF1. Sean F € Fo y F' € F1. Observemos que F' N F € F; - F,. Por la
Proposicion concluimos que F' N F # (). Por lo tanto F € kF;.

Inversamente, supongamos que Fo C kF;. Demostraremos que F; - F5 es una
familia propia. Por la Proposicion sabemos que JF; - F5 es una familia de
Furstenberg. En lo que resta, veamos que () ¢ F; - Fo. Sea F € F; - F5. Existen
Ay € F1y Ay € Fy tales que ' = A1NAs. Por otro lado, como F5 C kF; concluimos
que As € kF;. Esto implica que F # (). Por lo tanto, § ¢ F; - Fo. Finalmente, de
la Proposicién [3.11] se sigue que F; - F5 es una familia propia. [J O

A continuacion daremos una notacion, la cual seré util en el concepto de con-
junto omega limite con respecto a una familia (Definicion [|3.28).

Definicién 3.26. Sean (X, f) un sistema dindmico, F € P(Zy) y x € X. Defini-
mos:

fr@)={f(z) i F}.
En el Ejemplo aclaramos el concepto dado en la Definicion [3.26

Ejemplo 3.27. Consideremos el intervalo cerrado [0, 1] con la métrica del subespa-
cio de la recta real y f : [0,1] — [0, 1] definida por f(z) = 22, para cada x € [0, 1].
Sea F' = {1,2,3}. Se tiene que:

AORRUOIOIO)
SR

La Definicion [3:28) presenta una generalizacion del concepto de conjunto w-
limite de un punto.
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Definicién 3.28. Sean (X, f) un sistema dindmico, F C P(Zy) una familia de
Furstenberg, x € X yV C X. Definimos y denotamos el conjunto w-limite de x
con respecto a F, o también llamado el conjunto ws-limite de x por:

wy(x) = ﬂ [E(x) ={2z € X : Ny(z,V) € kF, para toda vecindad V de z}.
FeF
Dado que la familia Ny es una familia de Furstenberg (Ejemplo |3.19), un caso
particular de la Definicion [3.28) es la familia wy, ().

Ejemplo 3.29. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Del Ejemplo se
sabe que Ny es una familia de Furstenberg. Asi, el conjunto w-limite de x con
respecto a Ny se define como:

w; () = m [F(x) ={2€ X : Ny(z,V) € kENy, para toda vecindad V de z}.
FeNy

La Proposicién muestra una propiedad que cumple la familia ws(z).

Proposicion 3.30. Sean (X, f) un sistema dindmico, x € X yF C P(Z;) una
familia de Furstenberg. Se tiene que f(wy(z)) C ws(f(z)).

Demostracion. Sea z € f(ws(z)). Demostremos que z € wg(f(x)). Para ello, es
suficiente con demostrar que:

1) z€ X.
2) N;(f(z),V) € kT, para cualquier vecindad V de z.

La demostracion de 1) se obtiene directamente por como esta definido el conjunto
w-limite de x con respecto a F. Para demostrar 2) probemos que:

8) Ni(f(2),V) € P(Zy).

b) N¢(f(z),V)NEF' # 0, para cualquier F’ € J.
Por como se define N¢(f(z,V)), es claro que N¢(f(x),V) € P(Z). Veamos que
se cumple b). Como z € f(ws(x)), existe y € wy(x) tal que f(y) = z. Sea V una

vecindad de z. Luego f~(V) es una vecindad de y. Dado que y € wg(x), se tiene
que Ny(z, f~1(V)) € k. Luego,

Ni(z, f1 (V) € P(Zy) y Ny(z, f1(V)) N F' # 0, para cualquier F’ € F.

Por otra parte, por el Lema [2.18] se tiene que:
Ny, S~ (V) € Ny (f(), £(F~ (V). Es decir, Ny(z, (V) € Ny (f(), V).
En consecuencia,
N¢(f(z), V)N F' #0, para cualquier F' € F.
Por lo tanto,
N¢(f(x),V) € kF, para cualquier vecindad V de z.

Con todo lo anterior se obtiene que z € wg(f(x)). O

Como una consecuencia de la Proposiciéon se obtiene lo siguiente.
Corolario 3.31. Sean (X, f) un sistema dindmico, © € X. Se tiene que

Flon, (2)) € o, (F(@).

Concluimos esta seccion con las siguientes observaciones.
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Observacion 3.32. Notemos que no siempre wy(x) es un subconjunto del conjunto
w-limite de x bajo f.

Observacion 3.33. El conjunto w-limite de x respecto a la familia Ny dado en el
Ejemplo se puede escribir de la siguiente manera:

wn, () = {2z € X : Ny(z,G) NNy (U, V) # 0, para toda vecindad G de z
y para cualesquiera U,V C X abiertos y no vacios}.

3.2. Familias positivamente invariantes y negativamente invariantes.
Dentro de las familias de Furstenberg, existen diferentes tipos de familias que
son definidas a través de funciones especificas, y que por consecuencia cumplen
propiedades y caracteristicas esenciales para demostrar ciertos resultados. Algunas
de ellas son las que se dan en la Definicion las cuales, fueron definidas a partir
de la definicién de la siguiente funcion.

Definicién 3.34. Para cada i € Z definimos ¢° : Z — 7, como g'(j) =i + j.
Utilizando la Definicion [3:34] podemos definir los siguientes tipos de familias.

Definicién 3.35. Sea F C P(Z,) una familia de Furstenberg. Decimos que F es:

(1) Positivamente invariante si para cada i € Z,, F € F implica que
g'(F)ed.

(2) Negativamente invariante si para cada i € Z,, F € F implica que
g (F) € F, donde g~*(F) = (g') '(F) = {j—i:j € F,j > i}.

(8) Imvariante por translaciones si es positivamente y negativamente
invariante, equivalentemente, si para cada i@ € Z4, F € F si y solo si
g Y(F)ed.

Para § > 0, denotemos por
(3.1) 84(6) ={ACZy: N¢(U,0) C A, para algin conjunto abierto U de X}.

Lema 3.36. Sea (X, f) un sistema dindmico y 6 > 0. La familia S5(0) es positi-
vamente invariante.

Demostraciéon. Sean i € Z; y F € 84(5). Demostraremos que g*(F) € 87(6).
Existen subconjuntos abiertos U, V' de X tal que:
Ny(U,6) CFyV C f74U) donde, diam(f7(V)) < 6, para todo j € {0,1,2,...i}.
Esto implica que . 4

N§(V,0) € g"(N¢(U,0)) € g'(F).

En consecuencia, g°(F) € 87(6). Por lo tanto, 8 ¢() es positivamente invariante. (]

De la Definicién se obtiene la siguiente observacién.

Observacion 3.37. Sean (X, f) un sistema dindmico, x € X, 1 € Z4, F CP(Z;)
una familia de Furstenberg y A € F. Se cumple que:

(1) g7'(9'(A)) = Ay g'(g7"(A)) C A.

(2) 97" (N¢(x,U)) = N¢(f(2),U).
Proposicién 3.38. Sean g' : Z, — Z, y A,B C Z,. Se cumple que:

(1) Si A+ 0, entonces g~ *(A) # 0.
(2) Si g (AN B) # 0, entonces g~1(A) N g~ (B) # 0.
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Demostracién. Supongamos que A # (). Note que g'(A4) # 0. Sea x € A. Luego,
existe y € g'(A) tal que g'(z) = y a saber y = x + 1. Asi y > =, en consecuencia
x € g~1(A). Por lo tanto, g~ *(A) # 0.

Ahora, supongamos que g~ (AN B) # 0. Luego, existe x € g~ 1(A N B) tal que
g'(z) =y, para algin y € AN B. Asi, x € g7 *(A) y 2 € g~!(B). En consecuencia
z € g Y (A)Ng Y(B). Por lo tanto g~ (A)Ng~Y(B) # 0. O

Proposicion 3.39. Sean (X, f) un sistema dindmico, v € X y F C P(Z4) una
familia de Furstenberg. Si F es positivamente invariante, entonces wg(f(x))
wg(x).

U

Demostraciéon. Supongamos que F es positivamente invariante. Sean y €
wg(x), U una vecindad de y y F' € F. Probemos que N¢(f(x),U) € kF. Para esto,
es suficiente con demostrar que Ny(f(z),U)NF # 0.

Como F es positivamente invariante, se tiene que, para cada i € Z, y F' € F implica
que ¢'(F) € F. En particular tomemos i = 1. Es decir, g'(F) € F. Por otro lado,
como y € wg(x), se obtiene que N¢(z,U) € kF y dado que g*(F) € F, obtenemos
que:

Ni(z,U)Ng'(F) # 0.
Por la Proposicion [3.38] se tiene que,

9 (Ny(2,U)Ng"(F)) #0  implica que g~ (Nys(z,U)) g~ (g'(F)) # 0.

Utilizando la Observacion se sigue que,

Ny (f(2),U) O F 0.
Por lo tanto, y € wg(f(z)). O

Como una consecuencia de la Proposicién y del Lema se obtiene el
siguiente resultado.

Corolario 3.40. Sean (X, f) un sistema dindmico, x € X. Se tiene que
ws,(5)(f(®)) 2 ws,(5)(T).

La Proposicion [3.41] se prueba de manera similar a la Proposicion Agreg-
amos la prueba, porque consideremos que puede ser util para el lector.

Proposicion 3.41. Sean (X, f) un sistema dindmico, v € X y F C P(Zy) una
familia de Furstenberg. Si F es negativamente invariante, entonces ws(f(x))
wg(x).

N

Demostraciéon. Supongamos que F es negativamente invariante. Sean y €

wg(f(x)), U una vecindad de y y F' € F. Probemos que Ny¢(z,U) € kJ. Para esto,
es suficiente con demostrar que Ny(z,U) N F # 0.
Como JF es negativamente invariante, se tiene que, para cada i € Z, y FF € F
implica que ¢g~*(F) € F. En particular tomemos i = 1. Es decir, g~ 1(F) € J.
Por otro lado, como y € wg(f(x)), se obtiene que N;(f(x),U) € kF y dado que
g 1(F) € F, obtenemos que:

Ny(f(x),U) g™ (F) #0.
Sea z € N¢(f(x),U y z € g~'(F). Esto implica que z = j — 1 para algn j € F' y
7 < 1. En consecuencia,

PN (f2) e U
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Lo cual implica que j € F' y f(x) € U. Luego, j € N(z,U) N F. Por lo tanto,
y € wy(z). O
La Proposicién se obtiene de la Proposicion [3.39| y Proposicion [3.41

Proposicion 3.42. Sean (X, f) un sistema dindmico, v € X y F C P(Z4) una
familia de Furstenberg. Si F es invariante por translaciones, entonces ws(f(x)) =
wg(x).

3.3. Familias con la PIF y con la PIFF. En la introduccién de este tra-
bajo mencionamos el concepto de familia con la propiedad de la interseccién finita,
en este apartado ahondaremos més en este concepto. Para iniciar colocamos dos
observaciones al respecto.

Observacion 3.43. Ninguna familia que incluya al conjunto vacio puede tener la
PIF.

Observacion 3.44. Toda coleccion de conjuntos con interseccion no vacia posee
automdticamente la propiedad de la interseccion finita.

Observacion 3.45. Un filtro tiene la propiedad de la interseccion finita por defini-
cion.

Ejemplo 3.46. Sea R considerado con la métrica usual. Consideremos la familia

7-{(0.4) men]

como la coleccion de intervalos abiertos en R. Se tiene que F tiene la PIF.

1
En efecto, sea A C F finito. Luego, A = <O, ) :n; € Njie {1,2, ...,m}}.
n;

Consideremos el conjunto A = {n; : ¢« € {1,2,...,m}}. Note que el conjunto es
finito y acotado, por tanto tiene maximo. Consideremos a = max (A).

1 1
Notemos que (07 > € A. Ademas, para cada i € {1,2,...,m} con (0, > € A.
a n;

K3
1 1
(O, ) C (O, > , para cada n; € N.
a n;

ﬂA — (0, > . En consecuencia, ﬂ (0, > # 0.
i=1 “ "

i=1

Se tiene que,

Asi,

Por lo tanto, F tiene la PIF. (I

Definicion 3.47. Sean X un conjunto y A una coleccion de subconjuntos de X.
Decimos que A tiene la Propiedad Fuerte de la Interseccion Finita (PIFF),
si la interseccion sobre cualquier subcoleccion finita de la familia es infinita.

Ejemplo 3.48. Consideremos el Ejemplo[3.6 Note que para A C F finito. Se

tiene que,
1
Na=(03).
a
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1
Dado que el intervalo abierto (0, ) es un conjunto infinito. Podemos concluir
a

que (A es un conjunto infinito. Por lo tanto, F tiene la PIFF. O

Ejemplo 3.49. Consideremos R con la métrica usual. La familia A = {[n,n +
1]: n € N} de subconjuntos de R no tiene la propiedad de la interseccion finita
fuerte ni la propiedad de la interseccion finita. En efecto, {[1,2],[3,4]} C A y
NA =[1,2]N[3,4] = 0.

4. Sistemas débilmente mezclantes y las familias N; y N;(A)

Concluimos este trabajo con esta seccion, en la cual mostraremos algunas rela-
ciones que se tienen entre las familias mencionadas en la Seccién [3] y los sistemas
débilmente mezclantes.

Empezamos esta secciéon con el siguiente resultado cuya prueba puede encon-
trarla en [9], Teorema 1.11, pag. 23] o [18], Teorema 2.2.24, p4g. 34]. Dicho resultado
nos proporciona equivalencias sobre el concepto de sistema débilmente mezclante.

Teorema 4.1. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcion continua. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es débilmente mezclante,

(2) para cada m € N, la funcion f*™ es transitiva,

(8) para cada m € N, la funcion f*™ es débilmente mezclante,

(4) para cualesquiera conjuntos U,V C X abiertos y no vacios en X, existe
k € NU{0} tal que:

frOYNU#0 y fFU)NV #0.

En la Proposicion 2] mostramos que si el sistema dindmico es débilmente
mezclante, resulta que la familia N es un filtro.

Proposicion 4.2. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es débilmente mez-
clante, entonces la familia Ny es un filtro.

Demostraciéon. Supongamos que (X, f) es débilmente mezclante, demostremos
que la familia Ny es un filtro. De acuerdo a la Definicion es suficiente con
demostrar lo siguiente:

(1) Zy e Ny y 0 ¢ Ny.

(2) Si Fi, F> € Ny, entonces Fy N Fy € Ny.
La demostracién de 1, se obtiene inmediatamente de la definicién de la familia Ny
(vea Definicion [3.17). Para demostrar 2, supongamos que By, By € Ny. Probemos
que By N By € Ny. Es decir, demostremos que existen abiertos A, B tales que
N¢(A,B) C BN Bs.
Dado que By, By € Ny, existen Uy, Us, V1, Vo C X abiertos y no vacios tales que:

Ny(Uy,Us) € By y N¢(Vi,Va) C Ba.

Por otra parte, como (X, f) es débilmente mezclante, existe k € Z tal que f*(U;)N
Vi # 0, para cada i € {1,2}. Esto implica que, k € Ny(Uy,Uz) y k € Ny (V1,Va).
De donde,

ke Nf(Ul, UQ) N Nf(Vl,Vg).
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Ahora, definamos los conjuntos A = U; N f~%(V}) y B = Uy N f~%(V3). Como
Ui, f~%(V1), Us, f7%(V5) son conjuntos abiertos y no vacios, se tiene que A y B
son conjuntos abiertos y no vacios. Demostremos que

N¢(A,B) C N¢(Ur,Us) NNy (V1, Vo).

Sea | € N¢(A, B). Esto implica que AN f!(B) # 0. Luego, f~'(A) N B # (). Dado
que:

D# A NB = (U (V)N U0 (V)
PO N0 7RV N (V)
FHU) N U0 R () N V).

Se obtiene que,

FHU)NU2 #0 y FEUTI V) N Ve) #0.

Esto implica que,

U N fH(Uz) # 0 y )N Ve £ 0.

De donde,
U1ﬂfl(U2)7é@ y V1ﬂfl(V2)7é@.
Es decir,
1€ Ny(Uq,Us) y le Ny(W, Va).
Luego,

L € N¢(U1,U2) N N¢(Vi, V).
En consecuencia,
N¢(A,B) C N¢(Ur,Us) N N¢(V1, V) € B1 N Ba.
Por lo tanto, la familia Ny es un filtro. O

Como consecuencia de la Proposicion .2y de la Proposicion se obtiene el
siguiente resultado.

Corolario 4.3. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es débilmente mezclante,
entonces la familia Ny - Ny es un filtro.

Lema 4.4. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es débilmente mezclante,
entonces la familia Ny tiene la PIF.

Demostraciéon. Supongamos que (X, f) es débilmente mezclante. Por la Proposi-
cién obtenemos que la familia Ny es un filtro. Utilizando la Observacion
podemos concluir que la familia N tiene la PIF. [

Lema 4.5. Sean (X, f) un sistema dindmico y A C X. Si (X, f) es débilmente
mezclante, entonces la familia Ny(A) tiene la PIF.

Demostraciéon. Supongamos que (X, f) es débilmente mezclante. Sea A C X.
Demostremos que Ny(A) es un filtro. Sean By, By € Ny(A). Demostremos que
By N By € Ny(A). Dado que By, By € N¢(A), existen Uy, Vi,Us, Vo C X tales que:

Nf(UlﬁA,Vl)gBl y Nf(UQﬂA,‘/Q)gBQ.
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Como (X, f) es débilmente mezclante, existe k € Z tal que f*(U;) NV; # 0, para
cada i € {1,2}. Esto implica que, k € By y k € Bs. En consecuencia k € By N Bs.
Asi,

N¢(U;n A, V;) C By N By, para cada ¢ € {1,2}.
Por lo tanto,

BiNBy e Nf(A).

Con lo anterior, obtenemos que Ny es un filtro. Asi, por la Observacion [3.45]
podemos concluir que la familia Ny(A) tiene la PIF. O,

Finalmente, esperamos que este trabajo sea util y despierte el interés en nuestros
lectores para realizar investigaciones respecto a familias importantes dentro de la
teoria de sistemas dindmicos discretos.

Agradecimientos. Los autores agradecemos a la revisora o a el revisor, quien
nos sugiri6 un gran nimero de cambios, los cuales una vez realizados, mejoraron
nuestro trabajo.
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1. Introduccién

Un hiperespacio es un espacio en el que sus puntos son una clase subconjuntos
de un espacio topolégico dado. Existen diversas maneras de dotar de una topologia
a un hiperespacio involucrando la topologia del espacio base. La teoria de hiperes-
pacios vio sus inicios en el ano de 1922 con los trabajos de Leopold Vietoris y Felix
Hausdorff. Los hiperespacios suelen ser faciles de definir y de gran utilidad para
hallar varios tipos de contraejemplos en la topologia general.

En 1969, Carl Pixley y Prabir Roy presentaron por primera vez la construccion
de un importante ejemplo para el estudio de los espacios de Moore, un hiperespacio
que es un espacio de Moore que no cumple la condicién de cadena numerable. El
hiperespacio definido por Pixley y Roy fue dado para la linea de niimeros reales en
[9], y después fue generalizado por Erick K. van Douwen en [I7]. Dotaron con una
topologia a la coleccion de todos los subconjuntos finitos no vacios de un espacio
topologico T7 como sigue (ver [9]). Sea X un espacio topolégico T;. Denotamos
por F[X] ala coleccién de todos los subconjuntos finitos no vacios de X. Para cada
miembro F de F[X] y para cada subconjunto abierto de U de X, definimos [F, U]
como el conjunto {G € F[X] : F C G C U}. La familia que consiste de todos
los subconjuntos de F[X] con la forma [F, U] es base para una topologia Tpr para
F[X]. Al espacio topologico (F[X],7pr) le llamaremos el hiperespacio Pixley-Roy
de X.

A lo largo de la historia, se han realizado estudios sobre las propiedades que

posee este hiperespacio (ver [3} 2, [4], [8, 5, 16, 5], 10]). Incluso hasta nuestros

dias, el comportamiento topolégico del espacio de Pixley y Roy es un objeto de

estudio de gran interés (ver[1], 14}, 11, 13}, 12} [7]).

63



64 4. HIPERESPACIO DE PIXLEY-ROY

El objetivo de este escrito es presentar propiedades basicas del hiperespacio
Pixley-Roy y discutir algunos resultados conocidos sobre este espacio.

A lo largo de nuestro trabajo, X serd un espacio topoldgico infinito y 77. La
coleccién de subconjuntos abiertos de X se representard por 7x. Las nociones
empleadas durante este escrito que no se definan seran consideradas como en [18].

2. Propiedades basicas del hiperespacio Pixley-Roy

Lema 2.1. Si C,D € F[X] y R, S subconjuntos de X, entonces [C,R] N [D,S] =
[CUD,RNS.

Teorema 2.2. La familia B = {[F,U] : F € F|X],U € 7x} es base para una
topologia de F[X].

DEMOSTRACION: La familia B cubre a F[X] y satisface que la interseccion de
cualesquiera dos elementos B pertenece a B por Lema Por lo tanto, B es base
para alguna topologia de F[X] O

La topologia para F[X] garantizada en el teorema anterior se conoce como
topologia Pixley-Roy denotada por Tpr y al espacio topolédgico (F[X],7pr) se le
conoce como el hiperespacio de Pixley-Roy del espacio topolégico X, abreviado
como F[X] es el hiperespacio Pixley-Roy del espacio topolégico X.

Teorema 2.3. Si G € F[X] y U es un subconjunto de X, entonces [G,U] es un
subconjunto cerrado de F[X].

DEMOSTRACION: Sea P € CI(|G,U]). Definimos L = G—P. Tenemos que X —L es
un subconjunto abierto que contiene a P. Entonces existe Q € [P, X — L] N [G,U].
Esto implica que P C Q C X — Ly G C Q C U. Con esto ultimo P C U y
G C X — L. De aqui que L =, o bien, G C P. En conclusiéon P € [G,U]. O

Un espacio topolégico es cero dimensional si tiene una base que consiste de
subconjuntos que son abiertos y cerrados a la vez. El siguiente resultado es conse-
cuencia inmediata de los teoremas anteriores.

Teorema 2.4. Fl hiperespacio F[X] es cero dimensional.

Una colecciéon de subconjuntos de un espacio topoldgico se dice punto finito si
cada punto del espacio se encuentra en un numero finito de subconjuntos. Sea €
una cubierta de un espacio topoldgico. Decimos que V es un refinamiento de € si
para cualquier V € V| existe C € C de tal forma que V C C.

Un espacio es metacompacto si toda cubierta abierta tiene un refinamiento
punto finito. Un espacio es hereditariamente metacompacto si cada uno de sus
subespacios es metacompacto.

Teorema 2.5. Fl hiperespacio F[X] es hereditariamente metacompacto.

DEMOSTRACION: Sean H un subespacio de F[X] y £ una cubierta abierta de K.
Para cada Y € H, consideremos Ky € K de tal forma que Y € Ky. Definamos
Wy = ([Y, X] NH) N Ky para cada Y € H. Afirmamos que 20 = {Wy : YV € K}
es un refinamiento abierto punto finito de R Observemos que para todo Y € X,
Wy C Ky. Del hecho que [Y,X]NH y Ky son subconjuntos abiertos en 3, se
sigue que Wy es abierto en H. Por tltimo, sea S € . Entonces S € Wy si y s6lo
si Y C S. Debido a que el nimero de subconjuntos no vacios de S es 2/51 — 1, se
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tiene que S pertenece a lo mas a 2/°! — 1 elementos de 20. De esto se concluye que
F[X] es hereditariamente metacompacto. O

Decimos que un espacio topolégico X es Lindeldf si toda cubierta abierta de
X tiene una subcubierta numerable de X.

Teorema 2.6. Si el hiperespacio F[X]| es Lindeldf, entonces X es
numerable.

DEMOSTRACION: Sea € = {[{z}, X] : z € X}. Observemos que cada elemento de
€ es un subconjunto abierto de F[X] y si A € F[X] y x € A, entonces A € [{z}, X].
Esto prueba que € es una cubierta abierta de F[X]. La condicién F[X] es Lindelof
garantiza la existencia de una subcoleccién numerable © de € tal que F[X] = |JD.
Sea p € X. Como D cubre a F[X], existe [{q}, X]| € D tal que {p} € [{¢}, X]. Se
sigue que ¢ = p. Con lo cual X es numerable. O

Teorema 2.7. Cada subespacio separable de F[X] es numerable.

DEMOSTRACION: Sean Y un subespacio separable de F[X]| y D un subconjunto
denso numerable de Y. Definimos W = (JY. Supongamos que existe z € W tal
que z ¢ |JD. Con lo cual existe A € Y tal que z € A. De esto x € A — D para
cada D € D. Entonces [A, X]N'Y es un subconjunto abierto no vacio de Y tal que
DN[A,X]NY = 0. Asi, cada elemento de W pertence a JD. De esto W es un
subonjunto numerable de X que contiene a cada miembro de Y. Por lo tanto, Y es
numerable. g

Corolario 2.8. El hiperespacio F[X| es separable si y sdlo si X es numerable.
Teorema 2.9. Fl hiperespacio F[X] es de Hausdorff.

DEMOSTRACION: Sean A,B € F[X] con A # B. De esto podemos decir que
A—B # (0o B—-A# (. Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe
p € A— B. Dado que X es Ty, tenemos que X — {p} € 7x.

Notemos que [B,X — {p}],[A,X] € 7pr, B € [B,X — {p}] vy A € [4,X].
Solo falta ver qué [B, X — {p}] y [A, X] son ajenos. Supongamos que existe D €
[B,X — {p}]N[A,X]. Deesto A C D C X — {p}, lo cual contradice el hecho que
p € A. Asi concluimos que [B, X — {p}| N [4, X] = 0.

Por lo tanto, F[X] es un espacio de Hausdorff. O

Del hecho que cada espacio Hausdorff cero dimensional es completamente re-

gular, al combinar Teorema [2.9]y Teorema [2.4] se obtiene directamente el siguiente
resultado.

Corolario 2.10. FEl hiperespacio F[X| es completamente regular.
Corolario 2.11. FEl hiperespacio F[X]| es regular.

Teorema 2.12. Si F[X] es perfectamente normal, entonces cada subconjunto unipun-
tual de X es un subconjunto Gs de X.

DEMOSTRACION:  Sea x € X. Como consecuencia de Teorema el conjunto
unipuntual {{z}} es un subconjunto cerrado de F[X]. Asi {{z}} un subconjunto
G5 de F[X]. De ahi existe una familia {U,, : n € N} de subconjuntos abiertos de
F1X] tales que {{z}} = N{U, : n € N}. Para cada n € N, Teorema [2.2] garantiza
que existen F,, € FX]y V,, € 7x tales que {z} € [F},,V,,] € U,. Del hecho que
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F, C {z} C V,, se sigue que {z} = F, y {z} C ({V, : n € N}. Ahora, sea
y € ({Va : n € N}. Entonces para todo n € N tenemos que {z} C {z,y} C V,,
es decir, {z,y} € [F,,V,]. Por lo que {z,y} € ({[Fn,Va] :n €N} C{U, :n €
N} = {{z}}. Notemos que {z,y} € {{z}} es verdadero si y solo si z = y. En
conclusion, {z} = ({V,, : n € N}. Por lo tanto, {z} es un subconjunto G5 de X.

U

Teorema 2.13. Si cada subconjunto unipuntual de X es un subconjunto Gs de X,
entonces cada subconjunto del hiperespacio F[X| es un subconjunto Gs de F[X].

DEMOSTRACION: Con el fin de demostrar que todo subconjunto cerrado de F[X] es

G5, para cada x € X sea {U(z,n) : n € N} una sucesion de subconjuntos abiertos

de X tales que U(z,n+1) C U(z,n) para cadan € Ny {z} = {U(z,n) : n € N}.
Primero, para cada (x,y) € X x X, definimos

N(z,y) ={n eN:z ¢ U(y,n) y y ¢ U(z,n)}.
Observe que si m € N(x,y), entonces z # y y k € N(x,y) para cada k > m.
Supongamos que N(z,y) = (). Esto implicaria que y € U(z,n) o = € U(y,n) para
todo n € N, es decir, y € ({U(z,n) : n € N} oz € N{U(y,n) : n € N}. Con esto
x = y. Concluimos que = # y si y sblo si existe m € N tal que k € N(z,y) para
cada k > m.

Para cada B € F[X], sea S(B) = ({N(z,y) : x,y € B,z # y}. Tenemos que
cada subconjunto S(B) de N es no vacio, y cada n € N cumple que n € S(B) siy
solo si BNU(z,n) = {z} para cada z € B. Sea ¢ : F[X] — N la funciéon dada por
¢(B) = min S(B). De aqui que BNU(x,k) = {«} para cada € B y para cada
k> ¢(B).

Para cada (T,1) € F[X] x N, definimos V(T,1) = J{U(t, p(T)—1+1) : t € T}.
Notemos que cada V(T,1) es un subconjunto abierto de X y T' C V(T 1).

Ahora, sean K,G € F[X] tales que G € [K,V(K,¢(G))]. Esto implica que
K C G C V(K,p(G)). Probaremos que G = K. Sea y € G. De la inclusion
y € V(K,¢(Q)), existe z € K tal que y € U(z,o(K) — 1+ ¢(G)). Entonces z € G
vy o(K) =14+ ¢(G) > ¢(G). Porlo que y € GNU(z,0(K) — 1+ ¢(Q)) = {z}, es
decir, y = z. Concluimos que y € K.

Finalmente, sea J un subconjunto de F[X]. Expondremos una sucesion de
subconjuntos abiertos de F[X] cuya interseccion es H. Para cada r € N, definimos
W(r) = U{[T,V(T,r)] : T € H} para obtener un subconjunto abierto de F[X] que
contenga a H. Para demostrar que (J{W(r) : 7 € N} CH, sea S € N{W(r) : r €
N}. Asi, la inclusion S € W(p(S)) se cumple. Esto implica que existe K € H tal
que S € [K,V(K,p(5))]. Porlo tanto K =Sy S € H. Esto demuestra que H es
un subconjunto G5 de F[X]. O

z,

Corolario 2.14. Si F[X] es perfectamente normal, entonces cada subconjunto de
F[X] es un subconjunto Gs de F[X].

Corolario 2.15. El hiperespacio F[X] es perfectamente normal si y sélo si F[X]
es normal y cada conjunto unipuntual de X es un subconjunto Gs de X.

3. La propiedad de Baire en el hiperespacio de Pixley-Roy

Para cada n € N, definimos:
F.[X]={F € F[X]: |F| <n}.
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Lema 3.1. Sin €N, entonces F,[X] es un subconjunto cerrado de F[X].

DEMOSTRACION: Sea F' € Cl(F,[X]). Entonces existe G € [F, X]| N F,[X]. Esto
implica que F' C G. Dado que G tiene a lo méas n elementos, se tiene que F' € F,,[X].
Esto demuestra que F,,[X] es un subconjunto cerrado de F[X]. O

Lema 3.2. Sin €N, entonces Int(F,[X]) = {Q € Fp[X]: Q € Tx}.

DEMOSTRACION: Sea @ € Int(F,[X]). Entonces existen U € 7x y F € F[X] tales
que Q € [F,U] C F,[X]. Del hecho que [F,U] C F,[X] se sigue que |U| < n. Sea
H = U — @Q. Entonces H es un subconjunto finito de X tal que U = QU H y
QN H = 0. Con esto H es un subconjunto cerrado de X tal que Q = U N (X — H).

Por lo que Q € 7x.
Sea @ € F,[X] tal que @ € 7x. Observemos que [, Q] es un subconjunto
abierto de F[X] de tal modo que @ € [Q, Q] C F,[X]. Por lo que @ € Int(F,[X]).
O

Diremos que un espacio topoldgico Z es un espacio de Baire si para toda suce-
sién de subconjuntos abiertos densos {U,, : n € N} de Z, se tiene que (|{U,, : n € N}
un subconjunto denso de Z.

Teorema 3.3. FEl hiperespacio F[X] no es un espacio de Baire.
DEMOSTRACION: Para cada n € N, definimos
Wi, = Int(Fa[X]) U (FIX] — Fa[X)).

Aplicamos Lema [3.1] para mostrar que cada W,, es un subconjunto abierto de
F[X]. Usamos Lema para deducir que F[X| - W,, = F,[X] — Int(F,[X]) =
{Q € F,[X] : Q ¢ 7x}. Esto implica que si Q € F[X]-W,, y U € 7x es tal
que Q@ C U, entonces U es infinito y con esto [Q,U] N'W,, # 0. Concluimos que
Int(F[X] — W,,) = 0, es decir, W,, es un subconjunto denso de F[X] para cada
n € N.

Notemos que

() W = [ {Int(F,[X]) U (FIX] — Fu[X]) : n € N}
neN
= Int(F, [ X]).

Si z,w € X son distintos, entonces [{z,w}, X] es un subconjunto no vacio
abierto de F[X] tal que [{z,w}, X] N Int(F1[X]) = 0. Asi Int(F1[X]) no es un
subconjunto denso de F[X]. Por lo tanto F[X] no es un espacio de Baire. O

4. Condicién de cadena numerable

Se dice que un espacio topologico Z satisface la condicion de cadena numerable
(cce, por sus siglas en inglés) si toda familia de subconjuntos abiertos ajenos a
pares de Z es numerable. Si un espacio topolégico Z satisface la condicién de
cadena numerable diremos que Z tiene la propiedad ccc. Ver [18 16C, pag. 113].

Teorema 4.1. Si el hiperespacio F[X] tiene la propiedad ccc, entonces el espacio
X tiene la propiedad ccc.



68 4. HIPERESPACIO DE PIXLEY-ROY

DEMOSTRACION: Sea U una familia disjunta de subconjuntos abiertos de X. Para
cada A € U, elegimos x4 € A. Definimos U = {[{za}, A] : A € U} para obtener una
familia subconjuntos de abiertos de F[X]. Veamos que cualesquiera dos miembros
de 9 son ajenos. Sean B,C € U distintos. Por Lema[2.1] [{zp}, B N [{zc},C] =
{zp} U{zc},BNC] = [{zp} U{zc},0] = 0. Del hecho que el hiperespacio
F[X] tiene la propiedad ccc, se sigue que U es numerable. Esto implica que U es
numerable. Por lo tanto, X tiene la propiedad ccc. ([

Teorema 4.2. Si el hiperespacio F[X| tiene la propiedad ccc, entonces todo sub-
espacio discreto de X es numerable.

DEMOSTRACION: Sea Y un subespacio discreto de X. Con lo cual para cada
y €Y, existe O, € 7x tal que Y N O, = {y}. Sea UV = {[{y},0,] : y € Y}. Para
ver que ‘U es una familia de subconjuntos ajenos a pares, sean z,w € Y distintos.
Si [{z}, 0] N [{w}, O] tuviera un elemento T, entonces 1" seria un subconjunto de
O, que contendria a z y esto implicaria que z € TNY C O, NY = {w}, lo que
nos conduce a una contradiccion. Por lo tanto, el conjunto [{z}, O.] N [{w}, O] es
vacio. La condicion de cadena numerable de F[X] implica que U es numerable. De
la numerabilidad de U se sigue que Y es numerable. ]

El simbolo w; denota al primer ordinal no numerable.

Teorema 4.3. Si el hiperespacio F[X] tiene la propiedad ccc, entonces X es here-
ditariamente Lindeldf

DEMOSTRACION: Por contradiccién. Supongamos que existe un subespacio Y de
X que no es Lindelof. Sea U una cubierta de Y formada por subconjuntos abiertos
de X tal que no existe subcubierta numerable de U. Entonces |U| > w;. Veamos
por induccién transfinita que para a < wq, existen z, € Y y U, € U tales que
o €EUsy za ¢ U{Us: B < al.

Sea xzg € Y. Dado que U es una cubierta de Y, existe Uy € U tal que zg € Uy.
Por lo tanto la propiedad es cierta para o = 0. Supongamos que para a < wi
y para todo S < a se cumple que existen zg € Y, Ug € U tales que 3 € Ug y
xzg ¢ U{Ux : A < B}. Observemos que {Ug : B < a} es un subconjunto numerable
de U. Entonces {Ug : 8 < a} no cubre a Y. Por lo que existen z, € Y y U, € U
tales que zo € Uy y 2o ¢ U{Us : B < a}. Con esto queda concluida la induccién
transfinita.

Ahora, definimos & = {[{zo},Us] : @ < w1} para tener una coleccion de
abiertos de F[X]. Sean 7,A < w; distintos. El orden total de wy nos permite
suponer que v < A. Por la condicion xx ¢ (J{Us : § < A} se tiene que x5 ¢ U,. Asi,
para cada T' € [{zx}, U,], se tiene que ) € T—U, y de esto T' ¢ [{z,},U,]. Por lo
que [{zx},Ux] N [{z4},Uy] = 0. Concluimos que £ es una familia de subconjuntos
abiertos de F[X] es ajena a pares.

Del hecho que F[X] tiene la condicién de cadena numerable, £ es numerable.
Lo cual es una una contradiccion pues |R| = w;

Por lo tanto, X es hereditariamente Lindel6f. (Il

Teorema 4.4. Si el hiperespacio F[X| tiene la propiedad ccc, entonces X es here-
ditariamente separable.

DEMOSTRACION: Sea Y un subconjunto de X y sea £ = {[A,U]: A € F[X],AC
Y NU,U € 7x}. Empleando el Lema de Kuratowski-Zorn se puede demostrar
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que existe un subconjunto & de £ con las siguientes propiedades: cualesquiera dos
elementos distintos de & son ajenos y cada F' € £ interesecta a algin elemento de
®. Del hecho que F[X] tiene la propiedad ccc, se sigue que & es numerable. Sea
D ={A:[A4,U] € 8}. Observemos que D es un subconjunto numerable de Y.

Por dltimo veamos que D es un subconjunto denso de Y. Sea W € 7x tal que
WNY #0yseay € WNY. Dado que [{y}, W] € £, existe [P,V] € £ tal que
{y}, W]N[P,V] # 0. Por lo anterior, tenemos que P C T C Wy P C D. Con lo
cual DN (W NY) # 0. Es decir, D es un subconjunto denso numerable de Y.

Por lo tanto, X es hereditariamente separable. (I

Una coleccion N de subconjuntos de espacio topologico (Y, 7y) es llamada red
para el espacio Y si para cualquier subconjunto abierto no vacio de Y es unién de
elementos de N, equivalentemente, para todo y € Y y todo U € 7y tal que y € U,
existe A € Ntal quey € ACU.

Teorema 4.5. Si X tiene una red numerable, entonces el hiperespacio F[X| tiene
la propiedad ccc.

DEMOSTRACION: Sea N una red numerable de X y 2 una familia no numerable de
subconjuntos abiertos no vacios de F[X]. Observemos que para cada V € 2, existen
Gy € F[X]y Wy € 7x tales que |Gy, Wy] C V. Ademaés del hecho que N es una red
numerable, la familia M = {{J S : 8 es un subconjunto finito de V} es numerable y
contiene un elemento My tal que Gy € My C Wy. Sea D = {My : V € A} C M.
Dado que D es numerable y 2 es no numerable, existen Q,R € 2 distintos tales
que Mg = Mg. Hacemos M = Mg = Mg. Del hecho que Go C M C Wq y
Gr C M C Wy se sigue que Gg UGx C M. Por lo que Gg UGx € [Go,Wo] y
GoUGq € [Gj{, Wgz], es decir, G UG € ([GQ, WQ] N [Gg{, sz]) CanNRk

Por lo tanto, cada familia de subconjuntos abiertos de F[X] ajenos a pares debe
ser numerable, en consecuencia, F[X] tiene la propiedad ccc. O

Corolario 4.6. Si X es segundo numerable, entonces F[X] tiene la propiedad ccc.

5. La equivalencia entre las propiedades de Fréchet-Urysohn y
secuencial en el hiperespacio de Pixley-Roy de F3[X]

Sean Z un espacio topoldgico y A un subconjunto de Z. Diremos que A es:

(1) secuencialmente abierto si para toda sucesion {wy, },en en Z que converge
a un punto w € A, existe m € N tal que w,, € A para cada n > m.

(2) Diremos que A es secuencialmente cerrado en Z si para toda sucesion
{wn }nen en A que converge a un punto w € Z se cumple que w € A.

Diremos que un espacio topoloégico Z es secuencial si todo subconjunto de X
secuencialmente abierto es abierto.

Diremos que Z es un espacio Fréchet-Urysohn si para cada subconjunto A de
z se satisface que x € CI(A) si y solo si existe una sucesion {z, }nen de elementos
de A que converge a x.

Un espacio topolégico que es Fréchet-Urysohn también es un espacio secuencial.
En esta parte mostraremos la equivalencia que existe en el hiperespacio de F[X]
entre dichas propiedades.

Lema 5.1. Sean p,q € X. Entonces {p,q} es un punto no aislado de Fo[X] si y
solo si p=q y p es un punto no aislado de X.
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DEMOSTRACION: Supongamos que para cada subconjunto abierto U de F5[X] que
contiene a {p, ¢} cumple que U — {{p, ¢}} es no vacio. Sea A € [{p,q}, X] N F2[X]
tal que A # {p,q}. Obtenemos que {p,q} es un subconjunto propio del conjunto
de a lo mas dos elementos A. Esto implica que p y ¢ deben ser iguales. Ahora, sea
U € 7x tal que p € U. Entonces el subconjunto abierto [{p}, U] de F[X] contiene
a un elemento B distinto a {p}. Por lo que B — {p} es un subconjunto no vacio de
U — {p}. Concluimos que p no es un punto aislado de X.

Supongamos que p no es un punto aislado de X. Sea U un subconjunto abierto
de F2[X] tal que {p} € U. Elegimos U € 7x tal que {p} € [{p},U] N F[X] C U.
Entonces U — {p} es no vacio y para cada € U — {p} se tiene que {p,z} €
{p},U] — {{p}}. Porlo que U— {{p}} es no vacio, en otras palabras, {p} no es un
punto aislado de Fa[X]. O

Lema 5.2. Si C € F3[X] es un conjunto unipuntual y 8 es un subconjunto de
[C, X] N F[X], entonces Clg,x)(8) —8 C {C}.

DEMOSTRACION: Sea D € Clg,[x)(8) — 8. Entonces existe E € ([D, X]NF[X])N
8 —{D}. Esto implicaque D C Ey E € 8. Dado que D ¢ 8, D es un subconjunto
propio de E. Asi, D es un conjunto unipuntual. Ahora, notemos que [D, X — C|N
F2[X] es un subconjunto abierto de F2[X], § N [D, X — C] es un subconjunto de
[C,X]N[D,X - C]y [C,X]N[D,X — C] es vacio. Obtenemos que Clg,[x)(8) es
un subconjunto de F5[X| — [D, X — C]. La inclusién D € Clg,[x](8) garantiza que
D ¢ [D,X — (], es decir, la interseccion de los conjuntos unipuntuales D y C' es
no vacia. Por lo tanto, D = C. (]

Teorema 5.3. Si F2[X] es secuencial, entonces Fo[X] es es Fréchet-Urysohn.

DEMOSTRACION: Sea B un subconjunto de F3[X] y sea C € Clg,[x)(B) — B. En-
tonces C' es un punto no aislado de F3[X]. Como consecuencia del Lema existe
un punto no aislado z de X tal que C' = {z}. Hacemos 8§ = BN [C, X]. Tenemos
que 8 es un subconjunto de [C, X] N F2[X]. Como consecuencia de Lema se
tiene que Clg,x(8) — 8 C {C}.

Por otro lado, si W € 7x tal que C C W. Las condiciones [C,W]NB # 0
y [C, W] C [C, X] implican que ([C,W]NF[X]) N8 = [C,W]NB # 0. Con lo
cual, C' € Clg,[x)(8). Por lo tanto, {C} = Clg,(x)(8) — 8. Esto prueba que §
es un subconjunto no cerrado del espacio secuencial F3[X]. Con esto 8 no es un
subconjunto secuencialmente cerrado de F3[X]. Asi, existe una sucesiéon conver-
gente {B,}nen de 8 cuyo punto limite no pertence a 8. De esto cada B, € By
lim B, € Clg,[x](8) — 8 = {C}. Concluimos que F[X] es Fréchet-Urysohn. O

6. Primer axioma de numerabilidad

Sea (X, 7x) un espacio topolédgico. Diremos que g : N x X — P(X) es una
funcién de cobertura numerable débilmente abierta (abreviado como funcién de
cobertura) si g satisface:

(1) « € g(n,z) para cada n € N,
(2) g(n+1,z) C g(n,x) para cada n € N,
(3) Un subconjunto U de X pertence a 7x si y solo si para cada z € U, existe

m € N tal que g(m,z) C U.
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Diremos que un espacio topolégico X es g—primero numerable si existe una
funcion de cobertura g de X (coénsulte [6] para mayor informacion sobre esta no-
cion).

Teorema 6.1. Ser g—primero numerable es una propiedad topologica hereditaria
y cada espacio topoldgico primero numerable es g—primero numerable.

Teorema 6.2. Cada espacio topoldgico g—primero numerable es secuencial.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es un espacio topoldgico g—primero nume-
rable. Sean g : N x X — P(X) una funcién de cobertura y A un subconjunto
secuencialmente abierto de X. Veamos que A es abierto. Sean x € A. Supon-
gamos que no existe 7 € N tal que g(r,z) C A. De esto, para cada n € N sea
Zn € g(n,z) — A. Probaremos que la sucesion {z, },en converge a x.

Sea W un subconjunto abierto de X tal que z € W. Dado que X es g—primero
numerable, existe k € N tal que g(k,z) C W. Sea |l > k. Del hecho que z; €
g(l,z) C g(k,z) se sigue que z; € W. Con esto concluimos que {x, }nen converge
ax.

La condicién A secuencialmente abierto implica que existe m € N tal que
x, € A para todo n > m. Esto es contradeciria el hecho que z, ¢ A para cada
n € N. Con lo cual concluimos que existe r € N tal que g(r,z) C A. Asi, A es un
subconjunto abierto de X.

Por lo tanto, X es secuencial. ([

Teorema 6.3. Si F3[X] es g—primero numerable, entonces F2[X]| es un espacio
Fo[X] es Fréchet-Urysohn.

DEMOSTRACION: Como consecuencia de Teorema se tiene que Fy[X] es se-
cuencial. Por lo tanto, por Teorema se concluye que Fo[X] es Fréchet-Urysohn.
|

Proposicion 6.4. Si g : Nx Fo[X]| — F2[X] es una funcion de cobertura, entonces
para cada Q € Fy[X], existe k € N tal que g(n,Q) es un subconjunto abierto de
Fo[X] para todo n > k

DEMOSTRACION: Sea R € F3[X]. Si R es un punto aislado de F2[X], entonces
existe k € N tal que g(k, R) C {R} y por lo tanto g(n, R) es igual al subconjunto
abierto {R} de F2[X] para cada n > k. Ahora supondremos que R no es un punto
aislado de F2[X].

Del hecho que [R, X]NF2[X] es un subconjunto abierto de F5[X], existe k € N
tal que g2(k, R) C ([R, X]NF2[X]). Afirmamos que para cada n > k se cumple que
g2(n, R) es un subconjunto abierto de F2[X]. Seanr > ky H € go(r, R). Si H fuera
igual con R, se verifica que go(r, H) = g2(r, R). En el caso que H fuera distinto de
R, dado que g2(r, R) C ([R, X] N F2[X]), se tiene que H € ([R, X] N Fs[X]) — {R}.
Con lo cual H es un subconjunto asilado de F2[X]. En consecuencia, existe p € N
el cual cumple que g2(p, H) = {H}. Asi, g2(p, H) C g2(r, R). Por lo tanto, ga(r, R)
es un subconjunto abierto de F3[X]. Con esto concluimos que para cada n > k,
g2(n, R) es un subconjunto abierto de Fa[X]. O

Corolario 6.5. Si F[X]| es g—primero numerable, entonces F2[X] es Fréchet-
Urysohn.
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DEMOSTRACION: Por Teorema se tiene que F[X] es g—primero numerable.
Ahora, aplicamos Teorema para concluir que F5[X] es Fréchet-Urysohn. (]

Teorema 6.6. Si F[X]| es g—primero numerable, entonces X es primero numera-
ble.

DEMOSTRACION: Aplicamos Teorema para obtener que F5[X] es g—primero
numerable. Sea g : N x F5[X] — F5[X] es una funcién de cobertura. Teorema
garantiza que existe k& € N tal que g(n,Q) es un subconjunto abierto de F[X]
siempre que n > k. Supondremos que k£ = 1. De esto se sigue que para cada
(n,x) € Nx X, existe U(n, z) € 7x tal que [{z},U(n,z)] C g(n, {z}).
Demostraremos que {U, : n € N} es base local de z en X. Sea W € 7x tal que
x € W. Del hecho que [{z}, W] N F2[X] es un subconjunto abierto de F»[X], existe
k € N de tal forma que g2(k,{z}) C [{z}, W] N F2[X]. Veamos que U(k,z) C W.
Sea y € U(k,z). De las condiciones {x,y} € ([{z}, U(k, 2)|NF2[X]) C ga2(k, {z}) C
{z}, WINF2[X] se sigue quey € W. Asi, U(k,xz) C W. Con esto queda demostrado
que {U(n,z) : n € N} es base local de z en X. Por lo tanto, X es primero
numerable. ]

Un desarrollo para X es una coleccion numerable de cubiertas abiertas {F; : i €
N} de X que cumple que para cualquier subconjunto cerrado C' de X y cualquier
punto p € X — C, existe un j € N tal que ningin elemento de J; que contenga a p
intersecta a C.

Un espacio topoldgico se denomina de Moore si es regular y tiene un desarrollo
(véase [18] Definicion 2.6, pag. 169]). Cada espacio de Moore satisface el primer
axioma de numerabilidad.

Teorema 6.7. Si X es un espacio primero numerable, entonces F[X] es un espacio
de Moore.

DEMOSTRACION: Para cada z € X existe una base local {B,(z) : n € N} para
Tx en z y tal que Byi1(x) C By(x). Para cada F € F[X]| y n € N, definimos
Bo(F) = {By(x) : v € FY.

Observe que para cada P € F[X]| y cada V € 7x tal que P C V, existe m € N
tal que By, (P) C V. Usaremos este hecho para demostrar que para cada P € F[X],
existe r € N tal que la condicién P € [G, B,(G)] implica que P = G.

Sea P € F[X] y sea F un subconjunto propio no vacio de P. Definimos
S(F) = P — F. Notemos que X — S(F') es un subconjunto abierto de X que
contiene a F. Entonces existe mp € N tal que B, (F) € X — S(F). Defini-
mos r = max{mp : F es un subconjunto propio no vacio de P}. Supongamos que
P € |G, B-(G)]. Esto significa que G C P C B,.(G). Si G es un subconjunto propio
de P, entonces mg < ry P C B,.(G) C Bn.(G) C X — S(G), esto contradice el
hecho que S(G) es un subconjunto no vacio de P. Concluimos que G = P.

Para cada n € N, definamos $),, = {[F, B,.(F)] : F € F[X]}. Se tiene que cada
$n es una cubierta abierta de F[X]. Afirmamos que 7 = {$), : n € N} es un
desarrollo para F[X].

Sea € un subconjunto cerrado de F[X] y sea P € F[X] tal que P ¢ C. Elegimos
W e 7x tal que [P,W] C F[X]—C. De lo anterior existe k € N tal que B(P) C W
y si P € [G, Bi(G)], entonces P = G. Podemos concluir que el tnico elemento de
1 que contiene a P es [P, Bi(P)] que es ajeno con €. Con esto concluimos que 5
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es un desarrollo para F[X|]. Por Corolario [2.11] concluimos que F[X] es un espacio
de Moore. O

Corolario 6.8. Sea X un espacio topoldgico Ty. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

-1 es un espacio primero numerable.

6.812) F es g—primero numerable.

(6.813) X es pmmero numerable.

(6.814) F[X] es un espacio de Moore.
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1. Introduccién

Dentro de la topologia general aparece la pregunta de cémo un subespacio
se encuentra situado dentro de un espacio ambiente, este es el origen y la mo-
tivacion para estudiar propiedades topologicas relativas de un subespacio Y de
X. El estudio sistemético de las propiedades topologicas relativas fue iniciado por
A. V. Arhangel’skii y H. M. M. Genedi en un articulo publicado en ruso en 1989
[1]. En [2], se puede encontrar una recopilacion del estudio de algunas propiedades
relativas que se desprenden de los axiomas de separacién y de la compacidad.

La idea principal es como sigue: Sea Y un subespacio de un espacio topolédgico
X, dada una propiedad topologica P de X, una propiedad relativa Q de P se define
en términos de Y y X de tal forma que si Y = X entonces Q = P,

Por ejemplo:

P : X es un espacio normal.

Q : para cada par A, B de conjuntos ajenos y cerrados en X,
existen conjuntos ajenos y abiertos U y V en X tales que
ANnY cUyBNnY CVWV.

Se dice que Y es mormal en X si los espacios Y y X cumplen Q. Si en Q) se
pide que U y V sean abiertos en Y, se obtiene otra propiedad relativa Q' a saber,
Y cercanamente normal en X. En cualquier caso, si Y = X entonces Q = Q' = P.

Como el ejemplo anterior advierte, de una propiedad topologica se pueden des-
prender varias propiedades relativas, por lo tanto resulta de interés encontrar todas
las propiedades relativas que se derivan de una propiedad topolégica e investigar
las relaciones que hay entre ellas. Por otra parte, se espera que la mayoria de
los resultados en topologia puedan ser reformulados en términos de propiedades

75
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relativas. Por ejemplo, se sabe que todo espacio Hausdorff compacto es normal,
una version relativa de este resultado es como sigue: Si X es Hausdorff y Y es
compacto en X entonces Y es normal en X, aqui Y es compacto en X significa que
toda cubierta abierta de X tiene una subfamilia finita que cubre Y.

En el presente capitulo, se atenderan las cuestiones establecidas en el parrafo
anterior para la propiedad topolégica de conexidad. Cabe senalar que los resul-
tados y definiciones fueron extraidos de [4]; sin embargo, aqui hemos preparado
un texto autocontenido incluyendo algunas figuras que facilitan la comprension de
los ejemplos y presentando a mayor detalle las demostraciones de los resultados,
pretendiendo con esto que cualquier lector con conocimientos basicos de topologia
sea capaz de leer el material y se motive en el tema de propiedades relativas de
conexidad.

Actualmente, se sigue haciendo investigacion en propiedades relativas, como
ejemplo, los articulos [9] y [6] abordan la paracompacidad y principios de seleccidn,
respectivamente. Por lo que el tema de propiedades relativas contintia siendo de
relevancia.

En la seccién [2] se enuncian el concepto de conexidad y algunas de sus equiva-
lencias, asi como resultados clasicos referentes a esta propiedad. En la seccion [3] se
presentan algunos tipos de conexidad relativa de Y en X; mostrando las relaciones
entre estos conceptos y se dan contraejemplos para aquellas implicaciones que no
se cumplen de forma general. En la seccion [] se muestran versiones relativas de
los resultados presentados en la seccién

2. Preliminares

A lo largo del escrito, X denota un espacio topologico arbitrario. Dado A C X,
se denota como de costumbre por Fr(A) y A, a la frontera y cerradura de A en X,

respectivamente. Si B C A denota por Fra(B) y B" ala frontera y cerradura de
B en el subespacio A.

Ahora, presentamos los conceptos y resultados que son necesarios para los fines
del capitulo. Iniciamos con la definicién de espacio conexo, la cual captura la idea
intuitiva de que un espacio conste de una sola pieza.

Definiciéon 2.1. Sea X un espacio topoldgico. Una separacion de X es una pareja
U, V de conjuntos no vacios y abiertos en X tales que X =UUV yUNU = 0. El
espacio X se dice conexo si no existe una separacion de X . Ademds, un subconjunto
Y de X es conexo, si' Y es conexo con la topologia de subespacio.

Observe que en la definicion de espacio conexo, los conjuntos U y V' que definen
una separaciéon son cerrados y abiertos, es decir, un espacio topologico X es conexo
siy s6lo si X no se puede expresar como la unién de dos de sus subespacios cerrados,
ajenos y no vacios. El concepto de conexidad puede caracterizarse en términos de
conceptos topologicos diferentes al de conjuntos abiertos o cerrados. Dentro de las
caracterizaciones mas usuales estan las que se enuncian a continuacién, mismas que
se pueden consultar en [3], Cap. 8].

Teorema 2.2. Para un espacio topolégico X, las siguientes condiciones son equiv-
alentes:
(1) X es conezo.
(2) No ezisten dos subconjuntos no vacios A y B de X tales que X = AU B
yANB=0=ANB.
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(8) No existe una funcidn continua y suprayectiva f : X — {0,1}, donde
{0,1} se considera como subespacio de R.

(4) Para cada subconjunto A de X tal que ) # A # X, se cumple que Fr(A) #
0 (equivalentemente, A no es abierto y cerrado en X ).

(5) Para cada x,y € X eziste un subespacio conexo A, , de X tal que x,y €

A

El siguiente teorema provee algunas formas de construir espacios conexos, la
prueba se sigue de los corolarios 6.1.10, 6.1.11 y los teoremas 6.1.3 y 6.1.28 de [5],
respectivamente.

Teorema 2.3. Dado X un espacio topoldgico, se cumplen las afirmaciones sigu-
ientes:

(1) Sea {As : o € A} una familia de subespacios conexos de X. Si(),cp Aa #
0 entonces | J,cp Ao €s conezo.

(2) SiY es un subespacio conexo de X entonces para cada subconjunto Z de
X tal queY C Z C Y, se cumple que Z es conexo, en particular, Y es
conexo.

(8) Si f: X — Z es una funcion continua entre espacios topoldgicos y X es
conezo entonces f(X) es un subespacio conexo de Z.

(4) Siq:X — Z es una funcion cociente y mondtona entonces para todo sub-
espacio conexo W de Z ya sea cerrado o abierto, ¢~ (W) es un espacio
conezxo (recuerde que una funcidn continua es mondtona si sus fibras son
conexas).

Uno de los objetivos del presente trabajo es mostrar versiones similares al teo-
rema anterior, para cada uno delos distintos tipos de conexidad relativa.

Terminamos esta secciéon enunciando un par de teoremas auxiliares que seran
utilizados méas adelante. El primero de ellos es conocido como el “teorema del cable
cortado”; cuya demostracion puede consultarse en [8] p. 15, 9,3]. El segundo se re-
fiere a una propiedad que poseen las funciones cocientes, su respectiva demostracion
se puede encontrar en [7], Teorema 22.2].

Teorema 2.4. Sea X un espacio Hausdorff y compacto. Si A y B son conjuntos
cerrados en X con la propiedad de que ningin subespacio conero de X interseca a
A y a B, existen entonces dos conjuntos cerrados y ajenos X1 y Xo de X, tales que
X=X1UX2,AQX1 yBng

Teorema 2.5. Sean q : X — Z una funcion cociente, Y un espacio topoldgico y
f: X =Y una funcion que es constante en el conjunto q~(z), para todo z € Z.
Eziste entonces una funcion g : Z —Y con goq = [ y tal que g es continua si y
solo si [ es continua.

3. Definiciones y ejemplos de conexidad relativa

Lo establecido en el teorema motiva de manera natural las siguientes ver-
siones relativas del concepto de conexidad, que son las que estudiamos en el presente
trabajo.

Definicién 3.1. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio de X. Se dice
que:
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(1) Y es conexoy en X si para todo A CY tal que 0 # A #Y se cumple que
Fr(A) # 0.

(2) Y es conexoy en X si no existe una funcion continua f : X — {0,1} tal
que fly es suprayectiva.

(8) Y es conexos en X si para cualesquiera x,y € Y ewxiste un subespacio
conexo Ay, de X con x,y € Ay y.

(4) Y es conexoy en X si no existen conjuntos cerrados A y B en X tales que
YCAUB, ANB=0yANY #0#BnNY.

(5) Y es conexos en X si no existen conjuntos abiertos U y V' en X tales que
YCUUV,UNV=0yUNY #D#£VNY.

(6) Y es conexos en X si no ewxisten subconjuntos A y B de X tales que
YCAUB, ANB=0=ANByANY #0#BnNY.

(7) Y es conexox en X si para todo y € Y y para todo x € X existe un
subespacio conexo Ay, de X conx,y € Ay .

Observe quesiY = X y Y es conexo; en X, con i € {1,2,3,4,5,5, X}, entonces
se recupera el concepto de conexidad de X por el teorema lo cual muestra que
los conceptos en la definicién anterior son versiones relativas de la conexidad.

En el siguiente resultado, se caracteriza la conexidad; para i € {3,4,5, X }; es
oportuno mencionar que a lo largo del escrito seran empleadas dichas equivalencias
sin hacer necesariamente referencia textual de ellas.

Teorema 3.2. Sea Y un subespacio de un espacio topoldgico X. Se cumplen las
siguientes afirmaciones:

(1) Y es conexog en X siy sélo si'Y es un subespacio conexo de X.

(2) Y es conexox en X siy sdlo si X es un espacio conexo.

(8) Y es conexos en X siy solo si existe un subespacio conexo Z C X tal que
Y CZ.

(4) Y es conewos en X siy solo si Y es un espacio conexo.

DEMOSTRACION: (1) Suponga que Y no es un espacio conexo. Sea U y V una
separacion de Y. Dado que

V=0 V=0 nY)nv=0"nynv)=0"nV,

se tiene que T NV =0. Analogamente se demuestra que U N 7 = 0. Porlo
tanto, los conjuntos U y V' garantizan que Y no es conexog en X.

Ahora, si Y no es conexogs en X entonces existen conjuntos A y B tales que
Y CAUB, ANB =0, AnB =0y ANY # () # BNY. Observe que
Y=(ANY)U(BNY). Por otra parte,

AmYYm(BmY):(AmYXmY)m(BﬂY)QZXnB:(Z).

Analogamente, se prueba que (ANY)NB N Y" = 0. Porlo tanto, los conjuntos
ANY y ANY son una separacién para Y, esto es, Y no es un espacio conexo.

(2) Suponga que Y es conexox en X. Se fija y € Y. Luego, para cada = €
X \ {y}, existe un espacio conexo A, , que contiene a los puntos z,y. Se tiene que
X = UmeX\{y} Afzyy, del teorema (1), se obtiene que X es conexo. La otra
implicacién es inmediata.

(3) Suponga que Y es conexos en X y fija un punto p € Y. Para todo y €
Y existe un subespacio conexo A, , de X que contiene a los puntos p y y. Se
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define Z = J,cy Ap,y- Del teorema (1), Z es un espacio conexo y claramente
Y C Z C X. El reciproco es inmediato.

(4) Si Y no es un espacio conexo entonces existen subconjuntos cerrados A y
B en Y, no vacios y anejos tales que Y = AU B, como A y B resultan también
conjuntos cerrados en X, estos conjuntos garantizan que Y no es conexos en X.

Ahora, si Y no es conexos en X entonces existen conjuntos cerrados A y B en
XtalesqueY CAUB, ANB=0y ANY # 0 # BNY, de estas condiciones
se obtiene que Y C AUB vy, si A = ANY y B’ = BNY, entonces A’ y B’ son
conjuntos cerrados en Y, ajenos, no vacios y tales que Y = A’ U B’, es decir, Y no
es un espacio conexo. (]

Observe que las propiedades de conexog y conexox no resultan interesantes
desde el punto de vista relativo, por lo que en la siguiente seccién no seran consi-
deradas, vea nota {.1

De lo establecido en el teorema se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.3. Sean X un espacio topoldgico y Y C X. Si Y es conexog en X o
Y es conexos en X oY es conexox en X entonces Y es conexoz en X.

El corolario deja entrever que algunos de los conceptos en la definicion 3.1
estan relacionados.

En el siguiente resultado presentamos relaciones del estilo: si Y es conexo; en
X entonces Y es conexo; en X, que abreviadamente escribimos C; — Cj.

Teorema 3.4. Sean X un espacio topoldgico y' Y C X. Las implicaciones en la
Cx

figura[1] se satisfacen.

CS 04 C 3 02 Cl

\

Cs

FiGURE 1.

DEMOSTRACION: Cy — C1: SiY no es conexo; en X entonces existe A C Y tal que
0 #A#Y y Fr(A) = (. Se define la funcién f: X — {0,1} tal que f(A) = {0} y
f(X\ A) ={1}. Como A es un conjunto cerrado y abierto en X, se tiene que f es
una funcién continua. Note que existen a,b € X talesquea € ACY ybe Y \ A,
de donde f(Y) = {0,1}, es decir, f|y es suprayectiva, esto implica que Y no es
conexos en X.

C3 — Cy: Se procede por contradiccion, suponga que Y no es conexos en X, es
decir, que existe una funcién continua f : X — {0, 1} tal que f|y es suprayectiva.
Sin pérdida de generalidad suponga que f(yo) = 0 para algun yo € Y. Por hipétesis,
para cualquier ¥ € Y, existe un subespacio conexo A, ,, de X que tiene a los puntos
y'y Yo- Dado que f es una funcién continua, f(A4, ,,) €s un espacio conexo, se sigue
que f(Ay,y,) = {0} ya que 0 € f(As,,). Como y fue elegido arbitrariamente, se
concluye que f(Y) = {0}, contradiciendo que f|y es suprayectiva.
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Cy — C3 y Cx — C3: corolario

Cs — Cy y Cs — Cs: Suponga que Y es conexog en X. Del hecho que para
cualesquiera conjuntos cerrados (o abiertos) Ay B en X tales que AN B = (), se
tiene que ANB =0 y AN B = (; se sigue que Y es conexoy en X y que Y es
conexos en X.

Cs — (C5: SiY no es conexos en X entonces que existe una funcién continua
f+ X — {0,1} tal que f|y es suprayectiva. Considere los conjuntos siguientes:
U= f"1({0}) y V.= f71({1}). Claramente, U y V son ajenos y abiertos en
X. Por otra parte, como f|y es suprayectiva, se tiene que Y C U UV y que
UNY £0#AUNY, es decir, Y no es conexos en X. O

Una parte fundamental, de esta seccién, es garantizar que los conceptos en la
definicion [3.3] son independientes unos de otros, en otras palabras, mostraremos
que no existen otras implicaciones ademas de las establecidas en el teorema ante-
rior. Con este propoésito, proporcionamos los siguientes ejemplos; al inicio de cada
ejemplo, C; \ C; significa que se exhiben espacios topolégicos Y y X tales que Y es
conexo; en X y Y no es conexo; en X.

Ejemplo 3.5 (Cx,Cs,C3\Cs,C4,C5). Considere X = [0,1] con la topologia usual
deRyY ={0,1}. Como X es conexo, Y es conexox en X, del teorema Y es
conexos en X yY es conexos en X.

Por otra parte, los conjuntos A = [0, %} y B = [%, 1] garantizan que Y no es
conezxoy en X y, por lo tanto, Y no es conexog en X. Los conjuntos U = [0, %) Y

V= (%, 1] garantizan que Y no es conexos en X.

Ejemplo 3.6 (Cs \ C3,C4,Cs,Cx). Denota por p y q los puntos en R?, (0,0) y
(1,0), respectivamente. Para cada n € N, sea L, = [0,1] x {1}. Considere los
conjuntos
X={L,:neN}U{p,q} y Y ={_pq}
Con la siguiente topologia: las vecindades de los puntos en |J;cy Li son las
usuales que se heredan R?; y las vecindades para los puntosy € Y, son de la forma

{y}u Uizn L; para algin n € N (vea figura @)

Ly
Lo
L3
@ e
p=(0,0) q=(1,0)

FIGURE 2.

Se tiene que Y es conexos en X puesto que cualesquiera vecindades de p y q
en X tienen interseccion no vacia.

Se mostrard que Y no es coneros en X. Si se supone lo contrario entonces
existe un subespacio conexo A, , de X que tiene a los puntos p y q. Dado que L;
es un conjunto cerrado y abierto en X, si para algin i € N, A, ;N L; # 0, entonces
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Apq C Ly, lo cual no es posible. Por lo tanto, para todo i € N, A, ;N L; =0, es
decir, Ap 4 = {p, q}. Sin embargo, p y g son puntos aislados en A, 4, que contradice
que A, 4 es conezo.

FEn vista del teorema 3.4}, se obtiene también que Y no es conexo; en X para
ie{4,S8 X}

Ejemplo 3.7 (Cy )\ C3,C4,Cs,Cx). Considere los conjuntos X y 'Y como en el
ejemplo con la topologia usual heredada de R? (vea la figura @

Se afirma que Y es conexos en X. Por contradiccion. Suponga que eziste
una funcion continua f : X — {0,1} tal que f|y es suprayectiva. Sin pérdida de
generalidad Suponga que f(p) =0y f(q) = 1. Observe que para cada n € N, L,, es
un espacio conezo, por lo que el espacio f(Ly) también lo es, de donde se obtiene
que f(Lyn) = {0} o f(Ln) = {1} sin cumplirse ambas condiciones a la vez. Como
el conjunto f~1(0) es abierto en X y no vacio (p € f~1(0)), existe Ng € N tal
que L, N f~1(0) # 0 para cada n > Ny. De manera andloga, existe N1 € N tal
que para cada n > Ny, L, N f~1(1) # 0. Ahora, si m > max{Ny, N1} entonces
f(Lm) ={0,1}, lo cual es una contradiccion. Esto prueba la afirmacion.

Por otra parte, como no existe algun espacio conexo que tenga a los puntos p
y q, se concluye que Y no es conexos en X.

En vista de lo establecido en el teorema también se tiene que Y no es
conexo; en X para i € {4,5,X}.

Ejemplo 3.8 (C \ Cy,Cs,Cy,Cs,Cg,Cx). Considere X = [0,1] U [%,1] yY =
{%, %} con la topologia heredada de R (vea figura @

*——@© *——@©
0 1/3 2/3 1
FIGURE 3.

Note que para todo conjunto A CY tal que ) # A #Y, se tiene que A = {%}
0 A= {%}, en cualquier caso Fr(A) # (0. Por lo tanto, Y es conexo, en X.

Por otra parte, se define la funcion f : X — {0,1} tal que f([0, %]) = {0} y
f([3,1]) = {1}. Se cumple que f es una funcion continua y f|y es suprayectiva, es
decir, Y no es conexos en X.

En vista de lo establecido en el teorema también se tiene que Y mno es
conexo; en X para i € {3,4,5,5,X}.

Ejemplo 3.9 (Cs,C5,Cy \ Cx). Sea X = [0,1] U {2} con la topologia heredada de
R yY =]0,1] (vea la figura .

FIGURE 4.

Como Y es un espacio conezxo, Y es conexog en X, Y es coneroz en X yY es
conexoy en X . Sin embargo, Y no es conerox en X puesto que X mo es conezxo.
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Ejemplo 3.10 (C4\ C5,Cs). Considere X = {a,b,c} con la topologia

T= {{a}7 {b}’ {a7 b}7 X, Q]}
y el subespacio Y = {a,b} (vea la figura[5).

Qe

FIGURE 5.

Note que Y es conexoy en X, ya que los unicos conjuntos cerrados diferentes de
X, que tienen a los puntos a o b son los conjuntos {a, z} y {b, 2}, cuya interseccion
es no vacia. Por otra parte, los conjuntos abiertos {a} y {b} atestiguan que Y no
es conexos en X. Por lo tanto, también se tiene que Y no es conexos en X.

Una pregunta natural que surge es que si C; — C; no se cumple: ;Qué condi-
ciones adicionales debe tener el espacio X para que la implicacién anterior se sa-
tisfaga?

La proposicion [3.11] y el teorema [3.12] responden parcialmente la pregunta
anterior. Con este fin, recordemos que un espacio topologico X que es T3 se dice
hereditariamente normal si cada subespacio de X es normal.

Proposicién 3.11. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Sea X un espacio hereditariamente normal. Entonces, Y es conexos en
X siy solo siY es conexos en X.

(2) Sea Y un subespacio cerrado en X. FEntonces, Y es conexoy en X si y
solo si'Y es conexog en X.

DEMOSTRACION: Lo establecido en el punto (1) se sigue de la caracterizacion si-
guiente: X es completamente normal si y sélo si para cada par de conjuntos A y
B de X tales que AN B =0 = AN B, existen conjuntos abiertos U y V, ajenos y
tales que A C U y B C V. La parte (2) es consecuencia inmediata del enunciado
en el teorema [3.2] (4). O

Teorema 3.12. Sea Y un subespacio de un espacio Hausdorff y compacto X. Se
tiene que Y es conexos en X siy solo si Y es conexoy en X

DEMOSTRACION: Solo es necesario demostrar que si Y es conexoy en X entonces
Y es conexos en X. Suponga que Y no es conexos en X, es decir, que existen
z,y € Y tal que ninglin espacio conexo los contiene. Del teorema [2.4] existen
X1 y X conjuntos ajenos y cerrados en X tales que X = X3 U Xo, {2} C X3 ¥
{y} C X5. Puesto que X; N Xy = 0, se tiene que la funcién f : X — {0,1} dada
por f(X1) = {0} y f(X2) = {1}, estd bien definida. Como X; y X2 son conjuntos
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cerrados en X, se tiene que f es continua. Por otra parte, f|y es suprayectiva ya
que f({z,y}) = {0,1}. Por lo tanto, la funcién f garantiza que Y no es conexo, en
O

4. Resultados en conexidad relativa

En esta seccién se incluyen los primeros resultados obtenidos en conexidad re-
lativa, acerca de si estas se conservan bajo cerradura, funciones continuas, uniones,
productos y la preimagen de funciones monotonas.

Nota 4.1. Con base en lo establecido en el teorema [3.3, la propiedad relativa de
ser' Y conexog en X no depende del espacio X y, la propiedad relativa de ser Y
conexox en X, no depende del espacio Y. Por lo tanto, resultan mo atractivas
desde el punto de vista relativo, es por ello que no se incluyen en los resultados
presentados en esta seccion.

Teorema 4.2. Sean X wun espacio topoldgico, Y,Z C X, conY C Z C Y, e
i€4{2,3,4,5}. SiY es conexo; en X entonces Z es conexo; en X.

DEMOSTRACION: i = 5: Si Z no es conexos en X entonces existen U y V' conjuntos
abiertos en X talesque Z CU UV, UNV=0yUNZ#A0#VNZ.

SiY CUentonces Y CU,dedonde YNV =0, perod #AZNV CYNV,lo
cual es una contradiccion. Analogamente, se llega a una contradiccion si se supone
que Y CV. Dado que Y C Z, se tiene que Y NU # 0y Y NV # (. Por lo tanto,
los conjuntos U y V garantizan que Y no es conexos en X.

1 = 4: La demostracién es analoga a la de i = 5.

1 = 3: Fija p € Y. De la hipotesis, para cada y € Y existe un conjunto
conexo Ay, que tiene a los puntos p y y. Se tiene que Y C (J, .y A; . Denota

W =U,cy Apy- Claramente Y C W. Del teorema [2.3{ (1) y (2), W es un espacio

conexo; como Z C W, del teorema (3), se concluye que Z es conexoz en X.

i =2 Sea f: X — {0,1} una funcién continua. Demuestra que f|z no es
suprayectiva. Puesto que Y C Z y Y es conexop en X, se tiene que Y C f~1(0)
oY C f711). SiY C f71(0), de la continuidad de f, se sigue que Y C f~1(0)
y como Z C Y, se concluye que f|z no es suprayectiva. De manera analoga se
demuestra que si Y C f~1(1) entonces f|z no es suprayectiva. Por lo tanto, Z es

conexos en X. O

Corolario 4.3. Sean X un espacio topoldgico, Y C X ei € {2,3,4,5}. SiY es
conexo; en X entonces Y es conexo; en X.

El siguiente ejemplo muestra que el teorema [f.2] no se cumple para el concepto
relativo de conexidad;.

Ejemplo 4.4. Sea X = ([0,1] x {0})U([0,1] x {1}) con la topologia usual heredada
de R2. Define W = (0,1) x {0}, a = (0,1) e R? y Y = W U {a} (vea la figura[d).

Se probard que Y es conexoy en X. Suponga que no, esto es, que existe ACY
tal que ) # A # Y con Fr(A) = (. Se tiene que A es un conjunto cerrado y
abierto en X. Como A es un conjunto abierto, a ¢ A (toda vecindad de a tiene
interseccion con el conjunto (0,1] x {1}). Ahora, como A es un conjunto cerrado
A # W, entonces los conjuntos A y W \ A son una separacion para el subespacio
W, que contradice el hecho que W es conexo.
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FIGURE 6.

Ahora, sea Z = ([0,1] x {0}) U {a}. Note que Y C Z CY sin embargo, Z no
es conexoy en X, ya que si B =[0,1] x {0} entonces ) # B # Z y, dado que B es
un conjunto abierto y cerrado en X, Fr(B) = (. O

El siguiente teorema garantiza que las propiedades relativas de conexidad se
preservan bajo la imagen de funciones continuas.

Teorema 4.5. Sean X, Z espacios topoldgicos y f : X — Z wuna funcion continua
ei€{1,2,3,4,5}. SiY es conexo; en X entonces f(Y) es conexo; en Z.

DEMOSTRACION: Sea f : X — Z una funcién continua.

i = 5: Suponga que f(Y) no es conexos en Z. Entonces, existen U y V
subconjuntos abiertos en Z tales que UNV =0, UNf(Y) A0 VN fY)y
f(Y) CUUV. Como f es una funcién continua, se obtiene que los conjuntos f~1(U)
y f~1(V) son abiertos en X. Se verifica, sin dificultad, que Y C f~Y(U) U f~1(V),
FHONfLY(V) =0y fFHU)NY #0 # fF~1(V)NY. Por lo tanto, los subconjuntos
Y U), f~Y(V) de X atestiguan que Y no es conexos en X.

t = 4: La demostracién es analoga a la de 7 = 5.

i = 3: Suponga que Y es conexos en X. Se verificard que f(Y') es conexos en
Z. Sean f(x), f(y) € f(Y) con z,y € Y. Por hipstesis, existe un subespacio conexo
A, que tiene a los puntos = y y. Del teorema (3), f(Az,) es un subespacio
conexo de Z que contiene a los puntos f(z) y f(y), es decir, f(Y) es conexoz en Z.

i = 2: Suponga que f(Y) no es conexos en Z. Entonces, existe una funcion
continua g : Z — {0,1} tal que g|sy) es suprayectiva. Claramente, la funcién
gof : X — {0,1} es continua. Se probard que (g o f)|y es suprayectiva. En
efecto, como g|s(y) es suprayectiva, existen f(a), f(b) € f(Y) (con a,b € Y) tales
que g(f(a)) =0y g(f(b)) =1, es decir, existen a,b € Y tales que (go f)(a) =0y
(go f)(b) = 1. Por lo tanto, la funcién g o f garantiza que Y no es conexos en X.

i = 1: Suponga que Y es conexo; en X. Se verificard que f(Y) es conexo; en
Z. Paraello, sea A C f(Y) tal que ) # A # f(Y) y se probara que Fr(A4) # 0.
Note que ) # f~1(A) # Y; por hipétesis, Fr(f~1(A)) # 0. Usando la continuidad
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de f,

Por lo tanto, ) # f~1(Fr(A)), es decir, Fr(A) # 0. O

Como es sabido, dada una familia de espacios conexos con interseccién no
vacia, resulta que la unién de esta familia resulta nuevamente un espacio conexo.
El siguiente teorema presenta la version relativa de dicho resultado.

Teorema 4.6. Seani € {2,3,4,5} y{Y, : « € A} una familia de conezos; subespa-
cios de X. Si la familia tiene interseccion mo vacia entonces UQGA Y. es conezxo;
en X.

DEMOSTRACION: Denota Y = J,c, Ya-

1 = 5: Por contradiccion, suponga que Y no es conexos en X. Entonces, existen
U y V conjuntos abiertos en X talesque Y CUUV, UNV =0y UNY # 0 #VNY.
Observe que para todo a € A, Y,NU =0 o Y, NV = 0, de lo contrario, Y, no
seria conexos en X. Se obtiene que para cada o € A, Y, CV oY, C U. Define los
conjuntos siguientes:

I={aeAN:Y,CU} v J={acA:Y,CV}L

SiI=0oJ=0entoncesYNU =0 oY NU =0, lo cual es una contradiccion.
Se concluye que I # 0y J # 0.
Sean o; € I 'y a; € J. Se tiene que

0# [ Ya CYaNYe, CUNV;
acA

lo cual es una contradiccién ya que U NV = ().

1 = 4: La prueba es totalmente analoga a la de i = 5.

1 = 3: Se mostrard que Y es conexoz en X. Para cualesquiera z,y € Y, existen
a,f e Atalesque z €Y, yy € Y. Fijape () ,cp Yo Como Y, es conexoz en X
y Y3 es conexos en X, existen espacios conexos A, , y Ay, que tienen a los puntos
x,py y,p, respectivamente. Del teorema (1), se sigue que A, , U A, , es un
subespacio conexo de X, y claramente tiene a los puntos x y y.

i = 2: Se demostrara que Y es conexoy en X. Sea f : X — {0,1} una funcién
continua. Se afirma que f|y no es suprayectiva. En efecto, elija p € (1,5 Ya- Sin
pérdida de generalidad, suponga que f(p) = 0. Dado y € Y, existe @ € A tal que
y € Y,. Como Y, es conexoy en X, f|y, no es suprayectiva, por lo que f(y) = 0.
Se concluye que f(Y) =0, es decir, f|y no es suprayectiva. O

El teorema [£.6 no se satisface para el concepto relativo de conexidad;. Para
ello, se proporciona el ejemplo a continuacion.

Ejemplo 4.7. Considere el conjunto X = ([0,1] x {0}) U ([0,1] x {1}) con la
topologia heredada de R?. Sea el punto a = (0,1), Y1 = ([0,3] x {0}) U {a} y
Ys = ([3,1] x {0}) U {a}. (vea la figura @
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——

a

| —
Y Y,

FIGURE 7.

Se afirma que Y1 es conexoy en X. Por contradiccion, suponga que eziste
ACY; tal que D # A #£Y, y Fr A = (). Se tiene que A es un conjunto abierto
y cerrado en X. Como A es un conjunto abierto, a ¢ A, se tiene que A estd
contenido propiamente en el conjunto conexo [0,1] x {0}, que es una contradiccion.
Andlogamente, se demuestra que Yo es conexo; en X

Observe que Y1 NYs # (), sin embargo, Y1 UY5 no es conexo, en X ya que el
conjunto A = [0,1] x {0}, cumple que ) # A # Y1 UY,, pero Fr(A) = () pues A es
un conjunto cerrado y abierto en X. ([

Se sabe que el producto arbitrario de espacios conexos es conexo, en el teo-
rema[£.11) damos la version relativa de este resultado. Dada una familia de espacios
topologicos {Xa}aen, denota X = [[ .o Xo- Para cada a € A, P, es la proyec-
cion de X sobre el a-ésimo factor, esto es P, : X — X, y P, asigna a un elemento
x = {xo} € X su a-ésima coordenada z, € X,. El conjunto HaeA X, sera con-
siderado con la topologia producto o topologia de Tychonoff, es bien conocido que
esta topologia hace que todas las proyecciones sean continuas.

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de las definiciones correspon-
dientes, por ello omitimos su demostracion.

Lema 4.8. Sea i€ {1,2,3,4,5}. Si Y es conexo; en X y X C X* entonces Y es
conexo; en X*.

Teorema 4.9. Sea i € {1,2,3,4,5}. Si Yy es conexo; en Xy y Ya es conezo; en
Xo, entonces Y1 X Ya es conexo; en X1 x Xs.

DEMOSTRACION: Sea i € {1,2,3,4,5} y suponga que se tienen espacios tales que
Y1 es conexo; en X7 y Yy es conexo; en Xo.

Caso 1: i € {2,3,4,5}. Fija un punto (a,b) € Y1 x Y. Para cada y € Y7, se
define

Cy = ({y} x Y2) U (Y1 x {b})

Observe que Y7 x {b} es conexo; en X7 x {b}, {y} x Y3 es conexo; en {y} x Xy y
tienen en comtn al punto (y,b), del lema y del teorema se tiene que C,
es conexo; en X; X Xo, para todo y € Y. Dado que (a,b) € mer Cy, la familia
{C,}yey cumple las condiciones del teorema y como U,y Gy = Y1 x Yz, se
obtiene que Y7 X Y5 es conexo; en X; X Xo.

Caso 2: i = 1. Por contradiccion, suponga que existe un subconjunto no vacio
y propio A de Y7 x Y5 con Frx, «x,(A) = 0, de donde A es un conjunto abierto y
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cerrado en X7 x X,. Para cada y € Y1, sea E, = {y} x Y. Dado que

Vi xY,= ] E,
yeY:
y A # Y1 xY;, existe (y1,y2) € By, \ A. Nota que ANE, = AN ({y} x Xo).
Sea G = AN E,,. Se afirma que G = (. En caso contrario, G es homeomorfo
a un subconjunto propio de Y5 y dado que {y1} x Y5 es conexo; en {y;} x Xo,
Freyixx,(G) # (0, lo cual es imposible ya que G es un conjunto abierto y cerrado
en {y1} x Xs. Se concluye que, AN ({y1} x Y2) = 0.
Por otra parte, para cada y € Y, sea F}, = Y7 x {y}. Nota que

VixYs=|J F,.
yeY>?
Como A # 0, existe as € Ys tal que ANF,, # (). Nota que ANF,, = AN(X; x{az}).
Define, H = AN F,,. Dado que (y1,a2) € F,, y (y1,a2) ¢ A, H es homeomorfo a
un subconjunto no vacio y propio de Y1, esto implica que Fry, x (q,} (H) # 0 ya que

Y7 x {az} es conexo; en X; X {as}, lo cual contradice que H es abierto y cerrado
en X7 x {as}. O

Mediante induccién matemaética se obtiene el corolario siguiente.

Corolario 4.10. Seani € {1,2,3,4,5} y J un conjunto finito. SiY; es conexo; en
X para cada j € J, entonces [[,;c;Y; es conezo; en [[;c; X;.

Teorema 4.11. Sea i € {2,3,4,5}. Para cada o € A, Y, es conezxo; en X, siy

sélo si el producto [] Y. es conezxo; en || X

aEA aEN o

DEMOSTRACION: Sea i € {2,3,4,5} y denota Y =[] ,cp Yo v X = [[ocp Xa-
SiY es conexo; en X, como cada funcién proyeccion P, : X — X, es continua

y Py (Y) =Y,, del teorema se tiene que Y, es conexo; en X, para todo o € A.
Para la otra implicacién, fija y € Y. Denota por F la familia de todos los

subconjuntos finitos de A. Para cada F € F, define Cp =[] A, donde

A Y, si ac€F;
T Yo st a¢F.

a€cA

Del corolario anterior y del lema CF es conexo; en X para cada F' € F;
ademds, ¥ € NpegCr ¥ Y = Upey Cr, del teorema se concluye que Y es
conexo; en X. O

PROBLEMA 4.12. ;Es cierto que si para cada o € A, Y, es conexo; en X, entonces
[Toca Yo es conexor en [],cp Xof

Teorema 4.13. Sean W un subespacio de Z y q: X — Z es una funcion que es
cociente y mondtona.

(1) Si W es un abierto y conexos en Z entonces ¢~ (W) es conexos en X.
(2) SiW es un cerrado y conexos en Z entonces ¢~ (W) es conexoy en X.

DEMOSTRACION: Ambas demostraciones son anélogas, por ello se efectua solo la
demostracién de (1). Suponga que ¢~'(W) no es conexos en X. Denota Y =
q Y (W). Existen U y V conjuntos abiertos en X tales que Y CU UV, UNV =0
yUNY #0#VNY. Note que si w € W entonces ¢~ (w) C UUV. Se cumple
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que ¢ H(w) C U o ¢ Y (w) C V, de lo contrario U N ¢~ (w) y V N ¢~ (w) forman
una separacién para ¢~ (w), contradiciendo que ¢ es monétona. Define

Wi={weW:q¢'(w)CU} Wy={weW:q '(w)CV}

Se afirma que ¢~ *(W;) = UNY. En efecto; sea z € UNY. Dado que
r €Y, q(x) € W, entonces ¢ (¢q(x)) CY. Como g~ !(g(x)) es un espacio conexo
y z € ¢ *(q(x)) NU, resulta que ¢~'(¢(x)) C U. Se ha obtenido que, g(z) € W'y
¢ Y(q(z)) C U, es decir, que = € ¢~ (W7). La otra contencién es inmediata. Por
otra parte, andlogamente se puede demostrar que ¢~ *(Ws) =V NY.

De la afirmacién anterior, del hecho que W es un conjunto abierto en Z y que
la funcién g es continua y cociente, se tiene que Wi y W5 son conjuntos abiertos en
Z.

Por otra parte, como Y CUUV, UNV =0y UNY #0#VNY, se obtiene,
respectivamente, que W C Wi U Wy, Wi NWo =0y Wi NW # () # W N Ws. Por
lo tanto, Wy y W, garantizan que W no es conexos en Z. [

Teorema 4.14. Sean i € {1,2,3} y q : X — Z una funcién que es cociente y
mondtona. Si W es conexo; en Z entonces q_l(W) es conexo; en X.

DEMOSTRACION: i = 3: Sean z,y € ¢~ 1(W). Como q(x),q(y) € W, existe un
subconjunto conexo A, , de Z que contiene a ¢(z) y ¢(y). Aplicando los enunciados
(2) y (4) del teorema se obtiene que el conjunto ¢~*(A,,,) es conexo, y contiene
a los puntos = y y. Por lo tanto, g~(W) es conexoz en X.

i = 2: Suponga que ¢~ (W) no es conexo, en X y se demostrara que W no es
conexoy en Z. Denota Y = ¢~ !(W). Existe una funciéon f : X — {0,1} continua
tal f|y es suprayectiva. Para cada z € Z, ¢~*(2) es un conjunto conexo y como f
es continua, f es constante en cada conjunto ¢~!(z). Del teorema existe una
funcién continua g : Z — {0,1} tal que go g = f.

x—* .7

| A
0.1}

Se afirma que g|w es suprayectiva. Se procede por contradiccion. Sin pérdida
de generalidad, suponga que g(W) = {0}. Puesto que f|y = {0,1}, existe y € Y
tal que f(y) = 1. Entonces, ¢(y) € W de donde g(q(y)) = 0, que contradice la
igualdad g o ¢ = f. Por lo tanto, g : Z — {0, 1} es continua y g|w es suprayectiva,
es decir, W no es conexos en Z.

i = 1: Suponga que ¢~ !(W) no es conexo; en X, es decir que existe un conjunto
ACqg I (W) tal que D # A #q (W) y con Fr(A) = (). Se demostrard que W no
es conexo; en Z.

Se probara primero que: ¢~ 1(g(A4)) = A. En efecto; si z € ¢~!(q(A)) entonces
existe a € A tal que g(x) = ¢(a), como ¢ es mondtona, ¢~ (g(x)) es un subespacio
conexo de X y contiene al punto a, es decir, ¢ '(g(z)) N A # 0 y puesto que
Fr(A) = (), A es conjunto abierto y cerrado en X, esto implica que ¢~ !(q(z)) C A4,
de lo contrario se tendria una separacién para ¢~ '(q(x)); entonces, z € A ya que
z € ¢ '(g(z)). Por lo tanto ¢~ (q(A)) C A. Puesto que la otra contencién siempre
es cierta, se concluye que ¢~ '(q(A4)) = A.



Bibliografia 89

Ahora, claramente ¢(A) C W. Si q(4) = W, de la afirmacion anterior se
obtiene que A = ¢~ (W), lo cual contradice que A # q~*(W). Asi, () # q(A) # W.
Finalmente, como ¢ es cociente, g(A) es un conjunto abierto y cerrado en Z, de
donde Fr(g(A)) = 0. Por lo tanto, el conjunto g(A) garantiza que W no es conexo;
en Z. (I

Concluimos este trabajo con las siguientes preguntas.

PROBLEMA 4.15. ;Es cierto que dado i € {1,2,3,4,5}, se cumple la siguiente
version relativa del cable cortado (teorema .' sean X un espacio Hausdorff y
compacto, A y B conjuntos cerrados en X con la siguiente propiedad: para todo Y
conezo; de X, se tiene que YNA =0 oY NB = (. Ezxisten entonces dos conjuntos
cerrados y ajenos X1 y Xo de X, tales que X = X7 U Xy, AC X; y BC X%

PROBLEMA 4.16. Si C; — C; no se cumple ;Qué condiciones adicionales debe tener
el espacio X para que la implicacion anterior se satisfaga?

PROBLEMA 4.17. ;Es cierto que si para cada o € A, Yy, es conexoy en X, entonces
[Toca Yo es conexor en [, cp Xo?
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Resumen. Dado un espacio topologico X, podemos considerar familias de
subconjuntos de X que tengan alguna caracteristica en particular. A tales familias
se les llama hiperespacios de X. Uno de los hiperespacios méas estudiados es el
hiperespacio de subconjuntos cerrados no vacios de X, denotado por CL(X). Desde
luego existen otros hiperespacios que han sido de interés. Uno de ellos, de estudio
bastante reciente, es el hiperespacio de sucesiones convergentes.

En este capitulo daremos una introduccién a tal hiperespacio y mencionaremos
como se comportan algunas propiedades en él: la conexidad, la conexidad local, la
conexidad (local) por trayectorias y la dimension. El material de este trabajo fue el
contenido de mi minicurso El Hiperespacio de Sucesiones Convergentes, impartido
en el XVII Taller de continuos, hiperespacios y sistemas dindmicos en octubre de

2022.

1. Introduccién

El estudio de los hiperespacios empezo en el siglo XX con articulos como [15]
de E. Michael. En esa época se estudiaban hiperespacios como el de los subconjun-
tos cerrados no vacios de un espacio X, o el de los subespacios compactos de X,
entre otros. El hiperespacio de sucesiones convergentes, denotado como S.(X), fue
introducido bastante mas adelante, en 2015, por S. Garcia Ferreira y Y. F. Ortiz
Castillo en [2]. A partir de entonces ha aparecido un interés significativo por tal
hiperespacio, el cual se ha manifestado en varias publicaciones como, por ejemplo,
[, 21, 131, 41, [51, 171, [8], [9], [10], [12], [13] y [14].

En el articulo [2] los autores prueban algunas propiedades del hiperespacio
S.(X) relacionadas con la conexidad; por ejemplo, muestran que S.(X) es conexo
por trayectorias cuando X es la recta real, o bien cuando X es un espacio conexo
que se puede ver como una unién finita de copias del intervalo [0, 1] (|2} teorema 2.4,
Lemma 2.11]). Ademas, en [2| ejemplo 2.8] dan un ejemplo de un continuo conexo

91
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por trayectorias X cuyo hiperespacio S.(X) no es conexo por trayectorias. A partir
de los resultados de [2] se empezaron a estudiar varios tipos de conexidad en el
hiperespacio S.(X); sin embargo, a pesar de todas las contribuciones a este estudio,
el comportamiento de la conexidad por trayectorias en tal hiperespacio ain no se
ha determinado completamente. Con esto tultimo, lo que queremos decir es que se
han encontrado condiciones para que S.(X) sea conexo por trayectorias que son o
bien suficientes, o bien necesarias, pero aiin no se han hallado condiciones que sean
ambas cosas.

En este capitulo tomamos esta situacion como punto de partida, y aprovechare-
mos para dar un panorama general del comportamiento de algunas propiedades del
hiperespacio S.(X) que estan relacionadas con la conexidad.

Después de los Preliminares introducimos la Seccién 3, en la cual mostramos que
la conexidad de un espacio X es equivalente a la de su hiperespacio S.(X), cuando
este ultimo es no vacio. En la Seccién 4 mostramos resultados sobre conexidad local
similares a los de la Seccion 3, con algunas hipoétesis adicionales.

En la Seccion 5 introducimos la conexidad por trayectorias en S.(X) y vemos
que su comportamiento es muy distinto al de la conexidad y la conexidad local;
en particular, la conexidad por trayectorias de un espacio X no implica la de su
hiperespacio S.(X) -atn en la clase de los dendroides. Sin embargo, en la Seccion 6
vemos que las siguientes condiciones son equivalentes, bajo ciertas hipotesis, para
un espacio X: (a) X es conexo por trayectorias y localmente conexo por trayecto-
rias y (b) S.(X) es conexo por trayectorias y localmente conexo por trayectorias.
Adicionalmente mostramos que la conexidad local por trayectorias de un espacio
X,y lade S.(X), son equivalentes bajo ciertas hipotesis.

Por ultimo incluimos la Seccién 7, la cual trata sobre la dimension del hiperes-
pacio S.(X). Esta seccion no esta relacionada con la conexidad, pero consideramos
que tiene particular interés en si misma.

2. Preliminares

A lo largo de este capitulo, N denotaré al conjunto de los nimeros naturales y ¢
denotar4 la cardinalidad de la recta real, R. Ademas, w denotara al primer ordinal
infinito.

El simbolo P(X) denotara al conjunto potencia de un conjunto X. Més ain,
[X]<“ denotara a la coleccion de subconjuntos finitos de X.

Dado A C X, usaremos la notacién inty A y clx A (o bien A, en caso de que
no se preste a confusion) para denotar el interior en X y la cerradura de A en X,
respectivamente. Adicionalmente, denotaremos por 7x a la topologia de un espacio
X.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. En este
capitulo, la palabra espacio hard referencia siempre a un espacio topolégico de
Hausdorff.

Una familia celular en un espacio X es una familia de subconjuntos abiertos de
X, no vacios y ajenos dos a dos. La coleccion de todas las familias celulares finitas
de X serd denotada por €(X).

Un espacio es cero-dimensional si tiene una base cuyos elementos son abiertos
y cerrados a la vez.
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Usualmente, una sucesion convergente en un espacio X es una funcién f: N —
X para la cual existe x € X con la siguiente propiedad: para cada U € 7x con
x €U existe N € N tal que f[{neN:n> N} CU.

En este trabajo usaremos una definicién diferente de sucesion convergente, a
saber, un subconjunto S de un espacio (X, 7x) serd llamado una sucesién conver-
gente no trivial en X si:

(i) S es infinito numerable y
(ii) existe z € S tal que S\ U es finito para cada U € 7x con z € U.

En este caso, el punto x se llamara el punto limite de S, diremos que S converge
a x y escribiremos S — z o lim S = z.

Por otro lado, dado un espacio X es usual considerar los siguientes hiperespa-
cios:

A€ K(X): Aes finito} = | ] Fu(X) y
neN
C(X)={A e K(X): A es conexo}.

Dada una familia U de subconjuntos de X, definimos
<u>:{Aec7L(X):AgUu A VUeu(AﬂU;é@)}.

Se puede probar que la familia cuyos elementos son de la forma (U), cuando U es
un subconjunto finito de 7x es base para alguna topologia en CL(X) [15] Proposi-
cion 2.1, p. 155]. Tal topologia es la que se conoce como Topologia de Vietoris.

Ahora bien, en este trabajo todos nuestros espacios seran Hausdorff, asi que
automaticamente tenemos que K(X) C CL(X). Ademas, todos los hiperespacios
mencionados seran considerados como subespacios de CL(X). En particular, una
base para la topologia de S.(X) consiste de todos los conjuntos de la forma (U), :=
(U) N S.(X), cuando U es un subconjunto finito de x.

De hecho, es posible considerar una base ain méas conveniente especificamente
para S.(X), considerando familias celulares finitas de X. Mas precisamente:

Teorema 2.1. [13] Proposicion 3.2, p. 147] Si X es un espacio, entonces {(V). :
Ve €(X)} es una base para S.(X).

Dado un subconjunto V' de un espacio X, definimos V;t = ({V}). y V.© =
({X,V}).. Notemos que si V' es abierto (cerrado, respectivamente) en X, entonces
V;t y V.7 son abiertos (cerrados, respectivamente) en S.(X).

El siguiente lema es conocido y muy tutil cuando se trabaja con hiperespacios.

Lema 2.2. [15] lema 2.3.1, p. 156] Las siguientes condiciones son equivalentes para
un espacio X y dos subconjuntos finitos W y V de P(X) \ {0} :

(1) (V) € (W);
(2) UV C YU y para cada U € U eziste V €V tal que V C U.
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Para efectos de escritura usaremos la siguiente convencién: si S es una sucesion
convergente no trivial en un espacio X, diremos que {z, : n € w + 1} es una
enumeracion adecuada de S cuando S = {z, : n € w+ 1}, limS =z, y x; # ;
cada vez que ¢ < j < w.

Los siguientes resultados son conocidos y nos seran de mucha utilidad.

Lema 2.3. [15] Corolario 5.8.1, p. 169] Sea X un espacio. La funcién ¢ : CL(X)"™ —
CL(X) dada por p(Er,...,E,) =, E; es continua.

Lema 2.4. [11], Corolario 1.8.7, p. 61] Sean X un espacio y n € N. La funcion
v: X" — Fo(X) dada por v(zy,...,x,) = {x1,...,2,} €s continua y suprayectiva.

Los siguientes dos resultados se siguen inmediatamente del lema

Corolario 2.5. Si X es un espacio conexo y n € N, entonces X" también es
conexo. Asi, F,,(X) es conexo.

Corolario 2.6. Sin € N y Y es un espacio conexo por trayectorias, entonces
Y™ lo es también; asi, F,,(Y) es conexo por trayectorias para cada n € N. En
consecuencia, F(Y') es conexo por trayectorias.

3. Conexidad

En esta seccion veremos que el comportamiento del hiperespacio S.(X) con
respecto a la conexidad es bastante agradable. Més precisamente, probaremos que
la conexidad de un espacio X es equivalente a la de S.(X) cuando este ultimo es
no vacio. En las siguientes secciones veremos que éste no necesariamente es el caso
de otras propiedades relacionadas con la conexidad.

Lema 3.1. Sea X un espacio conexo y supongamos que P,Q € S.(X) son tales

que P C Q y Q\ P es finito. Entonces P y @ pertenecen a la misma componente
de S.(X).

DEMOSTRACION:  Sea n = |@Q \ P| y tomemos ¢ : F,(X) — S.(X) dada por
w(A) = P U A para cada A € F,(X). Del Corolario sabemos que F,(X) es
conexo. Por el lema [2.3] sabemos que ¢ es una funciéon continua. Para terminar,
note que P y @ pertenecen a la imagen de . O

Teorema 3.2. Si X es un espacio conexo, entonces S¢(X) también lo es.

DEMOSTRACION:  Sean Si,S> € S.(X) y denotemos por C a la componente de
S.(X) que contiene a S;. Supongamos que {z; : i < w}y {y; : i < w} son
enumeraciones adecuadas de S; y Ss, respectivamente.

Para cada k < w sean P, = S1\{z; : i <k} y Qr = P, U{y; : ¢ < k}. Del
lema [3.1] deducimos que Py y Qj pertenecen a C.

Ahora, el hecho de que la sucesion (Qx )<, converge a S = Sy U {z,} implica
que S3 € €y asi, del lema concluimos que S, € €. O

Teorema 3.3. Si X es un espacio para el cual S.(X) es no vacio y conezo, entonces
X también es conezo.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio tal que S.(X) es no vacio y conexo. Para
probar la conexidad de X, sean U,V € 7x tales que X =U UV yUNV = (. Sea
S € 5.(X) y tomemos a = lim S. Entonces a € U 0 a € V. Podemos suponer que
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a € U. Mostraremos que V = (). Note que U} y V.~ son subconjuntos abiertos y
ajenos de S.(X) cuya union es S.(X). Por la conexidad de S.(X), obtenemos que
Ulr =00V, =0. Observe que S\ U es finito y asi SNU € UF. Luego, deducimos
que V- = (). Si existiera un punto x en V, tendriamos que S U {z} € V", lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto, V = () y X es conexo. O

Tomando un espacio discreto con mas de un punto, se muestra facilmente que
la hipétesis de que S.(X) # 0 del teorema anterior es esencial.

4. Conexidad local

En esta secciéon probaremos que la conexidad local de un espacio X esta muy
relacionada con la conexidad local de su hiperespacio S.(X). Para ello, recordemos
que un espacio X es localmente conero en un punto p si X tiene una base local en
p cuyos elementos son conexos. El espacio X es localmente conezo silo es en cada
uno de sus puntos.

Teorema 4.1. Si X es un espacio localmente conexo, entonces S.(X) también lo
es.

DEMOSTRACION: Sea B una base para X cuyos elementos son conexos. No es
dificil probar que {(U) : U € [B]<“} es una base para K (X); asi, bastara probar
que cada elemento de {{(U). : U € [B]<“} es conexo.

Tomemos U € [B]<¥. Para cada U € U sea Qu = {S € (W), : limS €
U} Ademss, si Qu # 0, sea oy : Sc(U) X [y ey qury (V) = Qu dada por
(S, (Wv)veu(vy) = SUUy ey Wy Se puede probar que ¢y es suprayectiva.
Asi, por el lema[2:3] el Teorema[3.2]y el Corolario[2.5] deducimos que Qs es conexo.

Observemos que (U). = Jyey Qu- Para probar que (U). es conexo basta
probar que si U,V € U son tales que Qu # 0 # Qv, entonces Qy N Qu # 0.
Fijemos Sy € Qv y S € S.(U). Sean {z,, : n < w} y {yn : n < w} enumeraciones
adecuadas de Sy NV y de S, respectivamente. Para cada k € w definamos P, =
{yn :n>k}U(Sy \V)U{z, : n < k}. Entonces Py € Qu para cada k € w. Como
kli_}n;o Py = Sy U{yw}, concluimos que Sy U {y,} € Qv N Qu. O

Lema 4.2. Sea X un espacio. Si G es un subconjunto abierto de S.(X), entonces
UG es un subconjunto abierto de X.

DEMOSTRACION: Sean z € (JGy S € G tal que z € S. Como G es abierto en
S.(X), existe U € [rx]|<¥ tal que S € (U). C G. Notemos que para cada z € JU
se tiene que SU {z} € (U). C Gy asi, z € [JG. En otras palabras, |JU C |JG.
Luego, JUerx yx € S CJU C |JG. Por lo tanto, | JG es abierto en X. O

Teorema 4.3. Sean X un espacio yx € X. Si S.(X) es localmente conezxo y existe
So € Se(X) tal que x # lim Sy, entonces X es localmente conezo en x.

DEMOSTRACION:  Supongamos que X no es localmente conexo en x. Entonces
existe un subconjunto abierto W tal que z € W, pero no existe ninguna vecindad
abierta y conexa de x que esté contenida en W. Tomemos dos subconjuntos abiertos
y ajenos V, y V, tales que x € V, CW 'y So\ {z} CV.

Sea G un subconjunto abierto de S.(X) tal que Sy U {z} € G C ({V,,V})..
Mostraremos que G no es conexo. Por el lema sabemos que |JG es un sub-
conjunto abierto de X y asi, V,, N|JG es una vecindad abierta de x la cual, por
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hipétesis, no es conexa. Sean Wi y W, dos subconjuntos abiertos, ajenos y no
vacios cuya unién es V, N JG. Supondremos que x € Wj. Sean

0, = Gﬂ<{V,W1}>C y (o2} :GQ(WQ)C_

Notemos que estos son dos subconjuntos abiertos de G con Sy U {z} € O;. Mas
atn, si y € Wa, entonces y € |G i.e., existe S’ € G tal que y € S’. Luego, S’ € Os.
Ahora, para cada S € G observe que S € Oy siysélosi ) # SNV, C Wy. Asi
deducimos que O; y Oy son ajenos y su union es igual a G. En otras palabras, G
no es conexo. Por lo tanto S.(X) no es localmente conexo en So U {z}. O

Para cada espacio X definimos Lx = {lim S : S € S.(X)}.

Corolario 4.4. Sea X un espacio tal que |Lx| > 2. Entonces S.(X) es localmente
conexo si y solo si X lo es.

5. Conexidad por trayectorias

En esta seccion abordaremos el comportamiento de la conexidad por trayecto-
rias del hiperespacio S.(X). Veremos que si S.(X) es conexo por trayectorias y no
vacio, entonces X también es conexo por trayectorias. No obstante, la conexidad
por trayectorias de un espacio X no implica que S.(X) comparta dicha propiedad,
ni siquiera pidiendo que X tenga una estructura tan agradable como la de los
dendroides (definimos a estos tltimos antes del Ejemplo .

Observacién. Si X es un espacio tal que |X| = ¢, entonces |S.(X)| < ¢ =c¢. En
particular, S.(X) tiene a lo mas ¢ componentes por trayectorias.

Usando la prueba de [3] Teorema 3.2] se puede probar el siguiente resultado.

Lema 5.1. Sea X un espacio. Si «: I — S.(X) es una trayectoria, entonces para
cada p € «(0) ewiste una trayectoria B : I — X tal que B(t) € a(t), cada vez que
tel, yp0)=np.

Teorema 5.2. Sea X un espacio. Si S.(X) es no vacio y conezxo por trayectorias,
entonces X también lo es

DEMOSTRACION:  Sean Sy € So(X) y w € Sy \ {limSy}. Entonces existe una
trayectoria o : I — S.(X) tal que a(0) = Sp y a(l) = S; = Sp \ {w}. Luego,
por el lema existe una trayectoria 8 : I — X tal que 8(0) = w y B(1) € Si.
En particular, 8(1) # w. Asi, la componente por trayectorias K de w en X es no
degenerada.

Sean Sy € S.(K) y p € X. Tomemos S3 = Sz U {p} € S.(X). Por hipotesis
existe una trayectoria en S.(X) de S3 a S;. Entonces por el lema existe una
trayectoria v : I — X tal que y(0) =py (1) € S2 C K. Esto muestra que p € K
y, por lo tanto, X es conexo por trayectorias. (Il

Recordemos que un dendroide es un continuo arcoconexo tal que cada par de
subcontinuos de X tiene interseccién conexa.

Ejemplo 5.3. Un dendroide X tal que S.(X) no es conezxo por trayectorias.

Para cada n € N sea L,, el segmento en R? que une los puntos (0, %) y (1,0).
Definamos A = (U, ey Ln ¥ A={—z:z€ A}. Sea X = clp2(AU A) y observemos

que X es un dendroide. Denotaremos al punto (0,0) como y.
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Definamos Sy = {(0,2) : m € N} U{(0,—%) : m € N} U {y} y tomemos
S1 € AF. Mostraremos que no existe una trayectoria en S.(X) que una a So y a 5.
Supongamos que existe una trayectoria o : I — S.(X) tal que a(0) = Sp y (1) =
;. Consideremos el conjunto T = {t € I : |a(t) N A| = w = |a(t) N A|} y hagamos
s =supT. Probaremos que y € «a(s). Sea (t,)nen una sucesion de elementos de T
que converge a s. Por la continuidad de «, tenemos que a(s) = nhﬁn;o a(ty,). Para

cada n € N, observemos que y = lim «(t,,), en particular y € «(t,). Asi inferimos
que y € a(s). Sea U € €(X) tal que «a(s) € (U), y, ademas, si U es el elemento
de U que contiene a y, supongamos que (—1,0),(1,0) ¢ U. Elegimos t; € T y
to € I\ T tales que a[[t1,t2]] € (U),. Como t ¢ T, supondremos sin pérdida de
generalidad que a(t2) N A es finito. Mas atin , como ¢; € T, entonces y = lim av(t;)
y a(t) N A interseca una cantidad infinita de componentes por trayectorias de U.
Como a(t) N A es finito, existe una componente por trayectorias K de U tal que
Kna(t)NA#0y KNa(ty) =0. Sea p € KNa(t;)NA. Aplicando el lemaa
las sucesiones a(t1) y a(ts), existe una trayectoria 3 : [t1, 2] — Ja[[t1, t2]] tal que
B(t1) = py B(t2) € a(tz). Como B[[t1,t2]] € Uallt1,t2]] € UU y los elementos
de U son ajenos por pares, ﬂ[[tl,tg]] C K; asi f(t2) € K N a(te), lo cual es una
contradiccion.

6. Conexidad local por trayectorias

Como vimos en la Seccién 5, la conexidad por trayectorias de un espacio X no
es equivalente a la de su hiperespacio S.(X). En esta seccion veremos que éste si es
el caso de la conexidad local por trayectorias (que definimos a continuacion) para
espacios primero numerables. Lo que es atin més notable, es que el hecho de poseer
ambas propiedades al mismo tiempo si es equivalente para X y para S.(X), en una
clase suficientemente amplia de espacios (Corolario [6.13)).

Recordemos que un espacio X es localmente conexo por trayectorias en un
punto p si X tiene una base local de vecindades conexas por trayectorias (no nece-
sariamente abiertas) en p. El espacio X es localmente conexo por trayectorias si lo
es en cada uno de sus puntos.

A continuacion presentamos un lema que seré la herramienta fundamental en
la prueba del Corolario

Lema 6.1. Sea X un espacio conezxo por trayectorias, sea y, € X y supongamos
que {V,, : n € N} es una base local numerable en y,, con V4 = X. Para cada n € N
supondremos que V,,+1 C V,, y denotaremos por C,, a la componente por trayectorias
de V,, que contiene a y,,. Sean {y, :n € (w+ 1)\ {0}} y {an :n € (w+ 1)\ {0}}
enumeraciones adecuadas de dos sucesiones Sy y Sy, respectivamente, tales que
ZTw = Yw- Ademds, supongamos que

(*) para cada n € N existe m,, € N tal que y,., x, € Cy, para todo r > m,,.
Entonces existe una trayectoria en S.(X) de S, a Sy.

DEMOSTRACION: Para cada n € N sea M(n) = max{k € N : z,,y, € Ci},

entonces existe una trayectoria a, : [ﬁ_l, L1 Vi tal que a"(%—&-l) =Yn y

an(%) = x,. Notemos que M (n) tiende a infinito cuando n tiende a infinito.
n

Para cada n € N definimos g, : [35, +] = Sc(X) como

gn(t) ={2m m>n+1}U{an(®)} U{ym : 1 <m < n}.
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Observemos que g, estd bien definida y continua. Ademaés observemos que

1 1
In 1 ={zm - m>2n+1}U{yn:1<m<n} =gn ——

Definimos ahora v : [0,1] — S.(X) como

() = gn(t), si t € [37, 5] para alguna n € N;
=Y yninew+1)\{0}}, si t=0.

Notemos que v(0) = Sy y v(1) = ¢1(1) = S,.
Se sigue que v esta bien definida, y usando el lema del Pegado (|16, Teorema 7.3,
p. 108]) se puede probar que es continua en (0,1]. Para ver que v es continua en
t = 0, tomemos una familia celular finita W tal que S, = v(0) € (W).. Sea W € W
tal que y, € W y tomemos N € N tal que Vy,y) € W cada vez que n > N.
Observemos que z,,,yn € Vasn)y € W para todo n > N. Entonces, si t € [0, L)
se puede probar que y(t) € (W), y, asi, v es una trayectoria en S.(X) de S, a S,.
O

Corolario 6.2. Sea X un espacio conezo por trayectorias y sea p € X. Supongamos
que X es primero numerable en p. Si X es localmente conexo por trayectorias en
pysiR,SeSAX) son tales que R — p y S — p, entonces eziste una trayectoria
en S.(X) de R a S.

Nuestro objetivo ahora es estudiar la conexidad local por trayectorias del hiperes-
pacio S.(X). Comencemos con un lema un poco técnico.

Lema 6.3. Sea U una familia celular finita de un espacio X. Para cada U € U
definimos Qu = {S € (U), : lim S € U}. Sean U,V € U tales que tanto U como
V' contienen arcos Ay y Ay, respectivamente. Si x, € Ay y yo € Ay, entonces
existe una trayectoria v : [0,1] = Qu U Qv tal que lim~(0) = z,, y lim~(¢) = y.
para cada t € (0,1]. En particular, v(0) € Qu y 7((0, 1]) CQy.

DEMOSTRACION: Sea S € S.(Ay) tal que lim S = x,, y tomemos una enumeracion
adecuada de S, digamos S = {z, : n € w+ 1}. Para cada n € N denotemos
por T,ZT,+1 el subarco de Ay cuyos puntos extremos son T, y Tn4+i1. lomemos
una trayectoria a, : [n%_l, 1) zomn g tal que o (1) = 2, y an(%ﬂ) = Tpy1.
Similarmente, tomemos {y, : n € w+1} € S.(Ay) y para cada n € w denotemos por
UnUnt1 el subarco de Ay cuyos puntos extremos son ¥, v Yn+1. Ademéas tomemos
una trayectoria f,, : [n%q» + = Ynlnia tal que Bn(£) = yn y 5n(%+1) = Ynt1-

Para cada W € U\ {U,V} fijemos un punto zy € Wy sea Z = {zw : W €
U\ {U, V}}. Definamos v : [0,1] = Qu U Qy como

{2m :m < n}U{an(t)}
() = U{ym i m>n+1}U{B.()}UZ, si te [, L]
{zm imew+1}U{p}UZ, si t=0.

Entonces v esta bien definida y usando el lema del Pegado ([16, Teorema 7.3,
p. 108]) y el lema se puede probar que es continua en (0,1]. Para ver que 7
es continua en ¢ = 0, tomemos una familia celular finita W tal que {z,, : m €
w+ 1} U{y,}UZ € (W).. Sean Wy, W7 € W tales que z,, € Wy y y., € Wh; por
otro lado, tomemos N € N tal que U~y TnZnti € Wo ¥y U,,> N Un¥nt1 © Wi.
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Entonces, si t € [0, %) se puede probar que v(t) € (W), y, asi, 7 es continua.
Finalmente, notemos que limv(0) = z,, y lim~(¢) = y., para cada t € (0, 1]. O

Antes de ver nuestro siguiente teorema necesitamos recordar un resultado cono-
cido.

Teorema 6.4. [18, Corolario 31.6, p. 222] Un espacio Ty es conexo por trayectorias
st y solo si es arcoconezo.

Teorema 6.5. Sea X un espacio y supongamos que U es una familia celular finita
cuyos elementos son conexos por trayectorias. Sean x,y € X tales que X es primero
numerable y localmente conexo por trayectorias tanto en x como en y. Si Sz, Sy €
(U)e son tales que lim S, = x y lim Sy =y, entonces existe una trayectoria en (U).
de Sy a Sy.

DEMOSTRACION: Sean U,,U, € U tales que x € U, y y € U,. Consideramos dos
Casos.

Caso 1. U, =U,,.

Sea U € U\ {U,}. En este caso la celularidad de U implica que tanto S, N U
como S, NU pertenecen a F(U). Asi, por el Corolario podemos tomar una
trayectoria ¢y : [0,1] — F(U) tal que ¢y (0) =S, NU y puy(1) =S, NU.

Notemos que S, N U, € S.(U,). Sea A C U, un arco que contiene a x y a y
(Teorema y sean A,, A, € Sc(A) tales que im A, = z y lim A, = y. Gracias
al Corolario la sucesiones S, N U, y A, se pueden unir con una trayectoria en
Sc(Ug). Similarmente, S, NU, y A, se pueden unir con una trayectoria en S.(Uy).
Ademas, por [2, Corolario 1.5], A, y A, se pueden unir con una trayectoria en
Sc(A) € S.(Uy). Luego, existe una trayectoria ¢y, : [0,1] — S.(U;) tal que
v, (0) =S, NU; y ¢u, (1) = Sy NU,. Finalmente definamos « : [0,1] — (U).
como a(t) = J{pu(t) : U € U}. El lema 2.3 garantiza que o es una trayectoria en
(W) que une S, y Sy.

Caso 2. U, #U,.

Usando el Teorema[6.4]y el lemal[6.3] se puede probar que existe una trayectoria
v :[0,1] = (U). tal que lim~(0) = =z € U, y lim~(1) = y € U,. Por el Caso 1
existen dos trayectorias en (U)., una de S, a y(0) y la otra de S, a y(1). O

Recordemos que un espacio X es fuertemente localmente conezxo por trayectorias
en p si X tiene una base local en p cuyos elementos son conexos por trayectorias
(y abiertos). El espacio X es fuertemente localmente conexo por trayectorias si lo
es en cada uno de sus puntos.

El siguiente lema es un ejercicio sencillo de los primeros cursos de topologia y
omitiremos su prueba.

Lema 6.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para un espacio X :

(i) X es fuertemente localmente conexo por trayectorias;
(1) X es localmente conexo por trayectorias;
(i5i) si U es un subconjunto abierto de X y K es una componente por trayec-
torias de U, entonces K es abierta en X.

Corolario 6.7. Sea X un espacio primero numerable. Si X es localmente conezxo
por trayectorias, entonces S.(X) también lo es.
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DEMOSTRACION: Sean S € S.(X) y U una familia celular finita tal que S € (U).;
como X es localmente conexo por trayectorias, por el lema [6.6] podemos suponer
que los elementos de U son conexos por trayectorias. Aplicando el Teorema [6.5
obtenemos que (U). es conexo por trayectorias. O

Corolario 6.8. Sea X un espacio primero numerable. Si X es conezo por trayecto-
rias y localmente conexo por trayectorias, entonces S.(X) es conezxo por trayectorias
y localmente conexo por trayectorias.

DEMOSTRACION: Apliquemos el Teorema [6.5a U = {X} para obtener que S.(X)
es conexo por trayectorias. O

Como los continuos localmente conexos son conexos por trayectorias y local-
mente conexos por trayectorias, obtenemos directamente el siguiente resultado.

Corolario 6.9. Si X es un continuo localmente conexo, entonces S.(X) es conezxo
por trayectorias y localmente conexo por trayectorias.

Lema 6.10. Sea X un espacio. Si S.(X) es localmente conexo por trayectorias en
algin elemento, entonces X contiene un arco.

DEMOSTRACION: Por hipoétesis existe una vecindad conexa por trayectorias V de
S para alguna S € S.(X); asi podemos tomar una familia celular finita W tal que
S e (W), CV. Sean p=1im S y W el elemento de W que contiene a p. Tomemos
z € (SNW)\ {p} y definamos R = S\ {z}. Como S,R € (W), C V existe una
trayectoria « : [0,1] — V tal que a(0) = S y a(1) = R. Gracias al lema [5.1] existe
una trayectoria v : [0, 1] — X tal que v(0) = z y v(1) € R C X\ {z}. La conclusion
se sigue del Teorema [6.4] aplicado a +[[0, 1]]. O

Teorema 6.11. Sea X un espacio. Si S.(X) es no vacio y localmente conexo por
trayectorias, entonces X también lo es.

DEMOSTRACION: Fijemos ¢ € X y un subconjunto abierto W de X que contiene
a g. Como X contiene un arco (lema [6.10), podemos tomar S € S.(X) tal que
g € S\ {lim S}. Sean U; y Us subconjuntos abiertos y ajenos tales que ¢ € Uy C W
y S\ {q} C Us.

Como S € ({Uy,Us})., existe un subespacio conexo por trayectorias V tal que
S e [(V) €V C ({Uy,Us})e. Se sigue del lema que Uy N (U [(V)) es un
subconjunto abierto de X y que ¢ € Uy N (Y [(V)) CU N (UV) C W.

Basta probar que cada punto de U; N (|JV) se puede conectar con g por una
trayectoria contenida en Uy N (|JV). Para esto tomemos p € Uy N (|JV) y también
Sp € Vtal que p € S,. Ademaés, sea « : [0,1] — V una trayectoria tal que a(0) = S,
y a(l) = S. Gracias al lema existe una trayectoria v : [0,1] — (J([0,1]) tal
que ¥(0) = py 7(1) € S. Observe que 7([0,1]) € UV C Uy UU,. El hecho de
que Uy NU; = 0 y la conexidad de v([0,1]) implican que ~([0,1]) € Uy N (UV).
Finalmente, como (1) € SN U; entonces (1) = ¢g. Por lo tanto, Uy N (JV) es
conexo por trayectorias. U

Nuestras dos siguientes caracterizaciones son consecuencia del Corolario[6.7] el
Teorema [6.11], el Corolario y el Teorema [5.2

Corolario 6.12. Las siguientes condiciones son equivalentes para un espacio primero
numerable X con hiperespacio S.(X) no vacio:
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(i) X es localmente conexo por trayectorias;
(ii) S.(X) es localmente conexo por trayectorias.

Corolario 6.13. Las siguientes condiciones son equivalentes para un espacio primero
numerable X con hiperespacio S.(X) no vacio:

(i) X es conexo por trayectorias y localmente conezo por trayectorias;

(ii) S.(X) es conexo por trayectorias y localmente conexo por trayectorias.

7. Dimensién

Dedicamos esta ultima seccidén a hablar brevemente sobre la dimensiéon del
hiperespacio S.(X).

Lema 7.1. Sea X un espacio y supongamos que {L, : n € w} es una sucesidn de
elementos de K(X) que son ajenos por pares y que convergen a un singular {z,}.
Entonces [],,., Ln se puede encajar en S.(X).

new

DEMOSTRACION: Sea P =[], .., Ln y para cada n € w denotemos por 7, : P —
L, a la n-ésima proyeccién. Como los elementos de {L,, : n € w} son ajenos por
pares, la funcion g : P — S.(X) dada por ¢((yn)new) = {yn : 7 € w} U {x,} esta
bien definida y es inyectiva. A continuacion probaremos que g es continua. Para
ello tomemos (Y, )new € Py U € €(X) tales que g((yn)new) € (We. Sea U € U con
x, € Uy definamos A ={n €w: L, CU}. Paracadan € w\ A sea U, € U tal
que y, € U,. Sea V = HREW\A 7 YU, N Ly). Asi V es un subconjunto abierto de
Py (Yn)new € V. Ahora, si (zp)new € V, se sigue que g((2n)new) € |JU; ademas,
zn € 9((#n)new) NU, para cadan € w\ Ay z, € g((2n)new) NU, lo cual implica
que g((zn)new) € (W,. Por lo tanto g es continua y, como cada L, es compacto,
concluimos que g es un encaje. (I

Nuestro siguiente resultado se sigue de [6), Remark, p. 34].

Lema 7.2. Si {X1,...,X,} es una familia finita de espacios compactos y de di-
., . n
mension 1, entonces dim (Hi:l Xi) =n.

Lema 7.3. Todo espacio métrico compacto de dimension finita > 1 contiene un
continuo de dimension 1.

DEMOSTRACION: Procederemos por induccion. Si dim(X) = 1, entonces X tiene
una componente no degenerada (ver [6, D), p. 22]), la cual es un continuo de
dimensiéon 1. Ahora supongamos que el enunciado se cumple para los espacios
métricos compactos de dimensiéon k£ con 1 < k < n y sea X un espacio métrico
compacto de dimensién n + 1. Entonces existen p € X y una vecindad V de p
cuya frontera tiene dimension n; aplicando la hipotesis de induccion a tal frontera
obtenemos lo buscado. (]

Recordemos que un arco en un espacio X es un subespacio de X que es home-
omorfo al intervalo [0, 1].

Teorema 7.4. Dadas las siguientes condiciones para un espacio X :

(1) S.(X) contiene un cubo de Hilbert, i.e., una copia del producto [0,1]%.
(2) X contiene un arco.

(3) dim(X) # 0.

(4) dim(5,(X)) = oo.

(5) dim(K (X)) = oc.
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se tiene que (1) y (2) son equivalentes. Ademds, si X es compacto y métrico (y asi
métrico y separable) entonces (3), (4) y (5) son equivalentes.

DEMOSTRACION:  Supongamos que S.(X) contiene un cubo de Hilbert @ y sean
Sy y So dos elementos distintos de ). Podemos suponer que existe z € Sy \ So.
Tomemos una trayectoria a : [0,1] — Q de S; a Sz y usemos el lema para
obtener una trayectoria v : [0,1] — X de z a algin punto de S;. Como la imagen
de ~ tiene al menos dos puntos, entonces contiene un arco (ver Teorema [6.4]).

Note que si A es un arco en X, existe una sucesion de arcos ajenos por pares
{L, : n € w} C K(A) que converge a un unitario y asi, el lema garantiza la
condicion (1).

Para el resto de la prueba supondremos que X es métrico y compacto. Ademas,
para cada A C X, el simbolo diam(A) denotaré el didmetro de A en X.

Supongamos que se cumple (3). Como X es compacto, tiene una componente
no degenerada Y, la cual es un continuo. Sea S = {z, : n € w+ 1} € S.(Y)
y tomemos una familia celular {W,, : n € w} en el subespacio Y \ {z,} con las
siguientes propiedades:

SNW, ={z,} paracadan cw y li_>m diam(W,,) = 0.

Gracias a [17), Corolario 5.5], para cada n € w existe un continuo no degenerado
K, tal que x,, € K,, CW,,. Asi, el lemaimplica que [ K, se puede encajar
en S.(X).

Si K, tiene dimensién infinita para alguna m € w, obtenemos inmediatamente
la condicion (4); asi podemos suponer que cada K, tiene dimensién 1 para cada
n € w (lema[7.3). En este caso la condicion (4) se sigue usando el lema Por
otro lado, como S.(X) C K(X) obtenemos que (4) implica (5). Finalmente, se sabe
que si X tiene dimension cero, entonces K (X) también ([I5] 4.13.1]); por lo tanto
(5) implica (3). O

new
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1. Introduccién y preliminares

En la primera década de los anos 2000, Tkachuk, Wilson y van Mill introdujeron
las nociones de clases definidas por estrellas y asignaciones de vecindades, para una
propiedad topologica P, y fueron nombradas clase estrella-P y clase dual-P. Casi a
la par de la publicacion del trabajo [9], Alas, Tkachuk y Wilson en [2], introducen
la nocién de clase dual débil para una propiedad topolégica P, nombrada clase dual
débil-P. Si bien algunas nociones ya se habian estudiado antes de los ands 2000,
con los trabajos antes mencionados se detoné el estudio de estas clases de espacios.
Actualmente diversos autores se han dado a la tarea de obtener resultados para
propiedades topologicas especificas como la propiedad finito, numerable, compacto
y Lindel6f por citar algunas.

En este trabajo, como primer punto, haremos una exposicién unificada (y
genérica) de las clases comentadas previamente y otras que se han desprendido
naturalmente de esas clases. Para continuar, haremos un breve anélisis sobre la
propiedad finito.

A continuacién daremos algunas notaciones y definiciones. Es importante co-
mentar que lo referente a Topologia, tiene por fuente a [3].

Dados un conjunto F y un cardinal s, denotamos con P(F) al conjunto potencia
de F; i.e. al conjunto de todos los subconjuntos de E. Con [E]SK denotamos a la
coleccién de todos los subconjuntos de E con cardinalidad < x; similarmente se
definen [E]~" y [E]".

Denotamos con w al primer ordinal y cardinal numerable y con w; denotamos
al primer ordinal y cardinal no numerable.

Definiciéon 1.1. Dados A un subconjunto de un espacio topoldgico X y U una
familia de subconjuntos de X, la estrella de A respecto de U, denotada St(A,U), es
el conjunto | {U e UW: UNA#D}.

105
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Usualmente, si A = {z}, para algin « € X, se escribe St(z,U), en lugar de
St({z},U).

Ejemplo 1.2. Consideremos el espacio (R, 7); donde, T es la topologia usual para

R.
(1) Tomemos U = {R} y A=10,1], entonces St(A,U) = J{UeU:UNA#
0} =R.
(2) Sean U = {(n,n+1) :n € N}, A =[-2,-1), 2 =1/3y B=0Q, el

conjunto de los nimeros racionales. Puesto que para cualquier n € N,
AN (n,n+1) = 0, tenemos que St(A,U) = (. Ahora, es claro que
1/3 € (1,2) y para cualquier n € N, conn > 2, (1,2) N (n,n+1) = 0;
luego, St(A,U) = (1,2). Finalmente, notemos que para cualquier n € N,
(n,n+1)NQ # 0; luego, St(B,U) = J{(n,n+1) : n € N}.

Sean (X, 7) un espacio topolégico, z € X y A, U C X.

(1) U es una vecindad de x six € U € 7.

(2) Empleamos clx(A) o A para denotar a la clausura de A en X (i.e al
conjunto de los = en X, tales que para toda vecindad, U, de x se tiene
que UNA#0).

(3) La #-clausura de A, denotada clp(A) es el conjunto de los x € X, tales
que para toda vecindad, U, de z, se tiene que clx (U) N A # 0).

Sean U y V familias de subconjuntos abiertos de X. Diremos que:

(1) U es cubierta abierta para X, si JU = X.
(2) V es subcubierta, siVC Uy V= X.

Definicién 1.3. Se dice que un espacio topoldgico, (X, T), es:
(1) Compacto si toda cubierta abierta de X, admite una subcubierta finita.
(2) Numerablemente compacto si toda cubierta abierta numerable de X, ad-
mite una subcubierta finita.
(8) Lindeldf, si toda cubierta abierta de X, admite una subcubierta numerable.

Entendemos por propiedad topoldgica a una propiedad, P, para la cual ocurre
que siempre que un espacio topolégico X satisface P, entonces cualquier espacio
homeomorfo a él cumple P. Cualquier propiedad topolégica, P, determina la clase
de todos los espacios con la propiedad P, la cual denotamos [P]. De aqui, X € [P]
si y solo si X satisface P.

Definicién 1.4. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que un operador ¢ : P(X) —
P(X) es operador cerradura si c satisface las condiciones siguientes:

(1) A C c(A), para cualquier A € P(X),

(2) para cualesquiera A, B € P(X), si A C B, entonces c¢(A) C ¢(B).

Entre otros, ¢ = Id, ¢ = () o ¢ = clg, son operadores cerradura.

Un subconjunto D de X se dice que es discreto si para todo p € D, existe un
conjunto abierto U de X tal que U N D = {p}.

2. Esquemas de clases

Iniciamos nuestro estudio con la nocién de asignaciéon de vecindades.
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Definicién 2.1. ([8]) Una asignacion de vecindades en un espacio topolégico (X, 7)
es una funcién ¢ : X — 7, tal que para cada x € X, x € ¢(x).

Sea X un espacio topolégico. Notemos que toda cubierta abierta de X induce
una asignacion de vecindades. En efecto, sea U una cubierta abierta de X. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que U = {U, : a € k}, para algin cardinal
k. Observemos que si € X, entonces el conjunto {a € k : € U,} no es vacio,
ya que U es cubierta de X; luego, podemos tomar o, = min{a € k : z € U,}.
Puesto que «, es un minimo, tenemos que o, es unico. De aqui que si definimos,
para cada z € X, ¢(z) = U,,, entonces ¢ es una asignacion de vecindades. En lo
sucesivo, llamaremos asignacién natural a la asignacién inducida por una cubierta
dada.

Ejemplo 2.2. Consideremos el espacio (R, 7); donde, T es la topologia usual para
el conjunto de los nimeros reales, R.

(1) Claramente la funcion, definida, para cada © € X, como ¢(z) = R, es
una asignacion de vecindades.

(2) La funcién definida, para cada x € X, como ¢(x) = (x —1/2,2 + 1/2),
también es una asignacion de vecindades.

(8) Sipara cada x € R, definimos ¢(x) = 0, entonces ¢, no es una asignacion
de vecindades, pues tenemos que 1 & ¢(1) = 0.

Ahora estamos en posibilidad de definir las clases o esquemas de clases con las
que trabajaremos en esta secciéon.

Definicién 2.3. Sean P una propiedad topoldgica y ¢ un operador cerradura.

(1) La clase c-dual de P, respecto de asignacion de vecindades, denotada
[P]e, consiste de aquellos espacios X que tienen la propiedad de que dada
cualquier asignacion de vecindades, ¢, existeY C X tal que X = c¢(|J{o(y) :
yeY} yY [P

(2) La clase c-estrella-P de P, denotada 8.(P), consiste de aquellos espacios
X que tienen la propiedad de que para cualquier cubierta abierta, U, de
X, emiste Y C X tal que X = c¢(St(Y,U)) y Y € [P].

Mientras no se diga lo contrario, en lo sucesivo las ocurrencias de P se in-
terpretan como P es una propiedad topoldgica y las de ¢ como ¢ es un operador
cerradura.

Ejemplo 2.4. (1) Para ¢ = Id, tenemos que [P]. = [P]*; donde [P]* es la
clase de aquellos espacios X con la propiedad de que dada cualquier asig-
nacion de vecindades, ¢, eriste Y C X tal que X = J{o(y) :y €Y} y
Y € [P]. La clase [P]* fue nombrada por los autores de [9], como clase
dual de P.

(2) Para c= (), [Ple = [P]'; donde la clase [P] se compone de los espacios X
para los que dada cualquier asignacion de vecindades, ¢, existe Y C X tal
que X = cx(U{oy) :y € Y}) y Y € [P]. La clase [P]' es llamada por
los autores de 2], como clase dual débil de P.

A continuacion presentamos un par de ejemplos referentes a las estrellas.

Ejemplo 2.5. (1) (19]) Para ¢ = Id, 8.(P) es la clase estrella-P, la cual se
conforma de los espacios X para los que dada cualquier cubierta abierta,
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U, de X, existe Y C X tal que X = St(Y,U) y Y € [P]. En adelante,
8*(P), denotaremos a esta clase de espacios.

(2) (1) Para c = (), S.(P) es la clase estrella-P débil, a la cual denotaremos
8'(P). Esta clase consistente de los espacios X tales que para cualquier
cubierta abierta, U, de X, existe Y C X tal que X = clx(St(Y,U)) y
Y € [P]. Usaremos 8'(P), para denotar a esta clase de espacios.

Es natural preguntarse la relacion que guardan las clases de espacios definidas
previamente. La proposicién siguiente da una respuesta genérica.

Lema 2.6. Para cualquiera P y c, [P] C [P]. C S.(P).

DEMOSTRACION: La primera contencion es inmediata. Asi, solo demostraremos la
segunda.

Sean X € [P,y U= {U, : @ € v} una cubierta abierta de X. Consideremos
la asignaciéon natural ¢. Dado que X € [P, existe Y C X da tal forma que
X =c(U{oly) :y € Y}) yY € [P]. Observemos que para cada y € Y, se tiene
que ¢(y) C St(Y,U); luego, U{o(y) : y € Y} C St(Y,U) y como ¢ es operador
cerradura, X = c¢((J{é(y) : y € Y}) C ¢(St(Y,U)). Asi, X € 8.(P). O

Aqui tenemos otras interrogantes.

PROBLEMA 2.7. Supongamos que P una propiedad topoldgica.

(1) ;Cudl es la clase c-dual de P, [P].?
(2) ;Quién es la clase c-estrella-P de P, S.(P)?
(8) ¢Son propias las contenciones que se establecen en la Proposicion ?

La proposicién siguiente establece la relacién que guardan las clases inducidas
por los operadores cerradura y 6-clausura.

Proposicion 2.8. Sea P una propiedad topoldgica. Entonces:

(1) [PV = [Flo-
(2) 8'(P) = 8p(P).

DEMOSTRACION: Es una consecuencia inmediata del hecho de que para cualquier
abierto, U, en un espacio topologico X, clx(U) = clo(U). O

Diremos que D C X es (P,¢)-denso, si ¢(D) = X y D € [P]. Evidentemente
tenemos que: Si X tiene un subconjunto (P, ¢)-denso, entonces X esta en las clases
[Ple v 8¢(P). En particular, si c es el operador cerradura, entonces

(1) X esta en las clases [P]* y 8'(P).

(2) Si P eslapropiedad de separabilidad y c es el operador clausura; i.e. ¢ = 6,
entonces si X tiene un (P, ¢)-denso, entonces X, esta en las clases [NUM]*
y 8'(NUM); donde NUM denota a la propiedad de ser numerable. En
efecto, sea ¢ una asignacién de vecindades de X. Dado que X tiene un
subconjunto denso, D, el cual es separable, entonces existe Y € [D]<¥ tal
que Y es denso en D. Dado que Y, también es denso en X, tenemos que
cdx(U{e(y) : y € Y}) = X; luego, como Y es numerable, tenemos que
X € [NUM] (y por tanto X € 8'(NUM).

Para concluir esta secciéon debemos senalar que existen otras interrogantes,
digamos naturales, referentes a las clases vistas en la presente secciéon como la
productividad, la preservacién bajo funciones (con propiedades adicionales), etc.
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Ademas, es posible introducir otras clases al aplicar de manera diferente el operador
cerradura. Observe, por ejemplo que si ¢ = 6, generalmente no ocurre la igualdad
cdx(JU) = U{cx(U) : U € U}; donde U es una familia de subconjuntos del espacio
X. De modo que, en el caso de la Definicion 2.3}1, podriamos poner (J{clx (¢(y)) :
y € Y} = X, en lugar de clx(U{o(y) : y € Y}) = X. Este cambio podria
generar (en algunos casos) clases distintas. En el trabajo [13] se puede ver para la
la propiedad de ser numerable, el cambio de posicion del operador ¢ = 6, genera
clases distintas.

3. La propiedad FIN: sus clases

En la presente seccién haremos un anélisis profundo sobre las relaciones entre
las clases definidas para la propiedad “ser finito” a la cual denotaremos FIN y
los operadores ¢ = Id y ¢ = 6 En otras palabras, trabajaremos con las clases
siguientes: [FIN], [FIN]*, [FIN]),8*(FIN)y 8 (FIN). Notemos que X € [FIN],
entonces X es un conjunto finito.

Inicamos con un resultado que se desprende del Lema 2.6.

Teorema 3.1. Las contenciones siguientes se satisfacen:
(1) [FIN]) C [FIN]* C8*(FIN) C8(FIN).
(2) [FIN]) C [FIN]* C [FIN]) C8(FIN).

Para continuar mostraremos que las contenciones en el teorema previo son
propias. Antes daremos unos resultados de caracter auxiliar.

Diremos que un espacio, X, es c-cerrado si para toda cubierta abierta, U, de
X existe V € [U]<¥ tal que X = ¢(|JV). Observemos, por ejemplo, que:

(i) Si c es el operador identidad, entonces un espacio X es c-cerrado si y solo
si X es compacto.

(#4) Si c es la clausura topologica (¢ = 6), entonces X es un espacio c-cerrado
si y solo si X es un espacio H-cerrado (vea [4]).

La siguiente proposiciéon podria plantearse de una forma mas general (igual que
la nocién de espacio c-cerrado); sin embargo trabajaremos el caso finito.

Proposicion 3.2. [FIN]. = [c-cerrado.

DEMOSTRACION: Veamos primeramente que [FIN]. C [c-cerrado]. Sean X €
[FIN]. y U una cubierta abierta de X. Consideremos la asignacién natural ¢.
Como X € [FIN]., existe Y € [X]<“ tal que ¢(|J{é(y) : y € X}) = X. Claramente
V={éy) :y e Xtestal que Ve [U¥Wyecl{V :V e€V}) = X. Asi,
X € [e-cerrado],.

Para verificar que se cumple la contencién [c-cerrado]. C [FIN]., sean X €
[c-cerrado]. y ¢ una asignacién para X. Puesto que U = {p(z) : = € X} es

cubierta abierta de X, existe Y € [X]<* tal que c¢(U{p(y) : y € X}) = X; luego
X € [FIN].. O

Un par de casos particulares de la proposiciéon anterior.

Corolario 3.3. ([9]) Para ¢ = Id. [FIN]. = [FIN]* = [compacto).

Corolario 3.4. (|2]) Para ¢ = (). [FIN]. = [FIN) = [H-cerrado).
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A continuacién daremos ejemplos para ilustrar que las contenciones dadas en
el Teorema [3.1] son propias.

Ejemplo 3.5. [FIN]*\[FIN] # 0.

Sea X =[0,1] con la topologia de sub-espacio de R. Como X es compacto ten-
emos que, por el Corolario X € [FIN]*; luego, como X no es finito, concluimos
que X € [FIN]*\[FIN].

El ejemplo siguiente muestra que 8*(FIN)\[FIN]* # ().

Ejemplo 3.6. Sea X = w; con la topologia del orden usual.

(1) X no estdé en [FIN]*. Considere la asignacion p(a) = [0, + 1), para
cada o € wy. Ahora, si Y € [w1]<¥, entonces, existe « € wy tal que
a> B +1, para todo B €Y. Claramente o & | J{p(B8): B € Y}.

(2) X es estrella finito. En efecto, supongamos que no es asi, entonces existe
una cubierta abierta U, tal que para cualquier Y € [X]<¥, X\St(Y,U) #
(. Vamos a construir, recursivamente, una sucesion {x, :n € w} tal que
para cada n > 1, se cumple que x, € X\St({xo, ..., xn_1},U). Denotemos
Y al conjunto {x,, : n € w}. Para cada x € clx(Y), fijamos U, € U tal que
x € Uy. No es dificil verificar que la coleccion V = {St(z,,U) : n € w}
es una cubierta abierta numerable de clx(Y') el cual es numerablemente
compacto, debido a que X es numerablemente compacto (vea [3]) y esta
propiedad se hereda a cerrados. Sin embargo, V no admite subcubiertas
finitas para clx(Y). Asi, X es estrella finito.

El ejemplo siguiente muestra que la contencion 8*(FIN) C 8/(FIN) es propia.
Ejemplo 3.7. Eziste un espacio X € 8'(FIN)\8*(FIN).

DEMOSTRACION: Sea X = (8D x (w1 + 1))\((BD\D) x {w1}) el subespacio del
espacio producto D x (w1 +1); donde D = {d,, : @ € w1} es un espacio discreto de
cardinalidad wy y 8D es la compactacion de Stone Cech de D. Notemos que 3D Xw;
es un subconjunto denso y numerablemente compacto de X; luego, si U es una
cubierta abierta de X, entonces existe F' € [8D X w1|<* tal que SD x w; C St(F,U)
y por tanto X = clx (8D x wy) C clx (St(F,U)); es decir X = clx(St(F,U)). Por
lo tanto X € 8'(FIN).

Ahora veremos que X ¢ 8*(FIN). Tomemos, para cada « € wy, U, = {do} X
(ar,wr1]. Dejamos al lector la tarea de verificar que U = {U, : & € w1} U{BD X wy}
es una cubierta abierta de X. Ahora, si Y es un subconjunto finito de X, existe
ap € wi tal que para cualquier o > ag, (do,w1) € Y. Ademas, existe a1 € wq
tal que MY \ U{Us : @ < Bo}] N (a1,w1) = 0, donde 72 : D X wq — wy es el
mapeo proyeccion sobre la el segundo factor. Observemos que si a > max{ayg, a1},
entonces U, NY = (); luego, (dy,w1) ¢ St(Y,U), porque U, es el tnico elemento de
U que contiene a (d,,w:). Asi que X no es estrella finito. O

Ejemplo 3.8. Euziste un espacio X € [FIN]\S(FIN)*.
Consideremos a w con la topologia discreta y sea X = k(w) la extension de
Katetov de w. Entonces:

(1) X € [FIN]'. Esto se sigue del Corolario 3.5 junto con el hecho de que X
es H-cerrado (vea [T]).
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(2) X ¢ [FIN]*. En efecto, dado que k(w)\w es cerrado y discreto, entonces,
para cada x € k(w)\w, tomamos Uy, vecindad de x tal que U, N (k(w)\w) =
{z}. Ahora, para cada x € w, tomamos U, = {x} y hacemos U = {U, :

x € X}. Claramente U es una cubierta abierta de X, para la cual no
eriste Y € [X]<“ tal que St(Y,U) =

Observemos que [FIN]* C [FIN]; luego, el espacio X del Ejemplo es
testigo de que [FIN])'\[FIN] # 0.

Ejemplo 3.9. ([M]) Sea X = {0} U[1,00) topologizado de la siguiente manera.
Las vecindades de los puntos de [1,00) son las usuales de este conjunto visto como
subespacio de R y las vecindades de 0 tiene la forma siguiente: {0} U J{(k,k+1):
k >m y m € N}. Notemos que:
(1) Dado que [1,00) tiene la topologia de subespacio de R, tenemos que, N, el
conjunto de los nimeros naturales es cerrado y discreto en X; luego, X
no es compacto. De aqui que X & [FIN] (vea Corolario .
(2) X es H-cerrado. En efecto, sea U una cubierta abierta de X. Tomemos
Up € U de tal forma que 0 € Uy. Entonces existe mg € N tal que {0} U
Uk, k+1) : k> mo} C Up. Ahora, dado que el conjunto [1,mo] es
compacto en X y [1,mo] CUU, existe V € [U]<¥ tal que [1,mo] C V.
No es dificil verificar que clx(Uy UUV) = X. Asi que por el Corolario
X € [FIN].
(8) X € [FIN)\[FIN]*. Se sigue del Corolario [3.4

Ejemplo 3.10. Sea X = wy con la topologia del orden usual.

(1) X no estd en [FIN]. Considere la asignacion ¢(a) = [0, + 1), para
cada o € wy. Ahora, siY € [wy + 1]<¥, entonces, existe o € wy tal que
a>fB+1, para todo B €Y. Claramente o & clx ((U{#(B) : B € Y}).

(2) Hemos visto que X es estrella finito (vea Ejemplo [3.6) y por lo tanto X
es débilmente estrella finito.

De los ejemplos que hemos visto hasta ahora concluimos que las contenciones
dadas en el Teoremal3.1] para la propiedad FIN, son propias. El diagrama siguiente
ilustra este hecho.

[FIN]* AR S*IT\'-——+ S'(FIN)

N/

[FIN] —— [FIN]

Para concluir nuestro trabajo, mostraremos un par de resultados de los que se
obtienen la igualdad entre algunas de las clases vistas para la propiedad FIN.

Teorema 3.11. ([10]) Todo espacio paracompacto débilmente estrella finito es com-
pacto.
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DEMOSTRACION: Sea X un tal espacio y U una cubierta abierta de X. Puesto que
todo espacio Hausdorff paracompacto es regular, tenemos que para cada x € X
existe V,, vecindad de x tal que clx(V,) C U, para algain U € U. Claramente
V ={V, :x € X} es una cubierta abierta de X y dado que éste es paracompacto,
tenemos que existe, W, refinamiento abierto localmente finito para V. Ahora, como
W es cubierta abierta de X, existe F' € [X]|<“ tal que clx(St(F,W)) = X. Sea
Wo ={W e W: WnF #0}. Notemos que debido a que W es localmente finita
y F' es finito podemos concluir que Wy es finita. Finalmente, para cada W € Wy,
fijamos un elemento Uy, € U de tal manera que clx (W) C Uy y denotamos Uy a la
coleccion formada por los Uyy. Claramente Uy € [U]<“. Atn més, X = [JUp. En
efecto, notemos que St(F, W) C |JWy; luego, X = clx (St(F,W)) C U clx(Wy)),
pero como Wy es finito, tenemos que clx(|JWo) = JU{clx(W) : U € Wo} C U;
de donde X = J Uy y, por lo tanto, X es compacto. O

Corolario 3.12. Para un espacio Hausdorff paracompacto, X, las proposiciones
siguientes son equivalentes:

(1) X € [compacto).

(2) X € [FIN]*.

(8) X € [FINY.

(4) X € 8*(FIN).

(5) X € 8'(FIN).

Teorema 3.13. Un espacio casi-regular que es débilmente estrella finito es débil-
mente compacto.

DEMOSTRACION: Sea X un tal espacio y supongamos que X no es débilmente
compacto, entonces existe una familia (infinita) numerable, Uy = {U,, : n € w} de
abiertos no vacios en X, tal que Uy es localmente finita. Podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que los elementos de U son disjuntos dos a dos. Ahora
bien, puesto que X es casi-regular, para cada n € N, existe un abierto no vacio, V,,
tal que clx(V,,) C U,. Claramente la coleccion V = {V,, : n € N}, es una familia
localmente finita.

Como V es una familia discreta, tenemos que clx (|JV) = J{cix (V) : n € N}
(vea Theorem 1.1.11 en [3]), entonces U = Uy U {X\clx(lJV)} es una cuabierta
abierta de X; luego, existe F € [X]<“ tal que St(F,JU) = X.

Notemos que para cada n € N, U, N F # (. En efecto, sea x € U,, entonces
x € St(F,|JU), y dado que U, es el tnico elemento de U que contiene a x, tenemos
que U, N F # (, lo cual implica que F no es finito; lo cual es absurdo.

Por lo tanto, X es débilmente compacto. ([

Se dice que un espacio X es débilmente compacto, si toda familia de conjuntos
abiertos no vacios, U, localmente finita es finita. El lector interesado en esta clase
de espacios puede consultar el trabajo [6]. Denotaremos a la propiedad débilmente
compacto por DC.

Corolario 3.14. En la clase de los espacios casi requlares, las propiedades siguien-
tes son equivalentes.

(1) X € [DC].

(2) X € [DC]*.

(8) X € [DCY.
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1. Introduccién

Pasando por el estudio de curvas y superficies en un principio, luego a las va-
riedades algebraicas en general, para posteriormente llegar a la geometria algebraica
fundada en términos de esquemas y cohomologia, que requiere de bastantes técnicas
avanzadas del algebra conmutativa; no es de extranarse que la geometria algebraica
se haya convertido en una de las areas de las matematicas en la que brecha entre
las ideas intuitivas que forman su punto de inicio, y los conceptos y métodos que
se usan en la investigacion actual, sea enorme. A pesar de ello, la experiencia ha
convencido al especialista que la teoria de esquemas es el contexto en el cual los
problemas de la geometria algebraica son mejor aproximados y mejor entendidos.
El presente trabajo estad dedicado a la construcciéon de la dualidad que existe entre
los anillos conmutativos y los esquemas afines (lo que le da el nombre). Estos
ultimos son necesarios para definir los esquemas, que son los objetos de estudio de
la geometria algebraica en la actualidad.

2. Teoria de haces

Comenzamos con una breve revisiéon de la teoria de haces. Si bien los haces que
aqui nos interesan son aquellos de anillos conmutativos, en esta introduccién nos
limitaremos tinicamente a hablar de haces de conjuntos, pues todo lo que diremos
es valido para haces de otros tipos, no s6lo de conjuntos o anillos.

2.1. Espacios fibrados. Sea X un espacio topolégico. Un espacio fibrado
sobre X es una funcién continua con codominio X. A un espacio fibrado f :
A — X sobre X usualmente lo denotaremos como un par (A, f). Un morfismo de
espacios fibrados f : A — X, g : B — X es una funcién continua o : A — B

115
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que hace conmutar al triangulo

Dados (A, f) - (B,g) v (B, g) N (C, h) morfismos de espacios fibrados, la

composicion S es un morfismo de (A, f) a (C, h), ya que h(Ba) = (hB)a = ga = f.
B

A—=2>B—">C

A

X

Denotamos a la categoria de espacios fibrados sobre X por Sp/X, donde Sp denota
a la categoria de los espacios topoldgicos y funciones continuas.

Es conveniente pensar a un espacio fibrado (A4, f) como una familia de conjuntos
{A,}zex indizada por X, siendo cada A, la fibra f~1(x) sobre x; al espacio A como
la unién disjunta I, _x A, de los A,, y f enviando a todo A, en z.

Decimos que un espacio fibrado (A4, f) es un espacio haz si f es es un home-
omorfismo local, esto es, para cualquier a en A, existe una vecindad abierta N de
a y una vecindad abierta U de f(a) tal que la restriccion de f en los abiertos N y
U es un homeomorfismo. Los espacios haz forman una subcategoria de Sp/X que
denotamos por LH/X.

2.2. Prehaces. Sea (4, f) un espacio fibrado sobre X. A cada abierto U de
X asociamos el conjunto

D(A, f)(U) ={U = A€ Sp| fs =i},

de secciones continuas de f sobre U, donde i : U — X es la inclusion de U en
X. Ademas, si U, V son abiertos de X con V C U y s: U — A es una secciéon
sobre U, entonces la restriccion s|y de s a V' es una seccion sobre V', ya que para
cada z en V, fs|y(z) = fs(z) = x, que no es otra cosa que la inclusion de V en X.
Asi que tenemos una funcion restriccion p|¥ : T'(4, f)(U) — T(4, f)(V) dada por
s+ s|y. También podemos notar que si W C V' C U son abiertos de X, entonces

Py = PYy PV

I(A, f)(U) Pl T(A, f)(W)

Pv Pw

(A, £)(V)
En efecto, para cualquier s en I'(A4, f)(U), pyyp%(s) = (slv)|w. Luego, para cada
ren W
(slv)lw () = slv(z) = s(x) = slw (z) = pii () ().
También es claro que pY es la identidad en T'(A, f)(U). En otras palabras, para

cualquier espacio fibrado (A4, f) en Sp/X, la asignacion I'(4, f) : O(X)°? — Set
que manda a cada abierto U de X al conjunto I'(A, f)(U) de secciones de f sobre
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U y a cada contencién de abiertos V' C U a la restriccion pY : T'(4, f)(U) —
I'(A, f)(V), es un funtor, luego, T'(A, f) es un objeto de la categoria Set®)™ .

Ahora veamos que todo morfismo de espacios fibrados (A, f) — (B, g) nos da
una transfomacion natural I'(4, f) — T'(B, g) entre los funtores I'(A, f) y T'(B, g).
Sea U un abierto de X y s en I'(4, f)(U) una seccion de f sobre U. Entonces la
composicion as es una secciéon de g sobre U, esto es, as estd en I'(B, ¢)(U) como
facilmente comprobamos: g(as) = (ga)s = fs =i.

A 2 B
SN A
g
U : X
Ahora debemos ver que para cualesquier abiertos U, V de X con V C U, el cuadrado

L'(A, f)(U) —=T(B,g)(U)

pgl lp/xf’

T(A, f)(V) —=T(B,g)(V)

conmuta, donde a, denota la composicién con « a la izquierda. Esto significa que
para cualquier s en T'(A, f)(U), (as)|v = a(s|v), algo que es claro.

De este modo, tenemos un funtor I' : Sp/X — Set?(X)”
(A, f) 5 (B.g) = T(A, f) *5 T(B, g).

Definicién 2.1. Sea X un espacio topoldgico. Un prehaz (de conjuntos) sobre X es
un funtor F : O(X)°? — Set, donde O(X) es el copo de abiertos de X considerado
como una categoria. Llamamos a cada elemento s en F(U), una seccion de F en
U, y restriccion a la funcion pf : F(U) — F(V), para cada par de abiertos
V C U. Denotamos por Psh(X) a la categoria de prehaces sobre X, esto es,
Psh(X) = Set?()™

En el caso general, se define un prehaz (de conjuntos) como un funtor F :
C°? — Set, donde C es cualquier categoria pequefa, no necesariamente la colec-
cion de abiertos de un espacio topologico.

definido como

2.3. Haces. Para cualquier funcién continua g : X — Y y cualquier abierto
U de X, la restricion g|y de g a U sigue siendo continua. Ahora supongamos que
{U;}ier es una cubierta abierta del espacio X. Si para cada abierto U; tenemos
definida una funcién continua f; : U; — Y, entonces existe a lo mas una funcién
continua f : X — Y tal que f|y, = fi, es decir, si tal f existe, es unica. Garanti-
zamos la existencia de dicha funcién f, si asumimos que f;|v;nv; = fjlv.nv,, para
cada par i, j en I. Entonces definimos f(x) = f;(z), siempre que z est en Uj.

Ahora consideremos el caso en el que (A, f) es un espacio fibrado sobre X, U
un abierto de X y {U; };er una cubierta abierta de U, esto es, U = | J;; U;. Si para
cada abierto U; tenemos definida una seccién s; : U; — A con si\UmUj = sjluinu;,
entonces la unica funcién continua s : U — A que existe, también es una seccién
de f, como mostramos a continuacion: si z es un elemento de U, entonces x esta
en algan Uj;, luego

fs(x) = f(s(x)) = f(s

esto es, fs es la inclusion de U en X.

v,(2)) = fsi(z) =z,
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Definicion 2.2. Sea X un espacio topologico y F un prehaz sobre X. Decimos que
F es un haz si satisface las siguientes condiciones:
i) si para cualquier cubierta abierta U = |J;c; Us de un abierto U y cua-
lesquier secciones s, s’ en F(U) tales que para cualquier i en I,

pu,(s) = pp, (s'),
entonces s = s’.
it) Si para cualquier cubierta abierta U = J,.; U; de un abierto U y cualquier
familia {s;};cr de secciones con s; en F(U;), tales que

Pu;nu; (s:) = PU.AU, (s5)

para cualesquier i, j en I, entonces existe una seccion s en F(U) tal que
pgi(s) = s;, para todo i en I.

Un prehaz F que solamente cumple i) se llama separado. Es comtn definir un
haz en un solo enuciado que junta 7) y i) de nuestra definiciéon como sigue: decimos
que F' es un haz si dada cualquier cubierta abierta U = J;; U; de un abierto U y
cualquier familia {s;};c; de secciones con s; en F(U;), tales que

U U,
Pu,nu; (si) = PUﬁmUj (s5)

para cualesquier i, j en I, existe una unica secciéon s en F(U) tal que pgi(s) = S,

para todo ¢ en I.

Existe incluso un modo mas pulcro de dar la condicién de haz arriba. Para esto
notemos que la sucesion {s;}ics es un elemento del producto [, ; F(U;), mientras

que las asignaciones {s;};cs — {ngmyj (si)}ier y {sitier = {pgijj (sj)}ier definen
dos funciones b, ¢ de [[;c; F'(U;) al producto []; ;eryr (Ui NUj). Luego, si F es
un haz, la funcion a : F(U) — [[,c; F(Us) dada por s — {p{j (s) = si}ics es un
igualador de b y ¢. Reciprocamente, si para toda cubierta abierta U = |J.., U; de
cualquier abierto U, el diagrama

i€l

b
(2.1) PU)—=][Fw:) —= [ Fwinu)
iel ¢ (i)elxI

es un igualador, entonces F' es un haz. De la discusiéon dada al principio de la
seccion, se sigue que I'(A, f), con (a, f) un espacio fibrado, no solamente es un
prehaz sobre X, si no que es un haz. Escribimos Sh(X) para la categoria de haces
sobre X.

2.4. Tallos y gérmenes. La representaciéon de un haz F' como un haz de
secciones I'(F') de un conveniente espacio fibrado, depende de la idea de germen de
una funcién. Procedemos a definir dicho concepto.

Definicién 2.3. Sea F' un prehaz sobre un espacio topoldgico X y x un elemento
de X. Denotemos por V, a la coleccion de todas las vecindades abiertas U de x.
Definimos el tallo F, de F en el punto x como
F, = lim FU) = h_r}nF(U)
Uev, zeU

El tallo F, viene equipado con funciones F(U) — F,. Luego, para s en F(U),
con U una vecindad abierta de x, escribimos s, para denotar la imagen de s en F,
y la llamamos el germen de s en x.
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Teorema 2.4. Cada germen e en F, es la imagen de alguna seccion s en F(U),
para alguna vecindad abierta U de x, esto es, e = s,. Ademds, dos gérmenes s,
t, en F,, con s en F(U) yt en F(V) digamos, son iguales s, = t, si y sélo si
existe una vecindad abierta W de x contenida en U NV en la cual s y t coinciden,
es decir, plYry () = plioy (1)-

DEMOSTRACION: Ver B. R. Tennison, [5], pag 9, Proposicion 4.2. |

Si s, s’ son dos secciones en F'(U) con s = ', entonces es claro que, para todo
xenU, s, =s.. Enel caso en que F es un haz tenemos el reciproco:

Teorema 2.5. Sea X es un espacio topoldgico y F' un haz sobre X. Para cualquier
abiertoU y s, s’ en F(U), tenemos que s = s’ si y sdlo si para todo x en U, s, = s’

DEMOSTRACION:  En efecto, supongamos que s, s’ son dos secciones en F(U)
tales que, para cada z en U, sus respectivos gérmenes s, y s, en x son iguales.
Entonces, para cada = en U, existe una vecindad abierta U, de = contenida en U
tal que pg (s) = pp (s') (Teorema anterior). Asi, tenemos una cubierta abierta
U = U,ev Ux de U y secciones s, s' en F(U) tales que pf; (s) = pg (s'). Por i) de
la condicién de haz, concluimos que s = s'. O

Llegamos a la razén de ser de esta seccién: para cada prehaz F' sobre X, existe
un espacio haz L(F); y cualquier morfismo f : FF — G de prehaces nos otorga
un morfismo L(f) : L(F) — L(G) entre los correspondientes espacios haz L(F)
y L(G). Para hacer dicha construccién consideremos la coleccion {F, },cx de los
tallos de F' en cada punto x de X y denotemos L(F') = I ¢ x F, ala union disjunta
de los tallos F,. El conjunto L(F) viene acompanado con una correspondiente
funcion proyeccion p : L(F) — X a X que envia a cada tallo F, a x.

Ahora procedemos a topologizar a L(F') especificando los subconjuntos de L(F')
que seran la base para una topologia. Consideremos cualquier abierto U de X. Si
s es un elemento en F(U), entonces tenemos una funcion § : U — L(F) dada
por © — s;. Los conjuntos de la forma $(U) = {s, € L(F) |z € U} son los
que buscamos, esto es, ellos forman una base para una topologia sobre L(F'). En
efecto, que la unién de los conjutos $(U) es todo L(F') es inmediato, ya que todo
elemento e en L(F') estd en algun tallo F,, y e = s, para algtn s en F(U), con U
una vecindad abierta de z. Ahora tomemos e en §(U) N#(V), con s en F(U) y t en
F (V). Entonces los gérmenes de s y t coinciden en = = p(e), es decir, e = s, = t,,
asi que existe una vecindad W de x contenida en U NV en la que pY,(s) = p}i (¢)
(Teorema , luego e = pl,(s)s = ply (t)s esta en pl, (s)(W) C 5(U) N t(V).

Con esta topologia sobre L(F'), la proyeccion p : L(F) — X es una funcién
continua. Mé&s ain, p es un homeomorfismo local, ya que para cualquier e en L(F),
existe un abierto bésico 5(U) que contiene a e y donde p|;) tiene inversa continua
3.

Ahora mostremos que todo morfismo de prehaces f : F© — G nos otorga
un morfismo L(f) : L(F) — L(G). Para cada = en X definimos una funcion
fz 1 Fr — Gy entre los tallos F, y G, como sigue: primero, cualquier germen
e en F, es de la forma e = s,, para algin abierto U y s en F(U); luego, fu(s)
es una seccion en G(U), y fu(s), un germen del tallo G,. Asi que definimos
fo(e) = fu(s)z. Sie = t, para algun t en F(V), entonces existe un abierto
W CUNV en el que pf,(s) = pl(¢). Se sigue que

pw fu(s) = fwoi (s) = fwpw (t) = o fv (1),
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esto es, las seciones fy(s) y fyv(t) coinciden en W, y por consiguiente, fu(s), =
fv(t)s, asi que nuestra funcion esta bien definida. Como L(F') es la unién disjunta
de los tallos F, las funciones f, : F, — G, nos otorgan una funciéon L(f) :
L(F) — L(G) que es continua y que hace conmutativo al tridngulo

L

f) L(@)
p %
X

En resumen, existe un funtor L : Psh(X) — Sp/X.

L(F)

2.5. Adjuncién L - T'. Ahora enunciamos el Teorema Fundamental de la
Teoria de Haces.

Teorema 2.6.
1) El funtor L : Psh(X) — Sp/X es adjunto izquierdo al funtorT : Sp/(X) —

Psh(X) y L preserva limites finitos.

i) Para cada prehaz F, la unidad de la adjuncion n: F — TL(F) (que es
la asignacion s — §) es un isomorfismo si y sélo si F' es un haz.

iii) Para un espacio fibrado f : A — X, la counidad de la adjuncidon € :
LT(A, f) — (A, f) es un homeomorfismo si y sélo si f es un homeomor-
fismo local.

DEMOSTRACION: Ver P. T. Johnstone, [2], pag 172 Teorema 1.5. O

Corolario 2.7.

1) Los funtores T y L se restringen a una equivalencia de categorias entre
Sh(X) y LH/X.
1) La inclusion Sh(X) — Psh(X) tiene adjunto izquierdo I'L : Psh(X) —
Sh(X) que preserva limites finitos y se conoce como el funtor haz asociado
o el funtor hacificacion.
iii) La inclusion LH/X — Sp/X preserva limites finitos y tiene por adjunto
derecho al funtor LT : Sp/X — LH/X.

DEMOSTRACION: Ver P. T. Johnstone, [2], pag 173 Corolario 1.5. O

2.6. Haz sobre una base de la topologia. Ahora mencionaremos un método
para la construccién de haces sobre un espacio X a partir de cierta informacion dada
sobre los abiertos de una base para la topologia sobre X. Sea B una base para la
topologia O(X) sobre X y supongamos que B es cerrada bajo intersecciones finitas.
Decimos que un prehaz F' : B°? — Set sobre los abiertos de la base B es un haz si
cumple que para cualquier cubierta abierta U = |, .; U; de un basico U por bésicos
U; en B, el diagrama

FU)—[[Frw)—= ] Fwinuy
icl (i,5)eIxI

el

es un igualador (donde las flechas estén definidas como en el diagrama arriba),
es decir, F' cumple la condicién de haz sobre los abiertos de la base B. Denotamos
por Sh(B) a la categoria de haces sobre B. Ahora notemos que cualquier prehaz
sobre X se restringe a un prehaz sobre B del modo obvio; mas atn, todo haz
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F : O(X) — Set sobre X se restringe a un haz sobre B. Este proceso nos define
un funtor r : Sh(X) — Sh(B).

Teorema 2.8. Para cualquier base B de la topologa sobre un espacio X, la restric-
cion r : Sh(X) — Sh(B) es una equivalencia de categorias.

DEMOSTRACION: Ver S. Mac Lane, I. Moerdijk, [4], pag 69, Teorema 3. O

En otras palabras, este Teorema nos dice que basta con tener los datos de un
haz definido solamente sobre los abiertos de una base B de la topologia sobre X,
para obtener un haz sobre los abiertos de todo el espacio. Este resultado es muy 1til
ya que uno tiene mayor control sobre los abiertos de una base que de un conjunto
abierto arbitrario del espacio.

2.7. Cambio de base. Dada una funcién continua ® : X — Y y un prehaz
F sobre X, podemos definir un prehaz ¢, sobre Y, llamado la imagen directa de
F por ® como

(®.F)(U) = F(®'(U)), U un abierto de Y

oY = pi,iE‘U/;, para abiertos V C U.
Ademas, si F' es un haz, asi loes ®,F; y si f : ' — G es un morfismo de prehaces
sobre X, entonces tenemos un morfismo ®,f : &, F — &,G definido para cada
abierto U de Y como (®.f)v = fe-1(r). Si consideramos a las colecciones de
abiertos O(X) y O(Y) de X y de Y, respectivamente, como categorias, entonces la
funcion @1 : O(Y) — O(X) es un funtor, y el funtor imagen directa ®,F no es
otro que la composicién

0(Y) 25 0(X) L Set.
Con la misma funcién continua ® : X — Y, pero ahora con un prehaz GG sobre

Y, construimos un haz ®*G sobre X como sigue: Dado G, consideramos el espacio
haz (LG, p) y obtenemos un diagrama

LG

|

X——Y
@
de funciones continuas. Tomamos el pullback

F——LG

S

X——Y
[<i]

donde E = {(e,z) € LG x X | p(e) = ®(z)} dotado con la topologia heredada por
la topologia producto en LG x X y p' : E — X, E — LG las restricciones a E
de las proyecciones sobre X y LG, respectivamente.

El par (E,p’) es un espacio haz, es decir, p’ es un homeomorfismo local, asi
que al tomar las secciones sobre cada abierto U de X, obtenemos un haz I'(E, p’).
Entonces definimos ®*G =T'(E,p’), llamado la imagen inversa de G por ®.
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Teorema 2.9. Sea ® : X — Y wuna funcion continua. Entonces tenemos un par
de funtores

con ®* 4 ®,. Ademds ®* preserva limites finitos.

DEMOSTRACION: Ver S. Mac Lane, I. Moerdijk, [4], Teorema 2 y 3, pag. 101 y
103, respectivamente. ([l

3. Anillos de fracciones

Sea R un anillo conmutativo con 1 y S un subconjunto multiplicativo de R, esto
es, 1 estd en S y si s1, so son elementos de S, entonces su producto s;so también
estd en S. Sobre el producto cartesiano R x S definimos una relacién ~ de la
siguiente manera:

(r,s) ~ (r',s") siy solo si existe t € S tal que trs’ = tr's.

La relacion ~ es de equivalencia: (r,s) ~ (r,s) ya que 1rs = 1rs; si (r,s) ~ (17, 5'),
entonces existe ¢ en S tal que trs’ = tr's, pero esto significa exactamente que
(r',s") ~ (r,s); por ultimo, si (r,s) ~ (r',s") y (r',s") ~ (v, s"), entonces existen
t1, ta en S tales que tyrs’ = t17's y tor's” = tor”s’, luego

(titas)rs” = titar’'ss” = titar”ss’ = (titas' )1 s,

esto es, existe t3 = t1to8’ en S tal que tzrs” = t3r”s, y por tanto (r,s) ~ (r” s").
Denotamos por S™'R = R x S/ ~ y por r/s a la clase de equivalencia de (r, s).
Hacemos al conjunto S~'R un anillo conmutativo con 1 = (1,1) y con la suma y
producto definidos como

r o rs+r's rr’ !
s s 58’ ss’  ss

Llamamos al anillo S~ R el anillo de fracciones de R con respecto de S.

Existe un morfismo canénico a : R — S~!R dado por r + r/1. Notemos que
bajo este morfismo, la imagen de cada elemento s en S es invertible en S™!'R con
inverso 1/s. El morfismo « es universal entre todos aquellos morfismos de anillos
que hacen invertible a cada s en S, esto es, si ¢ : R — A es un morfismo de anillos
tal que para cada s en S, ¢(s) es invertible en A, entonces existe un tnico morfismo
de anillos @ : ST'R — A tal que el diagrama

R—=S7'R

7
\U

A

conmuta, es decir, ¢ = pa. El morfismo @ esta dado por r/s = o(r)p(s)~L. Esta
asignacion esta bien definida, pues si /s’ y r'/s’ representan a la misma clase,
entonces existe ¢ en S tal que trs’ = tr's, luego ¢(t)p(r)p(s’) = @t)p(r)p(s).
Multiplicando por ¢(t)*p(s)"Lp(s’)~! a ambos lados de la igualdad, obtenemos

que (r)e(s) "t = o(r)e(s)
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Ejemplo 3.1. Para cada elemento f en R, tenemos un conjunto multiplicativo
{1,f,f%,f3,...}. Denotamos por Ry al anillo de fracciones de R con respecto a
{1, £, f2,f3,...}. También notemos que el complemento R — P de un ideal primo
P de R es conjunto multiplicativo. En este caso denotamos al anillo de fracciones
de R con respecto a R — P como Rp y lo llamamos la localizacién en P.

Teorema 3.2. El anillo Rp es un anillo local, es decir, tiene un winico ideal mdz-
1mo.

DEMOSTRACION: Sea mp = {p/s|p € Py s ¢ P}. Veamos que mp es el unico
ideal maximo de Rp. Que mp es un ideal de Rp es inmediato, pues si p/s, p’/s’
estd n en S, entonces p/s + p'/s’ = (ps’ + p's)/ss’ estd en mp, y para cualquier
r/s" en Rp, tenemos que (r/s")(p/s) = (rp)/(s"”s) también es un elemento de mp.

El ideal mp es propio, ya que 1/1 no esta en m. Ademads, si I es un ideal propio
de Rp y x/s es un elemento de I, entonces = esta en P. De lo contrario x esta en
R — P, asi que x/s es invertible, luego I = Rp, lo que es una contradiccion. O

4. Espectro primo de un anillo

4.1. Espectro de un anillo. Sea R anillo conmutativo con 1. Asociamos con
R un espacio topolégico como sigue: Denotamos por SpecR al conjunto de todos
los ideales primos de R, y para cualquier ideal I de R, definimos el conjunto

V(I)={P € SpecR|I C P}.

Teorema 4.1.
i) V(0) = SpecR y V(R) = 0);

i) V(2 xea In) = Miea VUIN);
iii) V(IJ)=V(I)uV(J).

DEMOSTRACION: El inciso i) es porque todos los ideales tienen al 0 como uno de
sus elementos y porque todos los ideales primos de R son propios.

Para ii) vemos que si la suma ), I\ estd contenida en un ideal primo P,
entonces P contiene a cada uno de los sumandos I, asi que P estéd en cada V(1) es
decir, P esta en la interseccion [y, V(Ix); y podemos regresar sobre los mismos
pasos recordando que ), Iy es el menor ideal de R que contiene a cada I.

Por ultimo, como IJ estd contenido en ambos ideales I y J, tenemos que
cualquier ideal primo P que contiene a I o a J, también contiene a I.J. Por otro
lado, si P es un ideal primo que contiene a IJ, entonces P contiene a I o contiene
a J y asi obtenemos ii). O

Se sigue que la coleccion de todos los subconjuntos de la forma V' (I) de SpecR
con I un ideal de R, son los conjuntos cerrados de una topologia sobre SpecR.
Esta topologia es conocida como la topologia de Zariski o topologia espectral y el
espacio topoldgico SpecR con la topologia de Zariski lo llamamos el espectro primo
del anillo R.

4.2. Base para la topologia de Zariski. Par cada f en R definimos el
conjunto

D(f) =R —V(Rf) = {P € SpecR| f ¢ P}.
)

Teorema 4.2. La coleccion {D(f)|f € R} es una base para la topologia de Zariski
sobre SpecR. Ademds cumple que D(f) N D(g) = D(fg).
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DEMOSTRACION: Los conjuntos abiertos de SpecR son de la forma U = SpecR —
V(I), con I un ideal de R. Luego, debemos demostrar que si P esta en U, entonces
existe un D(f), f en R, tal que P € D(f) C U. Sea pues P en U = SpecR — V(I).
Esto significa que I no esté contenido en P, asi que existe un elemento f de I que
no estd en Py esto nos dice que P estd en D(f). Notemos ademés que el ideal Rf
esta contenido en I, asi que V(I) C V(RY), luego SpecR—V (Rf) C SpecR—V(I),
es decir, D(f) C U.

Que D(f)N D(g) = D(fg) es porque los ideales R(fg) y (Rf)(Rg) son iguales
y entonces V(Rf) UV (Rg) = V(R(fg)). O

Lo que sigue es mostrar que la asignacion R +— SpecR que asocia a cada
anillo a su espectro primo es funtorial. Para ello consideremos un morfismo de
anillos ¢ : R — S. Entonces para cada ideal primo @) de S, su imagen inversa
0 1(Q) bajo ¢ es un ideal primo de R. Esto nos permite definir una funcién
® : SpecS — SpecR como Q +— ¢~ 1(Q). Para revisar la continuidad de ®
consideremos un abierto basico D(f) en SpecR. Entonces

=1 (D(f)) ={Q € SpecS | ©(Q) € D(f)}
={Q € SpecS | f £ 2(Q) = ¢~ (Q)}
={Q € SpecS | o(f) ¢ Q}
= D(p(f)):

Asi que, efectivamente, ® es continua y Spec : CRing — Sp es un funtor.

4.3. Haz sobre specR. El espectro SpecR de un anillo R no contiene su-
ficiente informacién como para recuperar al anillo. Para lograr esto agregamos
més estructura al espectro definiendo sobre él un haz de anillos. Primero notemos
que a cada abierto basico D(f) de SpecR podemos asociarle un anillo, a saber, el
anillo de fracciones Ry. Para ver que esta asignacién estd bien definida veamos
que si f y g son dos elementos de R que nos dan los mismos basicos, es decir,
D(f) = D(g), entonces los anillos de fracciones Ry y Ry, si bien no son iguales, al
menos, son isomorfos. Ahora bien, si tenemos la contencién D(g) C D(f), entonces
V(f) C V(g), luego el radical v/Rg del ideal Rg est4 contenido en el radical v/ Rf
de Rf (recordemos que el radical VT de un ideal I de R es la interseccion de todos
los ideales primos que contienen a [; equivalentemente, el conjunto de aquellos r en
R tales que ™ est4 en I, para algin entero n > 0). Como g esta en \/Rg C v/Rf,
existe n > 0 tal que g" es un elemento de Rf, esto es, g" = af, para algin a en
R. Reciprocamente, si ¢" = af para algin a en R y un entero n > 0, entonces
D(g) € D(f)-

Usamos lo anterior para obtener, a partir de la contencion D(g) C D(f), un
morfismo Ry — R, definido como r/f™ — a™r/¢g"™. Para definir el morfismo
usamos el siguiente truco:

r a™r amr a™r amr

froam e (af)m o (g g
Si tenemos la otra contencién, entonces existe k > 0y b en R tal que f* = bg y
luego, un morfismo R, — Ry dado por s/g' + bl's/f*. La composicion Ry —
R, — Ry es la identidad, ya que para cualquier elemento r/f™ en Ry, tenemos
que r/f™ > a™r/g"™ s bV (a™r) / fF7™ y las fracciones v/ f™ y b7 (™)
representan al mismo elemento de R;. En efecto, r/f™ = brmamy ) fEnm gy




4. ESPECTRO PRIMO DE UN ANILLO 125

solo si existe t en {1, f, f2,...} tal que tf™b"™a™r = trf*™™ lo que es cierto
ya que rb"ma™fm = rb"m(af)™ = rb"mg"™ = r(bg)"™ = rfF"™m con t = 1.
Analogamente se muestra que la composicion Ry — Ry — R, es la identidad en
Ry, y por tanto Ry = R,,.

Denotemos por B a la coleccion de los abiertos basicos D(f) de SpecR. Las
consideraciones de arriba nos permiten definir un prehaz D(f) — R sobre B. Mas
ain, ya que D(f) N D(g) = D(fg), si D(f) = U;c; D(fi) es una cubierta abierta
de D(f) por abiertos basico D(f;), entonces se puede demostrar que el diagrama

Ry—=[Rr, —= I Ry
icl (i,5)€IxTI

es un igualador (Ver I. G. Macdonald, [3], Proposicion 5.1, pag. 37), esto es,
tenemos un haz de anillos O definido sobre B que asocia a cada abierto basico
D(f) el anillo de fracciones Ry y a cada contencion D(f) C D(g) el morfismo
Ry — R, definido como arriba. Puesto que existe una equivalencia de categorias
Sh(B) y Sh(SpecR) (Teorema [2.8), tenemos que el haz Oz se corresponde con
un haz oSpeCR (o bien, O para méas corto) sobre todo el espectro SpecR de R.
Notamos que en el caso particular en el que tomamos al abierto D(1) = SpecR,
tenemos que R = Or(SpecR), asi que hemos recuperado al anillo R, al menos hasta
isomorfismo.

4.4. Espacios anillados. Recordemos que un morfismo de anillos ¢ : R — S
nos induce una funcién continua ® : SpecS — SpecR dada por Q — ¢ 1(Q).
Ademaés, para cada abierto basico D(f), tenemos que ®~1(D(f)) = D(p(f)).
Ahora bien, bajo el morfismo R -2 § — Sy(s), €l elemento f en R es in-
vertible en S, (), por tanto, existe un tnico morfismo ¢ : Ry — S,(y), 0 bien,
¢ Or(D(f)) — 0s(®~1(D(f))) poniéndolo en términos del abierto D(f) de
SpecR.

R—> Ry

/| ’
\

S——=5,(f)

Definicién 4.3. Un espacio anillado es un par (X,0x), donde X es un espacio
topoldgico y Ox un haz de anillos Ox sobre X. Un morfismo de espacios anillados
(X,0x) — (Y,0y) consiste de una funcion continua ¢ : X — Y y un morfismo
0: 0y — (Ox)« del haz Oy al haz imagen directa (Ox)..

Asi que cada anillo R tiene asociado un espacio anillado (SpecR,Og) y todo
morfismo de anillos ¢ : R — S nos provee de un morfismo de espacios anilla-
dos (SpecS, 0g) — (SpecR,Og) con funcién continua subyacente ® : SpecS —
SpecR y morfismo de haces 8 : Og — (Og). definido en cada abierto abierto basico
D(f) por Ops) : Ry — Sy(s), que enseguida mostramos que cumple la condicion
de naturalidad. Si D(f) y D(g) son abiertos de SpecR con D(g) C D(f), entonces
g" = af para algin a en Ry n > 0. Luego ¢(9)" = w(a)p(f), asi obtenemos el
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cuadrado
Op(s)
Ry —= Sq(f)
Ry m) Se(g)
con las siguientes asignaciones:
Ry —Se(r) — Setg) y Ry — Ry — Sy (g)
o elr) L e(a)e(r) r o ar  pamr)
o e(f)m p(g)mn fe g (g™

lo que significa que el cuadrado conmuta, que es precisamente lo que queriamos.

Definicién 4.4. Un espacio anillado isomorfo a (SpecR, Or) para algin anillo R,
es llamado un esquema afin.

El haz Op tiene otras propiedades que veremos a continuacién. Sea P un ideal
primo del anillo R y f cualquier elemento de R que no estd en P. Consideremos
los anillos de fracciones Rp y Ry. En Rp todos los elementos que no estn en P
son invertibles, en particular, aquellos del conjunto {1, f, £, f3,...}. Luego, existe
un morfismo oy : Ry — Rp. De este modo obtenemos una familia de morfismos
{af : Ry — Rp}fgp. El anillo Rp junto con los morfismos « constituyen el
colimite de la familia {R;} rgp. Se sigue que el tallo del haz O sobre SpecR en el
punto P no es otro que la localizacién de R en P, esto es,

Or,p = limRy = Rp.
fépP

Sea (SpecS, Og) (q)—’%) (SpecR, O ) el morfismo de espacios anillados que proviene
del morfismo de anillos R — S y @ un ideal primo de S. Sabemos que ®(Q) es un
ideal primo de R y es claro que bajo el morfismo R 25 § — Sq, cada elemento
f en R que no estd en ®(Q) es invertible en en S, por tanto, existe un morfismo
Rg(g) — Sq entre los anillos locales Rg(q) v Sg, es decir, tenemos un morfismo
Or,e(Q) — s, entre los tallos Or o) ¥ Os,0-

Si recordamos que el ideal maximo mg(g) de Rg(g) es la coleccion de todas
aquellas fracciones ¢/r con ¢ en ®(Q) y r en R — ®(Q), entonces tenemos que el
morfismo Rg(g) — Sq manda a cada g/r en mg () a la fraccin ¢(q)/¢(r), donde
©(q) es un elemento de @ y ¢(r) no esta en Q, es decir, ¢(q)/(r) es un elemento
del ideal de maximo mg de Sg. En resumen, el morfismo Rg(g) — Sq manda al
ideal maximo mg () de Rg(q) en el ideal méximo mg de Sq. Este es un ejemplo
de lo conoce como un morfismo de anillos locales.

Definicién 4.5. Decimos que un espacio anillado (X, Ox) es un espacio geométrico
st para todo x en X, los tallos Ox 5 son anillos locales, es decir, tienen un tnico
ideal mdzimo que denotamos por m,. Un morfismo de espacios geométricos

(X, Ox) — (Y, Oy)

es un morfismo de espacio anillados (¢, 0) con la propiedad adicional que para todo
x en X, el morfismo de tallos

0 : OY,Lp(x) — OX,I
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es un morfismo de anillos locales, esto es, 0, (m,(z)) C m,. Denotamos por GSp
a la categoria de los espacios geométricos y morfismos entre ellos.

4.5. Adjuncién GSp-CRing.

Teorema 4.6. Sea (X,0x) un espacio geométrico y R un anillo. Para cada mor-
fismo de anillos t : R — Ox(X), existe un tinico morfismo de espacios gemétricos
(9,G) : (X,0x) — (SpecR, Og) tal que el tridngulo

R —= Ogr(SpecR) (SpecR, OR)
A
GSpecR (Q)G)
K v
S Ox(X) (X, 0x)

conmuta. Es decir, el morfismo R — Or(SpecR) es universal de R al funtor
O : GSp — CRing que toma secciones globales.

DEMOSTRACION: Sea t : R — Ox(X). Construyamos el morfismo de espacios
geométricos

(X,0x) 2% (SpecR, 0p).

Primero definamos la funcién continua g : X — SpecR. Tal funcién debe asignar
a cada z en X un ideal primo de R. Ahora bien, dado el haz Ox sobre X y x en
X, consideremos el tallo Ox ;. Dicho tallo es un anillo local, con ideal maximo m,
y ademas tenemos un morfismo Ox(X) — Ox ;. Luego, la composicion

R -5 0x(X) — Ox.

es un morfismo de R a Ox , que vamos a denotar por t,. Como m, es un ideal
primo de O 4, t; ' (m;) es un ideal primo de R. Asf que definimos g : X — SpecR
por x > t; 1 (my).

Lo que sigue es ver que g es continua. Para ello consideremos f en R. Entonces
t(f) en Ox(X) es una seccion sobre X y para cualquier z en X, ¢, (f) es el germen
de t(f) en el punto x. Sea

U={zeX|ts(f) & my}.

Mostremos que el conjunto U asi definido es un conjunto abierto de X. Para este
fin, notemos que si  es un punto de U, entonces f’' = t,(f) es una unidad en Ox ,,
es decir, existe un germen ¢’ en Ox , tal que f'¢’ =1, donde ¢’ = s, para alguna
seccion s en Ox (V) y V una vecindad abierta de x. La restriccion de t(f) a V' (que
seguimos denotando por ¢(f)) y por tanto el producto ¢(f)s, es una seccién sobre
V cuyo germen en el punto z es (t(f)s)z = t.(f)s: = f'¢’ = 1. Obviamente la
seccion 1 en Ox (V) también tiene por germen el 1 en el punto x (el segundo 1 es
la identidad del tallo Ox ), es decir, los gérmenes de las secciones t(f)s y 1 en el
punto x son iguales, luego, existe una vecindad W, de x contenida en V en la que
las restricciones de ¢(f)s y 1 en W, son iguales (Teorema . Se sigue que para
todo y en W,
t(f )ysy =1,

es decir, el germen t(f), de t(f) en el punto y es una unidad en el tallo Ox ,,
equivalentemente, que ¢(f), no estd en el ideal maximo m, de Ox,. En pocas
palabras, para cada x en U, existe una vecindad W, de z tal que para todo y en
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Wy, t(f)y no esta en m,. Esto es, hemos demostrado que U es vecindad de todos
sus puntos, y por tanto, un conjunto abierto de X.
Ahora bien, dado que D(f) es un abierto basico de SpecR y

971 (D(f)) = {z € X | g(z) € D(f)}
={zeX|f¢gglx)=1t;"(m:)}
={z € X [ta(f) € ma}
= U’

concluimos que la funcién g es continua.

Para cada f en Ry x en U como arriba, podemos restringir la seccion ¢(f) en
Ox(X) a cada abierto W,, y en cada anillo Ox(WW,) tenemos que tal restriccién
tiene un inverso u. También es claro que si u y w’ son inversos de la restriccin de ¢(f)
en W, y W,,, respectivamente, entonces las restricciones de u y v’ en W, NW,, son
iguales, por la unicidad del inverso multiplicativo. Por la condicién de haz, existe

una seccion e definida sobre U = |J W, tal que la restriccion de e en W, es u,
y puesto que para todo x en U,

(t(fe)e = t(faee = ta(flus =1,
tenemos que t( e = (Teorema, es decir, e es el inverso multiplicativo de ¢(f)
en Ox( Ox (971 (D(f)))- Se sigue que el morfismo

zelU

X
R -5 0x(X) 2% 0x(U)

invierte a f, por tanto, existe un tnico morfismo
O (D(f)) = By — 0x(U) = 0x (g7(D(1)))

como en el diagrama
R
tl

v
Ox(X) —— 0x(U)

Esta familia de flechas nos definen el morfismo de haces O ~%» (Ox), requerido.
Observamos que para el abierto D(1) = SpecR, la composicion

R = Ogr(SpecR) — Ox(X)
es precisamente t.
R —"—= Or(SpecR)
tl
Y

Ox(X) — Ox(X)

Para cada z en X, g(z) = t;'(m,) es un ideal primo de R, y el morfismo
« : R — Ox, invierte a cada elemento f de R que no esta en g(x), asi que que
existe un morfismo G : Ry(;) = OR g(2) — Ox 2 Sirecordamos que los elementos
del ideal mafximo m(,) de O 4, son de la forma r/s con r en g(z) y s en R—g(z),

entonces vemos que G, manda a r/s en t,(r)/t,(s), con t;(r) en my y t,(s) en
el complemento de m;. Concluimos que para cada x en X, G, es un morfismo
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de anillos locales, que es lo restaba para demostrar que (g, G) no solamente es un
morfismo de espacios anillados, sino un morfismo de espacios geométricos.

Ahora abordamos la unicidad. Para ello mostremos que el proceso de construir
el morfismo de espacios anillados (X, 0x) — (SpecR, Or) a partir de un morfismo
de anillos R — Ox(X) como descrito arriba, es el inverso a tomar el morfismo de
anillos Og(SpecR) — Ox(X) y componerlo con el isomorfismo R — Og(SpecR).
Comencemos pues con un morfismo de espacios geométricos

(X,0x) 2D (SpecR, O).

Entonces tenemos un morfismo R — Ox(X), como lo acabamos de describir, que
llamamos ¢; y tal morfismo ¢ nos otorga un morfismo de espacios geométricos

(X,0x) 2% (SpecR, 0g).

Veamos que los morfismos (¢',G’) y (g, G) son iguales, esto es, ¢ =gy G' = G.
Ahora bien, para cada z en X, ¢'(z) y g(z) son ideales primos de R, donde g(z) =
ty1(ms) y m, es el ideal méximo del anillo local Ox .. Si ¢'(x) # g(x), entonces
existe un f en R tal que f estd en ¢’(z) y no esta en g(z), o viceversa. En el primer
caso, es decir, si f estd en g’(x), entonces f no es invertible en Op 4(,), ni mucho
menos en Ox ., ya que Gl (mgy (z)) € m,. Por otro lado, como f no esta en g(z),
tenemos que f es invertible en Ox ;, lo que es una contradiccién. El segundo caso
es anélogo, por lo que concluimos que ¢’ = g.
Ahora notemos que para cada f en R, tenemos un par de morfismo

Go(s)

Ry = Or(D(f))

ox (571 (D)) = Ox (971 (D(f))
)
donde ambos hacen invertible a f, asi que deben ser el mismo morfismo. Con
esto obtenemos que G = G’. Un argumento similar sirve para demostrar que los

morfismos de anillos locales

Gﬂ)
_—

OR7g(:p) - 9 OX,x
G/

son iguales. Esto completa la demostracién. O

Terminamos con la siguiente observacion: en realidad, la imagen del funtor Spec
estd contenida en la subcategoria Aff de esquemas afines y morfismos de espacios
geométricos de GSp. Luego, de la adjuncién que acabamos de demostrar, se sigue
que si (X, Ox) es un esquema afin, esto es, (X, Ox) = (SpecS, Og) para algin anillo
S, entonces

AfF((SpecS, Og), (SpecR, Og)) = CRing(R, Og(SpecS)) = CRing(R, S).
Es decir, el funtor Spec : CRing — Aff es pleno y fiel, y ya que todo esquema

afin es isomorfo a un espacio anillado (SpecR, Og), para algin anillo R, obtenemos
la dualidad que da nombre a este trabajo.
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1. Introduccién

En 1942, J. L. Kelley en su articulo Hyperspaces of a continuum introduce la
propiedad de Kelley, como la Propiedad 3.2 [11] pag. 26]; este concepto fue usado
para estudiar la contractilidad de los hiperespacios de continuos. Un continuo es
un espacio métrico con més de un punto, compacto y conexo. Més tarde, en 1998,
J. J. Charatonik y W. J. Charatonik definieron una propiedad mas débil que la
propiedad de Kelley: la propiedad de semi-Kelley, véase [6], Definicion 3.16]; ellos
demostraron que todo continuo con la propiedad de Kelley tiene la propiedad de
semi-Kelley (Corolario , y que el reciproco de esto no se cumple (véase Ejemplo

53).

En el ano 2013, en el taller anual de investigacion en Hiperespacios y Teoria de
Continuos, se plateo el siguiente problema: ;jExiste un continuo X con la propiedad
de semi-Kelley tal que X x [0,1] no tiene la propiedad de semi-Kelley? Este
problema propici6 el interés de investigadores mexicanos por los continuos con la
propiedad de semi-Kelley. El lector puede consultar los siguientes articulos refer-

entes al tema: [2], [3], [4], [7], [9] v [15].

Recientemente, los autores proporcionan una equivalencia a la propiedad de
Kelley en continuos ([5, Teorema 2.1]), también dan una equivalencia a la propiedad
de semi-Kelley en continuos ([5], Teorema 2.2]), ambas equivalencias estan dadas en
términos de continuos irreducibles.

Este capitulo estd pensado en los lectores jovenes, en este tenor, este trabajo
contiene demostraciones a detalle de las equivalencias de los resultados de tener la
propiedad de Kelley (Teorema y tener la propiedad de semi-Kelley (Teorema
. Para que el lector se familiarice con las propiedades de Kelley y de semi-Kelley,
se exponen varios ejemplos de continuos que tienen estas propiedades y que no las
tienen.

131
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Por ultimo, exponemos resultados en relacién con subcontinuos que heredan la
propiedad de ser Kelley o semi-Kelley, como es el caso de los subcontinuos que son
retractos de vecindad, retractos, semi-terminales y atriddicos.

2. Propiedad de Kelley

Dado un continuo X con métrica d, se considera la coleccion de los subconjuntos
no vacios y cerrados de X, denotada y definida por

2% = {A C X : A es no vacio y cerrado en X},

dotada con la métrica de Hausdorff, la cual definimos a continuacién: para A € 2%
y € > 0, la nube de radio € alrededor de A, la cual denotamos y definimos por
N(e,A) ={z € X : existe a € A tal que d(z,a) < ¢}. Ahora, definimos la funciéon
H :2X x2X — [0,00) por H(A,B) =inf{e >0: AC N(s,B)y B C N(¢,4)},
para cada A, B € 2%. En [10, Teorema 2.2] se prueba que H es una métrica para
2%, Asi, ala colecciéon 2X equipada con esta métrica se conoce como el hiperespacio
de cerrados de X.

Por otro lado, a 2% también se dota de la topologia de Vietoris, que a contin-
uacién describimos: para cada n € N y cada coleccién finita Uy, ..., U, de subcon-
juntos abiertos de X, se define

(Up,...,U) =S Ac2X: AC UUiyAﬁUﬁé@, para cada i € {1,...,n}

i=1

La coleccion de todos los conjuntos de la forma (U, ...,U,) es una base para la
topologia de Vietoris para 2. Ademas, la topologia generada por la métrica de
Hausdorff coincide con la topologia de Vietoris (véase [13] Teorema 4.5]).

Otro hiperespacio muy conocido es

C(X)={A € 2¥: Aes conexo}

considerado como subespacio de 2%, el cual se conoce como el hiperespacio de
subcontinuos de X. Es conocido que si X es un continuo, entonces 2% también es un
continuo, este hecho estd probado en [12], Teorema (1.13)]. Sobre los hiperespacios
2% y C(X) se conocen muchas propiedades basicas, para un recuento véase [10] y
[12].

En 1942, J. L. Kelley introduce el concepto de propiedad de Kelley para con-
tinuos, originalmente era conocida como propiedad 3.2, [11], pag. 26], que a conti-
nuacién enunciamos:

Definiciéon 2.1. Sea X un continuo con métrica d, diremos que X tiene la propiedad
de Kelley si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para cada a,b € X, si d(a,b) < 0
entonces para todo subcontinuo K de X con a € K, existe un subcontinuo L de X
tal quebe L y H(K,L) < e.

En 1977, R. W. Wardle en [16], II, pags. 291-292] considera la definicion de la
propiedad de Kelley de manera puntual, esto es:

Definicion 2.2. Sean X un continuo con métrica d y un punto a € X, se dice que
X tiene la propiedad de Kelley en a si para cada € > 0 existe § > 0 tal que si b € X
con d(a,b) <6y AeC(X) cona € A, entonces eziste B € C(X) tal queb € B y
H(A,B) <e.
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Claramente, el continuo X tiene la propiedad de Kelley si y sélo si X tiene la
propiedad de Kelley en cada uno de sus puntos.

En la literatura se conoce la siguiente equivalencia a la Definicion 23] la cual
se obtiene a partir de la Definicion

Definicién 2.3. Sean X un continuo y un punto a € X, diremos que X tiene la
propiedad de Kelley en a si para cada subcontinuo K de X con a € K y para cada
sucesion {an tnen en X que converge al punto a, existe una sucesion de subcontinuos
{Kn}nen de X que converge a K tal que a,, € K, para cada n € N. Un continuo
tiene la propiedad de Kelley si el continuo tiene la propiedad de Kelley en cada uno
de sus puntos.

Los ejemplos que apareceran a lo largo de este trabajo serdan descritos en su
mayoria como subcontinuos del plano cartesiano R?. Dados dos puntos distintos
a,b € R?, denotaremos por ab el segmento de recta con puntos extremos a y b.

Ejemplo 2.4. Sean a = (0,0), b = (1,0) y para cada n € N, sea b, = (17%).
Definamos X = abU (-, ab,) (ver Figura . El continuo X es conocido como
el abanico armdnico.

b,

b;

b;

FIGURE 1. Abanico armoénico

No es dificil convencerse que el abanico arménico tiene la propiedad de Kelley.

Ejemplo 2.5. Sean a = (0,0), b = (1,0), ¢ = (2,0) y para cada n € N, sea
bn = (1,1). Definamos X = acU (Uy— ab,) (ver Figura @) El continuo X es
conocido como abanico armdnico con pata limite alargada. Veremos que X no tiene
la propiedad de Kelley .

Vamos a ver que X no tiene la propiedad de Kelley en el punto b, para lo
cual consideremos la sucesion {b, },en en X que converge al punto b y el continuo
K = bc, es claro que no existe una sucesion de subcontinuos { K, }nen de X que
converja a K tal que b, € K,, para cada n € N, por tal motivo X no tiene la
propiedad de Kelley en el punto b.

En 1998, J. J. Charatonik and W. J. Charatonik introducen los conceptos de
continuo limite maximal [6], Definicion 3.2] y de continuo limite maximal fuerte [6]
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b;

b;

by

F1GURE 2. Abanico arménico con pata limite alargada

Definicion 3.3], los cuales juegan un papel importante en relacion con la propiedad
de Kelley.

Definicion 2.6. Sea K un subcontinuo de un continuo X. Un subcontinuo M C K
se llama continuo limite maximal de K si existe una sucesion {M, }nen en C(X)
que converge a M tal que, para cada sucesion {M] },en de subcontinuos de X, con
M, C M] para cada n € N, si {M]}n,en converge a algin M’ € C(K), entonces
M =M.

Ejemplo 2.7. Consideremos el abanico armdnico con pata limite alargada X,
definido en el Ejemplo . Sean d = (%,O), K = dec, M = db. Veamos que
M es un subcontinuo limite maximal de K. Para cada n € N, sean d,, = (%, i)
y M, = d,b,. La sucesion {M,}nen es una sucesion de subcontinuos de X que
converge a M, tal que para cada sucesion {M},en de subcontinuos de X, con
M, C M}, para cada n € N, si {M/},en converge a algin subcontinuo M’ de K,

entonces M' = M. Asi, M es un subcontinuo limite mazimal de K.

Definicion 2.8. Sea K un subcontinuo de un continuo X . Un subcontinuo M C K
se llama continuo limite maximal fuerte de K si existe una sucesion de subcon-
tinuos de X, { My }nen, que converge a M en C(X) tal que para cada subsucesion
{M,, }ren de { My }nen y para cada sucesion { M} }ren en C(X) tal que M, C M,
para cada k € N, que converge a M’ € C(K), se tiene que M' = M.

Observacién 2.9. [6, Observacion 3.4] Sean K un subcontinuo de un continuo X.
Si M C K es un continuo limite mazimal fuerte de K, entonces M es un continuo
limite mazimal de K.

Ejemplo 2.10. [6, Ejemplo 3.5] Ezisten un continuo X, un subcontinuo K de X
y un subcontinuo M de K, tales que M es un continuo limite mazimal de K y M
no es continuo limite maximal fuerte de K. Sean a = (—1,0), b = (0,1), ¢ = (1,0),
v = (an) Yy, para cada n € N, sean a, = (_17%); Cn = (17%); Pn = (_Tla%) Y

an = (£,2). Definimos X = ac UvbU (U, (bpn U ppan)) U (Une; (bgn U gnby))
(ver Figura[3).

Sean a’ = (—3,0), b = (0, %), d = (%,0), K =ddUvt y M = vb'. Veamos que
M es un continuo limite maximal de K y M no es un continuo limite maximal fuerte
de K. Paracadan € N, sean a/,, p), y ¢, el punto medio de los segmentos a,,p,, bp, y
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ar CJ
d;z Dz a: cz
s Dy gz €3
a v c
FIGURE 3.

bgn, respectivamente. Ademaés, para cada n € N, sean May,_1 = pppl,, Man = qnq,,
y M}, 1 = alpl,. La sucesion {M,},ecn es una sucesion de subcontinuos de X
que converge a M, tal que para cada sucesion {M] },,cn de subcontinuos de X, con
M, C M}, para cada n € N, si {M/},en converge a algin subcontinuo M’ de K,
entonces M’ = M. Asi M es un continuo limite maximal de K. Si consideramos
la subsucesion {May,—1}nen de la sucesion {M,, }ren y la sucesion {ML, 4 }nen, se
cumple que My, C M}, _, para cada n € Ny la sucesion {M3,,_; }nen converge
a M’ = a’v Ul subcontinuo de K. Puesto que M C M’, M no es un continuo
limite maximal fuerte de K.

El resultado que citamos a continuacién es de mucha utilidad para el desarrollo
de este capitulo.

Teorema 2.11. [6] Teorema 3.11] Si X es un continuo, entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Kelley.

(2) Para cada subcontinuo K de X, se tiene que K es el iinico continuo limite
mazimal de K.

(8) Para cada subcontinuo K de X, se tiene que K es el iinico continuo limite
mazximal fuerte de K.

3. Propiedad de semi-Kelley

En 1998, J. J. Charatonik and W. J. Charatonik introducen el concepto semi-
Kelley para continuos [6] Definicién 3.16].

Definicién 3.1. Un continuo X tiene la propiedad de semi-Kelley, o bien X es
un continuo semi-Kelley, si para cada subcontinuo K de X, se tiene que si M y L
son continuos limite maximal de K, entonces M C L o bien L C M.

Se sigue del Teorema [2.11] que cada continuo que tiene la propiedad de Kelley
también tiene la propiedad de semi-Kelley, esto es:
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Corolario 3.2. Si X es un continuo con la propiedad de Kelley, entonces X tiene
la propiedad de semi-Kelley.

Es facil convencerse que el abanico armoénico con pata limite alargada es un
continuo que tiene la propiedad de semi-Kelley y no tiene la propiedad de Kelley
(véase el Ejemplo . Asi, el reciproco del Corolario no se cumple.

Ejemplo 3.3. Sean a = (—1,0), b = (0,0), ¢ = (1,0), d = (2,0) y, para cada
n €N, seanb, = (0,2) y ¢, = (1,2). Definamos X = adU (U, ab,)U(U;~; cnd)

(ver Figura . Veremos que el continuo X no tiene la propiedad de semi-Kelley.

bg cr
bg C3
b; 3
|
T a b c d
FIGURE 4.

Sean a’ = (—1,0), ¢ = (3,0), K =d'd/, M = a’by L = ¢c. De manera similar
al Ejemplo [2.5] obtenemos que M y L son continuos limite maximal de K. Puesto

que M ¢ L'y L ¢ M, concluimos que X no tiene la propiedad de semi-Kelley.

Dados X un continuo y una sucesion {M,}n,en en C(X) que converge a un
subcontinuo M de X, en [6, pag. 75] se define la familia

M{Mp}nen) = {4 € C(X) : M C A tal que existe una subsucesion {M,,, }ren

de {M, }nen v existe una sucesion {Ay }ren en C(X)
que converge a A tal que M,, C Ay, para cada k € N}.

Proposicion 3.4. [6, Proposicion 3.9] Sean K un subcontinuo de un continuo X.
Para cada sucesion {M,},en en C(X) que converge a un subcontinuo M € C(K)
existe un elemento mazimal S en C(K)NM({M, }nen) el cual es un continuo limite
mazimal fuerte de K.

4. Equivalencias de continuos Kelley y semi-Kelley

Recordemos que un continuo X es irreducible entre p y q si p,q € X y ningin
subcontinuo propio de X contiene a los puntos p y g. Se dice que X es irreducible si
existen puntos p y ¢ en X tales que X es irreducible entre p y ¢. Dados un continuo
X y puntos p,q € X, existe un subcontinuo de X el cual es irreducible entre
py q; asi cualquier continuo no degenerado contiene un continuo no degenerado
irreducible [13, 4.35 (b)].
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Sea U una coleccion contenida en 2%, denotamos por |JU la unién de sus
elementos, esto es, | JU = {x € X : existe A € U tal que x € A}.

Recientemente, M. Chacon-Tirado, M. de J. Lopez e I. Vidal-Escobar en [5]
Teorema 2.1] presentan una equivalencia a la propiedad de Kelley, en este capitulo
proporcionamos una demostracién de dicho resultado.

Teorema 4.1. Sea X un continuo. Se tiene que X tiene la propiedad de Kelley
si y solo si para cada a € X, para cada I € C(X) irreducible entre el punto a y
algin otro punto de X, y para cada sucesion {a,}nen en X que converge al punto
a eziste una sucesion {A,}nen en C(X) que converge a I tal que a, € A,, para
cada n € N.

DEMOSTRACION: Supongase que X tiene la propiedad de Kelley. Sean a € X,
I € C(X) un continuo irreducible entre a y algin otro punto de X y {an }nen una
sucesion en X que converge a a. Como X tiene la propiedad de Kelley en el punto
a, existe una sucesion {A, }neny en C(X) que converge a I tal que a,, € A,, para
cada n € N.

Reciprocamente, supongase que para cada a € X, para cada I € C(X) irre-
ducible entre el punto a y algin otro punto de X, y para cada sucesion {a, }nen en
X que converge al punto a existe una sucesion {4, }neny en C(X) que converge a
I tal que a, € A,, para cada n € N. Supongamos que X no tiene la propiedad de
Kelley, por el Teorema [2.11] existen K subcontinuo de X y M un continuo limite
maximal propio de K. Ahora, como M es continuo limite maximal de K existe
una sucesion { M, }nen en C(X) que converge a M que satisface la definicion de
continuo limite maximal (Definicién [2.6). Dado que M es un subcontinuo propio
de K se tiene que K \ M # (. Asi podemos considerar puntos b € K \ M y
a € M. Sea I el continuo irreducible entre a y b contenido en K. Como la sucesion
{Mp, }nen converge a M y a € M, por [8, Ejercicio 4.4, pag. 70|, para cada n € N
existe a, € M, tal que la sucesion {a,},en converge al punto a. Por hipotesis,
existe una sucesion {A, }nen en C(X) que converge a I tal que a,, € A,,, para cada
n € N. Definimos, para cada n € N, M), = M,, U A,,. Note que a, € M,, N A,,, asi
M) € C(X), para cada n € N. También se tiene que M,, C M}, para cada n € N.
Por [8], Ejercicio 2.13(b), pag. 28| la sucesion {M] },en converge a M UI € C(K).
Note que MUT # M pues b € I y b ¢ M. Esto contradice que M es continuo
limite maximal de K. Por lo tanto, X tiene la propiedad de Kelley. O

Del Teorema obtenemos que en el caso en que X es un dendroide, para
verificar que X tiene la propiedad de Kelley en un punto a € X es suficiente
considerar a cada arco con punto extremo a como el continuo K de la Definicion

23l

Ejemplo 4.2. Consideremos el abanico armdnico con pata limite alargada X,
definido en el Ejemplo . Sean d = (%,0), y para cada n € N, sean d, =
(3, 258#1)) y ¢y = (2,2). Definamos Y = X U (U, bpdnUdyc,) (ver Figura El)

Veremos que Y no tiene la propiedad de Kelley.

Para cadan € N, sean p,, el punto medio de los segmentos b, d,, y sean p = (%, 0)
y K = pc. Es claro que no existe una sucesion de subcontinuos {K,,},eny de YV
que converja a K tal que p, € K,,, para cada n € N, por tal motivo Y no tiene la
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b; c
b, [
d;
71 d b c
FIGURE 5.

propiedad de Kelley en el punto p. De lo anterior Y no tiene la propiedad de Kelley.

En [5] Teorema 2.2] se introduce una equivalencia a la propiedad de semi-Kelley,
a continuacién se expone dicho resultado con su demostracion.

Teorema 4.3. Sea X un continuo. Se tiene que X es semi-Kelley si y sdlo si para
cada a,b € X, para cada I € C(X) irreducible entre los puntos a y b, y para cada
sucesion {a,}neny en X que converge al punto a existe una sucesion {A,}nen en
C(X) que converge a I tal que a, € A,, para cada n € N, o para cada sucesion
{bn}nen en X que converge al punto b existe una sucesion {By}nen en C(X) que
converge a I tal que b, € B, para cada n € N.

DEMOSTRACION: Supoéngase que X es semi-Kelley. Sean a,b € X, I € C(X) un
continuo irreducible entre a y b.

Afirmacién 1. Para cualesquiera sucesiones {z,}nen ¥ {¥Un}nen en X que
convergen a los puntos a y b, respectivamente, existe una subsucesion {z,, }ren de
la sucesion {z,}nen y una sucesion {My}ren en C(X) que converge a I tal que
Xn, € My, para cada k € N, o existe una subsucesion {y,, }ren de la sucesion
{Yn}nen v una sucesion { Ny }ren en C(X) que converge a I tal que y,,, € Ni, para
cada k € N.

Prueba de la Afirmacion 1.

Por la Proposicion existe A € C(I) N M({xn}nen) v existe B € C(I) N
M({Yn}nen) tales que A y B son continuos limite maximal fuerte de I. Por la
Observacion tenemos que A y B son continuos limite maximal de I. Como X
es semi-Kelley entonces A C B o B C A, sin perder generalidad supongamos que
A C B. Note que a € Ay a,b € B C I, como [ es irreducible entre a y b se
sigue que B = I. Por definicién de M({yn }nen) existe una subsucesion {yn, }ren
de la sucesion {yn tnen y una sucesion {Ni }rpen en C(X) que converge a I tal que
Yn, € Ny para cada k € N. Esto prueba la Afirmacion 1.

Afirmacién 2. Para cada subconjunto abierto U de C(X) con I € U, se tiene
que |JU es una vecindad de a, o para cada subconjunto abierto V de C(X) con
I €V, se tiene que |JV es una vecindad de b.

Prueba de la Afirmacion 2.

Supongamos que existen subconjuntos abiertos W'y V de C(X) con I e UNV
tales que | JU no es vecindad de a y |JV no es vecindad de b. Se sigue que UN'V es
un subconjunto abierto de C'(X) y [J(UNV) no es vecindad de a y no es vecindad de
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b. Sean {zy }nen ¥ {Un}nen sucesiones en X \ | J(UNV) que convergen a los puntos
a y b, respectivamente. Como | J(UN V) no es vecindad de a y no es vecindad de b,
se sigue que para ninguna subsucesion {z,, }ren de la sucesion {x, }nen existe una
sucesion { My }ren en C(X) que converge a I tal que x,, € My, para cada k € N,
y para ninguna subsucesion {y,, }ren de la sucesion {y,}nen existe una sucesion
{Ni}ren en C(X) que converge a I tal que y,, € Ny, para cada k € N, lo cual
contradice la Afirmacion 1. Asi la Afirmacion 2 esta probada.

Ahora, sin perder generalidad, supongamos que para cada subconjunto abierto
U de C(X) tal que I € U, se tiene que [JU es una vecindad de a. Sea {ay, }nen una
sucesiéon en X que converge al punto a.

Para cada m € N, sea U, = {A € C(X) : H(A,I) < L} y sea Uy = C(X).
Como la sucesion {a, }nen converge a a y para cada m € N, [ JU,,, es una vecindad
de a, dado n € N, podemos elegir A,, € C(X) de la siguiente manera: si a,, € I, sea
A, =1I;sia, ¢ 1I,seam €N tal que a, € U \ (UUm+1) y sea A, € U, tal que
an € A,. Note que la sucesion {A, }nen converge a I. Esto completa la necesidad.

Reciprocamente, supoéngase que para cada a,b € X, para cada I € C(X)
irreducible entre los puntos a y b, y para cada sucesion {a, }nen en X que converge
al punto a existe una sucesion { A, },en en C(X) que converge a I tal que a,, € A,
para cada n € N, o para cada sucesion {b,},eny en X que converge al punto b
existe una sucesion {B,},en en C(X) que converge a I tal que b, € B,, para
cada n € N. Supongamos que X no es semi-Kelley. Esto es, existe K € C(X) y
existen continuos limite maximal L y M de K tales que L\ M # () # M \ L. Como
L es un continuo limite maximal de K, entonces existe una sucesion {L, }nen en
C(X) que converge a L tal que si {L/ },en es una sucesion en C(X) que converge
al € C(K)y L, C L, para cada n € N, entonces L’ = L. Similarmente, para
el continuo limite maximal M de K, existe su correspondiente sucesion { M, }nen-
Consideremos puntos a € L\ M y b € M \ L. Como la sucesion {L, }nen converge
a Lyace€ L, por [8, Ejercicio 4.4, pag. 70], para cada n € N existe a,, € L, tal
que la sucesion {a,}nen converge a a, similarmente, existe una sucesion {b, }nen
en X que converge a b tal que b, € M, para cada n € N. Sea I € C(K) continuo
irreducible entre a y b. Sin perder generalidad, supongamos que existe una sucesion
{A, }nen en C(X) que converge a [ tal que a, € A,, para cada n € N. Definimos
el subcontinuo L!, = L, U A,,, para cada n € N, se sigue que L, C L] y por [8]
Ejercicio 2.13(b), pag. 28] la sucesion {L!, } ey converge a LUI € C(K)y LUI # L,
puesb € I yb ¢ L. Esto contradice que L es un continuo limite maximal de K. Por
lo tanto, X es semi-Kelley. Con todo la prueba del teorema esté completa. O

Usando la definicién equivalente que nos da el Teorema [.3]es facil convencerse
de que el continuo Y del Ejemplo [£.2] tiene la propiedad de semi-Kelley, mientras
que el continuo X del Ejemplo no tiene la propiedad de semi-Kelley, para lo
cual basta considerar los puntos a,c € X, I el irreducible entre los puntos a y c,
y las sucesiones {a,}nen ¥ {¢n}nen en X, no es dificil convencerse que no existe
una sucesion de subcontinuos {4, },ecn de X que converja a I tal que a, € A,,
para cada n € N, y que no existe una sucesién de subcontinuos {C), },en de X
que converja a I tal que ¢, € C,, para cada n € N, por tal motivo X no tiene la
propiedad de semi-Kelley.
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Ejemplo 4.4. Consideremos el abanico armdnico con pata limite alargada X,
definido en el Ejemplo . Para cada n,m € N, sean ¢, = (2 — 2%,0) Y Cnom =
(2 - 3, 5h). Definamos ¥ = X U (U, beran) U U (UL, encurim) (ver
Figura @ Usando la equivalencia del Teorema es facil convencerse de que el
continuo Y tiene la propiedad de semi-Kelley.

b;
b, C11
b3 C1,2 Ca1
C1 3 »C22
a b ¢ ¢ c
FIGURE 6.

5. Subcontinuos con la propiedad de semi-Kelley

Recordemos que un subcontinuo Y de un continuo X es un retracto de X si
existe una funciéon continua r : X — Y tal que r(y) = y, para cada y € Y; a la
funcién r se le llama retraccion. Por otro lado, Y es un retracto de vecindad de X si
existen un subconjunto abierto U de X tal que Y C U y una retracciéon r : U — Y.

En 1977, R. W. Wardle demostré que si X es un continuo con la propiedad de
Kelley y Y es un retracto de X, entonces Y tiene la propiedad de Kelley, ver [16],
Teorema 2.9]. En [5] Teorema 3.1], M. Chacén-Tirado, M. de J. Lopez e 1. Vidal-
Escobar demuestran el resultado similar para retractos de vecindad y continuos
con la propiedad de Kelley y continuos semi-Kelley, respectivamente. En los dos
siguientes teoremas exponemos estas afirmaciones.

Teorema 5.1. Si X es un continuo con la propiedad de Kelley y Y € C(X) es un
retracto de vecindad de X, entonces Y tiene la propiedad de Kelley.

DEMOSTRACION: Sean U un subconjunto abierto de X talqueY CUyr:U — Y
una retraccion. Sean a € Y, I € C(Y') un continuo irreducible entre a y algin otro
punto de Y y {an }nen una sucesion en Y que converge al punto a. Como X tiene
la propiedad de Kelley, por el Teorema 4.1] existe una sucesion {A} },en en C(X)
que converge a I tal que a,, € A}, para cada n € N. Note que I C Y C U, asi
I € (U). Luego, existe N € N tal que A}, € (U), para cada n > N.

Ahora, para cada n < N definimos A,, = {a,}; y para cada n > N, definimos
A, = r(Al). Como r es una retraccion tenemos que {4, }nen €s una sucesion
contenida en C(Y'), la cual converge al continuo I, ademds a, € A,, para cada
n € N. Finalmente, por el Teorema[4.1] Y tiene la propiedad de Kelley. O

Corolario 5.2. Si X es un continuo con la propiedad de Kelley yY € C(X) es un
retracto de X, entonces Y tiene la propiedad de Kelley.
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Teorema 5.3. Si X es un continuo semi-Kelley y Y € C(X) es un retracto de
vecindad de X, entonces Y es semi-Kelley.

DEMOSTRACION:  Sean U un subconjunto abierto de X tal que Y C U y r :
U — Y una retraccion. Sean puntos a,b € Y, sea I € C(Y) irreducible entre
los puntos a y by sean sucesiones {an}nen ¥ {bn}tnen en Y que convergen a los
puntos a y b, respectivamente. Como X es semi-Kelley, por el Teorema sin
perder generalidad podemos suponer que existe una sucesion {4/}, ey en C(X)
que converge a I tal que a,, € A}, para cada n € N. Note que I C Y C U, asi
I € (U). Luego, existe N € N tal que A}, € (U), para cada n > N.

Ahora, para cada n < N definimos A,, = {a,}; y para cada n > N, definimos
A, = r(A]). Como r es una retraccion se tiene que {A,}nen €8 una sucesion
contenida en C(Y), la cual converge al continuo I, ademéas a,, € A,, para cada
n € N. Finalmente, por el Teorema [£.3] el continuo Y es semi-Kelley. ([

Corolario 5.4. Si X es un continuo semi-Kelley y Y € C(X) es un retracto de
X, entonces Y es semi-Kelley.

Sean X un continuo y Y un subcontinuo de X, diremos que Y es semi-terminal
si para cada A, B € C(X) talesque ANB =0y ANY #0 # BNY se tiene que
ACY obien BCY.

En 2011, J. R. Prajs demostroé que si un continuo X tiene la propiedad de Kelley
y Y € C(X) es semi-terminal, entonces Y tiene la propiedad de Kelley, véase [14],
Proposicion 4.2]. En |5 Teorema 3.3], M. Chacon-Tirado, M. de J. Lopez e L.
Vidal-Escobar demuestran el resultado similar para continuos semi-Kelley (véase
Teorema , aqui exponemos la prueba completa de este resultado; antes citamos
un resultado que vamos a necesitar.

Proposicion 5.5. [14] Proposicion 3.1] Si Y y Z son subcontinuos de un continuo
X tal que Y es semi-terminal, entonces Y N Z es un subconjunto conezo.

Teorema 5.6. Si X es un continuo semi-Kelley y Y € C(X) es semi-terminal,
entonces Y es un continuo semi-Kelley.

DEMOSTRACION: Sea Y un subcontinuo de X semi-terminal. Sean puntos a,b € Y,
sea I € C(Y) irreducible entre los puntos a y b y sean sucesiones {a, }nen y {bn }nen
en Y que convergen a los puntos a y b, respectivamente. Como X es semi-Kelley,
por el Teorema[43] sin perder generalidad podemos suponer que existe una sucesion
{A, }nen en C(X) que converge a I tal que a,, € A, paracadan € N. Si A, C Y,
para cada n € N, por el Teorema [£.3] concluimos que Y es semi-Kelley.

Ahora, supongamos que A, \' Y # (), para cada n € N. Como Y es semi-
terminal y A,, € C(X), por la Proposicion Y N A, es conexo, para cada n € N.
Definimos L, =Y N A,,, para cada n € N; note que L,, es subcontinuo de X.

Afirmacién 1. Para cada k,m € N, A, N A,, # 0.

Prueba de la Afirmacion 1.

Supongamos por el contrario, esto es, supongamos que existen k,m € N tales
que A NA,, = 0. Note que a, € YN Ay, asi Y NA, # 0, también a,, € YNA,,, asi
Y NA,, #0, comoY es semi-terminal, se tiene que Ay C Y o bien A,, C Y, lo cual
contradice que A4, \'Y # 0, para cada n € N. Asi la Afirmacién 1 esta probada.

Afirmacién 2. Para cada n,m € N, L,, U L,, es un subcontinuo de X.
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Prueba de la Afirmacion 2.

Se sigue de la Afirmacion 1 que A, U A,,, es un subcontinuo de X. Note que
L,UL,=YNA,)UuYNA,)=YN(A,UA,). ComoY es semi-terninal, por
la Proposicion [5.5] se tiene que L,, U L, es un subconjunto conexo, y asi L, U L,,
es un continuo. Esto prueba la Afirmacion 2.

Se sigue de la Afirmacion 1 que L, N L,, # 0, para cada n,m € N, Sean € N
fija. Ahora, definimos P,, = L,, N L,,, para cada m € N.

Afirmacién 3. Se tiene que L, NI # 0.

Prueba de la Afirmacion 3.

Note que lim{ Py, }men C lim{ Ly tmen C lim{An}men = I; por otro lado, la
sucesion constante { Ly, ey converge a L,,. Ahora, lim{ Py, }men C lim{L,}men =
L,,. Luego, lim{ Py, }men C L, NI. Asi la Afirmacién 3 esta probada.

Se sigue de la Afirmacién 3 que L, U I es un subcontinuo de Y. Definimos
K, = L, UI, para cada n € N. Note que lim{K,}neny = lim{L, U I}peny =
lim{Ly}neny Ulim{I}pen = lim{Y N Ap}nen UI C TUT = I. Ademés, a,, € Ly,
asi a,, € K,,, para cada n € N, de donde {K,, },ecn es una sucesion de subcontinuos
de Y que converge a I. Por el Teorema [£.3] se obtiene que Y es semi-Kelley. ([l

Recordemos que un continuo X es hereditariamente semi-Kelley si cada sub-
continuo de X es semi-Kelley.

Ahora, sea n € N con n > 3, diremos que un continuo X es un n-odo si existe
un subcontinuo B de X, llamado el corazdn de X, tal que X \ B tiene al menos n
componentes. Se dice que un continuo X es atriddico si X no contiene triodos. Un
continuo X se llama oo-odo si existe un subcontinuo B de X, llamado el corazon
de X, tal que X \ B tiene una cantidad infinita de componentes.

Por otra parte, vamos a necesitar otro tipo de convergencia de sucesiones de
subconjuntos de un continuo. Sean X un continuo y {A,},en una sucesiéon de
subconjuntos de X. Se define el limite superior de { A,, }nen en X, el cual denotamos
por limsup{ A, }nen = {x € X : para todo abierto U de X con x € U existe J C
N infinito tal que U N A,, # (), para cada n € J}.

En [5] Teorema 3.4], M. Chacon-Tirado, M. de J. Lopez e I. Vidal-Escobar
demuestran el resultado que sigue; aqui exponemos la prueba completa de este
teorema.

Teorema 5.7. Si X es un continuo semi-Kelley y no es hereditariamente semi-
Kelley, entonces X contiene un co-odo.

DEMOSTRACION: Sea X un continuo semi-Kelley y A un subcontinuo de X que
no es semi-Kelley. Por el Teorema [4.3] existen puntos a,b € A, existe K € C(A)
irreducible entre a y b, existen sucesiones {a,}nen ¥ {bn}nen €n A que convergen
a los puntos a y b, respectivamente, tales que no existe una sucesion {L, }nen en
C(A) que converge a K tal que a,, € L,, para cada n € N y no existe una sucesion
{M,}nen en C(A) que converge a K tal que b,, € M,,, para cada n € N.

Como X es semi-Kelley, por el Teorema [4.3] sin perder generalidad podemos
suponer que existe una sucesion { K, },en en C(X) que converge a K tal que a,, €
K, para cada n € N. Sea C,, la componente de A N K,, que contiene al punto
an, para cada n € N. Si existe N € N tal que C,, N K # (), para cada n > N.
Definimos L, = K UC,, para cadan > Ny L, = {a,}, si n < N. Se tiene que
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lim{Cp}nen C lim{AN K,}nen C K, luego lim{L,}nen = lim{K U Cp,}nen =
lim{K }nenUlim{C), }»en = K; esto contradice que no existe una sucesion {Ly, }nen
en C(A) que converge a K tal que a,, € L,, para cada n € N. De aqui se sigue que
existe un conjunto infinito de ntimeros naturales .J tal que C,, N K = (), para cada
n e J.

Ahora, vamos a construir inductivamente una sucesiéon de ntumeros naturales
{Nm tmen y una sucesion de subcontinuos {D,, } men de X tales que

Co, CSD1CKy,\K y C,, CDp CK,, \(KUDyU---UDy_1),

para cada m > 2. Para esto, sea n; = min(J). Sea U un conjunto abierto
propio de K,,, tal que C,,, C U C clx(U) C K,, \ K. Sea D; la componente
de clx(U) tal que C,, C Dy. Por [13, Teorema 5.4] se tiene que C,, T Dj.
Luego, Cy,,, € Dy C K,, \ K. Ahora, supongamos que existen ntimeros naturales

=

ni,Na,...,Ny y subcontinuos Dy, Do, ..., D, con las propiedades requeridas.

Afirmacién 1. Existe un namero natural n € J \ {ny,ns,...,n,} tal que
C,N(DyU---UD,)=0.

Prueba de la Afirmacion 1.

Supongamos por el contrario, esto es, supongamos que para cada n € J\
{n1,n2,...,n,} se tiene que C,,N (D1 U---UD,) # (. Se sigue que lim{C,, N (DU
-+-UD;) hnen # 0. Como lim{C), }nen C K entonces KN (D1 U---UD,.) # (. Esto
contradice que (D; U---UD,)N K = 0. Asi la Afirmacion 1 esta porbada.

Por la Afirmacion 1 existe n,,; € J tal que n,41 >, +1y Cp, ., N(D1U---U
D,) = (. Note que n,+1 > n,. Sea V un conjunto abierto propio de K, ,, tal que
Cn,, CVCex(V)C Ky, \(KUDU---UD,).

Sea D,4 la componente de clx (V) tal que C, ., C D,4,. Por [13, Teorema
5.4] se tiene que Cy,, , € Dy41. Luego, Cp, ., € Dpyy C K,y \(KUDU---UD,.).
Asi queda probada la induccién.

r+1

Afirmacién 2. Para cada m € N, se tiene que D,, ¢ A.

Prueba de la Afirmacion 2.

Supongamos por el contrario, esto es, supongamos que existe m € N tal que
D,, C A, entonces D,,, C K,,,, NA; como C,,,, C D,, y C,,, es componente se sigue
que C,,,, = D,, lo cual contradice que C,,,, € D,,. Esto prueba la Afirmacién 2.

m -

Ahora definimos
D=AU(l Dm).
meN

Afirmacién 3. Se tiene que D es un subcontinuo de X.

Prueba de la Afirmacion 3.

Puesto que para cada m € N, D,, C K,  entonces limsup{Dy,}men C
limsup{Kp,, }men = K y K es un subcontinuo de A, se sigue que limsup{ D, } men C
A. De donde, clx (U _; Dim) C AU(U;e_; D). por tal clx (D) € AU(U,o—; Din)-
Se sigue que clx (D) = AU (U,-_; D), con lo cual D es un cerrado en X. Por
otro lado, como D,, N A # @, para cada m € N, se tiene que D es un conexo. Asi
D es un continuo. Esto prueba la Afirmacion 3.

Finalmente, note que D\ A = J>°_ (D, \ A) y Diy \ A # 0, pues 0§ #
D,,, \ Cy,, C Dy, \ A, para cada m € N. Como D,, N D; = () si m # j, entonces
(D \ A) N (Dj \ A) = 0 si m # j. Note que para cada m € N se tiene que
clx (V)N (D\A) = clx (Vi) (U2, (Di\ A)) = Dy, \ A, asi D, \ A es un conjunto
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cerrado en D \ A. Luego cada componente de D,, \ A es componente de D \ A.
Por lo tanto, D \ A tiene una infinidad de componentes. En consecuencia D es un
oo-odo. Con todo el teorema esta probado. O

No es dificil convencerse de que el continuo X del Ejemplo 23]y el continuo YV
del Ejemplo son cada uno hereditariamente semi-Kelley, por lo cual el converso
de Teorema[5.7 no es cierto. Vamos a ver que el continuo Y del Ejemplo no es
hereditrariamente semi-Kelley. Para lo cual, para cada n € N, sean e, = (3, 7) ¥
sea Z = (Ur—, aean—1)U(U,—, aba, Ubs,day,). Veremos que Z no tiene la propiedad
de semi-Kelley, para lo cual basta considerar los puntos e = (%,0),() € X, Iel
irreducible entre los puntos d y e, y las sucesiones {es,_1}nen ¥ {don tnen en X,
no es dificil convencerse que no existe una sucesion de subcontinuos {D,, }en de X
que converja a I tal que da, € D, para cada n € N, y que no existe una sucesién
de subcontinuos {E, },en de X que converja a I tal que es,—1 € E,, para cada
n € N, por tal motivo Z no tiene la propiedad de semi-Kelley y por tanto Y no es
hereditrariamente semi-Kelley.

Recordemos que un continuo X es hereditariamente Kelley si cada subcontinuo
de X tiene la propiedad de Kelley.

En 2000, G. Acosta y A. Tllanes probaron que cada continuo atriédico con la
propiedad de Kelley, es un continuo hereditariamente Kelley, véase [1, Corolario
5.2]. En [5 Corolario 3.5], M. Chacén-Tirado, M. de J. Lopez e I. Vidal-Escobar
demuestran el resultado similar para continuos semi-Kelley, esto es:

Corolario 5.8. Si X es un continuo atriodico semi-Kelley, entonces X es heredi-
tariamente semi-Kelley.

DEMOSTRACION: Sea X un continuo atriédico semi-Kelley. Supongamos que X no
es hereditariamente semi-Kelley. Por el Teorema X contiene un subcontinuo
Y el cual es un oc-odo. Asi existe un subcontinuo B de Y tal que Y \ B tiene
una cantidad infinita de componentes. De aqui se sigue que Y \ B tiene al menos
3 componentes. Luego, X contiene un triodo, esto contradice que X es atriodico.
Por lo tanto, X es hereditariamente semi-Kelley. (I

Ejemplo 5.9. Definamos X = ({0} x [—1,2]) U{(z,sin(2)) : 2 € (0,1]}.
Es bien sabido que X es un continuo atriédico semi-Kelley sin la propiedad

de Kelley. Se sigue del Corolario [5.8 que X es un continuo hereditariamente semi-
Kelley.
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1. Resumen

Los conjuntos ordenados se han convertido en la nueva teoria bésica para rela-
cionar otras teorias mediante enlaces categéricos, pero no siempre se tienen los
conocimientos fundamentales de esta disciplina, valgan estas notas para asegurar
los conocimientos bésicos del tema.

2. Preliminares

Definicién 2.1. Sea X un conjunto y R C X x X wuna relacion, para x,y € X
denotamos por xRy si y solo si (x,y) € R. Diremos que R es un orden si:

1) Para todo x € X zRx.
2) Para toda x,y,z si xRy, yRz, entonces xRz.

Si ademds, se cumple que:

3) Para todo z,y € X, si xRy e yRx, entonces x = y. Se dird que R es
orden parcial.

Si R es un orden parcial, entonces se denota tRy como x < y, ademds diremos
que (X,<) es un conjunto parcialmente ordenado o bien que (X,<) es un copo.
Por 4iltimo, si (X, <) y (Z, g') son dos copos, entonces una funcion f: X —Y tal
que f(x) < f(y) siempre que x <y se le dird funcion mondtona.

Dado un conjunto X, el copo (P(X), C) (donde P(X) es el conjunto potencia de
X y C larelaciéon de contencion) es el mas general de todos en el siguiente sentido:

Teorema 2.2. Sea (X, <) un copo. Entonces existe una funcidn mondtona inyec-
tiva entre (X, <) y (P(X), Q).

147
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DEMOSTRACION: Dado = € X, denotamos por = 1 al conjunto {y € X : z < y}.
Definamos ¢ : (X, <) — P(X), donde ¢(z) = x 1, es claro que ¢ es mondtona e
inyectiva. O

Sean (X,<x) un copo y € X. Denotaremos por = | al conjunto {y €
X 1y < z}. Ademaés, si M C X, denotaremos por M 1y M | a los conjuntos
{y e X :2z <y, paratodoxr € M}y {y € X : y < z, paratodox € M}
respectivamente. Se sigue entonces que: M t= (o, 2 T,y que M [=(,cp 2 |-

Definicién 2.3. Sea (X, <) un copo. Si x = {x}, diremos que x es un elemento
minimo. Si x T= {x} diremos que = es un elemento mdzimo. A un elemento de
M 1 se le llama cota superior de M, y a un elemento de M | cota inferior de M.

Definicién 2.4. Sean (X, <) un copo, M C X. Un elemento xy € X es llamado
el supremo de M si:

1) zp e M 1,
2) siz € M 1, entonces xg < z.

Al supremo xo se le denotard por \/ M. En el caso en el que o € MNM 1, diremos
que g es el mayor elemento de M.
Andlogamente yo € X es llamado el infimo de M si

1) yoe M,
2) sil e M |, entonces | < yg. Al infimo yo se le denotard por \ M. En el
caso en el que yo € M NM |, diremos que yy es el menor elemento de M.

Es claro que si existe el supremo de M donde M C X y (X, <) es un copo
dicho supremo es unico. Anéalogamente el infimo de M es Unico en caso de existir.
Si X tiene menor elemento lo denotaremos por 0 y si tiene mayor elemento lo
denotaremos por 1. Ademas 0=\ 0=AXy1l=VX=A0.

Definicién 2.5. Un copo (X, <)

1) Es A-semirreticula si para todo A C X finito, existe NA

) Es V-semirreticula si para todo A C X finito, existe VA
3) Es A-semirreticula acotada si existe 0,1 € X.

) Es V-semirreticula acotada si existe 0,1 € X.

) Es reticula si es N-semirreticula y V-semirreticula. En otras palabras, si
para cada a,b € X siempre existen N{a,b} y V{a,b} que se denotardn
como aANb yaVb. Esta condicion significa que todo conjunto finito tiene
supremo e infimo, como | es finito, entonces en una reticula siempre
existen 0, 1.

6) Un copo (X, <), es acotado si existen 0,1 € X.
7) (X, <), es reticula completa si para todo A C X existen VA y NA.

Veamos el siguiente resultado:

Teorema 2.6. Sea (X,<) un copo. Si para todo A C X, existe VA, entonces
(X, <) es una reticula completa.

DEMOSTRACION:
Sea A C X. Observe que VA | es el infimo de A. O
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3. Teorema de punto fijo
El siguiente teorema es muy importante en la clase de las reticulas completas.

Teorema 3.1. [Teorema de Punto fijo de Knaster-Tarski] Sean (X, <) una reticula
completa y f : X — X una funcion mondtona, entonces existe s € X tal que

f(s) = s.

DEMOSTRACION:

Sean f: X — X monétona, N = {z € X : 2 < f(z)} y s = VN. Queremos
demostrar que f(s) = s.

Notemos que si z € N, entonces z < s, luego z < f(x) < f(s). Asi x < f(s),
es decir, f(s) es cota superior de N. Por lo que s < f(s), y en consecuencia s € N.
Ahora, para cada x € N se tiente que x < f(z) y por tanto f(z) < f(f(x)). Asique
f(x) € N, por lo que f(z) < s, pero como s € N podemos concluir que f(s) < s.
Por tanto f(s) = s. O

Usando este teorema podemos demostrar el importante resultado de la teoria
de conjuntos:

Teorema 3.2 (Teorema de Cantor-Bernstein). : Sean X, Y conjuntos. Si f : X —
Y yg:Y — X son funciones inyectivas, entonces existe una funcion h : X =Y
biyectiva.

DEMOSTRACION:

Sean P(X), el conjunto potencia de X el cual es reticula completa con el orden
de la contencién. Ademais, sea ¢ : P(X) — P(X), definida para A C X como
d(A) = g[Y \ fI[X \ A]]. Veamos que ¢ es una funcién monétona: sabemos que
si Ay C Ay con Ay, Ay € P(X), entonces X \ A2 C X \ A; y en consecuencia
FIX\Az2] C f[X\ A1], lo que implica que Y\ f[X \ 41] C Y\ f[X \ A3], finalmente
se tiene que g[Y \ f[X \ 41]] Cg[Y \ f[X \ A2]]. Luego ¢(A1) C ¢p(Aq), y asi ¢ es
monétona. Entonces por el Teorema existe A C X tal que ¢(A4) = A, es decir,
glY' \ f[X \ A]] = A. Definamos h : X — Y como:

h(x)—{ flx) si z¢ A

g Hz) si xeA

Notar que si € A, entonces siempre existe y € Y\ f[X \ 4], tal que x = g(y).
Ademés, como g es inyectiva y es tnica. Asf, que g~!(x) denota al tnico y €
Y\ f[X \ 4] tal que g(y) = z. Veamos que h es inyectiva y sobreyectiva.

Veamos la inyectividad de h : X — Y. Sean z1,z2 € X tales que h(x1) = h(z2).
El caso en que x1,x2 € X \ A, nos lleva a que f(z1) = f(z2). Como f es inyectiva,
entonces r; = xo. Ahora, si x1,72 € A, entonces tenemos que h(z;) = g (1) =
y = g ' (x2), como g es funcién y g(y) = 21 y g(y) = x2, entonces x; = x3. Solo
consideraremos el caso en que 21 ¢ Ay x9 € A, yaquesiz € Ay xo ¢ A es
similar. Pero si z1 ¢ Ay 2o € A, tenemos que f(z1) = y tal que g(y) = 2, luego
y € fIX\A], peroy € Y\ f[X \ 4], para que h(x2) = y, lo cual es una contradiccion
luego este caso y el simétrico no existen. Por tanto h es inyectiva.

Ahora veamos que h : X — Y es sobreyectiva. Seay € Y, si y € f[X \ 4],
entonces existe un tnico x € X \ A, tal que y = f(z). Como z ¢ A, entonces
f(x) = h(zx), luego y = h(x). Siy ¢ f[X \ 4], entonces y € Y \ f[X \ 4], luego si
g(y) = z, se cumple que y = h(x). Por tanto h es biyectiva. O
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4. Conexiones de Galois

Definicién 4.1. Sean (X, <), (Y, <) dos copos, [ : X =Y yg:Y — X funciones
mondtonas, ellas son una conexion de Galois o f es adjunta izquierda de g o g es
adjunta derecha de f si para todo x € X ey €Y se cumple que:

fz) <y siysdlo siz<gy).
Veamos el siguiente resultado:

Lema 4.2. Sean (X,<),(Y,<) dos copos, f : X =Y yg:Y — X mondtonas,
entonces [ adjunta izquierda de g si y solo s si para todo v € X ey €Y se cumple
que f(g9(y)) <y yx < g(f(z)).

DEMOSTRACION: Sea y € Y Como ¢g(y) < g(y), entonces f(g(y)) < y por ser
f adjunta izquierda de g. Ahora, sea € X. Como f(z) < f(z), entonces x <
g(f(x)). Ahora, supongamos que para todo z € X ey € Y se cumple que f(g(y)) <
yyz<g(f(z)yque f(z) <y. Entonces x < g(f(x)) < g(y). Luego z < g(y).
Ahora, siz < g(y) vy f(9(y)) <y, z < g(f(x)), entonces f(x) < f(g(y)) <y. Luego

f(z) <y. Por tanto f es adjunta izquierda de g. O

Corolario 4.3. Sean (X,<),(Y,<) copos, f: X =Y yg:Y — X mondtonas, y
f adjunta izquierda de g, entonces fgf = f ygfg=g

DEMOSTRACION: Sean y € Y y € X, entonces z < gf(z), asi f(z) < f(gf(x)),
pero fg(f(x)) < f(z), luego fgf = f. La otra igualdad es analoga. O

Lema 4.4. Sean (X, <), (Y, <) reticulas completas, f : X - YV yg:Y — X
mondtonas. Si f adjunta izquierda de g, entonces f preserva supremos y g preserva
infimos.

DEMOSTRACION:

Sea M C X y s = VM, vamos a demostrar que f(s) = V{f(m) :m e M} =
VfIM]. Sea m € M, entonces m < s, luego f(m) < f(s), es decir f(s) es cota
superior de f[M]. Ahoraseay € Y tal que f(m) < y, entonces m < g(y), luego g(y)
es cota superior de M, luego s < g(y), entonces f(s) <y, entonces f(s) = Vf[M].
Anéalogamente se demuestra que g preserva, infimos. (|

Teorema 4.5. Sean (X, <) y (Y, <) reticulas completas, f : X — Y mondtona,
entonces f preserva supremos si y solo si es adjunta izquierda de alguna g : Y — X
mondtona

DEMOSTRACION:

Por lo anterior solo resta demostrar que si f preserva supremos existe g : Y — X
mondtona tal que f es adjunta izquierda de tal g.

Sea g(y) = V{z : f(z) < y}. Supongamos que f(z) < y, entonces z € {x :
f(z) <y}, luego z < g(y). Ahora, si z < g(y) = V{z € X : f(z) < y}, como
f preserva supremos, entonces f(g(y)) = V{f(z) : f(z) < y}. Luego, como y es
cota superior de {f(z) : f(z) < y}, f es mondtona y = < g(y), entonces f(z) <
f(g(y)) <y. Por tanto f(z) < y. O
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5. Algebras, reticulas distributivas

Si (X, <) es una reticula, entonces A, V, 0 y 1, cumplen las ecuaciones (1), (2),
(3) vy (4) para todo a,b,c € X:

(anbyAec=an(bAc)---(1)

aANb=bAa
alNa=a
1Na=a

(avb)Ve=aV(bVe) --(2)

aVb=bVa
aVa=a
OVa=a

aV(ahc)=a---(3)
aNh(aVe)=a---(4)
pero, si en X existen operaciones A, V y elementos 0,1, tales que cumplen las

ecuaciones (1), (2), (3) y (4), entonces en X se puede construir un orden con el cual
X es reticula . Méas precisamente:

Teorema 5.1. Sea X un conjunto 0,1 € X y A, V operaciones definidas en X, tal
que cumplen (1),(2), (3) y (4)- Sia <b siy sdlo si a ANb = a, entonces (X,<) es
reticula.

DEMOSTRACION: 1. Demostremos que < es un orden parcial para X. Es claro que
a<ayaqueala=a.

Sia<byb<c entoncesaANb=aybAc=0b. PorloqueaAc=(aAb)Ac=
aN(bNc)=aNnb=a,luego a <c.

Ahora, supongamos que a < by b < a, entonces aAb=ay bAa=a. Asique
a=aANb=bAa=D>. Por tanto a = b.

Sea a,b € X, definamos inf{a,b} por a Aby sup{a,b} por a Vb. Veamos que
estan bien definidos. Observemos que a Ab < ay aAb<b yaque (aAb)ANa=
aN(bAa)=aAN(aNb)=(aAa)ANb=aAb; deigual manera (a Ab) Ab=aAb.
Ahora, sea c€ X tal que c < ay ¢ <b, es decir, cANa=cy cAb=c, evaluamos
cA(anb) = (cNa)ANb=cAb=c, es decir, c < aAb. Por tanto a A b si es el infimo
de {a,b}.

Ahora veamos que sup{a, b} si es aVb. Antes, veamos que para todo z,y € X,
xANy=xzsiysolosizVy=y. SiaAy=ux, entoncesy =yV (yAz)=yVuz.
YsiyVa=y,entonces zx = x A (zVy)=xAy. Ahora, veamos que a <aVby
b<aVb,peroaA(aVb)=a,asiquea<aVb ybA(aVb)=bA(bVa)=D>,luego
b < aVb. Ahora, supongamos que a < cy b < ¢, esdecir,aAc=aybAc=bo
equivalentemente a Vc=c¢, bV c=c . Veamos que a Vb < ¢, para esto evaluemos
(avb)Ve=aV (bVec)=aVc=c, luego sup{a,b} = aVb. Por (1)y (2) yla
equivalencia demostrada antes, tenemos que a < 1, 0 < a donde 0,1 son los que
cumplen la ecuacion (1) y(2), es decir, son el supremo y el infimo del conjunto vacio
respectivamente. [l

Definicién 5.2. Sea (X, <) una reticula. Diremos que X es:
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1) distributiva si para todo a,b,c € X se cumple:
aV(bAce)=(aVb)A(aVc) (%),
2) modular si todo a,b,c € X se cumple:
sia <c, entoncesaV (bAc)=(aVb) Ac

Lema 5.3. Toda reticula distributiva es modular

DEMOSTRACION:
Sean (X, <) distributiva y ¢ < ¢. Entonces aV(bAc) = (aVb)A(aVe) = (aVb)Ac
O

Teorema 5.4. (X, <) es reticula distributiva si y sélo si para todo a,b,c € X se
cumple que
AbVe)=(aAb)V(aAc): - (xx)

DEMOSTRACION: Supongamos (*), entonces (a Ab)V (aAc) = ((aAb)Va)A ((an

b)Ve) =an((aVe)A(bVe)) = (an(aVe))A(bVe) =an(bVc), es decir ( ) = (xx).

Ahora supongamos (xx), entonces (aVb) A (aVe)=(aA(aVe)V(bA(aVe)) =

V(bAa)V(bAc)=(aV(aAb)V(bAc)=aV (bAc). Por tanto (xx) = (x).

([l

Ahora, veamos algunas caracterizaciones de las reticulas distributivas:

Teorema 5.5. La reticula (X, <) modular es distributiva si y sélo si para todo
a,b,c € X se cumple que:

(anb)V(aAce)V(bAe)=(aVb)A(aVe)A(bVc)

DEMOSTRACION: Sea A = {aAb,aNc,bActy B={aVb,aVe,bVch. Si AB es cota

superior de A, entonces VA < AB. Como aAb<a <aVb,entonces aAb<aVb,

aANb<b<bVe,entonces aANb<bVec, finalmente a Ab < a < aVc, entonces a Ab

es cota inferior de B, luego a A b < AB. De manera anéloga, se puede mostrar que

aANc<AByquebAc<AB. Luego VA < AB. Es decir que
(anb)Vance)V(bAe)<(aVb)A(aVe)A(bVc)

se cumple en cualquier reticula. La igualdad:
(anb)ViaAnce)V(bAe)=(aVb)A(aVe)A(bVc)

se cumple suponiendo que (X, <) es distributiva. Si (X, <) es distributiva, entonces

aV{bA(aVve)=(aVbA(aV(aVe)=(aVb)A(aVc), luego

(avVb)A(aVe)A(bVe)=(aV(bA(aVe)A(bVe) =
(an(dVe)VbA(ave)AbVe)=(an(DdVe)V(bA(aVc)).
Pero (an(bVve))V(bA(aVe)) = (anb)V(ane)V(bAc)V (bAa) = (aAb)V(aAc)V (bAc)
donde la ultima igualdad se da porque el supremo conmuta y porque a Ab = b A a.
Por tanto se da la igualdad

(anNb)V(aAc)V(bAc)=(aVb)A(aVc)A(bVc).

Para el reciproco, supongamos que (X, <) es modular, veamos que (X, <) es
distributiva. Entonces

(avb)he=(aVb)A(aVe)ANDbVe)Ae=[anb)V(ane)V (bAC)Ac
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pero aAc < cybAc <, entonces (aAc)V (bAc) < ¢, usando lo modular, tenemos
que:
(avbd)Ae=[lane)V(bAe)]V[(anb)Ad,

pero [(anc)V (DA C)] <[(aAb)Ac]. Asique (aVD)Ac=(aNc)V(bAc), luego
(X, <) es distributiva. O

Describimos las reticulas C5, Ds:

/N
a\/;

&
a T Y
b D

Ahora, usemos Cy para obtener la siguiente equivalencia de reticulas modulares:

Teorema 5.6. Una reticula es modular si y solo si no tiene sub-reticulas isomorfas
a 05

DEMOSTRACION:

Supongamos que L € Ob(Pos) y contiene un conjunto {z,a,b,y} con las rela-
ciones de C, entonces: tenemos que © <y y

zV(aAy)=zVb=z<y=cAy=(xVa)Ay

Entonces L no es modular.

Ahora, supongamos que L no es modular, entonces existen u, v, w € L tales que
u < w pero no sucede que u\/(v/\w) = (u\/v)/\w,pero u<w,yu< (v\/u),entonces
u es cota inferior de {u Vv, w}, pero v Aw < w < vVw, luego también v Aw es cota
inferior de {u Vv, w}, luego vAw < (uVo)Awyu < (uVo)Aw, luego (uVv) Aw
es cota superior de {u,v A w}, luego vV (v Aw) < (uV v) Aw. Asi que si L no
modular existen u,v,w € L tales que u <w y uV (v Aw) < (uVv)Aw.
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1. Asi, si L no modular existen u,v,w € L tales que u < wy uV (v Aw) <
(uVo)Aw. Siv > uV (vAw), entonces v > u, luego (u Vo) Aw = v A w,
pero uV (v Aw) = vAwyaqueu < vyu < w, entonces u < v A w, luego
uV (vAw) = (uVv)Awlo cual no puede ser. Pero siv < uV (vAw) < (uVv)Aw,
asi que v < (u Vo) Aw, entonces v < w, y uV (vAw) =uVuv, perou <u<uVo
entonces u < wy v < w, luego u Vv < w, por tanto (uV v) Aw < u Vv, luego
uV (v Aw) = (uVv)Aw,lo cual no puede ser.

2. Luego, v es incomparable con vV (v Aw) y (uVv) Aw.

3. Pero, vVuV(vAw) =vVu, yaque vAw < v < vVu, entonces v Aw < vVu,
luego vvVuVvwAw)=(vVu)V@wAw)=vVu. Ademas (vVu)Aw < wvVuy por
tanto v Vu=vV ((vVu)Aw). Yaque vV ((vVu)Aw) <vV(vVu)=vVu, pero
u<ovVuyu<w, luegou < (vVu) Aw, luego vVu <oV ((vVu) Aw). O sea
vV ((vVu)Aw)=vVu. OseavVuV(wAw)=vVu=uvV((vVu)Aw)

4. De manera anéloga: v A (uVuv) Aw =vAw, yaque vA(uVo)Aw =
(vAwW)A(vVu)ycomovAw < v < vVu, entonces v A (uV o) Aw =vAw. Ahora,
veamos v A (uV (vAw)). Como vAw < uV(vAw)y es claro que v Aw < v, entonces
vAw<vA{@wV(wAw)), comou<wywvAw < w,entonces w es cota superior
de {u,v Aw}, luego uV (v Aw) < w, luego v A (uV (v Aw)) < v Aw, por tanto
vA(uVo)Aw =vAw=vA(uV(vAw)). Finalmente sia = v, b=vAw, c=vVu,
r=uV(wAw),y=(uVwv)Aw, Comprobemos que b<a<cyb<z<y<ec Lo
cual es cierto yaque b=vAw <v=ayb=vAw<vVu=cpor 3. se cumple.
Ahora, seaz =uV (v Aw) < (uVv)Aw=y,xz=uV(vAw) <vVu=c, por 3.

]

Ahora, obtenemos una completa caracterizacion de las reticulas distributivas:

Teorema 5.7. L es una reticula distributiva si y solo si no contiene sub-reticulas
isomorfas a C5 y no contiene sub-reticulas isomorfas a D3

DEMOSTRACION: Supongamos que contiene una subreticula isomorfa a Cy entonces
no es modular pero si contiene una sub-reticula de la forma D3, entonces existen
a,b,c,x,y € L tales que (a Ax)V (aAy) =Db, pero aA(zVy) =aAc=a, pero
b < a, luego L no es distributiva.

Ahora supongamos que L no es distributiva, pero no contiene sub-reticulas
isomorfas a C5 y no contiene sub-reticulas isomorfas a D3, si no es modular, contiene
una sub-reticula de la forma C5, pero L no cumple eso, luego L es modular pero
no distributivo, entonces por el Teorema [5.6] entonces existen a, b, c € L tales que
(anb)V(ane)V(bAce) < (aVb)A(aVe)A(bVe)seax = (aAb)V(anc)V (bAc)
ey=(aVb)A(aVec)A(Vec), entonces x <y, sean:

u=(aV(®bAc)A(DVec)

v=(bV(aAc))A(aVc)

w = (¢ V (aA)b) A (a V b), se mostrard que u Av = uAw = vAw =2y
uVov=uVw=0vVw=y. Antes mostremos que:

u=(aNBVe)V (DA

v=(bA(aVe))V(aAc)

w = (cA(aV)b) V (a Ab). Para esto veamos el siguiente esquema: u = (aV (b A
NNANDBVe)=((bAc)Va)A(bVe)ycomobAc<c<bVc, entonces bAc<bVe,
luego podemos aplicar la modularidad y obtener u = (bAc¢)V (a A (bVe)) =
(an(bVe))V(bAc). Siguiendo con el esquema para u A v, tenemos que:
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uhv=(aVBA))ADVc)ANDV(anc))A(aVe), pero aAe < c<aVec, luego
bV(anc) < bVe, por tanto (bVe)A(bV (aAc)) = bV (aAc) y como bAc < aVe, entonces
aV(bAc) <aV(aVe) = aVe, luego: uAv = (aV (bAc))A(aVe)A(DVE)A (DY (aNc)) =
(aV(bA)ADV(ane))=((bAc)Va)A(bV(aAc)),ycomobAc<b<bV(aic),
entonces por modularidad uAv = (bAc)V(aA(bV (aAc))) = (bAc)VI((aAc)VD)Ad]
y como a Ac¢ < a 'y por modularidad, uAv = (bAc)[(aAc)V (bAa)] = z. siguiendo
el mismo esquema obtenemos que uAw =vAw=zxzyuVv=uVw=vVw=y.

Observemos que w,v,w son incomparables en L. Supongamos que u < v,
entonces u = u Av =z, entonces a < uy v < b, luego a < by ademés u A w = u,
luego a < u < w < ¢, entonces a < ¢, luego z = (aAD)V (ahc)V(DAc) <y =
(aVb)A(aVe)A(bVe), por tanto x =aVaV (bAc) <bAcA(bVe), peroa < bAc,
luego x =bAcperobAc<bVec luego y = b Ac, por tanto b A c < b Ac, lo cual
es una contradiccion, en los demas casos se sigue el mismo esquema, asi que u, v, w
son incomparables en L. Por tanto el conjunto {u,v,w,z,y} C L forman un poset
isomorfo a Ds. O

Veamos la siguiente caracterizacion de reticula distributiva.

Teorema 5.8. L = (X, <x) es reticula distributiva si y sélo si existe a lo mds una
solucion de las ecuaciones:
ahNz=>b,aVr=c--(x)

DEMOSTRACION: Sea L distributiva y supongamos que z,y son soluciones de (*),
entonces x = zA(xVa) = 2A(aVy) = (zAa)V(zAy) = (yAa)V(zAy) = yA(yVa) = v,
luego z = y.

Ahora, si L es no distributiva entonces con la misma notacién de las figuras Cs
y Ds, se tiene que x,y son soluciones diferentes de las ecuaciones (x). (]

6. Ideales y filtros en reticulas distributivas

Definicion 6.1. Sean L reticula distributiva y I C L, diremos que I es un ideal de
L, si:

1) 0el.

2) Si cada que a,b € I, entonces aVb e I.

3) Sib<ayacl, entoncesbe 1.

Ademds, un ideal es propio si no es todo L. Un ideal propio I es primo, siaANb e I
implica que a € I 0 b € I. Por ultimo, un ideal I es mdzimo si es propio y no estd
contenido propiamente en otro ideal.

Definicién 6.2. Sea L reticula distributiva y F C L, diremos que F' es un filtro
de L, si:

1) 1eF.

2) Si cada que a,b € F, entonces a Nb € F

3) Sia<byacF, entoncesb € F.
Ademds, un filtro es propio si no es todo L. Un filtro propio F es primo, siaVb € F
implica que a € F o b € F. Por iltimo, un filtro F' es mdzximo si es propio y no
estd contenido propiamente en otro ideal.

Teorema 6.3. Sean I ideal y F filtro propios de L dénde L es una reticula ditribu-
tiva. SiINFE =, entonces eziste F' tal que F es filtro primo y mdzimo con la
propiedad de que I N F = ().
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DEMOSTRACION:

Sea F = {M : M filtro propio de L, FF C M,I N M = (}. Veamos que F es
copo no vacio, para poder usar el Lema de Zorn. Es claro que F' € F y J es
ordenado con la relacion de subconjunto. Ahora, sea ¢ C F una cadena, veamos
que |JC € F. Sean a,b € |JC, entonces a € F, e CC Fybe F, € € CF. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que F, C F,. Entonces a,b € Fy, luego
aANbe F, €F. Ahora,sia € |JCy a < b, entonces a € F, para algin F, € C,
luego b € F,, € C, asi b € |JC. Entonces |JC es filtro. Como F sélo tiene filtros
propios, entonces | J € es un filtro propio, ademas | JCN T =0y M C €, luego
UC € 7, por lo que J tiene un elemento maximo. Sea F' tal maximo, es claro que
FNI=0yademas F CF.

Veamos que F es primo. Supongamos que a ¢ F y b ¢ F pero aVb € F.
SiG={re€L:xVbec F}, entonces es claro que a € G. Veamos que G es
filtro. Sean c¢,d € G, como ¢V b,dV b € F, entonces (cV b) A (dVb) € F. Pero
(cVO)A(dVD)=(cANd)VDb,luego (cAd) € G. Ahora, si c € G y ¢ < d, entonces
cVb<dVb,perocVbe F,luegodVbe F,luegod € Gy G es filtro. Notemos
que F C G, yaquesiz € F, entonces x < 2 Vb, pero zVb € F, es decir, z € G. En
consecuencia F' C G, pero a € Gy a ¢ F, entonces F C G pero G # F. Si G no es
propio, tendremos que, 0 € G, entonces 0V b € F, luego b € F, lo que es absurdo,
asi que G es propio, luego G ¢ F.

Asi que G ¢ F, luego GN I # (). Sea c; € GN1I, entonces ¢; Vb € F. Definimos
H={x:2Vc €F},se demuestra que F C H y H es un filtro y que b € H pero
b¢ F,luego H # F. Si H no fuera propio, entonces 0 € H, luego 0V ¢; € F, asi
que ¢; € FN1,lo que es absurdo. Por lo que H también es propio, asi que H ¢ F,
luego HN I # 0. Por tanto existe co € H N I, luego c1 V ¢ € I, pero también
ci1Vea €F,0seac, Ves € INF,lo cual no es posible. Luego F es primo. O

Veamos el siguiente teorema:

Teorema 6.4 (Birkhoff). Sean I, F ideal y filtro propio respectivamente de una
reticula distributiva L, St F' N1 :7(2), entonces existen I C L y ' C L ideal y filtro
primos tales tales que ICI FCF yINFEF =0.

DEMOSTRACION:

Por el Teorema existe F filtro méaximo primo tal que F NI = (. Entonces
dualizando la demostracion del Teorema [6.3] cambiando A por V y filtro por ideal
existe I ideal méaximo primo tal que FNI =0y I C I. ([

Corolario 6.5. Sean L una reticula distributiva y a,b € L. Si a £ b, entonces
existe un filtro primo F tal que a € F pero b ¢ F.

DEMOSTRACION: Sean F = {c € L:a <c}yI={de L :d <b}. Esclaro
que [ es ideal y F filtro. Supongamos que x € I N F. Entonces a < x y =z < b,
entonces a < b lo cual no es posible asi que existen I ideal primo F filtro primo tal
que FCF, I CI, INF =0 por el teorema anterior. Ademaés, es claro que a € F,
luegpa € Fybel. Sia,be F,aAb€ F, peroaAb<b,luego a Ab € I, luego
aNbel, luegoaNbeINF,locual no puede ser. Luego b ¢ F' O
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7. Algebras de Heyting y algebras Booleanas

Definicién 7.1. Sea L un poset con 0 y con infimos finitos (es decir L es A-
semireticula acotada), si existe el mazimo del conjunto {b € L : a ANb = 0} se
denotara como a*. Llamaremos a a*, cuando exista, el pseudocomplemento de a.

Lema 7.2. Sea L un poset con 0 y con infimos finitos entonces a* cumple que
bAa=0 siysolosib<a*.

DEMOSTRACION: Es claro que si bAa = 0, entonces b € {b: bAa = 0}, luego b < a*,
ahora si b < a*, entonces b Aa < a* Aa =0, recordar que a* € {b:bAa =0}y es
el mas grande, entonces b A a = 0. O

Lema 7.3. Sea L un poset con 0 y con infimos finitos, donde para todo a € L,
existe a*, entonces:

1. a<b=b"<a*.

2. a <b= a* <b*.

3. a < a*.

4. a*** = g*

5. (a ANb)™ = a* Ab*

DEMOSTRACION:

1.Sia<b=aAnb* <bAb* =0, luego a A b* = 0, entonces b* < a*.

2. S51a<b=b*<a*= a** <b*.

3. Comoa*ANa=0=a<a"™.

4. Por 3. y 1. , tenemos que a*** < a*, por 3., a* < (a*)** = a***, luego
a*** — a*.

5. Como a Ab < ayaAnb<b, entonces (a Ab)*™ < a* y (a Ab)*™ < b*,
luego (a A D)™ < a** Ab**. Ahora, si a Ab =0, entonces b < a*, entonces a** < b*,
entonces a** A b < b* Ab =0, entonces a** Ab=10. Si a™ Ab=0, como a < a**,
entonces a Ab < a** ANb=0,luego a Ab=0.

Como a Ab < (a AD)*™ = ((a Ab)*)*, luego (a Ab) A (a Ab)* = 0, luego
aN(BA(aADb)*)=0,luego a** A (bA(aAD)*)=0 O

Teorema 7.4. Si L es reticula distributiva y a,b € L tienen pseudocomplementos,
entonces a V b tiene pseudocomplemento y (a V b)* = a* A b*.

DEMOSTRACION: Primero, demostremos que (a V b) A (a* A b*) = 0, pero (a V b) A
(@*Ab)=((aVbh)Aa*)AD* = ((aNa*)V(DAa)) AL =0V (bAa"))Ab =
(bAa*)AV* = (bAD*)Aa* =0Aa* =0. Ahora,sic€ Ly (aVb)Ac=0, entonces
(anc)V(bAc) =0, entonces aAc=0y bAc=0,luego ¢ < a* y ¢ < b*, luego
¢ < a* Ab*, luego (aV b)* = a* Ab*. O

Definicion 7.5. Sea L una reticula y a € L, el complemento de a es b € L tal que
aANb=0yaVb=1

Proposicién 7.6. Sea L una reticula distributiva, entonces todo complemento es
pseudocomplemento y es unico.

DEMOSTRACION: Sean a,b € L y b un complemento de a. Sic € L tal que aAc =0,
entonces c=cAl=cA(aVb)=(cAa)V(cAb) =0V (cAb)=cAb,luego ¢ <b,
luego b = a*. Por el Teorema [5.8] el complemento es tinico. (]

Veamos otra propiedad del pseudocomplemento:
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Lema 7.7. Si L es reticula distributiva, a € L y a* tienen pseudocomplemento ,
entonces (aV a*)* =0

DEMOSTRACION: Supongamos que bA (a Va*) =0, entonces (bAa)V (bAa*) =0,
luego bAa =0y b < (a*)* luego b < a* y b < a**, luego b < a* A a**, como
(aVa*)*=(aNa*™),luego 0 =bA (aVa*)*, entonces (aVa*)* =0 O

Definicién 7.8. Sea L un A-semireticula con 0. Diremos que es una semireticula
de Heyting si existe una operacion _ — _ tal que para todo a,b,c € L se cumple
qguec<a—b<s cAa<b. SilL esreticula entonces diremos que L es un dlgebra
de Heyting

Lema 7.9. Si L es una semireticula de Heyting o dlgebra de Heyting, entonces
a — 0 es el el pseudocomplemento de a.

DEMOSTRACION: Bastara demostrar que ¢ A (@ — 0) < ¢ < a — 0, qué se deduce
de colocar b = 0 en la definicién. O

Lema 7.10. La operacion a — _ es adjunta derecha de la operacion a A _

DEMOSTRACION: Sean b; < by, entonces aAb; < aAby, sabemos que a — by < a —
b1, luego (a — b1) Aa < by, luego (a — by) A a < by, por tanto (a — by) < a — bo,
luego @ — _ es monotona y por definicion a A ¢ < b < ¢ < a — b, lo que significa
que a — _ es adjunto derecho de a A . (]

Teorema 7.11. 1. Si L es A-semirticula si es de Heyting, tiene una sdla operacion
que la hace de Hayting.

2. Si L es N-semireticula de Heyting, es distributiva en infimos sobre los supre-
mos que existen. En particular un dlgebra de Heyting es distributiva.

3. Si L es N-semireticula de Heyting, entonces para todo a,b,c € L se cumple
que (aANb) —c=a— (b—¢)

DEMOSTRACION: 1. Sea  — y —' _ dos operaciones tal que L es A-

semireticula de Heyting, como para todo a € L: a — _y a =’ _ son dos funciones
adjuntas derechas de a A _, entonces para todo ¢ € L, tenemos que cAa < b &
c<a—=bsc<a—'bsic=a—b esclaroque (a = b) < (a—=b)=a—b<
a —' b, ahorasic=a —'b,comoa—"b<a—"b=a—"b<a— b, luego para
todo a,b € L se cumple que a — b =a —' b.

2. Sean A ={a; i€ J} C L siexiste VA€ Ly aé€ L, queremos demostrar,
aN(VA)=V{aAa;:i€ J}, peroaA _ es adjunto izquierdo de a — _, entonces
a A _ preserva supremos que existan, es decir a AVA =V{aAa;:i € J}. Para un
algebra de Heyting, usar que siempre existen los supremos de finitos y luego aplicar
lo anterior para implicar que es distributiva.

3. Sipara todo a,b,c,x € L se cumple que z < (aAb) > cexz<a— (b— ¢,
entonces (a Ab) = ¢ =a — (b = ¢), se puede usar z = (a A b) — ¢ e implicar
que (a ANb) = ¢ < a— (b= ¢)y luego tomar x = a — (b — ¢) e implicar que
a—(b—oc)<(aAd) —=c Asi, e < (aAb) mcoxzNharNb<csSzAha<b—
cer<a— (b—c). O

Teorema 7.12. Sea L una reticula completa. Entonces L admite una operacion
para ser una dlgebra de Heyting si y solo si se cumple: (Vieja;) Na = Vieg(a; A

Para todo {a; :i€ J} CLyacL.
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DEMOSTRACION: Como a A _ es mono6tona una operacion de Heyting debera ser
adjunta derecha y existird si y s6lo si a A _ preserva supremos lo cual se asegura si
se cumple (%) y L reticula completa. (]

Teorema 7.13. Si L es un dlgebra de Heyting, entonces se cumple (Vicja;)* =
Niega) cuando existen Vicya;, y (Vicga;)*.

DEMOSTRACION:

Probaremos que para todo ¢ € L, se cumple que ¢ < (Viega;)* < ¢ < a} para
todo ¢ € J. Entonces ¢ < (Vieja;)* < ¢ A Vieja; = 0 <, usando el Teorema [7.12]
Vies(cNa;) =04 cAa; =0 para. todo i € J & ¢ < af para todo i € J. Luego si
¢ = (Viega;)*, entonces (Vieya;)* < af para todo i € J, luego (Vicja;)* < Ajegal.
Si ¢ = Ajegal, entonces Ajejal < (Viega;)*, luego (Vicga;)* = Nicjal. O

Lema 7.14. Sea L una reticula. La operacion binaria — hace a L dlgebra de
Heyting si y solo si para todo a,b,c € L se cumplen:

l.a—a=1

2.aN(a—b)=aANb

3.bAN(a—Db)=0D

4.a—= (bAc)=(a—b)A(a—c).

DEMOSTRACION: Supongamos que L con — es un algebra de Heyting, entonces:

1. Verifiquemos que para todo ¢ € L se cumple que ¢ < a — a pero esto es
equivalente a que c A a < a, lo cual es cierto luego a — a = 1.

2. Primero, como (a — b) < (a — b), luego (a — b) Aa < b, por tanto
aA(a—b) <b peroaA (a—b) <a,luego a A (a — b) < aAb. Por otro lado,
como (a Ab) Aa < b, entonces a Ab < a — b, entonces a Ab < aA (a — b). Por
tanto a A (@ — b) =a Ab.

3. Como bAa <b,entonces b < a — b, por tanto b A (a — b) = b.

4. Como a — _ es adjunta derecha de a A _ entonces preserva infimos luego
a— (bAc)=(a—=b)A(a—c).

Ahora, suponga que — cumple las ecuaciones 1.---4., luego, si ¢ < a — b,
tenemos que cAa < aA(a = b) = aAb < b, ahora si ¢ A a < b, entonces
cN(a—c)=cluegoc=cA(a—c)<a—c=(aNa)A(a—c), yaque aha =1,
luego c < (aAa)A(a—c)=a— (aNc).

Pero a — _ es mondétona En efecto, si ¢ < d, entonces a — ¢ =a — ¢ A d pero
a—>chNd=(a—=>c)AN(a—>d) <a—d luego a - ¢ < a — d. Regresemos a
nuestra demostracion. Como a Ac<byc<a— (aANc)<a— b luegocAha<b
siy sélo si ¢ < a — b, luego L con la operaciéon — es un algebra de Heyting. O

Definicion 7.15. Si L una reticula distributiva con complementos, diremos que L
es una dlgebra de Boole.

Teorema 7.16. Toda dlgebra de Boole es una dlgebra de Heyting.

DEMOSTRACION: Sea L un é&lgebra de Boole. Como L es ditributiva: sus com-
plementos son pseudocomplementos. Debemos definir — en L para convertirlo en
algebra de Heyting. Definimos: para todo a,b € L sea a — b = a* V b. Veamos que
cumple de ser la operacién apropiada:

Sea a,b,c € L y suponemos que ¢ < a — b, entonces ¢ < a* Vb, luego c A a <
(a*Vb)Aa=(a*ANa)V(bAa) =0V (aAb) =aAb<b. Ahora, sid el complemento
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de a, entonces d = a*, asi que 1 = dVa = a* V a, luego, si ¢ A a < b, entonces
c=cAl=cA(a*Va)=(cha*)V(cha)<(cha*)Vb<a*Vb=a—b. O

Lema 7.17. Sea L un dlgebra Booleana, entonces para todo a € L se cumple que
(a*)*=ay¢:L— L°P, donde L°P es el dlgebra Booleana con el orden opuesto de
L y ¢ definido como ¢(a) = a* es isomorfismo de dlgebras Booleanas.

DEMOSTRACION: Como L es distributiva el complemento de a es a* y a** es el
complemento de a*, luegp aVa* =1yaAa*=0ya*Va**=1ya* Aa*™ =0.
Observemos las ecuaciones a* Vx =1, a* A x = 0 tienen como solucién a a y a a**,
ya que L es distributiva, por el Teorema [5.8], tenemos que a = a**.

Ahora, veamos que ¢ es monoétona sean a < b, sabemos que b* < a*, o sea
a* <op b*. . sobreyectiva y preserva complementos supremos e infimos .

Como es algebra de Heyting entonces (Vieja;)* = Aiesal, que es el supremo
de {a} : i € J} en L°P, ahora sea (Aic;jai)* = (Nicja;™)* = ((Viesai)*)* =
(Viegal)™ = (Viesal) que es el infimo de {af : i € J} en L°P. O sea ¢ preserva
supremos e infimos.

Pero ¢(a*) = a** = ¢(a)*, o sea ¢ preserva complementos.

Sea a € L°P, entonces ¢(a*) = a** = a, 0 sea ¢ es biyectiva. a

Ahora veamos la propiedad reciproca al Teorema [7.16] .

Teorema 7.18. Sea L una dlgebra de Heyting, L es dlgebra Booleana si y sdlo si
L cumple que (a*)* = a para todo a € L.

DEMOSTRACION: Sea L un algebra Booleana entonces es de Heyting, ver Teorema
[7-16] por Lema tenemos que a** = a.

Sea L un &lgebra de Heyting, entonces es distributiva ver Teorema 2.,
ademés siempre existen los pseudocomplementos, ver Lema , veamos que si
a*™ = a, a* es un complemento. Es decir a*Va =1y aAa* =0. Pero ¢ : L — L°P,
del Lemal7.17]es isomorfismo y 1 = ¢(0) = ¢(A{a,a*}) = ¢(a) Vo(a*) = a*Va** =
aVa*, luego 1 = a V a*, por Juego 1* = (aV a*)* = a* Aa** = a Aa*. Ahora,
demostremos que b A1 =0 < b < 0 para concluir que 1* = 0. Supongamos que
bA1 =0, luego b = 0 entonces b < 0. Ahora, si b < 0, como b A 1 = b, entonces
bA1<0,luego bA 1 =0, por tanto 1* = 0. ([

Usando el isomorfismo ¢, conluimos que
Corolario 7.19. Si L es dlgebra Booleana, {a; :i € J} C L, Vicjya;, Nicya; € L,
entonces (Viejai)* = Niegal y (Niesai)* = Viejal

DEMOSTRACION:

Usar que ¢ preserva supremos e infimos de L en supremos e infimos de L°P.
O

Un morfismo de algebras Booleanas manda, por definicién, complementos en
complementos, sin embargo

Lema 7.20. Si B dlgebra Booleana L reticula y f : B — L, morfismo de reticula,
entonces para todo a € B, tenemos que f(a*) = f(a)*.

DEMOSTRACION:
Como f preserva infimos y supremos de conjuntos finitos entonces f(0g) = 0,
y f(1g) = 11, ademéas f[B] es una reticula distributiva. Sea f(a*)V 1p = f(a*) V
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f(1p) = fla*Vlp) = f(1) = 1 y también, f(a*)V1L = f(a*Vip) = f(1B) =1L,
por el Teorema 5.8 f(a*) = f(a)*. O

Ahora, veamos como son los filtros en una algebra Booleana.

Teorema 7.21. Sea L una dlgebra Booleana. Si F C L filtro. Entonces son
equivalentes

1. F es mazimal.

2. F es primo.

3. Para todo a € L,ae F o a* € F.

DEMOSTRACION:

1.= 2. Sea F maximal, entonces F' es propio, existe a € L \ F y supongamos
que existe b € Ltal queaVb e F,seaG={x € L:xVb € F}, esclaro que F C G,
y ademds como a Vb € F, entonces a € G \ F. Entonces G no es propio, es decir
G =1L,luego 0 € G, esdecir b=0V b € F, luego b € F. Por tanto F' es primo.

2.=3. Seaa € L,comoaVa*=1¢€F,entoncesa € Foa*€F.

3.=1. Sea G filtro tal que F C G, si a € G\ F, entonces a* € F, luego
a,a* € G, por tanto a Aa* =0 € G, luego G = L, por tanto F' es maximal. ([l

Ahora, podemos completar una A-semireticula de Heyting hasta una algebra
Booleana. Observemos que si L es A-semireticula de Heyting, , por el Teorema
L es ditributiva y ademaés tiene complementos

Definicién 7.22. Sea L una A-semireticula de Heyting, definimos BL(L) = {a €
L:a**=a}CL

Proposicion 7.23. Sea L una A-semireticula de Heyting, entonces BL(L) es un
dglgebra booleana con supremo de a,b € BL(L) definido como a V' b= (a* A b*)*

DEMOSTRACION: Sea BL(L) con el mismo orden que L y para a,b € BL(L) aN'b =
aAb, pero aV'b = (a* ANb*)*. Veamos que V' es un supremo para conjuntos finitos
en BL(L).

Sean a,b € BL(L), veamos que (a* A b*)* es cota superior de {a,b}. Sea
x € {a,b}, entonces x A (a* A b*) = 0, ya que si & = a, entonces z A a* = 0,
luego x A (a* A b*) = 0, de igual manera si x = b, luego z < (a* A b*)*, luego
(a* A b*)* es cota superior de {a,b}. Ahora, sea ¢ € BL(L) tal que ¢ es cota
superior de {a, b}, entonces a < cy b < ¢, entonces ¢* < a*y ¢* < b*, ver Lema
Luego ¢* < a* A D", por Lema tenemos que (a* A b*)* < ¢** = ¢. Como para
a,b € BL(L), se cumple, ver Lemal[7.3] que (aAb)** = (a** Ab*™*)* = aAb, entonces
aNbe BL(L). Ademas si a € BL(L), entonces a* € BL(L), ya que a™** = a*,
entonces (a* A b*)* € BL(L), cuando a,b € BL(L), luego V' _ es un supremo en
BL(L).

Ahora veamos que si a,b € BL(L), entonces a — b € BL(L), ver Lema ,
peroa »b=a—=>0"=a— (b= 0)*=a— ((b - 0) = 0), ya que b — 0 = b*,
luego, ver , Teorema [7.11] 3., a — b = (a A (b — 0)) = 0 = (a A b*)*, pero por
los comentarios anteriores tenemos que a — b € BL(L). O sea que BL(L) es
algebra de Heyting tambien luego es distributiva. Soélo resta demostrar que para
a € BL(L) se cumple que a V' a* = 1gg. pero aV' a* = (a* ANa**)* = 0* =1, solo
resta demostrar que 1gc(r) = 1r, es suficiente demostrar que 15, € BL(L). Pero
(15)* =03 =1p. O

Finalizamos esta seccién con las siguientes propiedades en las dlgebras de Heyt-
ing:
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Lema 7.24. Si L es una dlgebra de Hayting, son equivalentes:
Para todo a,b € L, (a Nb)* =a* Vb*.

Para todo a € L, (a*V a**) = 1.

Para todo a € BL(L), tiene complemento en L.

Para todo a,b € L, (aVb)*™ = a** VvV b**.

BL(L) es subreticula de L

GURs o o~

DEMOSTRACION: 1.=2.Sean a,b € L, evaluemos (a* V a**) = (a Aa*)* =0* = 1.

2.=3. Sea a € BL(L), entonces a** = a, demostremos que a* es complemento
de a, pero solo resta demostrar que:(a V a*) = 1, pero a™* = a, luego a V a* =
a**Va*=1.

3.=4. Sabemos que (a V b)** = (a* A b*)*, veamos que (a* A b*)* = a™* Vv b**,
pero (a*Ab*)* = a** Vb** es el complemento de a* Ab*, luego a* Ab* A(a** Vb**) = 0.
Ademés a* vV a** =1 = b* V1™, sea z € L, tal que z A (a* A b*) = 0, entonces
a** Vo = (a™ V)V (x A (a* AD)) = [(a™* V) V] A[(@** V) A ((a* AbY)] =
[(@*Vb*)VZ]A[(a™* V™)V (a* Ab*)] = [(a™* V™) Va]Ala*™* V (D Va*| Ala™ V™V
b*] = [(a™* V™) V] A[(AVE)]A[LVa*] = [(a** V™) V] A[LAL] = (a** VD) Ve,
luego x < a**Vb** y como a*Ab* A(a**Vb*™*) = 0, tenemos que (a*Ab*)* = a** Vb**.

4.=5.

Sean a,b € BL(L), veamos que aVb,anb € BL(L). Luego (aVb)*™ = a**Vb*™* =
aVb, luego aVb € BL(L). Pero, ver Teoremal[7.3] 3., (aAb)*™ = (a** Ab™) = aAb,
luego a Ab € BL(L).

5.=1.

Sean a,b € L, entonces, por lo anterior a* V b*BL(L), luego (a* V b*)** =
(a* Vb*), pero (a* Vb*)™ = (@™ AD*™)* = ((aAND)*™)* = (aAb)™ = (anb)*. O

8. Marcos, locales y subobjetos

Definicion 8.1. 1. Si L es una reticula completa y para todo A C L ya € L,
entonces a A (VA) = Vipca(a A D), diremos que L es un marco. Sean L, M marcos,
decimos que una funcion h : L — M es un morfismo de marcos si h preserva
supremos arbitrarios e infimos finitos, y como consecuencia h(0r) = 0pr y h(1y) =
1ar. Los marcos y sus morfismos forman una categoria que denotaremos Mar. A
la categoria opuesta la denotaremos por Loc y a sus objetos los llamaremos locales,
claramente los locales son marcos.

Veamos algunas propiedades de la categoria Mar.

Lema 8.2. h: L — M es monomorfismo de marcos si y solo si h es un morfismo
inyectivo.

DEMOSTRACION:

Es claro que un morfismo de marcos inyectivo es monomorfismo. Supongamos
que h es monomorfismo, pero h no es un morfismo inyectivo. Entonces existen
l1,15 € L tales que Iy # lo, pero h(l;) = h(l3). Ahora consideremos a el marco 3 =
{0,a,1}; la cadena de 3 elementos. Definamos f : 3 — L, como f(0) =0, f(1) =1
y f(a) =11 y sea g : 3 = L, definido como ¢(0) =0, g(1) =1y g(a) = 3, es claro
que f y g son morfismos de marcos y que hf = hg, pero h # g. Luego f no es
monomorfismo. O

Ahora veamos la siguiente propiedad:
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Lema 8.3. Sea f : L — M un morfismo de marcos, entonces: f[L] es un submarco
de M, es decir, Opr,10s € f[L] y es cerrado respecto a supremos arbitrarios e
infimos finitos y ademds f = ig, donde i : f[L] = M y g: L — f[L] definida como
g(x) = f(x) son morfismos de marcos.

DEMOSTRACION: Sea A C f[L], es decir, A = {f(x;) : z; € L,i € J}, como f es
morfismo de marcos, entonces VA = V{f(z;) :a; € Lyi € J} = f(V{z; rz; € L,i €
J}) € f[L], de manera anéloga, tenemos que f(a) A f(b) = f(a AD) € f[L]. Como
fOr) =0n € fIL]y f(1r) = 1 € f[L], entonces f[L] es submarco de M. Por
ultimo, es claro que tanto ¢ como g son morfismos de marcos. ([l

Recordemos que un monomorfismo es extremo si cada que se factoriza a través
de un epimorfismo y otro morfismo, entonces el epimorfismo es isomorfismo. Dual-
mente, un epimorfismo es extremo si cada que se factoriza a través de un morfismo
seguido de un monomorfismo, entonces el monomorfismo es isomorfismo.

Lema 8.4. Los epimorfismos extremos en marcos son los morfismos sobreyectivos
de marcos.

DEMOSTRACION: Sea f : L — M un morfismo sobreyectivo. Es claro que es
epimorfismo. Veamos que es extremo: Si f = mg y m es monomorfismo, como
m es inyectivo y ademas es sobreyectivo ya que f es sobreyectivo, entonces m es
biyectivo, entonces existe la funcion m ™!, que claramente es morfismo de marcos.
Por lo que m es un isomorfismo de marcos.

Ahora supongamos que f es epimorfismo extremo pero no es sobreyectivo.
Como f =g, segn el Lema [8.3] donde ¢ es monomorfismo pero no es isomorfismo
ya que no es sobreyectiva, ya que f no lo es. O

Definicién 8.5. Decimos que una funcion entre marcos f : M — L es locdlico si
preserva infimos arbitrarios su unica adjunta izquierda es un morfismo de marcos.

Recordemos que si tenemos un morfismo de marcos f : L — M, entonces
f es adjunta izquierda de alguna funcién g : M — L que preserva infimos. Dicha
funcién g la denotaremos por f.. Recordemos también tenemos que si f : L — M es
una funcién que preserva infimos arbitrarios, entonces existe una funcién monétona
h : M — L que es adjunta izquierda de f, a dicha la funcion la denotaremos por

f*
Teorema 8.6. Los monomorfismos extremos en Loc se corresponden con los mor-
fismos locdlicos inyectivos.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que un monomorfismo extremo en Loc es precisa-
mente un epimorfismo extremo de marcos que a su vez es equivalente a un morfismo
suprayectivo de marcos. Asi, si f : L — M es un morfismo suprayectivo de marcos,
entonces su adjunta derecha f, preserva infimos. Ademés se satisface la siguiente
igualdad: ff.f = f, y como f es epimorfismo, tenemos que ff, = 1, luego f. es
un morfismo locélico que ademaés es inyectivo.

Por otro lado, si g : M — L es un morfismo locélico inyectivo entre dos marcos,
entonces su adjunta izquierda ¢g* es un morfismo de marcos. Como g y ¢g* son
adjuntas tenemos la siguiente ecuacion: gg*g = g, por lo que g*g = 1 ya que g es
monomorfismo. Asi, g* es suprayectivo. [
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Corolario 8.7. Si f : M — L es un epimorfismo locdlico inyectivo, entonces f se
corresponde con un isomorfismo en Loc.

DEMOSTRACION: Por hipétesis f : M — L es una funcién entre marcos que preserva
infimos y cuya adjunta izquierda f* : L — M es un morfismo de marcos. Usando el
mismo argumento que en la demostracién del teorema anterior, tenemos que f* es
suprayectivo. Ademéas como ff*f = f y f es epimorfismo por hipétesis, entonces
ff* =1, lo que implica que f* es inyectiva, consecuentemente un isomorfismo en
Mar, luego (f*)°? : M — L es un isomorfismo en Loc. O

Lema 8.8. Sea f: L — M un morfismo de marcos, entonces f, preserva infimos
finitos si y sdlo si f(a — f.(b)) = f(a) — b para todo a € M, para todo b € L.

DEMOSTRACION: Supongamos que f, preserva infimos finitos. Sea x € M, entonces
fla—= f.(b)) < axsiysolosia— fulb) < fu(z)siysolosia< fu(b)A fu(z)siy
solosia < fu(bAx)siysolosi f(a) <bAxsiysolosi f(a) = b < z. Porlo tanto
fla— fi(b)) = f(a) = b.

Ahora, si x € L, entonces & < f,.(b) A fi(b') siy solo si z — f.(b) < fu(V) siy
solosi f(z — fu(b) <V siysolosi f(z) > b<b siysolosi f(z) <bAY siy solo
six < f.(bAY). Por lo tanto f, preserva infimos finitos. O

Lema 8.9. Sea f: L — M una funcion entre marcos que preserva infimos. En-
tonces f* preserva limites finitos si y solo si f(f*(a) = b) =a — f(b) para a € M
ybe L.

DEMOSTRACION: Es andloga a la demostracion del lema anterior. (]

Lema 8.10. Sean L un local y S C L, sii: S — L la inclusién es locdlica, entonces
para toda a € L y s € S, se tiene que a — s € S.

DEMOSTRACION:

Como la inclusion es localica, entonces S es marco y por tanto un dlgebra de
Heyting y ademas es cerrado bajo infimos. Ademas existe i* : L — S morfismo
de marcos con ¢* adjunta izquierda de i, en particular, i* preserva infimos finitos,
luego por el lema anterior i(i*(a) — s) = a — i(s), pero a — i(s) = a = sy
i(i*(a) » s) € S, luego a - s € Sparatodoa € Ly s € S. O

Por dltimo veamos la siguiente equivalencia:

Teorema 8.11. Sea L un marco S C L, S es sublocal si y sélo si la inclusion
1:8 — L es un morfismo locdlico.

DEMOSTRACION: Sabemos por hipétesis que S es un algebra de Heyting completa,
y por lo tanto un marco que desde luego es cerrado bajo infimos, por lo que la
iclusion preserva infimos, luego existe una adjunta izquierda i* : L — S que preserva
supremos. Por lo que basta demostrar que preserva infimos finitos: Sean a,b € L
y s € S, entonces i*(a) A i*(b) < s siy solo sii*(a) < i*(b) — s siy solo si
a < i(i*(b) — ), como i*(b) — s € S, entonces i(i*(b) — s) = i*(b) — s, luego
i*(a) Ni*(b) < ssiy solosia < i*(b) = ssiysolosiaAni*(b) < ssiy solo
si*(b) Aa < ssiysolosii*(b) <a— ssiysolosib<ila—s)=a—s
siysolosibAa < s =1i(s)siy solosii*(aAb) < s,y de ahi se concluye que
i*(a) A i*(b) = i*(a A D). Por tanto i es localico.

El regreso del teorema es el lema anterior. O
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1. Introduccién

En el presente manuscrito se combina la Teoria de Categorias con la Teoria
de Semigrupos. Mas precisamente, se consideran a todos los semigrupos como una
categoria, que serd denotada por SGRP, y entonces se estudian algunas propiedades
de esta. En concreto, se caracterizan a sus epimorfismos regulares y se establece que
en 8GRP todo par de morfismos tiene un co-igualador. Finalmente, se determina
si SGRP, como categoria concreta sobre SET, es 0o no una categoria algebraica.

2. Categorias

Se presupone que el lector conoce el concepto de categoria, diagrama conmu-
tativo y funtor. A partir de eso, y con el fin de hacer de este escrito lo mas
autocontenido posible, en la presente seccion se introducen las definiciones y resul-
tados categoricos que seran esenciales en la parte principal del trabajo. Sobre la
notacion, en todo el texto Ob(A) y Mor(A) denotaran, respectivamente, las clases
de objetos y morfismos de una categoria dada Ay Hom(A, B) denotara la coleccion
de todos los morfismos de A en B. Finalmente, y en aras de no extender en demasia
el manuscrito, esta seccién se limita sélo a enunciar las definiciones y establecer los
resultados importantes sin hacer comentarios sobre ellos. Para més informacién
sobre Teoria de Categorias, €l lector interesado puede consultar [I].

2.1. Morfismos.

Definicién 2.1. Sea A una categoria. Se dice que el A—morfismo f: A — B es:
(1) seccion si existe un morfismo g: B — A tal que go f =ida.
(2) retraccion si existe un morfismo g : B — A tal que fog=1idg.
(8) isomorfismo si f es seccidn y retraccion. Ademds, se dice que A y B
son itsomorfos, y se escribe A = B, si existe un isomorfismo de A en B.

167
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«
(4) monomorfismo si para cada par de morfismos X A, foa =

fof= a=p.
(5) epimorfismo si para cada par de morfismos B X ,aof = Bof =
B
a=p.

Se denotard a la clase de todos los epimorfismos (monomorfismos) de A por EPI
(MONO).

I , .
Lema 2.2. Sea A——= B un morfismo de una categoria dada A. Si f es a la
vez un monomorfismo y una retraccion, entonces f debe ser un isomorfismo.

DEMOSTRACION:

Puesto que f es retraccion, existe un morfismo B ~ o A tal que fog =idpg.
De esta igualdad y asociando convenientemente se sigue que f o (go f) = f oida,
pero al ser f un monomorfismo se implica que go f = id4. Asi f es seccién y por
consiguiente un isomorfismo. d

Definicion 2.3. Suponga que o, 3 : A —> B son dos morfismos en una categoria
A. Un co-igualador para los morfismos o y 5 es un A—morfismon : B — C
con las siguientes propiedades:

(1) El diagrama A B—1+C conmuta i,e, poa=mnof.

B
(2) Para cada morfismo f : B — C' que haga conmutativo al diagrama
(03
A B—1s ' esiste un dnico morfismo F : C — C’ que hace
B

conmutativo al siguiente tridngulo

B——"1 s C

N

Definicién 2.4. Sea A una categoria. Decimos que el A—morfismon : B —
C es un eptmorfismo regular si n es co-igualador de algin par de morfismos.
Denotamos a la clase de todos los epimorfismos requlares de A por EPI — RES.

Proposicion 2.5. En cualquier categoria, EPI — REG C EPI.

DEMOSTRACION:
Sea nn : B — C' un epimorfismo regular de la categoria A. Luego, 1 es co-
igualador de algin par de morfismos, digamos «, 5 : A — B. Es preciso mostrar
D
g
es conmutativo. A partir de esto mostraremos que f = g. Veamos que el diagrama

que 77 es un epimorfismo. Para ello, supéngase que el diagrama B . c
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«
A B D conmuta ie, que (fon)oa = (fon)ops, al ser n co-igualador
B

(0%
de a y B se sigue que el diagrama A B—"1+C debe ser conmutativo, o lo
B
que es lo mismo noa = no fB. De ahi que (fon)oa = (fon)oB. Como 7 es
co-igualador de « y 3 se sigue que existe un tnico morfismo F' : C' — D que hace
conmutativo al tridngulo

n

B C
D
Por otra parte, esta claro que el triangulo
B ! C

DN

D
f

-

es conmutativo. Ademés, de que el diagrama B T.c D conmute

g
(por hipotesis), se sigue que el tridngulo

B—1 ¢
D
es conmutativo. Asi que de la unicidad de F' podemos concluir que f = F = g. Por

consiguiente 7 es cancelable por la derecha i,e, 77 es un epimorfismo. O

[e3

Corolario 2.6. Si BLC’l son co-igualadores de A B, entonces
- B
Cs

C, = 0.

DEMOSTRACION:

e
m . _— .
De que B ——= (C; sean co-igualadores de A B se sigue que

J{ B
2
Cs
A—B-"-0, y A -B-"2.0,

—_—

B B

son diagramas conmutativos. Por lo tanto debe existir un par de morfismos f :
C1 — Cyy g: Cy — C1 que hacen conmutar a los siguientes tridngulos:
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De ahi que np = fom y m = gona y en consecuencia ng = (fog)ons y m = (gof)omn:.
Ahora bien, puesto que id¢, o 72 = 172, entonces idc, 012 = (f o g) on, v al ser
72 un epimorfismo (esto se sigue de la Proposicion se deduce que fog =1idc,.
De manera similar se exhibe que g o f = idc,. Por consiguiente f : C; — Cs es
un isomorfismo y asi C; = Cs. O

Definicién 2.7. Sea A una categoria. Decimos que el A—morfismo f: A — B
es un epimorfismo extremal si se verifican las siguientes condiciones:

(1) f es un epimorfismo.

(2) Para cada par de morfismos A—-> X —"= B :

Si f =moe ym es monomorfismo = m es isomorfismo.

Denotamos a la clase de todos los epimorfismos extremales de A por EPJ — EXT.

Observacion 2.8. Por definicion, EPI — EXT C EPT.

Proposicion 2.9. En cualquier categoria, EPI — REG C EPT — EXT.

DEMOSTRACION:
Suponga que n : B — C' es un epimorfismo regular de la categoria A. Entonces
7 es co-igualador de algin par de morfismos, digamos «, f : A — B. De la Proposi-
x

., . . . e m
cion se sigue que 7 es un epimorfismo. Ahora bien, sean B —— X —— C
un par de morfismos tales que 7 = m o e con m un monomorfismo. Puesto que

[e3%
71 es co-igualador de a y 8 se tiene entonces que el diagrama A B—1s¢C
B
conmuta i,e, noa =mno f, peron = moe, luego (moe)oa = (moe)ofy por
consiguiente mo (eoa) = mo (eo ). Como m es un monomorfismo se deduce que

(6%
eoa = eo [y por lo tanto el diagrama A B —°> X conmuta. De esto
B
ultimo y de que 7 es co-igualador de a y 3 se implica que existe un tnico morfismo
m : C — X que hace conmutativo al siguiente tridngulo

B i c

A

o lo que es lo mismo, e = mon. De esta identidad se sigue que moe = mo(mon)
y en consecuencia 7 = (mom)on. De esta tltima igualdad, aunado a que n = idcon
y de que 7 sea un epimorfismo se deduce que m o m = idc. Tenemos asi que m es
un monomorfismo que es retracciéon y por consiguiente del Lema [2.2] se sigue que
m debe ser un isomorfismo. O
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2.2. Fuentes.

Definicién 2.10. Sea A una categoria. Una A—fuente es una familia indexada
(por una clase) de morfismos de A con un dominio comin i,e, una familia de

la forma F = {ALAZ- Yier con I una clase. Convenimos que dos fuentes

F={A I A hierys={4 oy A; Yier serdn iguales si y solo si para cada
iGI, fz:gz

Si F = {ALAZ’ }ier es una fuente, entonces a partir de un morfismo

g : X — A puede definirse una nueva fuente, a saberﬂ

fiog

Fog:={ X4 hies
Se demuestra sin dificultad y a partir de la igualdad entre fuentes que para cua-

lesquiera morfismos X oy 2.4 y cualquier fuente ¥ = { A e A; Yiers
(Fog)of=TFo(gof)

Definicién 2.11. Sea A una categoria. Una mono-fuente es una fuente F =

{A LN A; }ier con la siguiente propiedad:

Para cada par de morfismos X A, Foa=Fof = a=0.
B

Proposiciéon 2.12. SiF={ A L A; Yier es una mono-fuente y g : X — A
es un monomorfismo, entonces F o g es una mono-fuente.

DEMOSTRACION:

(0%
Sean Y X un par de morfismos tales que (Fog)oa = (Fog)o. Entonces

B
Fo(goa) =Fo(gop), y al ser F una mono-fuente se sigue que goa = go 8. De esto
ultimo y de que g sea un monomorfismo se obtiene que o« = . Por consiguiente
F o g es una mono-fuente. ([

Definiciéon 2.13. Sean A una categoria, E C Mor(A) y .# wuna coleccion de
A—fuentes. Se dice que A es (E,.#)—factorizable (en fuentes) si para cada
fuente F existee € E y M € A tales que F = Moe.

2.3. Funtores.

Definicion 2.14. Se dice que el funtor F : A — B es fiel si para cada X,Y €
Ob(A) la funcion Oxy : Hom(X,Y) — Hom(F(X),F(Y)) dada por 0x y(f) :=
F(f) es inyectiva.

LObserve que se ha usado el simbolo o para denotar a la composicién entre una fuente y un
morfismo y la composicién entre dos morfismos de una categorfa, sin embargo, a pesar de este
abuso de notacién, debe ser claro en qué contexto es utilizado.



172 11. SEMIGRUPOS Y CATEGORIAS ALGEBRAICAS

Definicién 2.15. Sea F': A — B un funtor y B € Ob(B).

(1) Un morfismo F—estructurado con dominio B es un B—morfismo
f:B — F(A) con A € Ob(A).

(2) Un generador es un morfismo F—estructurado f : B — F(A) con la
siguiente propiedad: para cada par de A—morfismos A :a>> A", F(a)of = F(B)o

B
= a=20.

(8) Un morfismo F—universal con dominio B, E| es un morfismo F'—estruc-
turado 1 : B — F'(A) con la siguiente propiedad: para cada morfismo F—estructu-
rado f : B — F(A') existe un tinico A—morfismo f: A — A’ que hace conmu-
tativo al siguiente tridngulo

B d F(A)
F(A)

Proposicion 2.16. Sea F : A — B un funtor y B € Ob(B). Sit: B — F(A) y
n: B — F(A’) son morfismos F—universales con dominio B entonces A = A’.

DEMOSTRACION:

Como ¢ y n son morfismos F—universales se sigue que existen A—morfismos
(que ademés deben ser tnicos) ¢ : A — Ay ¢ : A — A’ que hacen conmutativos
a los siguientes tridngulos

B : F(A) y B ! F(A")
F(A) F(A)

O lo que es lo mismo, F(¢)on =ty F(y) ov = n. De estas igualdades y de
que F sea un funtor se desprende que F(¢ov)or =1y F(pop)on =mn, de ahi
que el siguiente par de tridngulos es conmutativo:

B - F(A) y B ! F(A)
\ %’W X %m
F(A) F(A7)

Por otro lado, esta claro que los triAngulos

B : F(A) y B ! F(A")
\ %Z_F(idA) X 4 =F(idq)
F(A) F(A)

también son conmutativos. Asi que de las hipdtesis de unicidad debe ocurrir
que pop =1idy y 1p o ¢ = idy . Por consiguiente 1) : A — A’ es un A—isomorfismo
y con ello A= A'. O

2También puede llamarseles morfismos universales F—estructurados con dominio B.
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Definiciéon 2.17. Si A es una categoria, se dice que Ay € Ob(A) es un objeto
inicial si para cada X € Ob(A), Hom(Ao, X) consta de ezactamente un elemento.

No es dificil verificar que cualesquiera dos objetos iniciales deben ser isomorfos.
En relaciéon al concepto de morfismo F—universal con respecto a un funtor se tiene
lo siguiente.

Proposicion 2.18. Sea F : A — S8ET un funtor (SET denota a la categoria de
conjuntos). Sit: 0 — F(A) es un morfismo F—universal con dominio 0, entonces
A es un objeto inicial de A.

DEMOSTRACION:

Recordar que los morfismos de SET son las funciones entre conjuntos. Asi
que ¢ : ) — F(A) debe ser una funcién con dominio (} y por consiguiente : =
0 i,e, ¢ ha de ser la funcion vacia. Sea X € Ob(A) arbitrario. Puesto que ¢
es F'—universal, entonces existe un tnico A—morfismo f : A — X que hace
conmutativo al siguiente diagrama:

] 0 F(X)
F(A)

En particular, f € Hom(A, X). Por otro lado, esta claro que para cualquier g €
Hom(A, X) se tiene que el triangulo

] 0 F(X)
F(A)

es conmutativo. Apartir de esto y de la unicidad de f se deduce que Hom(A, X) =
{f}. Por consiguiente A es un objeto inicial de A. O

Definicion 2.19. Se dice que el funtor F: A — B

(1) es adjunto si para cada B € Ob(B) eziste (al menos) un morfismo
F—universal con dominio B.

(2) crea isomorfismos si para cada B—isomorfismo F—estructurado
f: B — F(A') eziste un tinico A—isomorfismo f : A — A’ tal que

f=F).
Corolario 2.20. Si F : A — 8ET es adjunto, entonces A tiene objeto inicial.

DEMOSTRACION: Directa de la Definicion 2.19]y de la Proposicion [2.18] O

Definicién 2.21. Seqa F': A — B un funtor.

(1) Una fuente F-estructurada es una B—fuente de la forma

8§={B _ F(A;) }ier siendo (A;)ier una familia de objetos de A.
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(2) Si E es una clase de morfismos F—estructurados (ver Definicion Yy
M es una coleccion de A—fuentes, se dice que F' es (E, #)—factorizable

si para cada fuente F—estructurada 8 = { B _ F(A;) }ier existe

B—%F(X) e EyT={X "5 A, }ics € M tales que S = F(T)oe,
o lo que es lo mismo, tales que para cada i € I el siguiente diagrama

conmuta
B L F(A)
X %)
F(X)

2.4. Categorias algebraicas.

Definicion 2.22. Se dice que el funtor F : A — B es esencialmente algebraico
St
(1) F crea isomorfismos (ver Definicion[2.19).
(2) F es (GEN, MF)—factorizable, siendo GEN la clase de todos los mor-
fismos F—estructurados que son generadores (ver Deﬁm’cio’n y MF
la clase de todas las A—mono-fuentes (ver Definicion .

Definicién 2.23. Sea B una categoria.

(1) Una categoria concreta sobre B es un par (A,U), siendo A una cate-
goria y U : A — B un funtor fiel (véase Definicion . Al funtor U
suele llamdrsele funtor olvidadizo.

(2) Una categoria concreta sobre SET es llamada constructo.

(8) La categoria concreta sobre B, (A,U), es esencialmente algebraica si
el funtor olvidadizo U es esencialmente algebraico.

Teorema 2.24. Si la categoria concreta sobre B, (A,U), es esencialmente alge-
braica, entonces U es adjunto.

DEMOSTRACION: Sea B € Ob(B) arbitrario. Es preciso hallar un morfismo
U —universal con dominio B. Como (A,U) es esencialmente algebraica, entonces
el funtor olvidadizo U es esencialmente algebraico, i.e., crea isomorfismos y es
(GEN, M F)—factorizable. Sea la fuente U—estructurada

fa
§:={B—=U(A) }aconw)
que consiste de todos los morfismos U —estructurados con dominio B. Puesto que U
es (GEN, M F)—factorizable se sigue que para cada fuente, en particular 8, existe

un generador 7 : B — U(X) y una A—mono-fuente T = { X —2> A }acob(a)
tales que 8 = U(T) o, i.e., para cada A € Ob(A) el siguiente tridngulo conmuta

fa
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Veamos que 7 es un morfismo U—universal. Sea fq : B — U(A) cualquier
morfismo U—estructurado con dominio B, entonces f4 € 8, luego existe m4 :
X — Aparaalgin A € Ob(A) tal que f4 = U(ma)on. Ahorabien,sim: X — A
es otro A-morfismo tal que f4 = U(m) on, entonces U(my) on = U(m) on, de
ahi que U(my4) = U(m), ya que 7 es generador, pero U es fiel, por consiguiente,
ma = m. Por lo tanto,  es un morfismo U —universal. O

Teorema 2.25. Suponga que la categoria concreta sobre B, (A,U), satisface las
siguientes condiciones:

(1) U crea isomorfismos (ver Definicion [2.19).
(2) U es adjunto (ver Definicion[2.19).
(3) A es (EPI, MF)—factorizable (ver Definicion [2.13).

Entonces (A,U) es esencialmente algebraica.

DEMOSTRACION:

Sea8§={B _ U(A4;) }ier cualquier fuente U—estructurada. Puesto que U

es adjunto se tiene que existe (al menos) un morfismo U—universal con dominio B,
digamos 1 : B — U(X). De que n es U—universal se sigue que para cada i € T
existe un unico A—morfismo g; : X — A; tal que el tridngulo

B L U(A)
U(X)

conmuta i,e, f; = U(g;) on. Considerar a la A—fuente T := { X LA Yier-
Debido a que A es (EPJ, M F)—factorizable se tiene que existe un A—epimorfismo

m: X — Y y una A—mono-fuente M = { Y A }ier tal que para cada i € T
el siguiente diagrama conmuta:

xoe Ly,
Y

De esto ultimo y de que U sea un funtor se deduce que para cada i € I el siguiente
tridngulo también es conmutativo:

U(g:)

U(X) U(Ai)
fm )%mi)

Uy

o lo que es lo mismo, para cada i € I, U(g;) = U(m;) o U(rw). Usando este
hecho junto con que f; = U(g;) o 1, se puede implicar que para cada i € I,
fi=U(m;) o (U(r)on) y por consiguiente § = U(M) o (U(w) on) donde U(M) :=

{U(Y) Yty U(A;) }ier. Veamos que B _ Tmen U(Y) es un generador:
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L
sean Y Z un par de A—morfismos tales que U(a) o (U(w) on) = U(S) o
B
(U(m) on). De esto ultimo y de que U es un funtor se sigue que el tridngulo

a)o(U (r)on)

\ /M

es conmutativo. Por otra parte, esta claro que el diagrama

a)o(U (x)on)

\ Aﬂ)

también conmuta. Asi, de que 7 sea un morﬁsmo U —universal se sigue que com =
B o m, pero 7 es un epimorfismo, luego « = f y por consiguiente U(w) o n es
un generador. Podemos deducir de todo esto que U es (GEN, M F)—factorizable,
concluyendo asi que (A, U) es esencialmente algebraica. O

Definicién 2.26. Se dice que la categoria concreta sobre B, (A,U), es algebraica
S4:
(1) (A,U) es esencialmente algebraica.
(2) El funtor olvidadizo U preserva epimorfismos extremales i,e, si para cada
f X — Y epimorfismo extremal de A se implica que U(f) : U(X) —
U(Y) es epimorfismo extremal de B.

3. Semigrupos

Esta es la parte principal del escrito. Aqui, se aterrizaran todos los conceptos
e ideas de la seccién anterior sobre una categoria en particular, a saber, sobre
la categoria SGRP que se define mas adelante. Se empieza con el desarrollo de
esta secciéon estudiando algunos conceptos importantes de la Teoria de Semigrupos.
Sobre la notacion: si A es un conjunto, £(A) denotara a la coleccién de todas las
relaciones de equivalencia definidas sobre A sipe &(A)yace A, el simbolo [a],
denotaré a la clase de equivalencia de a y £ p 4 denotara al conjunto cociente A sobre
p. Ademas, se escribira apb para indicar que (a,b) € p. Para méas informacion sobre
Teoria de Semigrupos pueden consultarse las referencias [2] y [3].

3.1. Morfismos de semigrupos, congruencias y semigrupos cociente.

Definicién 3.1. Un semigrupo es un par (S, *) donde S es un conjunto no vacio y
x: Sx S —> S es una operacion binaria asociativa i,e, tal que para cada a,b,c € S,

x (bxc) = (axb)*xc. Siexisteec S tal queaxe =a = exa para cada a € S,
entonces se dice que (S, *) es un monoide con elemento neutro e.

En lo que sigue, si (S, *) es un semigrupo y a,b € S, se escribird (cuando no
haya peligro de confusién) ab en lugar de a * b, reservando esta ultima notacion
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cuando se quiera hacer énfasis en la operacion del semigrupo. Ademas, la frase sea
S un semigrupo significard que sobre el conjunto no vacio S hay una operacion
binaria asociativa * de tal forma que (.9, *) es un semigrupo.

Definicion 3.2. Sean S y T semigrupos. Un morfismo de semigrupos de S en
T es una funcion f: S — T tal que para cada a,b € S, f(ab) = f(a)f(b).

Un tipo especial de morfismos de semigrupos es el siguiente.

Definicion 3.3. Un isomorfismo de semigrupos es un morfismo de semigrupos
f S — T para el cual existe un morfismo de semigrupos g : T — S tal que
gof=ids y fog=1idp. Se escribe S =T para indicar que existe un isomorfismo
de semigrupos de S en T, y en ese caso se dice que S es isomorfo a T.

De acuerdo con la definiciéon anterior, un isomorfismo de semigrupos debe ser,
en particular, una funcién biyectiva.

Proposicion 3.4. Sea f : S — T un morfismo biyectivo de semigrupos y g :
T — S su funcion inversa. Entonces g : T — S es un morfismo de semigrupos,
y en consecuencia, f es un isomorfismo de semigrupos.

DEMOSTRACION:
Sean a,b € T. Como f es sobreyectiva, entonces a = f(z) y b = f(y) para
algunos z,y € S. Ahora bien, como g es la inversa de f, entonces g(a) = g(f(z)) =

zy g(b) = g(f(y)) = y. Por otra parte, g(ab) = g(f()f(y)) = 9(f(zy)) = zy =
g(a)g(b). Por consiguiente g es un morfismo de semigrupos. O

La Proposicion anterior pone de manifiesto que ser isomorfismo de semigrupos
es equivalente a ser un morfismo biyectivo. Ademas, no es dificil verificar que la
composicion de dos morfismos de semigrupos es un morfismo de semigrupos.

Definicién 3.5. Sea S un semigrupo y sea p € E(S). Se dice que p es una

(1) congruencia izquierda, si para cada c € S se verifica lo siguiente:
apb = capch.
(2) congruencia derecha, si para cada c € S se verifica lo siguiente:
apb = acpbc.
(8) congruencia, si p es a la vez una congruencia izquierda y una congru-
encia derecha.

Ademds, Cong(S) denotard a la coleccion de todas las congruencias sobre S.

A continuacién se enuncian un par de resultados cuya demostracion se omite
debido a su sencillez.

Proposicion 3.6. Sea S un semigrupo y sea p € E(S). Entonces p € Cong(S) si
y solo si apb 'y cpd = acpbd.

Proposicion 3.7. Sea S un semigrupo. Si F es una coleccion no vacia de congru-
encias sobre S, entonces (\F es una congruencia sobre S.
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Sean S un semigrupo y X C S x S. Considere a la familia Fx = {p €
Cong(S)| X C p}. No es dificil ver que S x S € Cong(S5), asi que S x S € Fx
y por consiguiente Fx es no vacia. Luego, de la Proposicién se deduce que
NTFx € Cong(S). A esta congruencia se le dara un nombre especial.

Definicién 3.8. Sea S un semigrupo y X C S x S. A px = [Fx se le llama
congruencia generada por X.

Observacion 3.9. De acuerdo con su definicion, px tiene la siguiente propiedad:
Si p es una congruencia que contiene a X, entonces px C p.
De nuevo, por la forma en que se definid, se aprecia que X C px.

Es a partir de una congruencia como se construye un semigrupo cociente.

Teorema 3.10. Sea S un semigrupo y sea p una congruencia sobre S. Considere al
conjunto cociente % = {[a], |a € S} y también la siguiente operacion entre clases
de equivalencia:

[a],[b], == [ab],
Se tiene entonces que dicha operacion estd bien definida y % €s un Semigrupo
bajo este producto de clases de equivalencia.

DEMOSTRACION:
Veamos primero que este producto de clases es una operacién bien definida,

[al, =1[z], v [blo =yl =>apx y bpy
= abpzy
= [ab], = [zy],
= [al,[b], = [2],[y],
Ahora bien, se tiene que

Por consiguiente % es un semigrupo bajo este producto de clases de equivalencia.
O

Definicién 3.11. Sea S un semigrupo y sea p € Cong(S). Al semigrupo % se le
llama semigrupo cociente o semigrupo factor de S sobre p.

Definicion 3.12. Si f: S — T es un morfismo de semigrupos, al conjunto

Ker(f) == {(a,b) € § x S| f(a) = f(5)}

se le da el nombre de kernel de f.



3. SEMIGRUPOS 179

Observaciéon 3.13. (1) No es complicado exhibir que Ker(f) es una congru-
encia sobre S. Asi, todo morfismo de semigrupos induce una congruencia
sobre su dominio. Mds ain, si (a,b),(c,d) € Ker(f), entonces de que
Ker(f) es una congruencia se sigue que (ac,bd) € Ker(f). Por lo tanto
se puede considerar a la operacion (a,b)(c,d) := (ac,bd) que resulta ser
asociativa, pues estd definida en términos de la operacidn asociativa en
S. En conclusion, Ker(f) junto con la operacion (a,b)(c,d) := (ac, bd)
forman un semigrupo. Para mds detalles, puede consultarse [2].

(2) Sea p una congruencia sobre el semigrupo S. Entonces la funcién m, :
S — 2 definida por m,(a) := [a], es un morfismo de semigrupos, pues
mp(ab) = [abl, = [al,[bl, = my(a)7,(b). Ademds

Ker(m,) : = {(a,b) € S x S|m,(a) = m,(b)}
={(a,b) € S x S|[a], = [bl,}
={(a,b) € S x S|apb}
=p
Al morfismo w, se le llama proyeccion candnica. No es dificil ver
que T, es sobreyectivo.

|| =l

Un resultado notable con respecto a los conceptos anteriores es el siguiente.

Teorema 3.14. Sea f : S — T un morfismo de semigrupos y p € Q’ong(S) tal
que p C Ker(f). Entonces, existe un unico morfismo de semigrupos f : % — T
que hace conmutativo al diagrama siguiente:

Mds ain, si p = Ker(f), entonces f es inyectiva, y si f es sobreyectiva, en-
tonces f es sobreyectiva.
DEMOSTRACION:

Existencia: considerar a la funcién f : © — T definida por f([a],) := f(a).
Supongase que [a], = [b],, entonces (a,b) € p C Ker(f), asi que (a,b) € Ker(f)
y en consecuencia f(a) = f(b). Por lo tanto f([a],) = f([b],) y asi f esta bien
definida. Para cada a € S se tiene lo siguiente:

f(mp(a)) = f(lal,) = f(a).

Por lo tanto f = fom,. Més atin, f es un morfismo de semigrupos pues f([a],[b],) =

F(lab],) = f(ab) = f(a)f(b) = F([al,) f([b],). .

Unicidad: suponga ahora que el morfismo de semigrupos g : s — T es tal

s
P
o

que f = gom,. Entonces, para cada [a], € %:



180 11. SEMIGRUPOS Y CATEGORIAS ALGEBRAICAS

De ahi que f = g. Ahora bien, en el caso en que p = Ker(f) se tiene que

F(lalp) = F([bl,) = f(a) = f(b)
= (a,b) € Ker(f)=p
= [al, = [bl,-

Asi f es inyectiva. Si f es sobreyectiva y ¢ € T, entonces t = f(a) para algin
a € S. Ademaés, observe que t = f(a) = f([a],), de donde f es sobreyectiva. a

Corolario 3.15. Todo morfismo de semigrupos es la composicion de un morfismo
sobreyectivo sequido de un morfismo inyectivo.

DEMOSTRACION:

Sea f : S — T un morfismo de semigrupos. Aplicando el Teorema [3.14] a
p = Ker(f) puede escribirse f = f o, siendo f un morfismo inyectivo. Finalmente,
de que 7, sea un morfismo sobreyectivo se sigue lo pedido. O

A continuacién se establece un resultado mas general que el Teorema

Teorema 3.16. Sean S A Ty S 5L un par de morfismos de semigru-
pos. Si g es sobreyectivo y si Ker(g) C Ker(f), entonces existe un inico morfismo

de semigrupos L o7 que hace conmutativo al siguiente triangulo:
s— 1 .7
X /
L
DEMOSTRACION: Sea p := Ker(g) y considérese el morfismo f : S — T. Puesto

que p C Ker(f), del Teorema se sigue que existe un morfismo de semigrupos
f: % — T que hace conmutativo al tridngulo:

f

S——=T
s
o

Aplicando ahora el Teorema [3.14] al morfismo g : S — L se tiene que existe
un morfismo de semigrupos g : % — L que hace conmutar al diagrama:

En este caso, como g es sobreyectiva entonces g también lo es, y como se tomo
p = Ker(g), entonces g debe ser inyectiva y en consecuencia un morfismo biyectivo
de semigrupos. Asi, de la Proposicion [3.4] se sigue que la funcion inversa de g, que
se denotara por e, es un morfismo de semigrupos.
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Veamos que el siguiente cuadrado es conmutativo
f

S——T

] 1

s
L——F2
De la conmutatividad del segundo tridngulo se tiene que g = gom,, y por lo tanto
eog = eo(gom,) = (eog)om, = ids om, = m,. Asique (foe)og= fo(eog) = fomp,

P _

pero de que el primer tridngulo conmute se obtiene que f = fom, y por consiguiente
f = (foe)og como se requeria. Definase h := f o e. De lo anterior se sigue que el
tridngulo

es conmutativo. Finalmente, observe que debido a que las funciones sobreyec-
tivas son cancelables por la derecha, cualquier otro morfismo que haga conmutativo
al tridngulo anterior debe ser el morfismo h. (]

3.2. Morfismos en SGRP.

e Denotese por § a la clase de todos los semigrupos.
Si S, T € 8 se define

Hom(S,T) :={f:S — T| f es morfismo de semigrupos}

Para cada S € 8 sea idg la funcién identidad.
e Sea o la composicién entre funciones.

De que la composicién entre morfismos de semigrupos es de nuevo un morfismo de
semigrupos aunado a algunas propiedades de las funciones, como la asociatividad de
la composicion y propiedades de la funcién identidad, se sigue que todo lo anterior
da lugar a una categoria que serd llamada la categoria de semigrupos y que se
denota por SGRP. Algunos resultados con respecto a los morfismos de SGRP son
los siguientes.

Teorema 3.17. El morfismo de semigrupos f : S — T es un isomorfismo en
S8GRP si y solo si [ es una funcidn biyectiva.

DEMOSTRACION:

=) Suponga que f es un isomorfismo en SGRP. Luego, debe existir un mor-
fismo en SGRP, digamos g : T' — S, tal que go f = idg y f og = idp. De esto
ultimo y debido a que f y g son en particular funciones, se puede concluir que f
debe ser biyectiva.

<) Suponga que f : S — T es un morfismo biyectivo de semigrupos. Sea
g : T — S la funcion inversa de f. De la Proposicion [3.4] se deduce que g es
un morfismo de semigrupos i,e, un morfismo de SGRP. Asi, como go f = ids y
f o g =1idr se puede concluir que f es un isomorfismo en SGRP. O
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Teorema 3.18. El morfismo de semigrupos f : S — T es un monomorfismo en
S8GRP si y solo si [ es una funcion inyectiva.

DEMOSTRACION:

=) Suponga que f : S — T es un monomorfismo en §GRP. De acuerdo con
la Observacion Ker(f) es un semigrupo bajo la operacién (z,y)(w,z) =
(zw,yz). Considere ahora a las funciones «,f : Ker(f) — S definidas por
a(z,y) ==z y B(z,y) := y. Para cada (z,y), (w,z) € Ker(f) se tiene lo sigu-
iente:

a(z,y)(w, 2)) = a(zw, yz)

= a(z, y)a(w, 2)

De ahi que a es un morfismo de semigrupos. De manera analoga se exhibe que S
es un morfismo de semigrupos. Més aun, para cada (z,y) € Ker(f) se tiene que
fla(z,y)) = f(x) = f(y) = f(B(x,y)) y por consiguiente foa = foB. Ahora bien,
como f es, por hipétesis, monomorfismo en SGRP se sigue entonces que a = f.
Si a,b € S son tales que f(a) = f(b), entonces (a,b) € Ker(f) y al ser « = 3 se
tiene que «a(a,b) = B(a,b) y por consiguiente a = b. En consecuencia f debe ser
inyectiva.

<) Suponga que f es inyectiva. Sean R un semigrupoy «, 3 : R — S morfismos
de semigrupos tales que foa = fofS. Como en particular R, S y T son conjuntos y
a, By f son funciones, entonces debido a que las funciones inyectivas son cancelables
a la izquierda se sigue que o = 3 y por consiguiente f debe ser un monomorfismo
en SGRP. O

Teorema 3.19. En SGRDP hay un epimorfismo que no es sobreyectivo.

DEMOSTRACION:

Definase Ny := N U {0} y considere a los semigrupos (No,+) y (Z,4+). Sea
t : Ng — Z la funcion inclusion. Es claro que ¢ es un morfismo de semigrupos.
Ademaés, observe que ¢ no es una funcién sobreyectiva. Ahora bien, sean S un
semigrupo y «,f : Z — S morfismos de semigrupos tales que a« ot = [ o ¢.
Veamos que «a(Z) es un monoide con neutro «(0), puesto que « es un morfismo
de semigrupos, se deduce que «(Z) es un semigrupo bajo la operacion de S. E|
Ahora bien, para cada n € Z se tiene que a(n)a(0) = a(n + 0) = a(n) y también
a(0)a(n) = a(0 + n) = a(n). Por consiguiente a(n)a(0) = a(n) = a(0)a(n) y en
consecuencia «(Z) es un monoide con neutro a(0). De manera analoga se deduce
que ($(Z) es un monoide con neutro 5(0). Como a0t = o, entonces para cada
n € Np:

3Si f : & —» T es un morfismo de semigrupos, entonces f(S) es un semigrupo bajo
la operacion de T. En efecto, si x,y,z € S, entonces f(z)f(y) = f(zy) € f(S), y ademas

F@)(FW)f(2) = f(@)f(y2) = f(2(y2)) = f((zy)2)) = f(zy) f(2) = (f(2)f(y))f()-
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En particular «(0) = 5(0). Veamos que o = . Para exhibir que ao = 3 solo
resta mostrar que para cada n € Z con n < 0 se tiene que a(n) = S(n). Sean € N.
Entonces —n < 0 y se tiene lo siguiente

Ja(
= a(=n)5(0)
= a(=n)B(n + (-n))
= a(=n)(B(n)B(-n))
= a(=n)(a(n)B(-n))
= (a(=n)a(n))B(-n)
= a(-n+n)B(-n)
= a(0)B(=n)
= B(0)B(=n)
= p(=n)

De lo anterior se sigue que, en definitiva, o = 5. Esto ultimo permite concluir
que ¢ : Ng — Z es un epimorfismo en SGRP que no es sobreyectivo. (]

Teorema 3.20. En SGRP, todo morfismo sobreyectivo es un epimorfismo.

DEMOSTRACION: Sea f : S — T un morfismo sobreyectivo de semigrupos.
Toémense un semigrupo arbitrario, digamos R, y un par de morfismos de semigrupos
a,f:T — Rtales que ao f = o f. SiteT, delasobreyectividad de f puede
escribirse ¢ = f(s) para algin s € S. Asi, a(t) = a(f(s)) = B(f(s)) = B(t) y por
consiguiente o = 3. En consecuencia, f es un epimorfismo en SGRP. O

Si se escribe INY para denotar a la clase de todos los morfismos inyectivos
de semigrupos y SOBRE para la clase de todos los morfismos sobreyectivos de
semigrupos, entonces de los Teoremas |3.18| [3.19] y [3.20] se sigue que INY = MONO
y SOBRE C EPT (véase la notacion establecida en la Definicion . A pesar de
que no todo epimorfismo es un morfismo sobreyectivo, si se tiene lo siguiente.

Teorema 3.21. Sea S—2>L un morfismo en SGRP. Son equivalentes los sigu-
ientes enunciados:

(1) g es un epimorfismo reqular (ver Definicion .

(2) g es un epimorfismo extremal (ver Definicion .

(8) g es un morfismo sobreyectivo.

DEMOSTRACION:
1) = 2) Se sigue de la Proposicion

2) = 3) Suponga que S — 75 L esun epimorfismo extremal. De acuerdo con
el Corolario [3.15] existen morfismos de semigrupos m y e tales que g = m o e con
m inyectivo y e sobreyectivo. Ahora bien, puesto que m es un monomorfismo
(ver Teorema y g es un epimorfismo extremal se deduce que m debe ser un
isomorfismo en SGRP, y en particular, m debe ser una funcién sobreyectiva (ver
Teorema . Asi, g es composicion de dos funciones sobreyectivas y por lo tanto
g debe ser una funcion sobreyectiva.
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3) = 1) Suponga que S —? o L es un morfismo sobreyectivo. De acuerdo con la
Observaci(')n Ker(g) es un semigrupo bajo la operacion (z, y)(w, z) := (zw, yz)
. Considere ahora a las funciones «, 8 : Ker(g) — S definidas por a(z,y) :=x y
B(z,y) :=y. Para cada (z,y), (w, 2) € Ker(g) se tiene lo siguiente:

a(z,y)(w, 2)) = a(zw, yz)
= a(z, y)a(w, 2)

De ahi que a es un morfismo de semigrupos. De manera analoga se exhibe que S
es un morfismo de semigrupos. Més atn, para cada (z,y) € Ker(g) se tiene que

g(a(z,y)) = g(x) = g(y) = g(B(x,y)) y por consiguiente go v = g o 3. Se tiene asi

«@
que el diagrama Ker(g) S —%+ I es conmutativo. Sea S —> T un mor-
«@
fismo de semigrupos que hace conmutativo al diagrama Ker(g) st
B

i, tal que foa = fof. Si(z,y) € Ker(g), entonces f(a(z,y) = f(5(zy))
y por consiguiente f(xz) = f(y), de donde (z,y) € Ker(f) y en consecuencia
Ker(g) C Ker(f). De esto ultimo y de que g es un morfismo sobreyectivo se sigue

al aplicar el Teorema [3.16|que existe un unico morfismo de semigrupos L SN
que hace conmutativo al tridngulo

S— 1L

A

Se puede concluir asi que g es co—1gualad0r (ver Definicion [2.3)) de los morfismos
a'y By por consiguiente g es un epimorfismo regular. (I

Dicho de otra forma, el Teorema [3.21] afirma que en la categoria de semigrupos
EPT —REG = EPT — EXT = 8OBRE

Teorema 3.22. En SGRP, todo par de morfismos tiene un co-igualador.

DEMOSTRACION:

2 . . _— .
Témense un par de morfismos de semigrupos, digamos S T , y considere

al siguiente subconjunto de 7" x T
X :={(ala), B(a)) |a € S}

Sea p := px la congruencia generada por X (ver Definicién [3.8). Veamos que

T

el morfismo T — %~ L es co-igualador de v y (3, para cada a € S se tiene que

(a(a),B(a)) € X y alavez X C p, por lo tanto (a(a),B(a)) € p. De ahi que
[a(a)], = [B(a)], ¥y por consiguiente 7,(a(a)) = m,(B(a)). Luego m,0a = m, 0

@ ™
y asi el diagrama S T —"> % conmuta. Sea T R R un morfismo de
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«@
T RN R conmuta. Entonces para cada
B

a € S se tiene que f(a(a)) = f(B(a)) y asi (a(a),B(a)) € Ker(f), de donde
X C Ker(f). Luego, debe ocurrir que p C Ker(f) de manera que de acuerdo

semigrupos tal que el diagrama S

. L. . f
al Teorema [3.14| existe un tnico morfismo de semigrupos %—>R que hace

conmutativo al tridngulo

T o z
P
N
R
Por lo tanto T —2> % es co-igualador de a y 3. (]

3.3. Mono-fuentes en SGRP.

Proposicion 3.23. Sea F={ S i Si Yier una SGRP—fuente. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) F es una mono-fuente.
(2) Para cada z,y € S con x # y existe i € I tal que f;(x) # fi(y).

DEMOSTRACION:
1) = 2) Sean z,y € S con x # y. Considere al semigrupo (N,+) y a las

«
funciones N S definidas por a(n) := 2™ y B(n) := y™ respectivamente. De
B
las leyes de exponenciacién en un semigrupo se sigue que « y 8 son morfismos de
semigrupos. Ahora bien, suponga que f;(x) = f;(y) para cada ¢ € I. Luego, para
cada ¢ € I y cada n € N se tiene que:

Por lo tanto fioa = fioB y asi Foa = Fo g, de manera que al ser F una
mono-fuente se debe tener que @ = 8 y en particular que «(1) = S(1), o lo que
es lo mismo x = y, una contradicciéon. Por consiguiente existe ¢ € I para el cual

fi(z) # fi(y)-

«
2) = 1) Sean T S un par de morfismos de semigrupos tales que Fo a =
B

F o fB. Suponga que t € T es tal que a(t) # B(t). Entonces existe i € I de
manera que f;(«(t)) # fi(B(t)), pero al ser Foa = Fo 3 se tiene que en particular
fioa = f;of y por lo tanto f;(«a(t)) = fi(8(t)), una contradicciéon. Por consiguiente
a = [y F es mono-fuente. O
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Teorema 3.24. La categoria SGRP es (EPI, M F)—factorizable (ver Definicion
.

DEMOSTRACION:

SeaF={S I Si }ier una SGRP—fuente indexada por una clase arbitraria

1. Considere a la siguiente relacién en S:
p:={(a,b) € S x S| fr(a) = fr(b) paracadak eI}

Es facil verificar que p es una relacién de equivalencia en S. Por otro lado,
si apb, epd y k € I es arbitrario, entonces fr(a) = fr(b) v fr(c) = fx(d), luego
fe(a)f(c) = fr(b)fr(d) y por counsiguiente fr(ac) = fr(bd). De ahi que acpbd
y en consecuencia p es una congruencia sobre S. Veamos que para cada i € I,
p C Ker(f;), sii € I es arbitrario y apb, entonces para cada k € I, fr(a) = fr(b).
En particular para k = i se tiene que f;(a) = f;(b) y por lo tanto aker(f;)b. De ahi
que p C Ker(f;). Asi, haciendo uso del Teorema [3.14] se sigue que para cada i € T
existe un tinico morfismo de semigrupos f; : % — S;, dado por fi([al,) := fi(a),
que hace conmutativo al siguiente tridngulo:

S fi
S
p

i

De esto tltimo se infiere que ¥ = M o 7, donde M := { % ——— S, }ier. Puesto

S;

que 7, es un epimorfismo, para concluir la demostracién solo resta exhibir que M
es una mono-fuente. Para ello, suponga que [a], # [b],. Entonces, de la manera
en que p esta definida se sigue que existe ¢ € I para el cual f;(a) # f;(b) y por
lo tanto f;([a],) # fi([b],). Asi, de la Proposicién se deduce que M es una
mono-fuente. (]

3.4. La categoria concreta (SGRP,U).
Definiciéon 3.25. El funtor olvidadizo U : SGRP — SET es definido como sigue:

v(s—tsry=95-1t.71
Esto es, a cada semigrupo U le asigna su conjunto subyacente y a cada morfismo

de semigrupos su funcion subyacente. (Cabe mencionar que en otros textos a este
funtor se le llama funtor que olvida)

No es dificil verificar que en efecto U : SGRP — SET es un funtor. Ademas,
tampoco es dificil exhibir que U es un funtor fiel. A lo largo de toda esta seccion
U denotara al funtor olvidadizo definido anteriormente.

Proposicion 3.26. El funtor U tiene las siguientes propiedades:

(1) U preserva epimorfismos extremales (ver Deﬁm’cio’n inciso 2).
(2) U crea isomorfismos (ver Definicion [2.19).

DEMOSTRACION:
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1. Sea S # T un epimorfismo extremal en SGRP. Del Teorema [3.21] se
sigue que f debe ser una funcién sobreyectiva y por consiguiente U(f) := f es un
epimorfismo en 8ET. De la sobreyectividad de f (y del Axioma de eleccion) se

sigue que existe una funcion T —7 59 tal que f o g = idyr. Ahora bien, sean
S —°. x ™ 7 un par de funciones tales que f = moe con m inyectiva. De la
igualdad f = moe se obtiene que fog = (moe)ogy con ello que idr = mo(eoyg).
Por lo tanto m tiene una inversa derecha y en consecuencia m debe ser sobreyectiva.
Esto dltimo aunado a que m también es inyectiva permite concluir que m es una
funcién biyectiva y por consiguiente un isomorfismo en SET, concluyéndose de esta
forma que U(f) := f es un epimorfismo extremal en SET.

2. Sea X — > U(S) := S un isomorfismo U—estructurado en SET. Entonces,
X —2+ S debe ser una funcién biyectiva con dominio el conjunto X y codominio

el semigrupo S. Sea S N X la funcién inversa de g. A partir de las funciones
f v gy dela operacion en S se define la siguiente operaciéon binaria sobre X: si

z,y € X, wxy:= f(g(z)g(y)).
Para cada x,y, 2z € X se tiene que

Por consiguiente X es un semigrupo bajo esta operaciéon binaria. Observe que
sis, tesS

f(s) = f(t) := f(g(f(s))g(f(t))) = f(st)
De donde f es un isomorfismo del semigrupo S al semigrupo (X, ). Por lo tanto
de la Proposicion se sigue que ¢ es un isomorfismo del semigrupo (X, x*) al
semigrupo S . Ahora que g ya es un morfismo de semigrupos (y no solo una funcion)

es claro que U(g) = g. Suponga que T —" . S es un isomorfismo del semigrupo
(T, ®) al semigrupo S tal que U(h) = g. Entonces h y ¢ son la misma funcion y
por lo tanto debe ser que Ty X son el mismo conjunto. Sean a,b € X. Puesto que
h es un morfismo de semigrupos que tiene la misma regla de correspondencia de g
se tiene que g(a ®b) = g(a)g(b) y por lo tanto f(g(a ®b)) = f(g(a)g(b)), de donde
a®b= f(g(a)g(b)) = axby en consecuencia ® = *. Por consiguiente h y g son el
mismo morfismo de semigrupos. Se concluye asi que U crea isomorfismos. (|

A continuacién se exhibe que para cada conjunto no vacio X existe un morfismo
U—universal con dominio X. Para tal efecto es que se desarrollan las ideas que

siguen.

Definicién 3.27. Sea X un conjunto no vacio.
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e Una palabra sobre el conjunto X es un simbolo de la forma x1x2 - - - xp
donden € N yz; € X.

e Dos palabras aias - - - an y brbs - - - by, serdn iguales si y solo sin=m y
a; = b; para cada i € {1,2,...,n}.

o Se escribe XT para denotar a la coleccion de todas las palabras sobre el
conjunto X .

Si X es un conjunto no vacio y aias - - - @, b1bs - - - by, € X, entonces a partir
de estas dos palabras puede obtenerse una tercera definiendo:

alaz---an*b1b2~-~bm::a1a2-~-anb1b2-~-bm

A esta nueva palabra se le llamara la concatenaciéon de ajas---a, con biby---by,.
La concatenacién de palabras es asociativa, pues

a1ag - Gy * (b1ba - - by k C1Co - ¢p) = arag - Ay * (biba - - bpeica - cp)

a1a2 ... anb1b2 ... bmclc2 ... Cr
= (a1ag - - - apbiba - - - by) xcr1co - - - ¢

= (a1ag -+ - @p *biby - - by) x 102 - Cp

Por consiguiente X+ junto con la concatenacién de palabras dan lugar a un
semigrupo al que se le llama semigrupo libre de palabras sobre X.

Teorema 3.28. Sea X un conjunto no vacio. Entonces para cada semigrupo T y
cada funcion f : X — T existe un tnico morfismo de semigrupos ¢ : X+ — T
que hace conmutar al tridngulo

f

X— =T
~NoA
X+
donde v : X — X 7T es la funcion inclusion
DEMOSTRACION:
Sean (T,®) un semigrupo y f : X — T una funcién. A partir de f se define
a¢: Xt — T como ¢(atas - - ap) := fla1) ® f(az) ® - ® f(an). Observe que

para cada a € X se verifica que ¢(a) = f(a) y por consiguiente f = ¢ o+ . Ahora
bien, se tiene que

d(arag - -« ap *biby - - - by,) = P(araz - - - anbrba - - - byy)

= f(a1) © flaz) © - © flan) © f(b1) © f(b2) © - O f(bm)

= [fla1) © flaz) © - © flan)] © [(f(b1) © f(b2) © - - © f(bm)]
= ¢(arag - - an) © d(biby - - - by)

Por lo tanto ¢ es un morfismo de semigrupos. Suponga ahora que ¢ : X+ — T
es un morfismo de semigrupos tal que f =1 o« . Entonces, si ajas -+ a, € X*:
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Y(arag -+ - ay) =Y(ag xag * - - x ay)
=Y(a1) ©P(az) © - ©1p(an)

fla) © flaz) ©- - © flan)
= ¢(araz - - - an)

De donde ¢ = v y el resultado se sigue. O

Corolario 3.29. Para cada conjunto no vacio X existe un morfismo U—universal

con dominio X (ver Definicion .

DEMOSTRACION:
Si X es un conjunto no vacio, entonces del Teorema se deduce que ¢ :
X — Xt es U—universal. O

Observacién 3.30. Si X es un conjunto no vacio yn: X — X es cualquier otro
morfismo U—universal con dominio X, entonces de acuerdo a la Proposicion|2.16
debe ser que X = X i,e, cualquier semigrupo que sea codominio de algin morfismo
U—universal con dominio X debe ser isomorfo al semigrupo libre de palabras X (y
en particular deben ser equipotentes). En este sentido, X+ es el mds dptimo posible.

Ahora que se ha establecido que cada conjunto no vacio es dominio de algin
morfismo U —universal queda averiguar si lo mismo ocurre para el conjunto vacio.
Para tal efecto se toman en cuenta los siguientes conceptos.

Definicion 3.31. Si S es un semigrupo, se dice que o € S es tdempotente si

a? = a. Se denota al conjunto de idempotentes de S por E(S).

Hay semigrupos S para los cuales E(S) = (). En efecto, para el semigrupo
(N,+) (sin considerar al cero) se tiene que E(N) = (. En contraste, también
existen semigrupos repletos de idempotentes. Para ver esto, témense dos conjuntos
no vacios A y B arbitrarios. Sobre A x B se define la siguiente operaciéon binaria: si
(a,b),(¢,d) € AxB, (a,b)(c,d) := (a,d). Noresulta complicado verificar que esta es
una operacion asociativa. Ahora bien, para cada (a,b) € Ax B se tiene que (a, b)? =
(a,b)(a,b) = (a,b). Asi, A x B con la operaciéon definida anteriormente forma un
semigrupo para el cual E(A x B) = A x B (cabe mencionar que a todo semigrupo
con tal propiedad se le da el nombre de banda). En particular, si alguno de los
conjuntos A o B tiene exactamente un elemento, digamos A, entonces |Ax B| = | B].
De esta forma pueden construirse semigrupos con tantos idempotentes como se
desee.

Lema 3.32. Sean S y T semigrupos con o € E(T'). Entonces h: S — T definida
por h(s) := « es un morfismo de semigrupos.

DEMOSTRACION:  Para cada z,y € S se tiene que h(zy) = « mientras que
h(z)h(y) = o® = a. Luego h(xy) = h(x)h(y) y asi h es un morfismo de semi-
grupos. ]
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Teorema 3.33. La categoria SGRP no tiene objeto inicial.

DEMOSTRACION: Suponga que Sy es objeto inicial de SGRP y sea B un semigrupo
con al menos dos idempotentes, digamos ay § (« # ). Considere a las funciones

f
So B definidas como f(s) := a 'y g(s) := . Del Lema [3.32[ se sigue que f
g
y ¢ son morfismos de semigrupos, y al ser Sy objeto inicial debe ocurrir que f = g.
Tomese s € Sy. Entonces f(s) = g(s) y por consiguiente aw = 3, lo cual contradice

que « # B. Por lo tanto SGRP no tiene objeto inicial. O

Del Teorema, anterior se desprenden los siguientes tres resultados.

Corolario 3.34. El conjunto vacio no puede ser dominio de mingin morfismo
U —universal.

DEMOSTRACION:
Sit: () — Sp es un morfismo U—universal, entonces de acuerdo con la Proposi-
cion Sy debe ser un objeto inicial de SGRP, lo cual contradice al Teorema |3.33
O

Corolario 3.35. El funtor olvidadizo U : SGRP — SET no es adjunto.

DEMOSTRACION:

Si lo fuera, entonces todo objeto en SET serfa dominio de algin morfismo
U—universal. En particular el conjunto vacio. Pero eso no es posible segin el
Corolario anterior. O

Corolario 3.36. La categoria concreta (SGRP,U) no es una categoria esencial-
mente algebraica (y por lo tanto tampoco algebraica).

DEMOSTRACION:
Se sigue del Teorema y del Corolario [3.35 (Il

A pesar de lo anterior, si O denota a la clase de todos los conjuntos no vacios y
para cada A, B € O se define Hom(A, B) :={f : A — B| f es funcion}, entonces
esto junto con la composicién usual de funciones da lugar a una categoria que se
denotara por 8ET*. Sea U* : SGRP — 8§ET™ definido por

vi(s—tory=s5-tor

Esto es, a cada semigrupo U* le asigna su conjunto subyacente y a cada morfismo
de semigrupos su funcién subyacente. No es dificil exhibir que U* es un funtor fiel.
Ademaés, imitando la demostracion de la Proposicion se obtiene que el funtor
U™ tiene las siguientes propiedades:

(1) U* preserva epimorfismos extremales.

(2) U* crea isomorfismos.
Mas aun, del Teorema se sigue que U* es adjunto. Asi, como SGRP es
(EPJ, M F)—factorizable al aplicar el Teorema se deduce que la categoria conc-
reta (SGRP,U™) si es una categoria algebraica.
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4. Conclusiones

En este trabajo se exhibe que en cualquier categoria A; la clase de los epimor-
fismos regulares esta contenida en la clase de los epimorfismos extremales y que esta
iltima a su vez esté contenida en la clase de todos los epimorfismos, se muestra que
para todo funtor F : A — 8ET, si ¢ : ) — F(A) es un morfismo F'—universal con
dominio ) y A € Ob(A), entonces A es un objeto inicial de A. También se exhibe
que si la categoria concreta sobre B, (A, U), es esencialmente algebraica, entonces
U es adjunto. Se dan condiciones necesarias para que la categoria concreta sobre
B, (A, U) sea esencialmente algebraica.

Ademés, se muestra que en la categoria de semigrupos SGRP; la clase de los
morfismos inyectivos de semigrupos, INY es igual a la clase de los monomorfismos de
semigrupos MONO, la clase de los morfismos sobreyectivos de semigrupos, SOBRE,
estd contenida propiamente en la clase de los epimorfismos de semigrupos ,EPJ, y
a pesar de que no todo epimorfismo es un morfismo sobreyectivo, se establece que
en SGRP epimorfismo regular equivale a morfismo sobreyectivo y que morfismo
sobryectivo equivale a epimorfismo extremal. También se exhibe que en SGRP todo
par de morfismos tiene un co-igualador y que SGRP es (EPI, M F')—factorizable.

Finalmente para la categoria concreta (SGRP, U); donde U : SGRP — SET es
el funtor olvidadizo, se exhibe entre otras cosas que cualquier semigrupo que sea
codominio de algiin morfismo U —universal con dominio X, X # (), debe ser isomorfo
al semigrupo libre de palabras X T, asi se establece que cada conjunto no vacio es
dominio de algtin morfismo U —universal, sin embargo el conjunto vacio no puede ser
dominio de ningtn morfismo U—universal, luego la categoria concreta (SGRP,U)
no es una categoria algebraica, sin embargo la categoria concreta (SGRP, U*) donde
U* : SGRP — 8ET™, si es una categoria algebraica.
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