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Presentacion

La Academia de Mateméticas de la Facultad de Ciencias Fisico Matema-
ticas (FCFM) de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (BUAP)
colabora activamente, junto con sus estudiantes, en el desarrollo de las «In-
ternational Conferences On Mathematics and its Applications (CIMA)», una
tradicion que se ha llevado a cabo durante 20 anos, celebrdandose anualmente.
En este evento, contamos con la participacion de destacados matematicos de
nivel internacional. Esta es la razon que motiva la edicion del libro que tienen
en sus manos. La base fundamental ha sido un comité organizador especiali-
zado, entusiasta y vigoroso, emanado de la Academia de Matematicas de la
FCFM de la BUAP. Es el amor por la Matematicas lo que ha dado origen a
este ejemplar, el cual nos brinda la sabiduria necesaria para compartir parte
de nuestras actividades diarias.

Los capitulos de este libro estan agrupados por secciones de acuerdo con
las areas tematicas correspondientes. Dichos capitulos han pasado por un
riguroso proceso de arbitraje.

Expresamos nuestro méas sincero agradecimiento a todos los arbitros por
su amabilidad, gentileza, dedicacion y labor cientifica. Agradecemos profun-
damente a Felipe de Jests Aguilar Romero y a Leonardo Ramirez Aparicio
por su apoyo en la edicién de esta obra, y a Kevin Aguila Méndez por el
apoyo técnico en la ediciéon de esta obra 24.

Fernando Macias Romero
David Herrera Carrasco
Editores
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Capitulo 1

El anillo de Burnside para grupos nilpotentes
finitos

David Villa Hernandez, Carlos Alberto Lépez Andrade,
Brenda Zavala Lépez, Diego Mora Antonio
FCFM, BUAP

Resumen

Dado un grupo finito G, su anillo de Burnside es el anillo de Grothendieck
de las clases de isomorfismo de los G-conjuntos con la suma y producto
dados por la unién disjunta y el producto cartesiano, respectivamente.
En este capitulo nos centraremos en el caso en el que G es un grupo
nilpotente finito.

1 Introduccion

Sean GG un grupo finito y B(G) su anillo de Burnside. Nuestro objeto prin-
cipal es el estudio de los grupos nilpotentes finitos, para lo cual utilizaremos
el siguiente teorema conocido:

Teorema A. Un grupo finito G es nilpotente si y solo si G es el producto de
sus subgrupos de Sylow.

Para mas detalles acerca de este resultado ver [2] (Central Series and Nilpo-
tents Groups).

En este trabajo, pretendemos dar un ejemplo para comprender los resulta-
dos vistos en [5]. En la segunda seccion, el Lema 2.3 caracteriza el anillo de
Burnside para un producto directo de grupos cuyos ordenes son primos rela-
tivos, por lo que este lema y el Teorema A nos permiten concluir el estudio
de los anillos de Burnside para grupos nilpotentes finitos en el Teorema 2.4 .
Finalmente el Ejemplo 2.6 es la principal contribucién de este capitulo, con
el cual se pretende ilustrar a través de la tabla de marcas, lo que ocurre con
los isomorfismos mencionados en el Corolario 2.5.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5
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2 El anillo de Burnside para grupos nilpotentes
finitos

Sea GG un grupo finito, recordemos que el anillo de Burnside G' denotado
en esta seccion como B(G), es el anillo de Grothendieck de las clases de
isomorfismo de los G-conjuntos con la suma dada por la unién disjunta
y el producto dado por el producto cartesiano. B(G) es libre como grupo
abeliano con base dada por las clases de isomorfismo de (G-conjuntos
transitivos de la forma G/H con H < G, en donde dos de estos se
identifican si sus estabilizadores H son conjugados en G, esto es:

BG) = @ zG/mH).

HeC(G)

donde C(G) es un conjunto completo de representantes de las clases de
conjugacion de subgrupos de G.
A menudo B(G) se estudia a través del homomorfismo inyectivo de anillos,
llamado marca:

¢ : B(G) — 7¢O,

en donde para cada K en C(G), la K-ésima coordenada de ¢ se define como
la marca de K en X, es decir:

pr(X) = X",

donde X es un G-conjunto, extendiéndose de manera lineal a todo B(G).
Denotamos por B(G) = ZI°©) ¢l cual un anillo conmutativo con unidad
con la suma y producto entrada a entrada. Este ultimo es llamado el anillo
fantasma de G.

Sean p € Z primo y Z, el anillo de los enteros p-adicos. Denotamos los
siguientes productos tensoriales:

By(G) =7, ® B(G) = @ Zy(G/H);
HeC(G)

B,y(G) = Z,® B(G) = )¢\,

Aqui tenemos que B,(G) es un Zy-orden con B,(G) su orden maximo.

Matem&ticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 1, paginas 5-13



El anillo de Burnside para grupos nilpotentes finitos 7

Observacion 2.1. Sea q € Z primo, notemos que By(G) C B,(G) (a través
de la marca). Sabemos que para cada a € B,(G), se cumple que |Gla € By(G),
en el caso en que q 1 |G| tenemos que |G| € Z, es unidad, esto implica
a € B,(G). Concluimos que:

si q1|G| entonces B,(G) = B,y(G).
Ejemplo 2.2. Sean p € Z, n € N y Cypn un grupo ciclico de orden p".
Entonces C(Cyn) = {Hy, ..., H,} en donde H; < Cpn de orden p' para i =
0,...,n. Por lo anterior una base para B,(Cyn) seria ag, ..., ay, donde:
a; =Cyn/H; parai=0,...,n,

es decir que By(Cpn) = @ Lypa; y su Ly-orden mdzimo es Zy™. Sean H y
K subgrupos de Cyn, recordemos que:

ICm/K| st HCK,

on(Cpn/K) =

0 si HY K.

Ahora el homomorfismo marca, induce la siguiente inclusion:
©: By(Cpn) — Z’ZH
X = (SOHO(X% S @Hn(X))

Por lo anterior, podemos ver a B,(G) como el subanillo de Zg“, generado
por las columnas de la siguiente matriz (conocida como la tabla de marcas de

Cpr)

P pn—l oop 1
0o p~t .o p 1
0 o -~ p1
. | € My (Zy),
0 0 - p 1
0 o --- 01

en donde la 1-ésima columna esta dada por:

P s <
O, (Cpn /[ Hi 1) =

0 en otro caso,

Matem&ticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 1, paginas 5-13
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para j =0,...,n

Para un estudio més detallado del anillo de Burnside se puede consultar
[1].

Lema 2.3. Sean P y K dos grupos finitos tales que P es un p-grupo para
algin p € Z primo y K de orden primo relativo a p. Si G = P x K entonces:

~ [ B.P

HeC(K)
Demostracion.
La prueba se basa en el Teorema 3.1 de [3], y el lector la puede encontrar en
el Lema 5.1 de [4]. O

Teorema 2.4. (El anillo de Burnside para grupos nilpotentes finitos.) Sea G
un grupo nilpotente finito de orden m = pi* ---p% con p; € Z primo y o; € N
para cada t=1,...,r. Sea P; el p;-subgrupo de Sylow de G. Entonces:

By, (G) = (Bpi(_Pi))ijéi Gl
Demostracion.
Consideramos p; # p; si ¢ # j. Entonces |C (H PJ) H IC(P;)| y por
el i

T
Teorema A tenemos que G = HPJ Sea i € {1,...,r} por el Lema 2.3

Jj=1
concluimos que:

By, (G) 2 (B,,(P)) |2l

,(pi))H#i lc)l

(3

]

Corolario 2.5. Con la notacion del teorema anterior, si cada P; es ciclico de
orden p® para i =1,...,r. Entonces B,,(G) = (B,,(P,))1li# () para cada
1=1,...,r

Demostracion.
Observamos que |C(F;)| = «; + 1 para cada j € {1,...,r}. El resultado es
inmediato del teorema anterior. O]

Matem&ticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 1, paginas 5-13



El anillo de Burnside para grupos nilpotentes finitos 9

Ejemplo 2.6. Sean p,q € Z primos distintos y G = P x Q) con P un grupo
ciclico de orden p y Q un grupo ciclico de orden q¢>.

1. Del Ejemplo 2.2, tenemos:
C(P)={Hy={1}, H, = P}.

Una base para B,(P) es ag = P/{1} y a1 = P/P, es decir, B,(P) =
Lyaoy®ZLypay . De la marca correspondiente tenemos la siguiente inclusion:
¢ : By(P) — L2
Qg (pa O)a
a; —r (1, 1)

Asi B,(P) C Zi estd generada por las columnas de su tabla de marcas:

(o)

2. Del Ejemplo 2.2, tenemos que: C(Q) = {Ko = {1}, K1, Ky = Q} donde
K, <@ es de orden q.

Si bo = Q/K(), b1 = Q/Kl ybl = Q/Kz, entonces BQ(Q) = quo@qul@

Zigbs. De la marca correspondiente tenemos la siguiente inclusion:

¢ B,(Q) — Zz
bO = (q2a070)a

bl — (q7Q70)7
by (1,1,1).

Asi B,(Q) C Zg estd generada por las columnas de su tabla de marcas:

e
0
0

O R
— = =

Matem&ticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 1, paginas 5-13
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3. Calculemos By(G). Con la notacion de 1 y 2 de este mismo ejemplo,
tenemos que:

C(G) = {HO X KOaHO X K17H0 X KQ,Hl X KOaHl X KlaHl X KQ}
Si Coy = G/(HO X Ko), 1 = G/(Hg X Kl), Cy = G/(HO X KQ),

3 =G/(Hy x Ky), cs = G/(Hy x Ky), 5 = G/(Hy x K3), entonces la
marca correspondiente induce la siguiente inclusion:

5
G) = @chi — Zg
=0

co — (pg®,0,0,0,0,0);
a1 = (pg,pq,0,0,0,0);
ca = (p,p,p,0,0,0);
cs = (¢%,0,0,4%,0,0);
cs > (¢,4,0,9,4,0);
cs — (1,1,1,1,1,1).

Asi By(G) C ZY estd generada por las columnas de su tabla de marcas:

P> pg p ¢ q 1
0 pg p 0 ¢ 1
0 0 p 0 01
0 0 0 ¢> ¢q 1]’
0 0 0 0 ¢g 1
0 0 0 0 01

como p € Zg es unidad tenemos que p es invertible, aplicando opera-
ciones elementales en columnas tenemos que esta tabla de marcas es
equivalente a:

¢ g1 0 00
0 g1 0 00
0 01 0 00
0 00 ¢ q 1
0 00 0 ¢qg 1
0 00 0 01

Matem&ticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 1, paginas 5-13



El anillo de Burnside para grupos nilpotentes finitos 11

En este caso tenemos que B,(G) = B,(Q)I°V = (B,(Q))?.

4. Calculemos B,(G). Con la notacion de 1 y 2 de este mismo ejemplo,
tenemos que:

C(G) = {Ho X KO>H1 X K07H0 X K17H1 X KlaHO X KQ,Hl X KQ}

St do = G/(HO X Ko), d1 = G/(Hl X Ko), d2 = G/(HO X Kl);
d3 = G/(Hl X Kl), d4 = G/(HO X KQ), d5 = G/(H1 X KQ),

entonces la marca correspondiente induce la siguiente inclusion:

5
G) =P z,d; — 7
1=0

dgl—>(p ,0,0,0,0,0);
— (¢%,¢%,0,0,0,0);
d2 = (pg,0,pq,0,0,0);
ds — (q4,4,4,4,0,0);
ds = (p,0,p,0,p,0);
ds — (1,1,1,1,1,1).

Asi B,(G) C Zg estd generada por las columnas de su tabla de marcas:

p¢ ¢ pg q p 1
0 ¢ 0 ¢ 01
0 0 pg g p1
0 0 0 ¢g 0 1]’
0 0 0 0p1
0 0 0 001

como q € Z, es unidad tenemos que q es invertible, aplicando opera-
ciones elementales en columnas tenemos que esta matriz es equivalente

Matemdticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 1, paginas 5-13
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O oo o O
— -0 O O O

o O O O = =
O O R = O O
o8 O O o o

O O o o o

1%

En donde finalmente tenemos que B,(G) = B,(P)I@! = (B,(P))3.

Agradecimientos

Agradecemos a los editores de este libro y a los arbitros. Este trabajo se
realiz6 gracias al apoyo del proyecto VIEP 00248 Anillos, modulos, codigos y
matematicas
discretas.

Referencias

[1] S. Bouc, Burnside rings, Handbook of Algebra, Vol 2, North - Holland,
Amsterdam, (2000), 739-804.

[2] J. Rotman, An Introduction to the Theory of Groups. Springer, 1995.

[3] W. Kimmerle, F. Luca and G. Raggi-Cardenas, Irreducible components
and isomorphisms of the Burnside ring, J. Group Theory, 11(6) (2008),
831-844.

[4] D. Villa-Hernandez, Zeta function of the Burnside ring for cyclic groups,
Int. J. Algebra, 5(26) (2011), 1255-1266.

[5] D. Villa-Hernandez, C. A. Lopez-Andrade and J. M. Ramirez-Contreras,
The Burnside ring for finite nilpotent groups and its zeta function, JP
Journal of Algebra, Number Theory and Applications, 40(3) (2018),
351-358.

Matem&ticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 1, paginas 5-13



El anillo de Burnside para grupos nilpotentes finitos

13

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP
Avenida San Claudio y 18 Sur, Colonia San Manuel,
Puebla, Pue. C.P. 72570

dvilla@fcfm.buap.mx
clopez@fcfm.buap.mx
bzavala@fcfm.buap.mx
diego.moraan@alumno.buap.mx

Matem&ticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 1, paginas 5-13


mailto:dvilla@fcfm.buap.mx
mailto:clopez@fcfm.buap.mx
mailto:bzavala@fcfm.buap.mx
mailto:diego.moraan@alumno.buap.mx




Analisis Matematico

15






Matematicas y sus aplicaciones 24, Textos Cientificos, Fomento
Editorial de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, ISBN:
978-607-X XX X-XX-X

Capitulo 2

Una introduccion a la"teoria de las clases de
Fraissé

Sonia Navarro Flores
FCFM, BUAP

Resumen

La teoria de las clases de Fraissé es una subarea de la teorfa de modelos
que nos permite construir estructuras numerables como limite de estruc-
turas finitas. En este capitulo presentamos una introduccién a la teoria
de las clases de Fraissé para que el lector se familiarice con las herra-
mientas que se usan en esta subarea. Ademas mostramos algunas de sus
propiedades y ejemplos de clases de Fraissé que provienen de distintas
areas de las matematicas. Para finalizar, mencionamos diversas lineas por
las cuales se puede profundizar en el tema.

1 Introduccion

La teoria de las clases de Fraissé nos proporciona un método para cons-
truir estructuras numerables como limites de familias de estructuras finita-
mente generadas. La importancia de esta teoria yace en el hecho de que si la
familia de estructuras finitamente generadas cumple algunas propiedades, se
puede garantizar la homogeneidad del limite. Atn mas, la familia de subes-
tructuras finitamente generadas de una estructura homogénea también posee-
ré propiedades interesantes. Recientemente, la teoria de las clases de Fraissé
ha tenido aplicaciones a otras areas de las matematicas como Anélisis y Sis-
temas dinamicos, esto se debe principalmente al trabajo de Kechris, Pestov y
Todorcevic. En [10], ellos establecen una correspondencia entre una propiedad
tipo Ramsey sobre las clases de Fraissé, la existencia del flujo minimal uni-
versal y la propiedad de ser extremadamente amenable en grupos. El lector
interesado en profundizar en este tema puede revisar [8|.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 17



18 Sonia Navarro Flores

Algunas lineas de investigacion actuales relacionadas con esta area tienen
que ver con calcular el limite de Fraissé de diversas estructuras matemaéticas
(ver [13], [21], |2]), calcular el flujo universal minimo (ver [15], [11]) y el calculo
de los “big Ramsey degrees” (ver [9], [22]).

En este texto incluiremos algunas pruebas que ayudan a comprender las
técnicas usadas en esta teoria, de los resultados que se presentan sin prueba
incluimos la referencia para que el lector interesado pueda consultarlos.

Para empezar vamos a presentar algunas definiciones de teoria de modelos.
Para que se entienda mejor a que nos referimos por “nombres” en la siguiente
definicién daremos un breve ejemplo. Sabemos que en la teoria de grupos
usualmente denotamos al elemento neutro por 1 y eso no significa que todos
los grupos tengan al mismo neutro. Sabemos que el neutro de cada grupo
puede ser un nimero entero, una permutacion, una funciéon u otro objeto
matemaéatico dependiendo del grupo en cuestion, sin embargo como a cada
neutro lo denotamos por el 1, decimos que 1 nombra al elemento neutro de
cada grupo.

Definicion 1.1. Una estructura A es un objeto que tiene asociados los si-
guientes conjuntos:

o Un conjunto llamado el dominio o el universo de A, que se denota por
A. Los elementos de A son llamados los elementos de la estructura A.

La cardinalidad de A, |A| se define como la cardinalidad | Al.

e Un conjunto de elementos de A llamados elementos constantes, cada
uno nombrado por una constante. Si ¢ es una constante, escribimos c
para denotar el elemento constante nombrado por c.

e Para cada n € N, exite un conjunto de relaciones de aridad n sobre A.
Cada relacion es nombrada por un simbolo de relacion de aridad n. St
R es un simbolo de relacion, escribimos R® para denotar a la relacion
nombrada por R.

e Para cadan € N, existe un conjunto de funciones de aridad n de A™ en
A. Cada funcion es nombrada por un simbolo de funcion de aridad n.
Si f es un simbolo de funcion, escribimos f2 para denotar a la funcion
nombrada por R.

Matemadticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 2, paginas 17-33



Una introduccion a la teoria de las clases de Fraissé 19

En esta definicion, los conjuntos que se mencionan pueden ser vecios. Ob-
servamos que la definicién es muy abstracta, la ventaja de esto es que diversos
objetos matematicos son estructuras al considerar sus constantes, relaciones y
funciones. A continuaciéon presentamos ejemplos de objetos mateméticos que
son estructuras matemaéticas.

Ejemplo 1.2. Recordamos que un grafo es una pareja G = (V, E) donde V
es el conjunto de vértices y E C [V]? es el conjunto de aristas. Para consi-
derar a G como una estructura, tomamos el dominio de G como el conjunto
de vértices con una relacion binaria R que satisface que (u,v) € RY siy so-
lamente si {u,v} es una arista. De esta forma podemos ver a un grafo como
una estructura.

Ejemplo 1.3. Sea (X, <) un orden lineal. Podemos pensar a (X, <) como
una estructura A de la siguiente manera. El dominio A es el conjunto X.
Existe un simbolo de relacion binaria R, y su interpretacion R™ es el orden
<.

Ejemplo 1.4. Sea G un grupo. Podemos pensar a G como una estructura con
una constante 1 que nombra a la identidad 1€, un simbolo de funcion binaria
- que nombra a la operacion del grupo -©, y un simbolo de funcion unaria
-1 ., . (71)6v L .

que nombra la operacion inverso . Otro grupo H tendrd los mismos
simbolos 1,-,71; asi 1% es el elemento identidad de H, - es la operacion de

H, vy D" s la operacion inverso de H.

Ahora nos podriamos preguntar si dado un objeto matematico, la eleccion
de relaciones que incluimos para visualizarlo como estructura es arbitraria,
mas adelante veremos que no es asi.

Una signatura numerable para una estructura A es una coleccién nume-
rable L que incluye el conjunto de todas las constantes de A, el conjunto de
simbolos de relaciones de aridad n y el conjunto de simbolos de funcion de
aridad n donde n € N. Dada una estructura A, usaremos la siguiente notcion
para denotarla.

A = (A {RMier, {2} jes),

donde A es el dominio de A, R* es una relacion de aridad n(i) sobre A, y
fJA . A™0) 5 A es una funcién. Observe que dos grupos tienen la misma
signatura pues su signatura consiste de la constante que representa al neutro
y de la funcién binaria que representa la operacion del grupo.
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Dadas dos estructuras A, B con la misma signatura L, un homomorfismo
de A en B es una funciéon 7 : A — B tal que

RZA(al, e On)) & R (n(ay), ... , T (Ans)))

7T(fZ-A<a1, . ,am(j))) = fiB(W(al), R ,W(am(j))).

Si 7 es un homomorfismo inyectivo, decimos que 7 es un encaje. Si ademés
7 es sobreyectivo, decimos que 7 es un isomorfismo. Si existe un isomorfismo
de A en B, decimos que A y B son isomorfos. Un automorfismo de A es un
isomorfismo de A en si mismo.

En este texto nos interesan las estructuras A para las cuales su dominio A
es numerable. Diremos que B es una subestrucutra de A si su universo B # ()
satisface que B C A, B es cerrado bajo cada funcion fJA, y RB = RAN B0,
En este caso escribiremos B C A. Una estructura es finitamente generada si
es generada por un conjunto finito. Si una signatura L es relacional, es decir
que no contiene funciones, entonces cualquier estructura finitamente generada
con signatura L es en realidad finita. Esto también ocurre si L contiene una
cantidad finita de funciones y cada una tiene aridad 0.

Como hemos observado antes, un objeto matematico puede ser interpreta-
do como estructura de diferentes formas. Por ejemplo, cuando interpretamos
a un grupo como estructura nos queda claro que debemos incluir un nombre
para la operacion - pero jpodemos incluir el nombre [,] para el conmutador
[a,b] = a~'b'ab y dejar fuera al inverso?

En realidad la eleccion de constantes, relaciones y funciones a incluir en
la signatura no es arbitraria pues para que la teoria que estamos presentan-
do sea ttil, la eleccion de la signatura debe garantizar que las nociones de
homomorfismo y subestructura coincidan con las del objeto matemaético en
cuestion. Continuando con el ejemplo de los grupos, si nosotros solamente
incluimos en la signatura al nombre de la operacion -, entonces las subestruc-
turas de un grupo serian los subsemigrupos, cerrados bajo la operacién pero
que no necesariamente contienen inversos ni a la identidad. Si nombramos a
la operacion - y a la identidad 1, entonces las subestructuras de un grupo
seran los submonoides. Para garantizar que las subestructuras de un grupo
sean los subgrupos es necesario adicionalmente nombrar al inverso ~!. Para
grupos la eleccion natural de una signatura es la que nombra la operacion del
grupo, la identidad y el inverso, a tal signatura se le conoce como la signatura
de grupos.
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2 Teoria de Fraissé

Diremos que una estructura A es homogénea si cada isomorfismo entre
subestructuras finitamente generadas de A se puede extender a un automor-
fismo de A. Diremos que una estructura A es débilmente homogénea si para
cada par B, C de subestructuras finitamente generadas de A tales que B C C
y para cada f : B — A encaje, existe un encaje g : C — A que extiende a f.

Note que si una estructura es homogénea entonces es débilmente homogé-
nea.

Ejemplo 2.1. Los racionales con su orden usual ((Q, <)) son una estructura
homogénea.

Sean n € Ny {p1,...,p.}, {p},...,p,} subconjuntos finitos de Q or-
denados de forma que ¢ € {1,...,n — 1}, p; < pi1 ¥ P; < Piyq. Sea ¢ :
{p1,-.-,pn} = {P},-..,p),} un isomorfismo y note que ¢(p;) = pi.

Extenderemos ¢ a un automorfismo ¢ de Q usando la técnica llamada
"back-and-forth". Fijamos una enumeracion de los racionales Q = {¢, : n €
N}. Primero definimos 1 sobre {pi,...,p,} como ¢.

Paso 1. Sea k el minimo ntimero natural tal que ) no esté definida en g.

Caso 1. Existen ¢, j < k tales que ¢ € (¢;,4;) ¥ (¢, ¢q;) N domy = 0. Note
que (¥(g:),v¥(g;)) Nrany = (. Ahora sea [ el minimo nimero natural tal que
q € (¥(¢:),¥(g;)) y @ no pertenece al rango de 1. Definimos ¢ (qx) = ¢.

Caso 2. Existe i < k tal que ¢x > ¢; y (¢;,00) Ndomy) = (). Note que
(¥(q;),00) Nrany = (. Ahora sea [ el minimo nimero natural tal que ¢; €
(¥(q;),0) v g no pertenece al rango de 1. Definimos ¥ (qx) = ¢;.

Caso 3. Existe i < k tal que ¢ < ¢; y (—00,¢) N domyp = (). Note
que (—o00,1(g;)) Nrany = (. Ahora sea [ el minimo nimero natural tal que
q € (—00,%(q;)) ¥y ¢ no pertenece al rango de . Definimos ¢ (qx) = ¢;.

Paso 2. Sea [ el minimo numero natural tal que ¢; no pertenece al rango
de .

Caso 1. Existen 7,5 < [ tales que ¢, € (¢¥(q:),%¥(q;)) v (¢¥(q:),¢¥(g;)) N
rany = (). Note que (g;, ¢;) Ndomy = (). Sea k el minimo nimero natural tal
que gx € (¢i»q;) vy ¥ no esta definido en g;. Definimos ¢ (q;) = ¢-

Caso 2. Existe ¢ < [ tal que q; > ¥(q;) v (¥(¢;), 00) Nrany = (. Note que
(gi, 00) Ndomey) = (. Sea k el minimo ntmero natural tal que g, € (g;,00) y
¥ no estéa definido en gg. Sea ¥(qx) = q.
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Caso 3. Existe ¢ < [ tal que ¢, < ¥(q;) y (=00, ¥ (g;)) Nrany = (. Note que
(—00,¢;) Ndomy = . Sea k el minimo numero natural tal que g € (—00, ¢;)
y ¥ no esté definido en g. Definimos 1 (qx) = ¢

Repetimos los pasos 1 y 2 alternadamente una cantidad numerable de
veces. Por la forma en que se extendié a v garantizamos que es un automor-
fismo.

Definicion 2.2. Sean L una signatura y A una L-estructura. El esqueleto de
A es la clase IC de todas las estructuras finitamente generadas que se pueden
encajar en A. El esqueleto de A se denota por age(A)

De acuerdo con la definicion de K = age(A), cualquier estructura en K
es isomorfa a una subestructura de A. Observamos que al incluir en K a
todas las estructuras isomorfas a alguna subestructura de A el tamano de
K podria ser infinito no numerable lo cual no nos conviene pues A es una
estructura numerable. Para garantizar que K es numerable y asi esta clase sea
més faci de manipular, en adelante el esqueleto de A sera la clase de todas
las subestructuras finitamente generadas de A.

Definicion 2.3. Sean L una signatura y K una clase de L-estructuras fini-
tamente generadas. Definimos las siguientes propiedades para IC.

(1) Propiedad Hereditaria (HP): Si A € K y B es una subestructura fi-
nitamente generada de A entonces B es isomorfa a una estructura en

K.

(2) Propiedad del encaje conjunto (JEP): Si A B pertenecen a K entonces
existe C € K tal que A y B se pueden encajar en C.

(3) Propiedad de la amalgamacion (AP): Si A, B, C pertenecen a K y e :
A — B, f: A — C son encajes, entonces existen D € K y encajes
g:B—=D, h:C— D tales que goe = ho f.

En este punto surge de manera natural la pregunta de en qué condicio-
nes la clase de subestructuras finitamente generadas de una estructura dada
posee las propiedades HP, JEP, y AP. La siguiente proposiciéon dice que los
esqueletos de las estructuras homogéneas satisfacen las tres propiedades.

Proposicion 2.4. Sea A una estructura homogénea no vacia. Entonces K =
age(A) # 0, y satisface las propiedades HP, JEP y AP.
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Demostracion. Como el universo de A no es vacio, tomamos un conjunto fi-
nito F' C A no vacio. Sea B la subestructura de A generada por F. Entonces
B € K y K # (0. Para ver que K satisface la propiedad HP tomamos B € K
y C una subestructura finitamente generada de B. Como B € K, existe un
isomorfismo h : B — D donde D es una subestructura finitamente generada
de A. Entonces h[C] es isomorfo a C y es una subestructura finitamente gene-
rada de A. Por lo tanto C € K. Ahora veremos que K satisface la propiedad
JEP. Tomamos B, C € K. Como K = age(A), existen estructuras B’,C' C A
que son isomorfas a B y C respectivamente. Observamos que B’ y C’ son
estructuras generadas por conjuntos finitos, sean ;G C A tesos conjuntos
finitos. Sea D la subestructura generada por FFUG. Entonces D € K y ambos
B, C se pueden encajar en D.

Finalmente veamos que K satisface la propiedad AP. Fijamos B, C y D
en KL ysean f : B — C, g : B — D encajes. Para simplificar la prueba
supondremos que C y D son de hecho subestructuras de A. note que fog=':
g[B] — f[B] es un isomorfismo entre subestructuras de A. Como A es una
estructura homogénea, existe un automorfismo h : A — A que extiende a
fog ! Sea E la subestructura finitamente generada de A que contiene a C
y h[D]. Sea i : C — E la inclusiéon y tomamos h | D. Entonces

hog=(hogog=f=foi.
O

Por otro lado nos podriamos preguntar si dada una clase de estructuras
finitamente generadas con las propiedades HP, JEP y AP es posible construir
una estructura homogénea. El siguiente teorema nos dice que si tenemos una
clase de estructuras finitamente generadas que satisfacen las propiedades HP
y JEP, esta debe ser el esqueleto de una estructura numerable.

Teorema 2.5. Sean L una signatura y K # () una clase finita o numerable
de L-estructuras finitamente generadas que satisface las propiedades HP y
JEP. Entonces K es el esqueleto de una estructura finita o numerable.

Demostracion. Sea (A, : n € N) una enumeracion de las estructuras en K.
Definiremos recursivamente una cadena de estructuras (B,, : n € N) que son
isomorfas a estructuras en K. Sea By = A;. Ahora suponemos que B; se ha
definido. Usando la propiedad del encaje conjunto obtenemos una estructura
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B’ € K tal que B; vy A;;; se pueden encajar en B’. Sea B,,; una copia
isomorfa B’ que extiende a B;. Sea C = U B;. Notamos que C es a lo

neN
més numerable. Tomamos A € K, existe n € N tal que A = A,,. Como A,

se puede encajar en algin B;,1, entonces A se puede encajar en C. Por lo
tanto K esta contenido en el esqueleto de C. Ahora sea A una subestructura
finitamente generada de C, entonces el conjunto finito de generadores de A
esté contenido en algin B,,. Asi A es isomorfa a alguna subestructura de B,,
pues K tiene la propiedad hereditaria.

]

Ahora probaremos algunos Lemas para establecer el Teorema de Fraissé el
cual dice que es necesario que una clase de estructuras finitamente generadas
satisfaga la propiedad AP para garantizar que esta clase es el esqueleto de
una estructura homogénea.

Lema 2.6. Sean A y B L-estructuras que son a lo mds numerables. Si
age(A) C age(B) y B es débilmente homogénea, entonces A se puede en-
cajar en B.

Demostracion. Fijamos C; € age(A). Como A es a lo méas numerable, po-

demos escribir A = U C,, como la unién de una cadena de subestructuras

neN
finitamente generadas de A. Por induccién sobre n, construiremos una co-

leccion de encajes compatibles (f, : n € N) tales que para cada n € N,
fn 1 Cp — B. Como age(A) C age(B), existe un encaje fy: Cy — B. Ahora
suponemos que conocemos el encaje f, : C, — B. Sea g : C,;; — D un
isomorfismo de A,,;; en una subestructura de B. Notamos que f,, o g~! es un
encaje de g[C,] en B. Por la homogeneidad débil de B este encaje se extiende
a un encaje h : D — B. Sea f,+1 : C,,.1 — B igual a h o g. Notamos que
fn € far1. Sea f la union de todos los encajes f,. Entonces f es un encaje

de A en B. 0

Lema 2.7. Sean A y B L-estructuras numerables con el mismo esqueleto.
Supongamos que ambas estructuras son débilmente homogéneas. Entonces A
es isomorfa a B. Aun mds, una estructura numerable es homogenea si y solo
st es débilmente homogenea.
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Demostracion. Primero escribiremos las estructuras A = U A, v B =
neN
U B,, como uniones de cadenas de subestructuras finitamente generadas.

neN
Definiremos una cadena (f,, : n € N) de isomorfismos entre subestructuras fi-

nitamente generadas de A y B que cumplan que para cada n € N, el dominio
de fo,_1 incluye a A,, y la imagen de fs, incluye a B,,.

Como A; € age(B), existe un isomorfismo g : A; — D, donde D es
una subestructura finitamente generada de B. Sea f; = g. Ahora suponemos
que conocemos el isomorfismo f, : C — D donde C y D son subestructuras
finitamente generadas de A y B respectivamente. Si n = 2k para algin k € N
entonces n+1 = 2(k+1)—1. Sea m un nimero natural tal que C, Ax; C A,,.
Como A,, € age(B), existe un isomorfismo g : A,, — D’, donde D’ es una
subestructura finitamente generada de B. Notamos que g o f;,' encaja D en
D’. Como B es débilmente homogenea, existe un encaje h : D’ — B que
extiende a g o f;'. Entonces h o g encaja A,, en B. Sea f,11 = hogy
notamos que f, 1 es un isomorfismo entre A,, y su imagen. Ahora veamos el
caso n = 2k — 1. Notamos que n + 1 = 2k. Sea m un ntmero natural tal que
D,B; C B,,. Como B,, € age(A), existe un isomorfismo g : C' — B,,, donde
C’ es una subestructura finitamente generada de A. Notamos que ¢! o f,
encaja C en C'. Como A es una estructura débilmente homogenea, existe un
encaje h : C' — A que extiende a g~'o f,. Entonces hog~! encaja B,, en A.
Sea fn4 1= (hog ')~!. Entonces f,;; es un isomorfismo entre h[C'] y B,,.

Ahora, sea f : A — B la union de todos los isomorfismos f,. Por la
construccion de los isomorfismos f,, se cumple que f es un isomorfismo.

Finalmente sea A una L-estructura numerable, débilmente homogenea.
Sean C y D subestructuras finitamente generadas de A y sea h: C — D un
isomorfismo. Sean B = A, Ag = C y By = D. Repitiendo la tultima prueba,
podemos extender h a un autormorfismo de A. O]

Teorema 2.8 (Fraiss¢). Sea L una signatura numerable y sea K una clase
no vacia de L-estructuras finitamente generadas que cumplen las propiedades
HP, JEP y AP. Entonces existe una L-estructura infinita numerable A, inica
salvo isomorfismo tal que K = age(A) y A es homogenea.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponemos que K # () y es cerrado
bajo copias isomorfas. Construiremos una cadena (A,, : n € N) de estructuras
en K que satisfacen la siguiente propiedad:
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Si B, C son estructuras en K tales que B C C, y existen ¢ € N y un encaje
f B — A, entonces existen j > ¢ y un encaje g : C — A, que extiende a f.

Sea P el conjunto numerable de parejas de estructuras (B, C) tales que
B,C € Ky B C C de forma que P incluye solamente un representante de
todas las parejas que son isomorfas entre ellas. Sea 7 : NxN — N una funcién
biyectiva tal que (i, j) > i.

Ahora definimos la sucesion (A,, : n € N) de manera recursiva. Sea Ay
cualquier estructura en K. Ahora suponemos que conocemos la estructura Ay,.
Hacemos la lista {(fi, B, C;;) : 4,5 € N} de la coleccién de todas las tercias
(f,B,C) donde f : B — Ay es un encaje y B C C. Fijamos i,j € N tales
que k = m(i,j). Por la Propiedad de Amalgamacion existe una estructura
D € K y encajes g : Ay — D, h: C — D tales que go f; = h o donde
1 : B — C es la inclusion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
g es la inclusion. Sea Ai; = D y notamos que g extiende a f;.

Sea A = U A, y notamos que age(A) C K. Para ver la otra contencion

neN
tomamos B € K. Por la propiedad del encaje conjunto existe una estructura

C € K tal que Ay C C y B se encaja en C. Entonces la funciéon identidad
en Ay se extiende a un encaje de C en algtin A;. Por lo tanto B pertenece al
esqueleto de A. Por la forma en la que definimos la cadena (A, : n € N), se
sigue que A es débilmente homogenea. Entonces por el Lema 2.7 se concluye
que A es homogénea. N

Sean A una estructura numerable y = age(A). Diremos que A es
universal para IC si para cualquier estructura B se cumple que age(B) C K
se cumple que B se puede encajar en A. La estructura A obtenida en el
teorema anterior se llama estructura universal homogénea con esqueleto K o
el limite de Fraissé de la clase K.

Ejemplo 2.9. La clase de todos los ordenes lineales finitos, LO, satisface las
propiedades HP, JEP y AP. El limite de Fraissé de esta clase es el orden
(Q, <). Para ver esto observamos que age(Q) = LO.

Ejemplo 2.10. El grafo de Rado o el grafo de Erdos es un grafo infinito
numerable que contiene una copia de cualquier grafo finito. Este grafo se
puede construir fijando a los vértices como el conjunto de numeros naturales
y para cada par de nimeros naturales se lanza una moneda para decidir si
se pone arista o no. Este grafo es muy interesante pues cumple la propiedad
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de que si tomamos dos conjuntos finitos de vértices ajenos E y F', podemos
encontrar un vértice v que tiene arista con todos los vértices de E y no tiene
arista con ningin vértice de F. La clase de todos los grafos finitos satisface
las propiedades HP, JEP y AP. El limite de Fraissé de esta clase es el grafo
de Rado denotado por R.

Ejemplo 2.11. En 1959, Phillip Hall [7] probé que existe un unico grupo
numerable localmente finito U tal que cualquier grupo finito se puede encajar
en U y cualesquiera dos subgrupos finitos de U son conjugados en U. Note que
la dltima propiedad significa que U satisface la definicion de homogeneidad
vista en este texto. Sea K la clase de grupos finitos. Como U es localmente
finito, cualquier subgrupo de U finitamente generado en realidad es finito, asi
KC es el esqueleto de U. Por lo tanto el limite de Fraisséde K es U.

Definiciéon 2.12. Dada una signatura L, una clase de Fraissé en L es una
clase de estructuras finitas con signatura L, la cual contiene estrucutras de
cardinalidad arbitrariamente grande, es numerable y satisface las propiedades
HP, JEP y AP. Una estructura de Fraissé en L es una estructura infinita
numerable que ademds es localmente finita y homogénea.

Observamos que una consecuencia del teorema de Fraissé es que existe
una relacion biunivoca entre las clases de Fraissé y las estructuras de Fraissé.

Para entender mejor el ejemplo que sigue, primero recordaremos algunos
propiedades de los campos finitos. Sea p un nimero primo.

e Si k es un entero positivo, todos los campos finitos de orden p* son
isomorfos.

e Un campo finito F tiene caracteristica p si y solo si el orden de F es p*
para algin entero positivo k.

e Denotaremos por [, al campo finito de orden ¢. F,» contiene un sub-
campo isomorfo a F,m si y solo si m | n.

e La cerradura algebraica de [F, es un campo infinito numerable que con-
tiene una copia del campo de orden p™ para cada n € N (y de hecho es
la unioén de esas copias).

e Un campo no contiene dos subcampos diferentes del mismo orden.
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Ejemplo 2.13. Sea p un nimero primo y sea K la clase de todos los cam-
pos finitos de caracteristica p. K satisface las propiedades HP, JEP y AP,
y el limite de Fraissé de K es la cerradura algebraica del campo primo de
caracteristica p.

Para ver que K tiene la propiedad HP notamos que si tomamos algin
F,» € IC, sus subcampos tienen orden p™ con m | ny por lo tanto pertenece a
IC. Para ver que K tiene la propiedad JEP, note que si tomamos dos campos
finitos Fpm, Fpn, ambos se pueden encajar en el campo F,m» que pertenece
a K. Para ver que K cumple la propiedad AP, notamos que si tenemos dos
campos finitos Fi, Fpm y Fpn donde I | m,n entonces [ | mn entonces Fpm,
es una amalgama para F,» y F,. sobre F,. Finalmente, por la definicion
de cerradura algebraica de un campo primo, el esqueleto de la cerradura
algebraica del campo primo de caracteristica p es la clase K.

Ejemplo 2.14. Sea K la clase de los grupos abelianos finitamente generados
libres de torsion. K satisface las propiedades HP, JEP y AP, y el limite de
Fraissé de IKC es la suma directa de una cantidad numerable de copias de los
ractonales vistos como grupo aditivo.

No es facil probar que la clase de los grupos finitos cumple la propiedad
de amalgamacion, para ver la prueba puede consultar [19].

Ejemplo 2.15. Sea K la clase de las dlgebras booleanas finitas. IC satisface
las propiedades HP, JEP y SAP, y el limite de Fraissé de IC es el dlgebra
booleana sin datomos.

3 Teoria de Ramsey estructural

La teoria de Ramsey ha sido muy fructifera en los iltimos anos, la simpleza
de los enunciados tipo Ramsey permiten plantear este tipo de enunciados para
diversos objetos matematicos. La teoria de Ramsey estudia la existencia de
estructuras homogéneas para coloraciones finitas sobre subestructuras de una
estructura dada. La piedra angular de la teoria de Ramsey es el teorema de
Ramsey que fue probado por Ramsey en [6].

Teorema 3.1 (Teorema de Ramsey finito). Para cada m,r € N con r > 2,
existe N € N tal que para cualquier conjunto X con N elementos y cualquier
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coloracion ¢ : [X]*> — r, existe Y C X con r elementos tal que c | [X]? es
constante.

Hablando en términos de coloraciones, el teorema nos dice que Y es mo-
nocromético pues todos sus pares tienen el mismo color.

Los teoremas siguientes son otros ejemplos de resultados de la teoria de
Ramsey.

Teorema 3.2 (Van Der Waerden). Si partimos a N en una cantidad finita
de piezas entonces una de ls piezas contiene progresiones aritméticas arbitra-
riamente grandes.

En [5], Graham, Ronald y Rothschild presentan una prueba corta del
teorema anterior.

Teorema 3.3 (Hindman). Si partimos a N en una cantidad finita de piezas
entonces una de las piezas A contiene a un conjunto infinito H tal que si
ai,...,a, son elementos distintos de H entonces a; + -+ -+ a, € A.

En [1], Baumgartner presenta una prueba corta de este teorema.

Ahora presentaremos la notacién necesaria para hablar de la propiedad de
Ramsey para estructuras. Sea K una clase hereditaria de estructuras finitas
con signatura L. Sean A, B € K tales que A < B, denotaremos por (i) al
conjunto de todas las subestructuras de B que son isomorfas a A.

Sean A < B < C estructuras en I y k > 2, escribiremos

C— (B)2?

si para cada coloracion c : (g) —{1,...,k}, texiste B’ € (g) tal que (]i) es
homogéneo. En este caso diremos que B’ es homogéneo.

Definicion 3.4. Diremos que K satisface la propiedad de Ramsey si para
cada A < B enK yk>2, existe Ce K tal que B<C y C — (B)2.

Observamos que si LO es la clase de los 6rdenes lineales finitos, el teorema
de Ramsey finito garantiza que LO tiene la propiedad de Ramsey. Nesetril y
Rodl probaron que la clase de los grafos finitos tiene la propiedad de Ramsey.
Graham-Leeb-Rothschild probaron que la clase de los espacios vectoriales de
dimensién finita sobre un campo finito tiene la propiedad de Ramsey. Para
profundizar en este tema invitamos al lector a leer [18§].
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Dada una cantidad finita de clases de Fraissé {K;};<,, con n € N, escri-

biremos (Eii)j_“ ) para denotar al conjunto de todas las sucesiones (D;);<y,

J)J<n J

tales que para cada j <n, D; € (Ej_). Para estructuras A; < B; < C; € K;,
J

J < n, escribiremos (C;)j<n — ((Bj)j<n),(€Aj)j<" para denotar que para cada

coloracion de (Eg?g?z") en k colores, existe (B);<, € (Eg?g?z") tal que (g;;]“)
J/I<n J/I<n 7)i<n

(B/‘)j<n : .
J ) tiene el mismo color.

(Aj)i<n
Por un teorema de NeSetiil, Jaroslav y Rodl en [17], existen muchas clases
de Fraissé con la propiedad de Ramsey. El siguiente teorema para productos

de clases de Fraissé fue probado por Sokisc en su tesis de doctorado [20].

es homogéneo es decir, cada elemento de (

Teorema 3.5 (teorema de Ramsey para productos, Sokisc). Sean k y m
numeros naturales fijos y sea {IC;}<n, una sucesion de clases de objetos fini-
tos con la propiedad de Ramsey. Fijamos dos sucesiones (A;)jcm Y (Bj)j<m
tales que para cada j < m, se cumpla que A;;B; € K; y A; < B;. En-
tonces eziste una sucesion (C;)j<m tal que C; € K; para cada j < m, y

(C)jem = ((By)jem)i <,

Como podemos observar este teorema es muy poderoso pues nos dice
que los productos de clases con la propiedad de Ramsey también tienen la
propiedad de Ramsey.

En el articulo [10], Kechris, Pestov y Todorcevic establecen una corres-
pondencia entre una propiedad tipo Ramsey, el calculo del flujo universal
minimo en sistemas dindmicos y la propiedad de ser extremadamente amena-
ble en grupos.

4 Clasificacion de estructuras homogéneas

Como las estructuras homogéneas satisfacen propiedades interesantes, hay
una linea de investigacion que se enfoca en clasificar a las estructuras homo-
géneas. El siguiente teorema es una muestra de ese trabajo.

Teorema 4.1 (Lachlan y Woodrow [12|). Cada grafo no dirigido que es nu-
merable y homogéneo es isomorfo a uno de los siguientes grafos.

1. La union disjunta de m grafos completos con n vértices, donde m,n < w
ym 0 n es numero natural.
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2. El complemente de alguno de los grafos mencionados en 1.

3. El limite de Fraissé de la clase de todos los grafos que no contienen al
K,, para una n fija con n > 3.

4. El complemento de alguno de los grafos mencionados en 3.
5. FEl grafo de Rado R.

Corolario 4.2. Si fijamos un grafo G, la clase de todos los grafos finitos que
no contienen una copia de G no satisface la propiedad de amalgamacion.

Los grafos sirven para modelar diversos problemas matematicos y compu-
tacionales. Por ejemplo, con teoria de grafos se pueden modelar diversos pro-
blemas de inteligencia artificial. Atin mas, los grafos dirigidos que son aquellos
donde las aristas tienen direccion son muy tutiles en logistica y transporte pues
permiten modelar flujos. Asi, tener una clasificacion de los grafos homogéneos
tiene aplicaciones para medir la complejidad computacional de problemas im-
portantes.

Hay un concepto mas general que de el de grafo y es el de hipergrafo. En
los hipergrafos las aristas no son conjuntos de dos elementos sino conjuntos
finitos de cualquier tamano. Este concepto ha recibido mucho interés pues
permite modelar problemas més complejos que los modelados por grafos. Na-
turalmente se ha tratado de clasificar a los hipergrafos homogenéos de manera
analoga como se hizo con los grafos pero al tener aristas de cualquier tama-
no finito la cantidad de posibles hipergrafos aumenta bastante y atin no se
logra completar la clasificacion. Para leer mas sobre estructuras homogéneas
se puede consultar el survey [14].
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Capitulo 3

Algunas variantes del teorema del valor medio
para integrales

Armando Martinez Garcia
FCFM, BUAP

Resumen

Este capitulo tiene como objetivo presentar a todo aquel que quiera pro-
fundizar en el estudio del Teorema del valor medio para integrales y
algunas de sus variantes.

1 Introduccion

Uno de los teoremas mas importantes dentro del célculo integral es sin
duda, el Teorema del valor medio para integrales que relaciona el valor de
una funcién en un punto del intervalo con la integral de la funcién en el
intervalo. Para ser precisos, afirma que si f : [a,b] — R es continua en [a, ],
entonces hay un nimero ¢ € (a, b) tal que

/ F(t)dt = f(c)(b— a).

Hay diferentes versiones de la ecuacion anterior y que se expresan en la forma

/ f(t)dt = F(a,b,c) para alguna funciéon F. En este capitulo discutimos y

probamos algunas de esas versiones.

En la seccion 2 se hace acopio de nociones y resultados basicos que se
usan en el resto del capitulo. En la secciéon 3 presentamos el teorema de
Wayment asi como algunas generalizaciones de este teorema. En la seccion 4
presentamos el teorema de Sahoo asi como algunas generalizaciones de este
teorema. En la seccion 5 presentamos otros resultados relacionados al teorema

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 35
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del valor medio de la integral y en la secciéon 6 presentamos los teoremas de
Jacobson y Zhang Bao-lin.

2 Resultados generales

En este seccién se resumen los conceptos basicos y algunos resultados
acerca de estos, que son parte de la formacion basica de cualquier estudiante
de matemaéticas, los cuales pueden ser consultados en [1] o en [2]. Probaremos
algunos de ellos, aquellos que no siempre se acostumbra demostrar en los
cursos de calculo de cualquier licenciatura en matematicas. Todo lo que aqui
presentamos servird de base para el tema que le da el nombre al capitulo y
que desarrollamos en las siguientes dos secciones.

Algunos de los resultados fundamentales para el calculo de una variable,
que aplicaremos a lo largo de este trabajo, que enunciamos a continuaciéon
pueden ser consultados en [1] y [2].

Teorema 2.1. (Teorema del valor intermedio) Si f : [a,b] — R es una
funcion continua en [a,b] tal que f(a) < f(b), entonces

para cada ¢ € (f(a), f(b)) eziste o € (a,b) tal que f(xq) = c.

Observemos que en el teorema del valor intermedio si f(b) < f(a) también
se satisface la conclusion de dicho teorema.
Como un caso particular tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2. Si f : [a,b] — R es una funcion continua en [a,b] tal que
f(a) <0< f(b), entonces existe xy € |a,b] tal que f(xy) = 0.

Es bien conocido que el siguiente teorema es una consecuencia del teorema
2.1.

Teorema 2.3. (Teorema de los valores extremos) Si f : [a,b] — R es una
funcion continua, entonces

existen x1, s € |a,b] tales que f(x1) < f(x) < f(xq) para cada x € [a,b].

Los siguientes teoremas resumen algunas de las propiedades importantes
de las funciones derivables.
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Teorema 2.4. Si f : [a,b] = R y z € (a,b) son tales que f es derivable en
zo y f(xg) < f(z) para cada x € [a,b] o f(x) < f(xo) para cada x € [a,b],
entonces f'(zg) = 0.

Teorema 2.5. (Teorema de Rolle) Si f : [a,b] — R es una funcion continua
en [a,b] y derivable en (a,b) tal que f(a) = f(b), entonces

eziste ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema 2.6. (Teorema del valor medio) Si f : [a,b] — R es una funcion
continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces

Fb) = fla)

eziste ¢ € (a,b) tal que f'(c) = ;
—a

Los teoremas 2.7, 2.8, 2.9 son demostrados en [5] los cuales seran aplicados
en el desarrollo de este trabajo.

Teorema 2.7. (Flett) Si f : [a,b] — R es una funcion derivable en [a,b], tal
que f'(a) = f'(b), entonces eziste ¢ € (a,b) tal que

£(0) = fla@)

c—a

f'(e) =

Teorema 2.8. (Myers) Si f : [a,b] — R es una funcion derivable en [a,b],
tal que f'(a) = f'(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que

Fb) = fle)

7o) = =0

Teorema 2.9. Si f : [a,b] — R es una funcion derivable en |a,b], entonces

1. (Davitt et al.) eziste ¢ € (a,b) tal que

o - LALLM
2. (Cakmak) existe ¢ € (a,b) tal que
fO) = fle) _ f(b) — ['(a)

f'(e) = BT

b—c 2(0 (b=0)

a
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El siguiente resultado lo podemos encontrar en |7, teoremas 2.1, 2.2].

Teorema 2.10. Si f : [a,b] — R es una funcion derivable en |a, b], entonces
para toda n € NU {0} se tiene que

(1) (Lozada) existe ¢ € (a,b) tal que

=B e e o

(2) (Lozada) existe c € (a,b) tal que

1o = TG0 4 T R e

Demostracion. (1). Definamos la funcion ¢ : [a,b] — R dada como

o) = fa) DO L o o

Es claro que g es derivable en [a, b] y que

"y — f!

/) = (@) - HI =L oy
con ¢'(a) = f'(a) y ¢'(b) = f'(a) de donde se sigue que ¢'(a) = ¢'(b) lo cual
implica que g satisface el teorema de Flett.
Por lo tanto,

_flo—fla)  n f)—f(a) il

(c—a)"™.
c—a n+1l (b—a)"

(2) Sea g : [a,b] — R la funcién dada como
9(z) = fla+b—2)
Es claro que g es derivable en [a, b], de donde g satisface el inciso (1), es decir,

iy gle)—gla)  n g'()—ga) n
g(c) = c—a n+1 (b—a)! (c—a)"

Por lo tanto,

f'(e) =

f)—fle)  n f'(b)— fa) ntl
b—c +n+1 (b—a)" (b=
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Observemos que en el inciso (1) del teorema 2.10 si n = 0 tenemos el
teorema de Flett, y si n = 1 tenemos el teorema de Dawitt, y en el inciso 2
del mismo teorema si n = 0 tenemos el teorema de Myers, y sin = 1 tenemos
el teorema de C'aknak.

Teorema 2.11. (Teorema fundamental del cdlculo) Sea f : [a,b] — R una
funcion continua en [a,b).
Definamos la funcion F : [a,b] — R

Fla) = [ (o
entonces F es derivable en |a,b] y
F'(z) = f(x) para todo x € |a,b].

Corolario 2.12. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b).
Definamos la funcion F : [a,b] — R

b
6w = [ sy
entonces G es derivable en |a,b] y
G'(z) = —f(x) para todo x € [a,b).

Teorema 2.13. (Teorema del valor medio para las integrales) Si f : [a,b] —
R es una funcion continua en [a,b], entonces existe ¢ € (a,b) tal que

/ F(t)dt = f(c)(b— a).

Teorema 2.14. Si f : [a,b] — R es una funcion continua en [a,b], estricta-
mente creciente en |a,b|, entonces existe ¢ € (a,b) tal que

f(a)b—a) < / F()dt < FB)(b— a).

Demostracion. Como f es continua, por el teorema 2.13, existe ¢ € (a,b) tal
que fabf(t)dt = f(c¢)(b—a) y como f es estrictamente creciente f(a) < f(c) <
f(b) de donde f(a)(b—a)f(c)(b—a) < f(b)(b— a).
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Por lo tanto,

f(a)b - a) < / F()dt < FB)(b— a).

]

Corolario 2.15. Si f : [a,b] — R es una funcion continua en [a,b], estricta-
mente decreciente en [a,b], entonces existe ¢ € (a,b) tal que

b
f)(b—a) < / F(t)dt < f(a)(b - a).

3 Teorema de Wayment

En esta seccion presentamos el primero de los teoremas relacionados con
el teorema del valor medio para integrales, el teorema de Wayment(|11]),
analogo al teorema 2.7 demostrado en ([5]).

Junto con el teorema de Wayment presentamos otros resultados donde
varia el resultado de la integral del teorema de Wayment y dos resultados
més que generalizan dicho teorema.

Teorema 3.1. (Wayment) Si f : [a,b] — R es una funcion continua en |a, b|
tal que f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que

Demostracion. Sea

del teorema 2.11 se tiene que F'(x) = f(x), para todo = € [a,b], lo cual
implica

F'(a) = f(a) = f(b) = F'(b).

Aplicando el teorema de Flett, existe ¢ € (a,b) tal que
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/ ()t = F(e)(c—a).

Teorema 3.2. Si f : [a,b] — R es una funcidn continua en [a,b], entonces

existe ¢ € (a,b) tal que
[ 1= sc6 -0

Demostracion. Definamos la funcion g : [a,b] — R dada como

—(b—2) / F(t)dt

se sigue que

]

Es claro que
1. g es continua en [a,b] y
2. g es derivable en (a,b),

entonces por el teorema del valor medio existe ¢ € (a,b) tal que

Como g(b) =0y g(a) = (b—a) fabf(t)dt, entonces

g(b_a /f )it v ¢'(c /f £)dt — f(c)(b - c),

se sigue que , \
/ ft)dt = / f@)dt+ f(c)(b—c).

/f ()b —c).
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Teorema 3.3. Si f : [a,b] — R es una funcion continua en [a,b] la cual

satisface que f(a)[(b— a)f( / f(t)dt] <0, entonces existe ¢ € (a,b) tal

quc
/ F(t)dt = f(e)(b— a).

Demostracion. Definamos la funcion ¢ : [a,b] — R dada como

g(@) = (b—a)f /f

1. g es continua en [a, b],

2. g(a) = (b—a)f(a)y
3. g(b)y=(b—a)f /f

Es claro que

se sigue que

9(@)g(b) = (b — a)[F(@)[(b — a)f / F(0)de]

de donde g(a)g(b) < 0, entonces por el teorema del valor intermedio se sigue

que existe ¢ € (a,b) tal que g(c) =0y g(c) = (b—a)f(c) — /Cf(t)dt.

Por lo tanto,
| 10t = o)

El siguiente resultado aparece en [9, Teorema (2.1)].

Teorema 3.4. Si f : [a,b] — R es una funcion continua en [a,b], entonces
existe ¢ € (a,b) tal que

[ 1= pee—a) - FEOD g

2 b—a
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Demostracion. Definamos la funcion g : [a,b] — R dada como

Es claro que g es continua en [a, b], g(a) = f(a) = g(b), entonces aplicando el
teorema de Wayment, existe ¢ € (a, b) tal que

Como

[ atorie= [ - PO =
/cf(t)dt - w /C(t —a)dt =

/cf(t)dt— %M(C— 0)?

se sigue que

e - OO e [y OO e

Por lo tanto,

L)@ e

| st = soe-a) - ;9=

El siguiente resultado aparece en |7, Teorema 2.3].

Teorema 3.5. Si f : [a,b] = R es una funcion continua en [a,b], entonces
existe ¢ € (a,b) tal que

n_ f(b) = fla)
n+1 (b—a)"

(c—a)"tt

[ s = e -a) -
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Demostracion. Definamos la funcion g : [a,b] — R dada como

- / " @)t

Es claro que g es derivable en [a, b] de donde aplicando el inciso (1) del teorema
2.10 tenemos que

g(c) — gla) = g'(c)(c — a) —

n+1l (b—a)"

Por lo tanto,

/vcf<t)dt — f(O)(c—a) — n f(b) — fia) (c— )+,

4 Teorema Sahoo

En esta seccion presentamos el teorema de Sahoo ([9]) que es otro de los
teoremas relacionados con el teorema del valor medio para integrales, anélogo
al teorema 2.8 demostrado en ([5]).

Junto con el teorema de Sahoo presentamos otros resultados donde varia
el resultado de la integral del teorema de Sahoo y dos resultados mas que
generalizan dicho teorema.

Teorema 4.1. (Sahoo) Si f : [a,b] — R es una funcion continua en |a,b] tal
que f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que

/f ()b - 0.
/f

del teorema 2.11 se sigue que F'(x) = f(x), para todo x € [a,b], lo cual
implica

Demostracion. Sea

F'(a) = f(a) = f(b) = F'(b).
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Aplicando el teorema de Myers, existe ¢ € (a,b) tal que

F(b) — F(c)
b—c

/f®ﬁ=f©®—d

Teorema 4.2. Si f : [a,b] — R es una funcion continua en |a,b] tal que
f(a) = f(b), entonces existe c € (a,b) tal que

[ rtoa = e - o),

Demostracion. Definamos la funcion g : [a, b] — R dada como

x—a/f

Es claro que g es una funciéon continua en [a,b] y derivable en (a,b) d
donde aplicando el teorema del valor medio para derivadas existe ¢ € (a, )

F'(c) =

De donde,

O

tal que o) @
: g9(b) — g(a
gle) == —,
Ahora como
g(a) =0,
9(b) —g(a) _ (b=a) [} f(1)
b—a b—a / J{t)dt
40 = -0+ [ s
de donde ¢'(c) = (¢ — a) / f(t)dt lo cual implica que

g(c) = (c—a)f Q/f Bt — /f
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con lo que se obtiene que

(c—a)f /f dt—/f t)dt = /f )dt.
[ s = sy

Teorema 4.3. Si f : |[a, b] — R es una funcion continua en [a,b] la cual

Por lo tanto,
O]

satisface que f(b)[(b— a)f( / f(t)dt] < 0, entonces existe ¢ € (a,b) tal

e
/ F(t)dt = f()(b— a).

Demostracion. Definamos la funcion ¢ : [a,b] — R dada como

g(x) = (b— ) f(z) - / F(t)dt.

Es claro que

1. g es una funciéon continua en [a, b,

2. g(b)=(b—a)f(d) y

3. gla)=(b—a)f /f

de donde se sigue que

o(a)g(®) = 0~ O~ ) )~ [ sl
de donde g(a)g(b) < 0, entonces por el teorema del valor intermedio se sigue

que existe ¢ € (a,b) tal que g(c) =0y g(c) =(b—a)f / f(t)dt.

Por lo tanto,
/ F(0dt = £ a).
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Los siguientes dos resultados aparecen en |7, Teoremas 2.6 y 2.5].

Teorema 4.4. Si f : [a,b] — R es una funcidn continua en [a,b], entonces
existe ¢ € (a,b) tal que

n_ f(b) = fla)

n+1 (b—a)" (b=

/ f(ydt = F(e)(b—¢) +

b
Demostracion. Sea g : [a,b] — R la funcién dada como g(x) = —/ f(t)dt es

claro que g es derivable en [a, b] de donde aplicando el teorema 2.10 tenemos
el resultado deseado. [

Teorema 4.5. Si f : [a,b] = R es una funcion continua en [a,b], entonces
existe ¢ € (a,b) tal que

[ 1= @0 -+ =D o

Demostracion. Se sigue del teorema 4.4 tomando n = 1. O

5 Teorema valor medio

Algunos resultados més relacionados con el teorema del valor medio para
integrales son presentados en esta seccion los cuales pueden ser consultados

en 3], [8], 9], [10].

Teorema 5.1. Si f : [a,b] = R es una funcion continua en [a,b] la cual

b b
satisface que / f(t)dt[(b—a)f(b) —/ f(t)dt] > 0, entonces eziste ¢ € (a,b)
tal que ‘ ‘

/ F(t)dt = f(c)(c— a).

Demostracion. Definamos la funcion g : [a,b] — R dada como
b
ofa) = (o~ a)f(a) = [ (o
Es claro que
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1. g es una funciéon continua en [a, b,

=~ [ sy

3 g(b) = (b—a)f /f

:P/f@ﬂ[wﬂW@—/f@w

de donde g(a)g(b) < 0, entonces por el teorema del valor intermedio se sigue

que existe ¢ € (a,b) tal que g(c) =0y g(c) =(c—a)f / f(t)dt.

Por lo tanto, ,
[ st = e - o),

Teorema 5.2. Si f : [a,b] — R es una funcion continua en [a,b] la cual

b b
satisface que / ft)dt [(b— a)f(a) —/ f(t)dt

(a,b) tal que
[ it = sow-o),

Demostracion. Definamos la funcion g : [a,b] — R dada como
g(x) = (b—x) / f(@)

1. g es una funciéon continua en [a, b,

—/abf(?f)dty

Matematicas y sus aplicaciones 24, Capitulo 3, paginas 35-61

se sigue que

<0,

O

> 0, entonces existe ¢ €

Es claro que



Algunas variantes del teorema del valor medio para integrales 49

3. gla)=(b—a)f /f

de donde se sigue que

b b
—/f@ﬁkhwﬂw—/fwﬁ

de donde g(a)g(b) < 0, entonces por el teorema del valor intermedio se sigue

que existe ¢ € (a,b) tal que g(c) =0y g(c) =(b—c)f / f(t)dt.

Por lo tanto,
b
[ st = o0

Teorema 5.3. Si f : [a,b] — R es una funcion continua en [a,b] tal que para

algiin ¢ € |a, b]
2 [ s = s0yo )

entonces existe ¢ € [a,b] tal que

[ e =gore-a o [ = oo

Demostracion. Definamos las funciones g : [a,b] - Ry h: [a,b] — R como

<0

]

:/abf(t)dt—f( )z —a)y h(z /f t)dt — f(x)(b— x)

es claro que

. g(a—;b) :h(a+b) ,

2
b
2. gla) + ha) =2 [ Fe)dt = Fla)(b - a)
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Como 2 / f (¢)(b—a), para algin ¢ € [a, b] entonces del inciso 2 se

sigue que g(c ( ) para algun ¢ € |a, b].
b b
Es claro que si g(¢) =00 g <a—2k ) = (, entonces / f(t)dt = f(c)(c—a)

a+b> = O,entonceS/a f)dt = f(c)(b—c).

Ahora si g(c) # 0, como g(¢) = —h(c) entonces g c) h(c) tienen signos
+b

a a+b +b a + b
opuesto y como g 5 =h 5 , entonces ¢

en forma similar si h(c) =00 h (

tienen el mismo signo, lo cual implica que si g(c¢) y g ( ) tienen el mismo

a+b
signo entonces h(c) y h ( ) tienen signos opuestos de donde aplicando

el teorema del valor intermedio existe un ¢y tal que h(cg) = 0 con lo cual

obtenemos que
b
/ f&)dt = f(co)(b— co).

b b
ysih(c)yh <%) tienen el mismo signo entonces g(c) y g (%) tienen

signos opuestos de donde aplicando el teorema del valor intermedio existe un
o tal que g(cg) = 0 con lo cual obtenemos que

/ f(t)dt = f(co)(co — a).

Teorema 5.4. Si f : [a,b] = R es una funcion continua en [a,b], tal que

b
(1) Si f es estrictamente creciente y/ f(z)dz > 0, entonces
a

para algin c € |a, b].
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b
(2) Si f es estrictamente decreciente y/ f(z)dx <0, entonces

[ @)= fele-a)
para algin ¢ € |a, b].

b
(3) Si f es estrictamente creciente y/ f(z)dz <0, entonces
a

[ sads = 6~
para algin ¢ € |a, b].

b
(4) Si f es estrictamente decreciente y/ f(z)dz > 0, entonces
a

b
[ ras = )0~ 0
para algin c € [a,b].

b
Demostracion. (1) Sea f es estrictamente creciente con / f(z)dz > 0. Como
a

f es estrictamente creciente, entonces del teorema 2.14

[ e < 100 -a)
lo cual implica que
/ab F@)dz — F(B)(b— a) < 0.
Definamos la funcién g : [a,5] — R como
o) = | (bt — 7(0) (e — ),
es claro que
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1. g es continua en [a, b],

b
2. g(a) :/ f(t)dt=>0y

b
3. g(b) = / f(t)dt — f(b)(b— a)<0.
Por lo tanto, g(b) < 0 < g(a). Por el Teorema del valor intermedio, existe

c € (a,b) tal que g(c) = 0.
Por lo tanto,

b
| st = e - o),
b
(2) Sea f estrictamente decreciente y / f(z)dx < 0. Como f es estric-

b
tamente decreciente, entonces del corolario 2.15 f(b)(b — a) < / f(t)dt es

b
decir / FO)dt— FB)(b—a) > 0.
Definamos la funcion g :[a,b] = R como

b
o(z) = / ()t — f(2)(z - a),

es claro que

1. g es continua en [a, b],

b
2. g(a) :/ f(t)dt<0y

3. g(b):/ F@)dt— F(B)(b— a)~0.

Por lo tanto, g(a) < 0 < g(b). Por el teorema del valor intermedio existe
¢ € (a,b) tal que g(c) =0
Por lo tanto,

/ f(t)dt = F(e)(c - a).
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(3) Sea f es estrictamente creciente con / f(z)dx <0 f. Como f es es-

trictamente creciente, entonces por el Teorema 2.14 tenemos que / f(t)dt >

f(a)(b—a) lo cual implica que / f(z)dz — f(a)(b—a) > 0.

Definamos la funcion b : [a,b] — R como

/ f)dt — f(z)(b — x),
es claro que

1. h es continua en [a, b],
f ft)dt — f(x)(b—2)>0y

= fa f(t)dt<0.

Por lo tanto, h(b) < 0 < Oh(a). Por el Teorema del valor intermedio existe

¢ € (a,b) tal que h(c) =
[ st =soo-o),

Por lo tanto,
(4) Sea f es estrictamente decreciente y / f(z)dx > 0. Como f es estric-

tamente decreciente, entonces del corolario 2.15, tenemos que f(a)(b — a) >
b

/f £)dt es dem/ F)dt — f(a)(b—a) < 0.

Definamos la funciéon b : [a,b] — R como

/f t)dt — f(z)(b— z),

es claro que

1. h es continua en [a, b],
/f t)dt — f(a)(b—a)<0y
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_ /abf(t)dt>0.

Por lo tanto, g(b) < 0 < g(a). Por el Teorema del valor intermedio existe
¢ € (a,b) tal que g(c) = 0.

Por lo tanto, \
/f®ﬁ=f©@—d

El siguiente resultado aparece en [10].

Teorema 5.5. Si f, g : [a,b] = R son funciones continua en [a,b], entonces
existe ¢ € (a,b) tal que

/f ﬁ+/ g(t)dt = F(E)(b— ) + g(c)(c — a).

Demostracion. Definamos la funcion h : [a,b] — R dada como

T b
h(z) = (z — b) / F(t)dt + (z — a) / g(t)dt.

Dado que f, g son continuas en [a, b], entonces

1. h es una funcion continua en [a, b]

2. h es en derivable en (a,b) y

3. h{a) =0 = h(b).

De donde aplicando segundo teorema fundamental del calculo se tiene que

W (z)=(x—0)f /f t)dt — :c—a)()+/bg(t)dt

y aplicando el teorema de Rolle A'(c) = 0.
Por lo tanto,

/U@ﬁ+/gww:ﬂmwww@@@—m
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Observemos que si f(z) = g(x) para toda = € [a,b] se obtiene el teorema
2.13 (teorema del valor medio para integrales) y si g(x) = 0 para toda z €
[a, b] se tiene el teorema 4.1 (teorema de Sahoo).

Teorema 5.6. Sean f,g: [a,b] = R funciones continuas tales que
1. 0 < f(z) para todo x € [a,b],
2. 0 < g(x) para todo z € [a,b] y

3. ezisten u,v € [a,b] tales que

f) < flx) < flu) y gv) <glz) < g(u)
para todo x € |a,bl,

entonces para todo k € (0,1) existe ¢ € (a,b) tal que

b

b b
/ f(@)g(x)dz = kf(c) / g(@)dz+ (1 - k)g(e) [ f(a)de.

a

Demostracion. Como f(v) < f(x) < f(u), g(v) < g(x) < g(u), 0 < g(x) ¥
0 < f(x) para todo x € [a, ] se sigue que

f(v) / dt</ f®)gt)dt < f(u )/abg(t)dty

si f es constante o g(z) = 0 para todo x € [a, b] se obtienen igualdades.

/fdt</f £)dt < g(u /f

si g es constante o f(z) = 0 para todo x € [a, b] se obtienen igualdades.
Sea k € (0,1) y definamos la funciéon h : [a,b] — R dada como

h(x):kf(:):)/ab ()dt + (1 — k /f t)dt — /f

es claro que h es una funcion continua en [a,b] y que

h(u) = k(f(u) / g(t)dt — / F()g(x)d)+
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o [ i~ [ s

de donde se sigue que h(u) > 0.

En forma similar se puede ver que h(v) < 0, entonces aplicando el teorema
del valor intermedio existe ¢ € (u,v) o ¢ € (v,u) tal que h(c) = 0.

Por lo tanto,

/ Fgtdt = kF(0 / gt + (1~ k / 0

Corolario 5.7. Sean f, g : [a,b] — R funciones continuas tales que

1. 0 < f(x) para todo x € [a,b],
2. 0 < g(x) para todo x € [a,b] y
3. ambas crecientes o decrecientes,

entonces para todo k € (0,1) existe ¢ € (a,b) tal que

[ roatari =0 [ a0~ 0ot [0

6 Teoremas de Jacobson y Zhang Bao-lin

En esta seccion daremos dos resultados mas que involucran al teorema del
valor medio para integrales a el teorema de Jacobson y una generalizacion de
este el teorema de Zhang Bao-lin los cuales pueden ser consultados en [4] y

[6].

Recordemos que el teorema del valor medio para integrales nos dice

Teorema 6.1. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en |[a,b], entonces

existe ¢ € (a,b) tal que
[ @z =500 - a)
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Ahora para cada = € (a,b) podemos aplicar el resultado anterior para
obtener el siguiente resultado

Teorema 6.2. Sea f : [a,x] — R una funcidn continua en [a, x|, entonces
existe ¢ € (a,x) tal que

/ " F(t)dt = £ — a).

Teorema 6.3. (Teorema de Jacobson) Si f : [a,z] — R es una funcion
continua en |a,x], tal que f es derivable en a con f'(a) # 0 y ¢ € (a,x) el
punto que satisface el teorema 6.2, entonces

c—a 1

lim = —.
T—=a x — Q 2

Demostracion. Escribamos el polinomio de Taylor con residuo de f en a el
cual queda

f(t) = fla) + f'(a)(t — a) + e(t)(t —a)
con 11_1}1; e(t) = 0.

Integrando el polinomio de Taylor obtenemos

/I ft)ydt = f(a)(z —a) + f'(a) (z ; %) + /x e(t)(t — a)*dt.

Ahora evaluando el polinomio de Taylor en ¢ obtenemos

fe) = fla) + f'(a)(c = a) +~(c)(c — a)
con 1227(15) = 0.

Se sigue que

fle)(x —a) = fla)(z —a) + f'(a)(c — a)(z — a) +7(c)(c — a)(x — a).

De esta igualdad y la igualdad del teorema 6.2 tenemos que

/ " f(t)dt = fla)(z —a) + F(a)c— a)(z — a) +1(c)(c — a)(zx — a).
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Lo cual implica que

(z—a)’

fla)(z —a)+ f’(a)T + /r e(t)(t —a)dt =

fa)(x —a) + f'(a)(c = a)(x — a) +7(c)(c — a)(z — a).

De donde reduciendo términos semejantes tenemos

(x —a)*

f’(a)T + /w e(t)(t —a)dt =

f(a)(c—a)(z —a) +v(c)(t — a)(z — a).
Ahora dado que

i 1O —a) _
z=a (7 —a)
se tiene el resultado deseado

., c—a 1
lim = —.
T—=a T — @ 2

]

Teorema 6.4. (Teorema de Zhang Bao-lin) Sea f : [a,x] — R una funcion
continua en [a, |, tal que f es dos veces derivable en a con f'(a) =0, f"(a) #
0 ycé€ (a,z) el punto que satisface el teorema 6.2, entonces

T c—a 1

im = —.

r—a X — Q \/g
Demostracion. Escribamos el polinomio de Taylor con residuo de f en a el
cual queda

(t—a)?

2

f(t) = fla) + f"(a) +e(t)(t —a)?

con %1_{% e(t) = 0.
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Integrando el polinomio de Taylor obtenemos

/w ft)dt = f(a)(z —a) + f"(a) (@ ;!a)g + /xe(t)(t — a)?dt.

Ahora evaluando el polinomio de Taylor en ¢ obtenemos

16 = fla) + 1@ S 4 (e~ a?
con %gr; e(t) =0.
Se sigue que
F(@)( - a) = fa)(z — a) + (@) L @~ a) + () - @)(w — a).

De esta igualdad y la igualdad del teorema 6.2 tenemos que

/1’ f)ydt = f(a)(z —a) + f"(a) (- a)Q(:L’ —a) +e(c)(c—a)*(z — a).
lo cual implica

flae -+ @5+ [ et - e =

(c—a)’

fla)(z —a)+ f"(a)

Reduciendo términos semejantes,

f"(a)(x —a)*+6 /ff e(t)(t — a)’dt =

f"(a)3(c — a)*(x — a) +6v(c)(t — a)*(z — a),

es decir,

F0)+ o [ e =it = (s (2 YIS

(x—a r—a (x — a)?
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Ahora dado que

, 1 v 2
iﬂm/‘; €(t>(t—@) dt:O
Y 2
tim 2= _
wsa (2 — a)?
Se tiene el resultado deseado
i c—a 1
roaT —a 3
O
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Capitulo 4

How to use the extension of the five islands
theorem in holomorphic dynamics

Laura Cano Cordero, Patricia Dominguez Soto, Karla
Hernandez Reyes, Wendy Rodriguez Diaz
FCFM, BUAP

Abstract

The five islands theorem was first used in holomorphic dynamics by I. N
Baker in [3] to prove that the repulsive fixed points of a transcendental
entire function are dense in the Julia set. Also it was used to prove
the existence of the residual Julia set for the same class of functions
mentioned before. For this kind of functions oo is always an isolated
essential singularity. In this chapter we show some examples given in [9]
of how to use an extension of the theorem for functions with either (i) a
compact countable set of essential singularities or (ii) a compact totally
disconnected set of essential singularities. This document was written
while the authors were having a weekly seminar.

1 Introduction

We denote the Riemann sphere by C and the complex plane by C. A.
Bolsch in [7] and M. Herring in [15] investigated the iteration of analytic
functions outside some compact set of essential singularities, Their study was
a natural generalization of the Fatou-Julia theory.

Bolsch in [6, 7, 8], investigated the iteration of analytic functions outside
a compact countable set B(f) which is the closure of isolated essential sin-
gularities. In this class infinity may not be an essential singularity. We will
assume that the set B(f) has at least one essential singularity, removing the
case when we have always omitted poles, then the study of the dynamics of
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this kind of functions is different from either rational functions or transcen-

dental entire functions. We denote this class by K following the notation in
[11].

Herring in [15] investigate the iteration of analytic functions outside a
compact totally disconnected set E(f) of isolated essential singularities. We
denote by H. this class of functions.

We recall that if F is any compact totally-disconnected set in @, 20 € B
and f is a non-constant meromorphic function in £¢ = C\ E, the Cluster
set is defined as

C(f, E 2) := {w | w = lim,,_ f(2,) for some z, € E¢ with z, — z}.
Now, we will give examples of functions in classes IC and H.
Examples of functions in class

1
(1) The family f.(z) = e=*+c | has two isolated essential singularities
21 = iy/c and 25 = —iy/c . Observe that none of them is co. and that the set
of essential singularities is compact and countable.

sin$22)

(2) The family g.(z) = tan(tanz) = tan(322) = which has an

Cos z

cos(225)

infinite compact countable set of essential singularities when cos z = 0, that
is, when z = (2k — 1)7 for k € Z.

Examples of functions in class ‘H
The following example is given in [5].

For any choice of E we may construct functions in 4. For example, take a
sequence {wy } dense in C, and sequences Ay, Ay, ... A,,... in E°such that A,
are mutually disjoint, and the set of limit points of each A,, and of B = U, A,
is precisely E. (One may construct the A, inductively to be mutually dis-
joint and d(A,, F) < 1/n). Mittag-Lefflers theorem allows the construction
of two functions g, h meromorphic in £¢ and such that the poles of g are at
the points b € B where the principal part is (z — b)~!, while those of h are
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at points b € B such that when b € A, the principal part is w,(z — b)~'.
Then f = h/g is meromorphic in E¢ and f(z) = w, when z € A,,. Hence
C(f, E 2) = C for every zp € E. The function f has essential singularities
precisely at the points of E.

Observe that to get examples of functions in class H is more complicated
than for functions in class IC, since we need to have a compact totally discon-
nected set E(f) of isolated essential singularities.

The set of singular values of f € K or f € H , denoted by SV (f), is
defined as follows:

SV(f) = C(f)VA(f),

where C'(f) is the set of critical values of f and A(f) is the set of asymptotic
values of f. We recall that a critical value is the image of a critical point.
A point a € C is called an asymptotic value of f at e if there is a path
v(t) — e as t — oo, such that f(v(t)) — a, where e € B(f) for f € K or
ee€ E(f) for f € H.

2  The five island theorem and its extension

In 1930 Ahlfors proposed his theory of covering surfaces, one important
theorem in the subject is the five islands theorem, which will be the subject
of study in this section. We need a definition of an island before we state the
theorem.

Suppose that T, X are Riemann surfaces, f is a holomorphic map f : T —
X and V C f(T) a Jordan domain. We say that a connected component GG
of f71(V) is a island (respectively simple island) over V if the restriction
f: G — V is a proper map (respectively homemorphism).

Theorem 2.1. Let f : C — C be any nonconstant analytic function, and let
A be any collection of 5 or more Jordan regions in C with pairwise disjoint
closures. Then there is a simple island over some A; € A, 1=1,2,3,4,5,...

The above theorem is called five Ahlfors’ theorem or Ahlfors’ five island
property.
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Extension of the Five Islands Theorem

In the preprint in [14] Epstein suggests a generalization of the Ahlfors’
five islands property which generalize the definition used in Herring’s thesis.
We will state three definitions given by Epstein, Herring and Oudkerk. The
definition given by Oudkerk follows from the work of Epstein, but we mention
it since Oudkek is the first in defining the Ahlfors’ functions.The difference
from the definitions used by A. Epstein and M. Herring is basically that Ep-
stein does not require that the boundary of the domain of definition be totally
disconnected.

I. Definition given by M. Herring in [15]

We shall consider a subclass of H, which is closed under composition. We
say that f € H C H has the m islands property at z; € E(f) if, given
any neighborhood U of zy and m simply-connected domains A; in C which
have disjoint closures and which are bounded by sectionally analytic Jordan
curves, there is a simply-connected subdomain D in U \ E(f) which forms a
Schlicht island over one of the A;, that is f maps D univalently onto A;.

The functions that have the m islands property belong to the following set

H,, is the set of f € H such that E(f) # 0 and for each zo € E(f) the
function f has the m islands property at z.

I1. Definition given by A. Epstein in [14]

Consider a collection C' of arbitrary sets contained in W, where W is an
open subset of a complex 1-manifold, in practice the elements of C' will be
points or Jordan domains with pairwise disjoint closures. The collection C' is
said ubiquitous near u € W if for every sufficiently small connected open
U, which contains u, and every component V' of U N W, there exists a G € C
with G € V.

A general statement of the Ahlfors’ five island property is as follows.
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Let f : W — X be any analytic map between Riemann surfaces, where
X is compact and W lies in some compact W. The map f has the m island
property if for every collection A of m or more Jordan regions in X with
pairwise disjoint closure, the simple islands in (Jgca 7' (G) are ubiquitous
near OW.

In [14] Eptein works with a class of analytic functions called finite type
maps, that is, analytic maps where the set of singular values SV is finite. He
proved the following theorem.

Theorem 2.2. If f : Dy — X is a finite type map, then f has the Ahlfors’
property.
ITI. Definition given by R. Oudkerk in [18]

Let T, X Riemann surfaces, we state the following definitions.
Hol(T, X) :=

{f:Dy CT — X : fis holomorphic, Dy is open and non-empty}.
Hol”(T,X) :={f € Hol(T, X) : f is open}.

Let T', X be Riemann surfaces and let Dy C T be open and non-empty.
A function f € Hol° (T, X) satisfies the m-island property if there is a finite
number m satisfying the following condition.

Let V1, V5,...V,, C X be m Jordan domains with pairwise disjoint clo-
sures, and let U C X be open with U N dD; # (. Then for every connected
component Uy of U N Dy there is i € {1,2,...,m} such that f has a simple
island over V; in U,.

Define
A (T, X)={f € Hol(T,X) | f satisfies the m island property}.
A map is said to satisfy the finite island property or Ahlfors’ property if

its belongs to the family A(7, X) = {J,,~; An(T, X). Such maps are called
Ahlfors’ functions. -
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It can be write A,,(X, X) = A,,(X) and A(X, X) = A(X).

From the definition of the m island property if 0D; = (), then there is
an extra condition needed: there exists at lest m Jordan domains which are
simple islands over some 7. The reason of this extra condition is to ensure
that the class of Ahlfors’” maps A,,(X) is closed under composition for each
m, for a proof we referred to Oudkerk [18].

Observe that the definition given by Epstein does not include this condi-
tion instead a map f € Hol(X) (where X is compact) with dD; = () satisfy
the 0 island property. The definition given by Herring for the class H exclude
rational maps, so there is no worry about 0Dy = (.

3  Fatou and Julia sets for functions in clases

K and H

We recall that functions in class I are analytic outside a compact count-
able set B(f) of essential singularities, and that functions in class H are
analytic outside a compact totally disconnected set E(f) of essential singu-
larities. In what follows we must distinguish between the sets B(f) and E(f).

Bolsch in [7] and Herring [15] proved that for functions f, ¢ in class K
or ‘H respectively, the composition f o g is in K (or H) where B(f o g) =
B(g)Jg " (B(f)) (or E(fog)=E(9)Ug " (E(f))). For n € N we denote

S B() ={z: f"(2) = e € B(f)},

(or f7HE(f) ={z: ["(z) = e € E(f)}.
The following theorem follows from [6] and [15].

Theorem 3.1. If f € K (or f € H), then f" € K (or f* € H) and for each
n > 1 the natural boundary of f* is the set

n—1

B, = B(f*) =] F(B(f)),

j=0
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n—1

(or E, = E(f*) = F7(E())),

=0

so that f" is meromorphic function in the region

D, =C\B,

(or D, =C\ E,).

Further, the sets B,, (or E,,) are all compact and countable. Moreover, ™
cannot be continued meromorphically over any point of B, (or E,).

Let f € K or f € H. If n is the minimum such that z satisfies f™(z) = z,
we say that z is a periodic point of period n. If 2 is a fixed point of period
n the quantity

n

1/ G)=A0z)

j=1
is called the multiplier of z. When any value z is the point at infinity the
factor f'(z) is replace by the derivative of 1/f(1/z) at the origin.

The classification of a periodic point z of period n of f € K or f € H is
given as follows:
(a) z is super-attracting if |A(z)| = 0;
(b) z is attracting if 0 < |A\(z| < 1;

(c) z is repelling if |\(z)| > 1;

(d) z is rationally indifferent if |A(z)| = 1 and (f™)'(2) is a root of unit,
in this case z is known also as a parabolic periodic point;

(e) z is irrationally indifferent if |\(z)| = 1, but A(z) is not a root of unit.
For functions in class K (or H) we define the Fatou set, denoted by

F(f), as the maximal open set G such that all f are analytic and forms a
normal family in G (in the sense of Montel). The complement of the Fatou
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set is called the Julia set which is denoted by J(f) = C\ F(f) and therefore
B(f) € J(f) (or B(f) € J(f)). The Fatou and Julia sets have important
properties, we mention some of them bellow, to see the proofs we refer to the
reader to [7] and [15].

(a) The Fatou set F(f) is open and the Julia set J(f) is closed.

(b) The Julia set J(f) is infinite

(c) The sets F/(f) and J(f) are completely invariant under f., this means,
it is forward invariant f(F(f)) € F(f) and backward invariant f~1(F(f)) C

E(f).
(d) For a positive integer m, F(f™) = F(f) and J(f™) = J(f).
For f € K or f € H a Fatou component U can be either:
(a) periodic if f"(U) C U, for some n > 1;
(b) pre-periodic if f™(U) is periodic for some integer m > 0 or
(c) wandering if U is neither periodic nor pre-periodic.

If U is a periodic component of F'(f) of period p, the classification of the
periodic component is given as follows.

1. U is called attracting component, if U contains an attracting periodic
point zy of period p such that f?(z) — 2_ for z € U as n — 0.

2. The component U is called either a Leau domain or a parabolic com-
ponent, if U contains a periodic point zy € QU of period p and f"P(z) —
2o for z € U as n — o0.

3. The component U is called a Siegel disc, if there exists an analytic

homeomorphism ¢ : U — D where D is the unit disc such that o( fP(¢ !
(2))) = e*™z for some o € R\ Q.
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4. The component U is called a Herman ring, if there exists an analytic
homeomorphism ¢ : U — A where A is an annulus A = {z: 1 < |2]| <
r}, r > 1, such that o(fP(p=1(2))) = e*™z for some o € R\ Q.

5. U is called a Baker domain, if there exists zy € OU such that f"?(z) —
2p, for z € U as n — oo, but fP(z) is not defined.

When the set of singular values SV (f) of analytic functions in I (or
f € H) is finite there are neither Baker domains nor wandering domains in
the Fatou set. This result was proved in [4] and [13| for different classes
of functions, since the proofs remain valid for f € K (or f € H) they are
omitted. Thus the only remaining types of Fatou periodic components are
either attracting, parabolic, Sigel disk or Herman ring.

A study of the dynamics of the family G . ,(z) = Ael/E*+0) L where A,
c € C\ {0}, € Cin class K which has two isolated essential singularities
at z; = iy/c and 25 = —iy/c (none of them is oo and that the set of essential
singularities is compact and countable) has been done in [12|, were it is shown
some components of the Fatou set. We give some examples of them, see [12]
for details.

Attracting component in the Fatou set

Theorem 3.2. Let G . ,.(2) as above. If p = —\e'/¢, |\ is sufficiently small,
and 1/|c| <log(3/2) for A,c € C\ {0}, then the Fatou set of G . _y.1/c(2) is
an attracting completely invariant multiply-connected component.

We dealing with the case when z = 0 is the only fixed point. Figure 1
shows the Fatou and Julia sets for the parameters ¢ = 0.7, A = 0.2 and p = 0.
The Fatou set in black is the attracting component.

Parabolic component in the Fatou set

Theorem 3.3. Let Gop(2). Ifc € C\ {—u?}, A = —(c+ u?)?/(2ue"/*+9)
and p = u+ (c+u?)?/2u, where u is a square root of unit, then the Fatou set
of Fxcu(z) contains a parabolic component.

If we take z =2 € R, u = —1 and ¢ = 9, above, then the parameters are
A =50/e!/1% and p = —51.
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Figure 1: The Fatou set, of Fya070(2) on black, is multiply connected and
completely invariant.

The Fatou set of the map Gy.1/10 9 5 contains a parabolic component,
where u = —1 is the fixed point. Figure 2 shows the parabolic component
and an orbit of some point in the component.

Siegel disk in the Fatou set

Theorem 3.4. Let G, ... For0 € R\Q, 0 is a Bruno number, ¢ = (1/2)e* 0+
1 and X\ = e7'\/1 — ¢, the Fatou set of Fy.o(z) contains a Siegel disk.

Examples of Herman rings can be done by using cuasi conformal surgery.

4 Some applications of the Ahlfors’ property

The following results are related to an important property of the Julia set.
The first one was was proved by A. Bolsch in [6] with an elegant argument, he
uses results of normal families and consequences of Nevannlina theory. The
second was proved by M. Herring [15]| by using the generalization of Ahlfors’
property, see I in Section 2.

Theorem A. If f € K, then repelling periodic points are dense in J(f).

Theorem B. If f € Hyy,, then the repelling periodic points are dense in J(f).
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Figure 2: The parabolic component on blue and an orbit of some point

Theorem A can be proved by using a similar argument as in Theorem B,
since functions in class K have the Ahlfors’ five island property. Observe that
the similar statement and proof in Theorem B works for f € A(X), that
is, functions studied by Oudkerk, see III Section 2. We recall that X is a
Riemann surface, Dy C X and A(X) = J,,~; Amn(X), see Section 2.

Residual Julia sets

The residual Julia set of f is defined, denoted by J,.(f), as the set of those
points of J(f) which do not belong to the boundary of any component of the
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Figure 3: The Siegel disk (in black) of G-1 7= .o With ¢ = /1 —5/2
and an orbit of a point on it

Fatou set F'(f). The points of J.(f) are called buried points of J(f) and a
component of J(f) that belongs to J.(f) is called a buried component.

This concept was first introduced in the context of Kleinian groups by
Abikoff in [1] and [2]. He defined the residual set A,.(T") of a Kleinian group
[ to be the subset of those points of the limit set A(I') which do not lie on
the boundary of any component of the complement of A(T").

The following theorem was proved in [9] for functions in class K, where
the proof uses the Ahlfors’ property. We re-write the proof for the readers.

Theorem C. Let f € K. Suppose that the Fatou set has no completely invari-
ant domain and the Julia set is disconnected in such a way that the Fatou set
has a component D of connectivity at least five. Then, singleton components

are dense in J(f).

Before we proof the theorem we need a Lemma which can be found in [17].
Lemma 1. If D is a domain in C whose complement contains at least p com-
ponents Dy, ..., D,, then there are p disjoint simple polygons vy,, 0 < i < p,

in D such that ~; separates D; from the remaining Dj, j # i. Thus, there is
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a component A; of the complement, ; such that D; C A; and the closures of
D; are disjoint pairwise.

Proof Theorem C. Let f € K and D be a component of the Fatou set of con-
nectivity at least five. Thus, D¢ has at least five components, say Dy, ..., Ds.
It follows from Lemma 1 that there are simple polygons v;,1 < ¢ <5, in D
and complementary domains A; of ; such that D; C A;, where A;NA; # 0,
1 # j, and each A; contains points in the Julia set, see Figure 4.

Figure 4: The complementary domains A; of v; such that A; N A; # 0, i # j.

Now, pick a point ¢; in the Julia set and any open neighborhood V;
which contains ¢;. Then there is some k& € N such that f* has an essential
singularity e; € V; and f*7!(e;) is in the set B(f). Take any neighourhood
U of e; such that U C V;. Since f has the five island property at f*=1(e;),
there exists a simply connected subdomain Vo C U\ {e;} such that f*(V5) is
one of the A;, say Ay, and f*(9V4) = 7;. Since A; which meets the Julia set,
it follows that V; contains a point ¢, € J(f). From f*(9Vs) = 7, it follows
that OV, € F(f).

We may replace V; by Vs, ¢1 by ¢o and deduce that V5, contains an ar-
bitrary smal simple neigbouthood of V5 such that V5 C Vi, 9V3 C F(f) and
¢s € J(f) # 0. By continuing inductively, we obtain a sequence of nested
simply connected domains V,,, each of them contains a point ¢,. The sets
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V,, shrink to a single point ¢, thus ¢ = lim,, o ¢, € J(f). Further, 0V, is
constructed to be in the Fatou set, and so ¢ is a singleton component of the
Julia set. Thus, singleton components are dense in the Julia set.

To prove that the singleton components are buried follows from an argu-
ment in ([16]), Theorem 2.2) with some small modifications.

Similar arguments, applying the Ahlfors’ property, can be used for func-

tions in Hy, to prove the following theorems, see [10] for the proof.
Theorem D. Let f € Hy,. Suppose that the Fatou set has no completely in-
variant domain and the Julia set is disconnected in such a way that the Fatou
set has a bounded component D of connectivity m, m > 5 (the connectivity
of D can be infinite). Then, singleton components are dense in J(f).
Theorem E If f is a function in class K or class Hy,, the Fatou set has
no completely invariant domains and the Fatou set has k-doubly connected
components U;, i = 1,...,k, which are disjoint U;NU; =0, 1 # j, k > 5,
with k € N.
Proof. The Fatou set has k-doubly connected components U;, i = 1,...k,
k > 5, with k € N, which are disjoint U; N U; = 0, ¢ # j. Using Lemma 1 we
can take simple polygons v; in U;, 1 < ¢ < k, and complementary domains
A; C U; which contain the inner boundaries of U;, such that A; N A; # 0.
Each A; contains points in the Julia set, see Figure 5.

Figure 5: The complementary domains A; of 7; such that A; N A # 0, i # j.

When we have done the above choice of the complementary domains the
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proof follows as in Theorem D.

THEOREM F. If f € Hy, s a function where the Fatou set has no completely
mvariant domains and either the Fatou set has one doubly connected compo-
nent U which has in its inner boundary k-doubly connected components U;,
i=1,...,k, which are disjoint U;NU; =0, i # j, k > 5, with k € N. Then
the singleton buried components are dense in the Julia set J(f).

Proof. Let U be the component of the Fatou set of connectivity two with
inner boundary 0;p and outer boundary dpp. The inner boundary, 0;5, con-
tains k doubly connected components U;, ¢ = 1,...k, k > 5, with k£ € N,
which are disjoint U; N U; = 0, i # j. Thus we can use Lemma 1 to take a
simple polygon « in U, simple polygons ; in U; and complementary domains
A and A,; such that:

(i) A contains the outer boundary, dop, of U.

(ii) Each A; contains the inner boundary of U;, such that A; N A; # 0,
i 7],

A and each A; contain points in the Julia set, see Figure 6.
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Figure 6: The complementary domains A; and A; of v; and ~y; respectively such
that A;NA; #0, 7 # j.

When we have done the above choice of the complementary domains the
proof follows as Theorem D.
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Sobre continuos enrejados y el espacio &,(X)

Felipe de Jestis Aguilar Romero, David Herrera
Carrasco, Fernando Macias Romero
FCFM, BUAP

Resumen

Al estudiar la unicidad del n-ésimo producto simétrico suspensiéon de un
continuo X, denotado por SF,(X), es necesario encontrar una propiedad
que se preserve bajo homeomorfismos, en este caso se estudia la coleccién
de todos elementos en F,(X) que tienen una vecindad homeomorfa a una
n-celda en F,(X), denotado por &,(X). En este capitulo, se presentan
algunas propiedades de este subespacio de F,,(X).

1 Introduccion

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo.

Dado un continuo X, un hiperespacio de X es una coleccion especifica de
subconjuntos de X. Los hiperespacios que se estudian en este trabajo son los
siguientes:

2¥ ={AC X :A#0y Aesun cerrado de X };

Co(X)={A€2%: Atiene a lo mas n componentes};
F,(X)={A€2%: Atiene alo mas n puntos}.

La familia 2% es llamada hiperespacio de los subconjuntos cerrados de X, y
C(X) = C1(X) es el hiperespacio de los subcontinuos de X. Al hiperespacio
F,,(X) se le conoce como el n-ésimo producto simétrico de X y fue introducido
en 1931, por K. Borsuk y S. M. Ulam [1]. Note que, el primer producto
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simétrico de X es el hiperespacio F;(X) de los subconjuntos singulares de X,
y se puede probar que X es homeomorfo a F;(X).

En 1979, S. B. Nadler Jr. [13] introdujo el concepto de hiperespacio suspen-
siéon de un continuo X como el espacio cociente C'(X)/Fi(X), que se obtiene
de C'(X) al identificar a F}(X) en un punto y se denota como HS(X). En
2004, S. Macias [10] defini6 el n-ésimo hiperespacio suspension de un continuo
X, para un entero n mayor que 1, como el espacio cociente C,,(X)/F,(X), y
se denota como HS,(X).

En 2010, F. Barragan [2| defini6 para n € N, con n > 2, el n-ésimo
producto simétrico suspension de X, denotado por SF,(X), como el espacio
cociente F,,(X)/Fi(X).

Dado un continuo X, sea H(X) € {2%,C,(X), F.(X), HS,(X), SF,(X)}.
Decimos que un continuo X tiene hiperespacio unico H(X), si para cualquier
continuo Y tal que H(X) es homeomorfo a H(Y'), entonces X es homeomorfo
a Y. Una clase de continuos C' tiene hiperespacio unico H(X) si para cada
continuo X € O se tiene que X tiene hiperespacio tnico H(X).

La seccion 3, esta dedicada a presentar la definicién de continuo enrejado,
asi como algunos ejemplos y resultados. En la seccion 4 se enuncian y prueban
algunos resultados sobre el subespacio &,(X), para X un continuo enrejado.
Finalmente, en la seccién 5 se muestran algunas propiedades, que sirven para
abordar el problema de la unicidad del n—ésimo producto simétrico suspen-
sion de un continuo enrejado.

2 Preliminares

Dado un continuo X denotaremos por d a la métrica de X. Dado a € X
y € > 0, la bola con centro en a y de radio ¢, se denota por By(a,e) =
{z € X : d(z,a) < ¢}. Para cualquier A C X y 6 > 0 definimos la nube
de radio ¢ alrededor de A, como Ny(A,d) = U By(a,6). La métrica d en X

acA
induce una métrica en 2%, que es la métrica de Hausdorff, que se define de

la siguiente manera: H(A, B) = inf{e > 0: A C Nyg(B,e) y B C Ny(A,e)},
con A, B € 2%,

La métrica de Hausdorff es heredada a F,(X) y esta lo hace un espa-
cio métrico, el cual también resulta ser un continuo. En este trabajo R™ se
considera con la topologia euclidiana y por ende, todos sus subespacios.
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Definicion 2.1. Un arco es cualquier conjunto homeomorfo al intervalo ce-
rrado [0, 1], con la topologia euclideana.

Definicion 2.2. Un continuo X es una grdfica finita si se puede expre-
sar como la union de un niumero finito de arcos tales que, cada par de ellos
son ajenos o se intersectan en uno o ambos puntos extremos. Cada arco que
conforma a una grdafica finita le llamamos arista.

Figura 1: Grafica finita.

Definicion 2.3. Sea X un espacio métrico y p € X. Diremos que X es
localmente conexo en p, si para toda vecindad U de p, existe V abierto
y conexo tal que p € V C U. Se dice que X es localmente conexo, si es
localmente conexo en todos sus puntos.

Una n-celda es un espacio homeomorfo a la bola cerrada B™ en R", donde
B" = {x € R" : ||x|| < 1} y ||x|| denota la norma euclidiana. Una curva
cerrada simple es cualquier espacio homeomorfo al espacio S = {x € R? :

[Ix|| =1}

Definicion 2.4. El n-odo simple, con n € N, denotado por T, es un con-
tinuo que se construye uniendo n arcos que se intersectan dos a dos en un
unico punto llamado vértice del n-odo simple, dicho vértice tiene que ser un
punto extremo de cada uno de los n arcos y, los otros puntos extremos de los
arcos se llaman extremos del n-odo.

Definiciéon 2.5. Dado X una grdfica finita, p € X yn € N, decimos que p
es de orden n en X, denotado por ord(p,X) = n, si p tiene una vecindad
cerrada que es homeomorfa a un n-odo simple que tiene a p como vértice.

Los puntos de orden 1 son puntos extremos, los de orden 2 son puntos
ordinarios y los puntos de orden 3 o mayor son puntos de ramificacién, estos
se denotan con E(X), O(X) y R(X), respectivamente.
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Sean Uy, Us,,...,U,, una coleccién finita de subconjuntos de X,
(Uy,Us, ..., Upy)n denota el subconjunto de F,(X)

{AeF,(X):AC U Uey ANUg # 0 para cada k € {1,2,...,m}}.

k=1

Se sabe por |7, Teorema 1.2] que la familia de todos los subconjuntos de
F,.(X) de la forma (Uy, Us, ..., U,,)p, donde cada U; es un subconjunto abierto
de X, es una base para la topologia inducida por la métrica de Hausdorff en

F.(X).
Teorema 2.6. Si X es un continuo y n € N, con n > 2, entonces F,(X) —
F,1(X) es denso en F,(X).
Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de F,,(X) y A € U arbitrario,
digamos A = {ay,...,a,}, para algin m < n.

Caso 1. Sim =n, entonces A € (F,(X) — F,_1(X))NU.

Caso 2. Si m < n, como U es abierto en F,(X), existe » > 0 tal que
Br,x)(A,7) C U. Podemos hallar ap41,...,a, € Bx(ai,r) distintos de

a1y ... Q. Sea B ={ay,...,an, anet, ..., a0, . Como H(A, B) < r, se tiene
que
B € Bp,(x)(A,r) C U,y por tanto B € (F,(X) — F,—1(X))NU.

Por lo tanto, F,(X) — F,,_1(X) es denso en F,(X). O

A continuacion definiremos el hiperespacio a estudiar. Sean X un continuo
y n € N. Consideremos D = {F1(X)} U{{A} : A € F,(X)— Fi(X)} una
descomposicion de F,,(X). El n-ésimo producto simétrico suspension de X,
denotado por SF,(X), es el espacio cociente F,(X)/D, como SF,(X) se
obtiene de F,,(X) al identificar a F;(X) a un punto, con la topologia cociente,
F,,(X)/D se suele denotar por:

Fo(X)/F1(X).
La funcién cociente gx es tal que, gy : F,(X) — SF,(X) definida por

= {14 s A€ B(X) - R(X)
V=R si Ae R(X).
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Fx denota al elemento tal que ¢x(F;(X)) = {Fx}. La restriccion de gx
al subespacio F,,(X) — F1(X),

Ix|r -0t Fa(X) = Fi(X) — SEL(X) = {Fx}

es un homeomorfismo. De ahora en adelante, escribimos

C]} = QX‘FTL(X)—FI(X)-

3 Continuos enrejados

En 2013 Alejandro Illanes, Rodrigo Hernandez Gutiérrez y Veroénica de
la Vega definieron nuevas clases de continuos en su articulo titulado Unici-
dad de hiperespacios para continuos de Peano (vedse [4]), a saber; la
clase de los continuos enrejados y casi enrejados. Para poder definir a estos,
consideremos los siguientes subconjuntos de un continuo X.

Dado un continuo X, sean

G(X)={xr € X : x tiene una vecindad G en X, tal que
G es una gréfica finita},

P(X)=X-G(X).

Definicién 3.1. Un continuo X es casi enrejado si y solo si el conjunto
G (X) es denso en X. Un continuo casi enrejado X es enrejado si X tiene
una base de vecindades B tal que para cada elemento U € B se cumple que
U—"P(X) es conexo.

A continuacion presentamos el bosquejo de un continuo que es enrejeado
y solo tiene un punto que pertenece a P(X), denotado en color rojo.

ellll] |

Figura 2: Continuo enrejado.
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El siguiente continuo es enrejado y contiene un tnico punto de P(X),
ademés este es un punto ordinario.

7
&

Figura 3: Continuo enrejado.

La siguiente figura es un bosquejo de un continuo enrejado que tiene una
cantidad infinita de puntos de P(X), denotados en color rojo y estos son
puntos de ramificacion.

Figura 4: Continuo enrejado

El continuo de la Figura 4 es un continuo enrejado. Sin embargo, si le
pegamos un continuo como lo muestra la Figura 5, el continuo resultante es
casi enrejado pero no enrejado.
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Figura 5: Continuo casi enrejado pero no enrejado

Un ciclo en X es una curva cerrada simple J en X tal que J — {a} es
un subconjunto abierto de X, para algin a € J. Un arco libre en X es un
arco o en X con puntos extremos p y ¢ tales que a — {p,q} es abierto en
X. Un arco libre maximal en X es un arco libre en X que es maximal,
con respecto a la inclusion. Consideremos los siguientes conjuntos que serén
importantes para las siguientes secciones:

Ar (X)={J C X :Jesun ciclo en X}.
A(X)={J C X :Jesun arco libre maximal en X}.
Ag (X)) ={J € A(X) : tal que existe p € E(J) con p € intx(J)}.
As (X) = A(X) U Ar(X).
En(X)={A € F,(X) : A tiene una vecindad en F,,(X) que es una n-celda}.
SE,(X)={AeSF,(X):
A tiene una vecindad en SF,(X) que es una n-celda}.
No(X)={A e F,(X)—F,1(X): An(R(X)UP(X)) =0}
P.(X)={Ae F,(X): ANP(X)) # 0}.

Lema 3.2. Sean X un continuo y r > 0. Si I € Ag(X) entonces B(z,r) N
intyx(I) # 0 para cada x € 1.

Demostracion. Sea x € I y supongamos que I € A(X). Si x € intx([) se
cumple lo pedido. Supongamos que = ¢ intx (/) y ademés B(x,r)Nintx(I) =
(). Como I es un arco libre, entonces I — {a,b} C intx(I), donde a, b son sus
puntos extremos, asi B(x,r) N (I — {a,b}) = 0, luego B(z,r) NI C {a,b} es
decir, B(x,r) NI es un conjunto finito en I, por lo que es un cerrado en I,

Matemadticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 5, paginas 83-103



Felipe de Jests Aguilar Romero, David Herrera Carrasco, Fernando Macias
90 Romero

pero también B(z,r) NI es abierto en I, lo cual no puede ser posible ya que
I es conexo. Por ende B(x,r) Nintx (1) # 0.

Supongamos ahora que I € Ar(X). Si z € intx () se cumple lo pedido.
Supongamos que x ¢ intx(I) y ademas B(x,r) Nintx (/) = . Como I es un
ciclo existe a € I tal que I — {a} es abierto, entonces I — {a} C intx([), asi
B(z,r)N (I —{a}) =0, luego B(x,r)NI C {a} es decir, B(z,r)NI = {a} es
un conjunto finito en I, por lo que es un cerrado en I, pero también B(z,r)NI
es abierto en I, lo cual no puede ser posible ya que I es conexo. Por ende

B(z,r) Nintx (1) # 0. O
Un resultados que es de bastante utilidad en este trabajo, es el siguiente.

Teorema 3.3. [6, Teorema 4.1] Sea X un continuo casi enrejado localmente
conezo. Entonces x € P(X) si y sélo si existe una sucesion de elementos de
As(X), distintos dos a dos, que converge a {x}.

Teorema 3.4. Sea X un continuo enrejado. Entonces X = clx (UAg(X)).

Demostracion. Sea x € X, si x € G(X) entonces existe I € Ag(X) tal que
x € I, entonces x € UAg(X). Si x € P(X), por el Teorema 3.3 existe {I;}°,
una sucesion de elementos distintos contenidos en Ag(X) que converge a {z}.
Sea n € N, existe i, € N tal que H(I;,,{z}) < %, por lo que existe z,, € ;,
tal que d(zp,z) < %, de esta forma se puede construir de forma inductiva,
una sucesion {z,}>2 ; contenida en UAg(X) que es convergente a x, es decir,
T € Clx<UA5(X)). O

Lema 3.5. Sea X un continuo casi enrejado, entonces G(X) — R(X) es un
subconjunto denso de X.

Demostracion. Sea x € X, tal que = ¢ G(X) — R(X), eso implica que = €
(R(X)NG(X))UP(X). Siz e R(X)NG(X), existe una vecindad V de z,
que es una grafica finita, como = € R(X) entonces existe I € A(X) tal que
x € Bd(I), podemos construir una sucesion de puntos ordinarios contenida
en intyx (/) que sea convergente a x, esto implica que z € clx(G(X) — R(X)).

Supongamos que z € P(X), por la densidad de G(X), existe {z;}°,
una sucesion en G(X) tal que x; — z. Sea i € N. Si z; € R(X), como
R(X)NG(X) C clx(G(X) — R(X)) podemos tomar z; € G(X) — R(X) tal
que d(z}, z;) < %, en caso contrario z; = x;. De esta forma, hemos definido
{p}}22, una sucesion en G(X) — R(X) tal que }, — . Por lo tanto, P(X) C
clx(G(X) — R(X)). O
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Los continuos enrejados tienen la propiedad de ser localmente conexos, los
siguientes teoremas son necesarios para probar esto.

Teorema 3.6. [8, Corolario 6.1.11] Sean X un espacio topoldgico y A un
subconjunto de X . Si existe un subconjunto conexo B de X tal que B C A C
clx(B), entonces A es conexo.

Lema 3.7. Sean X un continuo casi enrejado y U un subconjunto de X.
Entonces intx (U) C clx (U —P (X)).

Demostracion. Sean x € intx(U) y V' un subconjunto abierto de X tal que
zeV.

Luego, intx (U) NV es un subconjunto abierto y no vacio de X. Como X
es casi enrejado, intx (P(X)) = (. De esta manera intx(U) NV € P(X), es
decir, (V Nintx(U)) — P(X) # 0.

Es claro que, V N (intx (U) — P(X)) = (V Nintx (U)) — P(X), por lo que
VN (intx(U) — P(X)) # 0.

Como, V N (U — P(X)) D VN (intx(U) — P(X)) # 0, entonces = €

Teorema 3.8. 5i X es un continuo enrejado entonces X es localmente co-
nexo.

Demostracion. Supongamos que X es un continuo enrejado, entonces existe
B una base de vecindades de X tal que para cada T' € B se tiene que T'—P(X)
es conexo.

Tomemos x € X y U un subconjunto abierto de X tal que z € U. Por el
teorema 3.6 exite W un subconjunto abierto de X tal que z € W C clx (W) C
U.

Sea V € B tal que x € intx(V) Cc V C W. Aplicando el Lema 3.7,
tenemos que intx (V) C clx(V —P(X)) Cclx(V) Cclx(W) C U.

Asi, € intx (V) C clx(V —P(X)) C U y, como V € B, se tiene que
V —P(X) es conexo. Luego, por el Teorema 3.6, clx(V — P(X)) es conexo.

De esto que, existe un conjunto abieto que tine a x y esta contenido en
clx(V —=P(X)) por lo tanto, x € intx(clx(V —P(X)) C clx(V—-P(X)) C U.

Por lo tanto, X es conexo en pequeiio y la familia B = {clx(V — P(X)) :
V € B} es una base de vecindades para X, concluimos que X es localmente
conexo. [
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Teorema 3.9. Si X es un continuo enrejado y n € N, con n > 2, entonces
N.(X) es un subconjunto denso de F,(X).

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto no vacio de F,(X). Como
F.(X) — F,_1(X) es denso en F,(X), existen py,...,p, € X tal que A =
{p1,-..,pn} €U. Sea 6 > 0 tal que By(A,§) CUy p=min{d(p;,p;): i,j €
{1,...,n} donde i # j}. Tomemos r = min{d, £}. Note que si ¢ # j, entonces
B(p;,r) N B(pj,r) = 0.

Por el Lema 3.5, existe ¢; € B(p;,r) N (G(X) — R(X)), para cada i €
{1,...,n}. Dado que B(py,r),...,B(py,r) son ajenos por pares, se cumple
que qi, - . ., ¢, son puntos distintos dos a dos. Asi, B ={qi,...,q.} € No(X).
Més atn, B € By(A,r) CU. Por lo tanto, U NN, (X) # 0. O

4 Resultados sobre el espacio &,(X)

El conjunto &,(X) esta definido mediante una propiedad topologica, por
lo que se preserva bajo homeomorfismo. Este conjunto juega un papel impor-
tante en el estudio de la unicidad. Esta secciéon esta dedicada a estudiar las
componentes de &,(X) y mostrar algunas de sus propiedades.

Teorema 4.1. Sea X un continuo yn € N, entonces E,(X) es un subconjunto
abierto de F,(X).

Demostracion. Sea A € &,(X), entonces existe U una vecindad de A, tal
que U es una n-celda en F,(X). Por ser U vecindad se cumple que A €
intp, x)(U) C U. Note que dado B € intp,x)(U)—{A} se cuample que B € U,
es decir, U es una vecindad de B que es una n-celda, por ende B € &,(X),
luego A € intp, (x)(U) C &,(X). Por lo tanto, £,(X) es abierto. O

Teorema 4.2. [4, Teorema 4] Sean X un continuo localmente conexo, n € N
y A e C,(X). Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) dim (A, C, (X)) es finita.
(b) Existe una grdfica finita D contenida en X, tal que A C inty (D).

() ANP(X)=0.
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Teorema 4.3. [3, Lema 4.3] Sea X una grdfica finita, A € F,,_1(X) yn > 4,
entonces ninguna vecindad de A en F,(X) puede ser encajada en R™.

Teorema 4.4. Sean X un continuo enrejado yn € N, con n > 4, entonces

E.(X) = N, (X).

Demostracion. Sea A € N(X). Supongamos que A = {ay, ..., a,}, como AN
(R(X)UP(X)) = 0, esto implica que ANP(X) = @, por el Teorema 4.2
existe una grafica finita D contenida en X tal que A C intx (D), dado que
ANR(X) = 0, se tiene que cada elemento de A pertenece al interior de algin

elemento de Ag(X), por ende existen ay,as, ..., a, arcos de X, ajenos por
n

pares, tal que (U @) NR(X) =0y a; € inty(a;) para cada i € {1,2,...,n}.
i=1

Sea f:aq X ... X ap, — {aq,...,ap), definida por f(z1,...,x,) = {x1, ..., 2, }.

Es claro que f es un homeomorfismo. Por lo tanto, {(aq, ..., ), es una n-

celda. Ademas, (a1, ...,a,), es una vecindad de A en F,(X). Por lo tanto,

Ae & (X).

Sea A € &,(X). Por [5, Teorema 3.8] se cumple que ANR(X) =0y
ANP(X) =0. Como ANP(X) = () por el Teorema 4.2, se cumple que existe
una grafica finita 7 en X tal que A C intx(7"). Supongamos que A € F,,_1(X),
por lo tanto A € F,_1(T). Por hipoétesis, existe V una vecindad de A en
F,(X) tal que V es una n-celda. Asi, V N F,(T") es una vecindad de A en
F,.(T) que puede ser encajada en R", esto contradice el Teorema 4.3. Por ende
A€ Fy(X). O

Sean X un continuo enrejado , n € N. Sea |l € {1,...,n} y LI,....I; €
!

As(X). Dados iy, ..., € N tal que Zij = n. Consideramos Kx (I}, ..., I}")
j=1

como el subconjunto de F,,(X) tal que cada elemento de Kx (7', ..., I}') tiene

exactamente i; puntos en el interior de [;, para cada j € {1,...,l}, es decir,

A e Kx(I}',.... ") implica que |[ANintx(I;)%| = i; y por ende |A| = n. Este

conjunto tiene la siguiente definicion,

Kx (I, ..., I['") = {A € F,(X) : |[Anintx([;)| = i; para cada j €

!
{1,...,1}, donde i; e Ny Zz’j =n}.

j=1
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Para KCx(I™) solo escribiremos Kx (). A continuaciéon se presentan pro-
piedades inmediatas de estos conjuntos.

Lema 4.5. Sean X un continuo enrejado tal que As(X) # 0, n € N, [ €
{1,...on} y I,.... I, € As(X).

1. clp o) (Kx (I o, IN) C (L1, Loy oy L),

2. clp, 0 (Kx(1)) = (I)n,

3. Kx(I*, ..., I") C (intx(I),intx(I3), ..., intx (;)) .-

4. clp, ) ((intx (I1),intx (I2), ..., intx (1)) C (I1, L2, ... I

Demostracion. 1. Sea A € clp,x)(Kx(I%, ..., I}')). Existe {A4,}2, una
sucesion de elementos de Kx (17, ..., I}') que es convergente a A. Supon-
gamos que A & (Iy, I, ..., I}),,, entonces pueden ocurrir dos cosas:

l !
(a) AZ UIj. Entonces existe x € A tal que = ¢ U I;. Como I es
j=1 j=1

cerrado para cada j € {1,...,1}, existe r > 0 tal que B(z,r)NI; =
0 para cada j € {1,..,l}. Para § > 0, existe N € N tal que
H(Ay,A) < 5. De esto que A C N(Ay,5), por lo que existe
a € Ay tal que x € B(a, §), esto implica que a € B(xz, ). Por otro
lado, existe k € {1,...,1} tal que a € Iy, luego B(z,r) NIy # 0 lo
cual es una contradiccion.

(b) Existe & € {1,...,l} tal que AN I, = (. Consideremos
r =min{d(a,z) : a € A,z € I}, se cumple que r > 0. Para § > 0,
existe N € N tal que H(Ay, A) < 5, entonces Ay C N(A, 5). Po-
demos tomar ap € Ay N I, por lo que debe existir y € A tal que
d(y,ar) < 5 < r. A su vez, por como se defini6 r se cumple que
d(y,ax) > r, esto implica que r < r lo cual es una contradiccion.

En ambos casos se llega a una contradiccion, por lo tanto
Ae (s, ...},

2. Solo resta probar la contencion (I),, C clpx)(Kx(I)). Sea A € (I),, >

0 y supongamos que |[A| = m > 1. Tomemos 7’ = min{d(a;, a;) : i,j €
{1,...,m} con i # j}, consideremos R = min{%’,r}. Sea i € {1,...,m},
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por el Lema 3.2 B(a;, R)Ninty (1) # 0. Parai € {1,...,m — 1} tomemos
a; € Bla;, R) Nintx(I), es claro que a; # a/ cuando i # j. Pode-
mos tomar n —m + 1 elementos distintos tales que {a, ,a, £15 e a,} C
B(ay,, R)Ninty (I). Definamos A" = {a}, ..., a,,}. Note que | A Nint x ()| =
n, es decir, A" € Kx(I). Ademas, H(A,A) < R, por lo tanto A" €
Kx(I) N By (A, R), esto implica que B(A,r) N Kx(I) # 0, por lo tanto
A € clp,(x)(Kx(I)). Si m = 1 basta con aplicar la segunda parte de la
prueba anterior. Esto completa la prueba.

3. Se obtiene de la definicion de Kx (I, ..., I}").

4. Se obtiene del hecho de que (intx([ly),intx(ls),....,intx([;)), C
(I, 1o, ... ).
[

Teorema 4.6. [9, Lema 3.1] Sean X un continuo localmente conexo y J, K €
As(X). Entonces

L intx(J)NR(X) =0y
2. siintx(J) N K # 0, entonces J = K.

Teorema 4.7. Sean X wun continuo enrejado, n € N, l,r € {1,...n} y
L, ... 0L, Ji,...,J. € As(X), entonces las siguientes propiedades se cumplen :

a) Kx(I{*, ..., I]") es arco conexo.
b) Kx(IP*, ..., I]') es abierto en F,(X).

c) Si Kx(I7',.... I}") NKx(J, ..., Jir) # 0, entonces Kx(I1*, ..., I}") =
ICx(Jfl,... J]T).

T

Demostracion.  a) Sean A, B € Kx(Ii',...,I'). Para cada j € {1,...,1},
sean A; = ANinty (I)andB = BNintx (I;). Tomemos j € {1,...,1}
de forma arbitraria, tenemos que Aj;, B; € (intx(1;)), y |4;| = |B; | =

i; entonces, existe una funciéon continua «; : [0, 1] (intx (1;))n que
cumple lo siguiente: a;(0) = A;, (1) = B; y |a;(t)| = i; para toda
te0,1].

Consiedremos la funcion a: [0,1] — Kx(Ii', ..., I}*) definida por a(t)

ag(t)U- - -Uqy(t), esta funcion esta bien definida, es continua y «(0) = A
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y a(l) = B. Como [0,1] es localmente conexo y « es continua, por el
Lema ,se cumple que «([0, 1]) es localmente conexo. Por lo que «([0, 1])
es arco conexo, es decir, existe un arco contenido en Kx (I{*, ..., I ; ) que
une A con B. Por ende Kx(Ii', ..., I') es arco conexo.

b) Sea A € ICX(I?,...,[;Z), supongamos que A = {ai,...,a,}. Sean
Ji,...,J, de X, ajenos dos a dos, tales que J;, N R(X) = 0 y ax €
intx (Jy), paracadak € {1,...,n}. Luego, A € (intx(J1),...,intx(J,))n.
Note que, si B € (intx(J1),...,intx(J,)), — {A}, entonces |B| = n.
Dado j € {1,...,l}, como |A Nintx(I;)| = i;, entonces I; contie-
ne i; de los arcos Ji,...,J,. Podemos suponer que I; contiene los
arcos Jy,...,J;;. Asi, B Nintx(Jy) C intx(l;),...,B Nintx(J;;) C
intx (Z;). Como los arcos Ji,...,.J, son ajenos por pares, tenemos que
|BNinty(I;)| = 4. Esto implica que B € Kx (I}, ..., I}"). Asi, tenemos
(intx(J1), ..., intx(J,)) € Kx(I{*,..., ). Por tanto, Kx(I}*,...,I%)
es un subconjunto abierto de F,(X).

¢) Sea A € Kx(I{',...,II') N Kx(J,...,J7). Sean s € {1,...,1}, como
intx (Is) N A # 0, existe a € A tal que a € intx([,). Por otro lado debe
existir t € {1,...,r} tal que a € intx(J;), esto implica que intx(I5) N
intx(J;) # 0, luego por el Teorema 4.6 se cumple que I, = J;. De este
modo {I1,...,[;} C {Ji,...,J.}, con un proceso analogo se cumple que
{J1,...; Jr} € {11,..., I;}. Esto implica que [ = 7. Podemos escribir que
Kx(J, ..., J") =
Kx(',...,I"). Dado s € {1,...,1} como |ANintx(L)| = isy |AN
intx(I)| = js se tiene que i, = j,, por lo tanto Kx(I{',....I}") =

IC)(<J{1, ceey J,J,T)
O

Teorema 4.8. Sean € N conn > 4. 5i X es un continuo enrejado entonces
las componentes de E,(X) son los conjuntos de la forma:

Kx(Ii, ... I,

Demostracion. Es claro que Kx (I}, ..., ;') € N, (X) y por el teorema 4.4 se
cumple que Kx(I}',..., I]') C E,(X). Sea A € £,(X) entonces A € N, (X),
es decir, AN (R(X)UP(X)) = 0, esto implica que A C G(X) N (O(X) U
E(X)), por ende existe [ € N tal que A € (intx(ly),...,intx (1)), con I; €
Ag(X) para cada j € {1,...,l}. Definiendo i; € N tal que |[ANintx(1;)| = i;,
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I !

se cumple que n = |A] = Z|A Nintx(f;)| = Zz] Por lo tanto, A €
j=1 j=1

Kx(I{*,...,I"). Bsto implica que &,(X) es igual a la unién de todos los

conjuntos del tipo Kx (I, ..., I}"). Sea C C £,(X) una componente conexa.

Supongamos que C' C UA, donde A es una colecciéon de elementos de la forma

Kx(I}, ..., I}"), Veamos que |A| = 1. Supongamos que |A| > 1, tomemos

A € A, entonces se cumple que A y U(A — {A}) son abiertos en F,(X),

ajenos y no vacios tales que, C N A # 0, CNUA—-{A}] # Dy C C

AU[U(A —{A})], lo cua es una contradiccion. Por lo tanto C' esta contenido

en solo un subconjunto de la forma Kx(I7*, ... ,Il”). Luego por el teorema
4.7 se tiene que Kx(I1',...,I;') es conexo y como C' es una componente se
cumple que C' = Kx(I}*, ..., I}"). ]

Teorema 4.9. Sean X un continuo enrejado y n € N, con n > 4. Dados
I, ..., € Ag(X) conl € N.

1. Si A € clp,x)(Kx(I{', ..., I}Y)), entonces |ANintx(I;)| < ij, para cada
jed{l, .. 1}

2. La wnica componente de £,(X) contenida en clp,x)(K(I', ..., I}")) es
Kx(I', ... I}").

Demostracion. 1. Sea A € clp, (x)(Kx(I{', ..., I}')) y supongamos que exis-
te j € {1,...,1} tal que |ANintx(;)| > i;. Digamos que |[ANintx(/;)| =
n; y ANintx(l;) = {a1, ..., an, }. Existe r > 0 tal que B(ax,7) C I; y
B(as,r) N B(ay,r) = 0 para k,s,t € {1,...,n;} con s # t.
Para I existe Ay € Kx (I}, ..., 1)) tal que H(Ay, A) < 5. A su vez,
| Ay Nintx (I;)| = i;. Como A C N(Ay, §) se cumple que {ay, ..., @, } C
N(AM, g) N lntx(lj)

Tomemos s,t € {1,...,n;} tales que s # t, existen a,, a, € Ay Nintx (1)
tales que a; € B(a,, %) y a; € B(ay,}). Si a, = a,, esto implica que
d(as,ar) < r, es decir, B(as,r) N B(ag,r) # 0 lo cual no es posible. Por
ende, a, # a;, esto siempre que s # ¢, por dende | Ay Nintx ()| > n; >
i;, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, |A Nintx(I;)| < i;, para
cada j € {1,...,{}.

2. Sea ICX(I?, - I'") una componente de &,(X). Supongamos que existe
Kx(J*, ..., JI*¥) otra componente de &,(X), distinta, de tal manera
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que estd contenida en clg, (x)(KC(I}', ..., [')). Por ende se cumple que
Kx(I7, ..., )N EKx (J .., JF) = 0.

Tomemos A € Kx(JI, ..., J*) C clg, ) (KL, ..., I]')). Sea a € A,
existe r’ € {1,...,k} tal que a € intx(J /). Por otro lado, por 1) del Lema
4.5, existe r € {1,...,1} tal que a € I,. Esto implica que I, Nintx (J,/) #

0, luego por el Teorema 4.6 inciso ¢) se cumple que I, = J . Esto implica
!

que A C U intx(Ip,), asi |A| = Z |ANintx(Iy)]. Por el inciso 1) del

h=1
Teorema se Cumple que |ANintx (1) < @h para toda h € {1, ...,1}. De

esta manera |A| = Z|A Ninty (1) < Zzh = n, como |A| = n se
h=1
tiene que |A N 1ntX([h)| = iy, para todo h € {1,...,1}. Por lo tanto A €

Kx (Il .. 1 ”) lo cual es una contradiccio. Asi, La Unica componente
de &,(X) contenida en clp, x)(K(I7, ..., I}')) es ICX(I?, L)
O

Los resultados que se presentan a continuaciéon son necesarios para probar
que la clase de los continuos localmente conexos casi enrejados es cerrada.

Teorema 4.10. [11, Lema 2.5] Sean X, Y continuos localmente conezos casi
enrejados yn € N, con n > 4.

(a) Entonces ¢ (E,(X)) = SEL(X).

(b) Sih: SF,(X) — SE,(Y) es un homeomorfismo, entonces h(qy(A)) #
Fy, para cada A € E,(X).

Lema 4.11. Sean € N conn > 4. Si X y Y son continuos casi enrejados
localmente conezos. Si existe h : SF,(X) — SF,(Y) un homeomorfismo,

entonces E,(X) = gi (b (g3 (E.(Y)))).

Demostracion. Por el Teorema 4.10 ¢ (E,(Y)) = SEL(Y) v ¢ (E.(X)) =
SE,(X), como SE,,(X) es una propiedad topologica y h es un homeomorfismo
h(SEL(X)) = SEL(Y). De esto que SE,(X) = h1(SE,(Y)) y por ende
SELX) = h (gt (E,(Y))). Por otro lado, £,(X) = ¢ (SE.(X)), asi se
cumple la igualdas deseada. ]

Del teorema anterior podemos concluir que componentes de &,(Y) van
a componentes de &,(X), cuando existe un homeomorfismo entre SF, (X) y

SF,(Y).
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Lema 4.12. Sean X un continuo enrejado y n € N, con n > 4. Entonces

En(X) es denso en F,(X) siy solo si SE,(X) es denso en SF,(X).

Demostracion. Por el Teorema 4.4, se cumple que &,(X) N F1(X) = (). Por
lo que ¢%(E.(X)) = gx(E.(X)), luego por el Teorema 4.10 se cumple que
gx(E,(X)) = SE,(X). Dado que gx es una funciéon continua, se cumple que
ax (clp, (x)(Ea(X))) C clsp,x)(ax(En(X))) = clsp,(x)(SEx(X)). Por hipo-
tesis, clp, (x)(En(X)) = F,.(X), entonces gx(clp,(x) (& (X)) = qx (Fo(X)) =
SF.(X). Por ende,
SF,(X) C clgp,x)(SER(X)), esto implica que SF,(X) = clsp,(x)(SER(X)),
es decir, S€,(X) es denso en SF,(X).

Nuevamente, como &,(X) N F1(X) = 0, por el Teorema 4.10 se cumple
que SE,(X) = SE,(X) — {Fx}, entonces como (g%)~" es continua se cum-
ple que (g%) " (clsp,(x)—{rx} (SE(X))) C clr,(x)-rm(x)((0%) T (SER(X))) =
chn(X),Fl(X)(Sn(X)) = clp,x)(E(X)). Por otro lado, se cumple que
(%) (CISFn(X)—{Fx}(SSn(X))) = (q%) " (clsp, (0~ (rx} (SE4(X))), v ademas
()l o0 () (SER(X)) = (g3)" (clsm(SEX) — {Fx}) —
(a%) H(clsr,(x)(SE, ( ))) Por hipétesis se cumple que
clsp, (x)(SER(X)) = SF,(X). Por ende,

(%)™ (clsp, 0~} (SE(X))) = (g%) T (SFu(X)) = Fo(X).

Esto implica que, F,(X) C clg,(x)(En(X)). Luego, F,(X) = clp,x) Sn(X)),
es decir, &,(X) es denso en F,,(X). O

Teorema 4.13. [5, Teorema 3.1] Sea X un continuo localmente conezo, los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. X es casi enrejado,
2. para cada n € N, el conjunto &,(X) es denso en F,(X),
3. cada subconjunto abierto, no vacio, de X contiene un arco libre de X.

Teorema 4.14. Sean € N, tal quen > 4. 51 X yY son continuos tales que
SF,(X) es homeomorfo a SF,(Y), entonces X es un continuo localmente
conexo casi enrejado si y solo si 'Y es un continuo localmente conexo casi
enrejado.
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Demostracion. Sean h: SF,(X) — SF,(Y) un homeomorfismo y X un con-
tinuo localmente conexo casi enrejado. Por |2, Teorema 5.2] se cumple que
SF,(X) es un continuo localmente conexo. Como h es un homeomorfismo,
SF,(Y), es un continuo localmente conexo. Nuevamente por |2, Teorema 5.2],
Y es continuo localmente conexo. Como X es un continuo localmente cone-
xo casi enrejado, por el Teorema 4.13, &,(X) es denso en F,(X). Por el
Lema 4.12, SE,(X) es denso en SF,(X). Como h es un homeomorfismo,
h(SEL(X)) =SE,(Y). Esto implica que, SE,(Y) es denso en SF,(Y). Por el
Lema 4.12, £,(Y) es denso en F,,(Y'). Por el Teorema 4.13, Y es un continuo
localmente conexo casi enrejado. O

5 Sobre la unicidad

Esta seccion esta dedicada a presentar algunos resultados referentes a la
unicidad del n—ésimo producto simétrico suspensiéon para un continuo enre-
jado X.

Teorema 5.1. Sea X un continuo enrejado. Si P(X) = 0 entonces, X es
una grdafica finita.

Demostracion. Como X € C(X)y XNP(X) = P(X) = 0 por el Teorema 4.2,
se tienen que existe una grafica finita D contenida en X, tal que X C intx (D),
comoD C Xy X Cintx(D)C D entonces X = D. Por ende X es una grafica
finita. ]

Teorema 5.2. Sea X un continuo enrejado tal que R(X) # 0. Si | NAg(X) |=
2, entonces X es una grdfica finita.

Demostracion. Por el Teorema 5.1, basta probar que P(X) = (). Sean p,q € X
tal que {p, ¢} = NAs(X), note que p, ¢ pertenecen a cada elemento de Ag(X).
Supongamos que P(X) # (). Tomemos a € P(X), entonces por el Teorema
3.3 existe una sucesion {I;}3°; C Ag(X) que converge a {a} (la convergencia
esen C(X)) y I; # I; cuando ¢ # j. Tomemos r = d(p,q) > 0, existe ip € N
tal que H([;,,{a}) < §, como p,q € I;, se cumple que p,q € B(a, 5), esto
implica que d(p,q) < r, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto P(X) = ()
y asi X es una grafica finita. ]
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Lema 5.3. Si X es un continuo enrejado, tal que R(X) # 0, y |As(X)| > 2,
entonces | [ Ag(X)| < 2.

Demostracion. Supongamos que |[()Ag(X)| > 2. Podemos tomar I,J €
Ag(X) tales que I # J, también tomemos {a,b,c} C I N J. Tenemos dos
casos:

1. Si I es un arco libre maximal, existen z,y € I tal que I — {z,y} es
abierto, entonces {a, b, c} Nintx (1) # 0.

2. Si I es un ciclo, existe x € I tal que I — {z} es abierto, entonces

{a,b,c} Nintx(I) # 0.

En cuelquier caso {a, b, c} Nintx (I) # (). Luego, {a, b, ¢} Nintx (I) C intx ()N
(INJ) =intx(I)NJ, entonces intx (I)NJ # () y por el Teorema 4.6 se cumple
que I = J lo cual es una contradiccion. Por lo tanto | As(X)| < 2.

]

Teorema 5.4. [11, Teorema 3.8] Si X es una grifica finita y n € N con
n > 4, entonces X tiene n-ésimo producto simétrico suspension unico.

Por los teoremas 5.2 y 5.4, el estudio de la unicidad del n-ésimo producto
simétrico suspension de un continuo enrejado, se debe enfocar al caso donde

[NAs(X)| <2.
6 Agradecimientos

Los autores agradecen a los arbitros por el tiempo dedicado a la revision,
sus sugerencias y correcciones contribuyeron a mejorar el capitulo.

Bibliografia

[1] K. Borsuk, S. Ulam, On symmetric products of topological space, Bull.
Amer. Math. Soc. (N.S.) 37 (1931) 875-882.

[2] F. Barragan, On the n-fold symmetric product suspensions of a conti-
nuum, Topology Appl. 157 (2010), 597-604.

Matemadticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 5, paginas 83-103



102

Felipe de Jests Aguilar Romero, David Herrera Carrasco, Fernando Macias
Romero

3]

4]

[5]

(6]

7l

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

E. Castaneda, A. lllanes, Finite graphs have unique symmetric products,
Topology Appl. 153 (2006), 1434-1450.

R. Hernédndez-Gutiérrez, A. Illanes, V. Martinez-de-la-Vega, Uniqueness
of hyperspaces for Peano continua, Rocky Mt. J. Math. 43 (5) (2013)
1583-1624.

D. Herrera-Carrasco, F. Macias-Romero, F. Vazquez-Juérez, Peano con-

tinua with unique symmetric products, Journal of Mathematics Research
4(4) (2012), 1-9.

D. Herrera-Carrasco, M. de J. Lopez, F. Macias-Romero, Almost meshed

locally connected continua have unique second symmetric product, Topo-
logy Appl. 209 (2016), 1-13.

Alejandro Illanes y Sam B. Nadler Jr., Hyperspaces. Fundamentals and
Recent Advances, Marcel Dekker, New york, Basel (1999).

K. Kuratowski, Topology, vol. II, Academic Press, New York, 1968.

A. Libreros, F. Macias, D. Herrera, On the uniqueness of n-fold pseudo-
hyperspace suspension for locally connected continua, Topology Appl.,
312 (2022), 108053, 22 pp.

S. Macias, On the n-fold hyperspace suspension of continua, Topology
Appl. 138 (2004), 125-138.

G. Montero-Rodriguez, D. Herrera-Carrasco, M. de J. Lopez, F. Macias-
Romero, Finite graphs have unique n-fold symmetric product suspension,
Houston J. Math. 48 (1) (2022), 205-225.

Sam B. Nadler Jr., Continuum Theory: An Introduction, Marcel Dekker,
New york, Basel (1992).

Sam B. Nadler Jr., A fized point theorem for hyperspace suspensions,
Houston J. Math. 5 (1) (1979), 125-132.

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP

Matemadticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 5, paginas 83-103



Sobre continuos enrejados y el espacio &,(X) 103

Avenida San Claudio y 18 Sur, Colonia San Manuel,
Puebla, Pue. C.P. 72570

felipe.aguilarr@alumno.buap.mx
dherrera@fcfm.buap.mx
fmacias@fcfm.buap.mx

Matemadticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 5, paginas 83-103


mailto:felipe.aguilarr@alumno.buap.mx
mailto:dherrera@fcfm.buap.mx
mailto:fmacias@fcfm.buap.mx




Matematicas y sus aplicaciones 24, Textos Cientificos, Fomento
Editorial de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, ISBN:
978-607-X XX X-XX-X

Capitulo 6

Propiedades de los espacios &,(X) y S&,.(X),
para n € {2,3} y un continuo X

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero y
Leonardo Ramirez Aparicio
FCFM, BUAP

Resumen

Sean n € {2,3} y un continuo X. En este capitulo demostramos
algunas de las propiedades de los subespacios &,(X) y S&,(X), de
F.(X) y SF,(X), respectivamente. Por otro lado, dado un subcon-
junto abierto W y no vacio de X, para cada subconjunto abier-
to U de X, consideremos ¢ (U, W, X) como el nimero de componen-
tes de U N'W si este ntamero es finito, en otro caso ¢ (U, W, X)
oo. Para cada = € clx (W), sea v(z,W,X) = min({m
N: existe una base de vecindades B de = en X tal que ¢ (U, W, X)
m para cada U € B} U{oo}). En la seccion 5, estudiamos algunas pro-
piedades de v (z, W, X)), cuando X = F,,(Y) o X = SF,(Y), para algin
continuo Y. En la ultima secciéon veremos que las graficas finitas tienen
Unico n-ésimo producto simétrico suspension.

Im

1 Preliminares

Como siempre, lo primero que hay que saber, es que un continuo X es
un espacio métrico compacto, conexo y con méas de un punto. Un subconjunto
Y de X es un subcontinuo de X si Y es un continuo o Y es un conjunto de
un punto. Dado un continuo X, mientras no se diga lo contrario, denotamos
por d a la métrica de X. Ademas, sip € X, A C X y e > 0, la bola abierta
con centro en p y radio €, serd denotada por By (e,p). La e-nube de A (o
la nube con centro en A y radio ¢ > 0 ), es Ny(¢,A) = {z € X:
existe a € A tal que d(z,a) < €}. El interior de A y la frontera de A en
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X lo denotamos como intx(A) y Fry (A), respectivamente. El interior de A
en X también serd denotado como A°. Dado n € N, R" denota el espacio
euclideano n-dimensional. El conjunto de los nimeros naturales es denotado
por N, asi como el conjunto vacio por ). El simbolo |A| denota la cardinalidad
del conjunto A.

Para un continuo X, consideraremos el siguiente hiperespacio de X:

2X={AC X : A#0y Aes cerrado de X}.

La familia 2% se le conoce como el hiperespacio de los subconjuntos
cerrados de X. A este hiperespacio se le dota de la topologia de Vietoris:

Definicién 1.1. Para un continuo X, la topologia de Vietoris para 2% es
la topologia mds pequena, Ty tal que 2% tiene las siguientes propiedades: (1)
{A€2X: AcC U} € 1v, para todo abierto U de X y (2) 2X\{A€2X: AC
B} € 1y, para todo cerrado B en X.

Por otro lado, si Uy, ..., U, son abiertos de X, con m € N, entonces

<U1,...,Um>:{A62X:ACUUiyAﬂUi%@pamcadaie{l,...,m}}

i=1
es un basico para la topologia de Vietoris (véase [11, Teorema 1.2]).

Como subespacio de 2% de un continuo X, para cada n € N, tenemos a
F.(X)={A€2¥ : A tiene a los mas n puntos}.

que denota el n-ésimo producto simétrico de X. Por lo tanto, el primer pro-
ducto simétrico de X es el hiperespacio F;(X) de los subconjuntos singulares
de X. Se puede ver que X es homeomorfo a F;(X).

Al hiperespacio 2% se le considera también dotado con la métrica de Haus-
dorff, inducida por la métrica d de X, con la cual resulta ser un espacio mé-
trico, ver |11, Teorema 2.2|. Esta métrica se define de la siguiente manera:
H(A,B)=1inf{e >0: AC Ng(B,e) y BC Nyg(A,¢)}, con A, B € 2%. Como
F,(X) es un subespacio de 2%, la restriccion de la métrica de Hausdorff a
F,, (X) lo convierte en un espacio métrico.
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Definiciéon 1.2. Dados un continuo X, n,m € N, conm <nyU;,Us,..., U,
C X, el vietorico de Uy, Us, ..., U, en F,(X) estd dado de la siguiente ma-
nera:

(U, Uy, ..., Up), ={A€eF,(X): ACcJU; y ANU; # 0, para cada
i=1
ie{l,...,m}}.
Definicion 1.3. Un arco es un espacio topologico homeomorfo al intervalo

cerrado [0, 1] con la topologia euclideana. Sea h: [0,1] — o un homeomorfis-
mo, decimos que h(0) y h(1) son los puntos extremos del arco c.

Definicién 1.4. Sea X un continuo. Un arco libre de X es un arco o con
puntos extremos a y b tal que o\ {a,b} es un abierto de X.

Definicion 1.5. Sea X un continuo, un arco libre maximal J de X es
un arco libre de X, el cual es maximal con respecto a la inclusion, es decir,
para cada arco libre K de X tal que J C K, se cumple que J = K. Una
circunferencia libre S de X, es una curva cerrada simple de X para la
cual existe p € S tal que S\ {p} es un abierto de X.

Definicion 1.6. Una grdfica finita es un continuo que se puede escribir
como la union de un nimero finito de arcos tales que dos a dos son ajenos o
se intersectan solamente en uno o ambos puntos extremos.

Dado un continuo X, denotamos:
As (X) ={J C X: J es un arco libre maximal de X o
J es una circunferencia libre de X'};
G(X)={r e X: existe M C X tal que

M es una gréfica finita y x € intx (M)};
P(X)=X\G(X).

Lema 1.7. [12, Lema 3.1] Sean un continuo localmente conexo X y J, K €
As(X). Los siguientes enunciados se cumplen:

(a)
(b) Fry (K) C R(X)UP(X);
(c)

inty (J)NR(X) =0;

siintx(J) N K # 0, entonces J = K.
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Definicion 1.8. Un n-odo sitmple es un continuo X que es la union de n
arcos au, Qa, ..., a,, con n € N tal que existe p € X con la propiedad de que
a; Nay = {p}, cuando i # j, y p es un punto extremo de cada uno de los
arcos .

_©

N\

Figura 1: Una grafica finita.

2 El n-ésimo producto simétrico suspensiéon de
un continuo
Enlistamos las definiciones de funcién cociente, espacio de descomposiciéon

y particiéon semicontinua superiormente para definir formalmente, el n-ésimo
producto simétrico suspension de un continuo X.

Teorema 2.1. [4, Teorema 4.20] St X es un espacio topoldgico, Y un conjunto
no vacio y g: X — Y una funcion suprayectiva, entonces

7, ={U CY: g ' (U) es un abierto de X}
es una topologia para Y .

La topologia 7, es la topologia cociente sobre Y inducida por la funciéon
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Definicion 2.2. Un espacio topologico Y es un espacio cociente de un
espacto topologico X si existe una funcion suprayectiva g: X — 'Y tal que 7,
coincide con la topologia de Y. En tal caso, la funcion g se llama funcién
cociente

Teorema 2.3. [4, 3.1] Si X es un espacio topolégico y P es una particion de
X, entonces

Tp={U CP: U U es un conjunto abierto de X}

veu

es una topologia para P

Definicion 2.4. Sean un espacio topologico X y P una particion de X. FEl
espacio topoldgico (P, Tp) se le conoce como un espacio de descomposicion
de X y la topologia Tp como topologia de descomposicion

Proposicion 2.5. [4, Proposicion 4.30] Sean un espacio topélogico X, P
una particion de X y (P,Tp) un espacio de descomposicion de X, entonces
(P, Tp) es un espacio cociente de X

Definicion 2.6. Sea un espacio topoldgico X . Una particion P de X es se-
micontinua superiormente s: para cada P € P y para cada abierto U de
X con P C U, existe un abierto V de X con P C V, tal que si A € Py
ANV #0, entonces A C U

Teorema 2.7. |14, Teorema 3.10] Si P es una descomposicion semicontinua
superiormente de un continuo, entonces (P, Tp) es un continuo

Teorema 2.8. [14, 3.14] Si X es un espacio topoldgico, A un subconjunto
cerrado no vacio de X y D = {{z}: 2 € X \ A} U{A}, entonces D es una
descomposicion semicontinua superiormente de X

Al espacio de descomposicion (D, Tp) del Teorema 2.8, se le denota por
X/A.

Por el Teorema 2.7 y el Teorema 2.8, se obtiene inmediatamente el teorema
siguiente.

Teorema 2.9. 51 X es un continuo y A un subconjunto cerrado de X, en-
tonces el espacio cociente X /A es un continuo

Con el Teorema 2.9, podemos definir el n-ésimo producto simétrico sus-
pension.
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Definicion 2.10. Sean un continuo X yn € N\ {1}. El n-ésimo producto
simétrico suspension del continuo X, denotado por SF,(X), es el espacio
cociente F,,(X)/F1(X), con la topologia cociente.

Como Fi(X) es un subconjunto cerrado y no vacio de F,(X), por el Teo-
rema 2.9, tenemos lo siguiente.

Teorema 2.11. Si X es un continuo y n € N, con n > 2, entonces SF,(X)
es un continuo.

El estudio del n-ésimo producto simétrico suspensioén, se ha aborda-
do en [1], [2], [3], [8], [13].

Dados un continuo X y n € N\ {1}, la respectiva funcion cociente de
SF,(X) se denota por gx: F,(X) — SF,(X) y esta dada de la siguiente

manera.:

TV Z Pe side BX).

Cuando consideramos el espacio cociente SF,,(X), al elemento F;(X) de
SF,(X) lo denotamos por Fy. Asi, acordamos que ¢x (F1(X)) = {Fx}. De
este modo:

SEL(X) = {{A}: A c F(X)\ Fi(X)} U {Fx}.

Observacién 2.12. Como la funcion qx [p,x)mx): Fo(X) \ Fi(X) —
SF.(X)\ {Fx} es biyectiva, continua y abierta, es un homeomorfismo; la
denotamos por q%.

3 La clase de las graficas finitas es SF,-cerrada,
para cadan € N, con n > 2

En esta seccion probaremos como son las componentes de SE,,(X ), cuando
n € N, conn > 2y X es una grafica finita con algin punto de ramificacion.
Ademas, demostraremos que la clase de las graficas finitas cuyo conjunto de
puntos de ramificacion es distinto del vacio, es SF,,-cerrada, para cada n € N,
con n > 2.
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Dados un continuo X y n € N\ {1}, sean:

En(X)={A € F,(X): A tiene una vecindad en SF,, (X) que es una
n-celda} y
SE,(X)={A e SF,(X) : A tiene una vecindad en SF,, (X) que es una
n-celda}.

Teorema 3.1. [15, Teorema 4.12| Sean un espacio métrico X, un abierto U
de X y una n-celda V, conn € N. Si x € UNintyx (V), entonces eziste una
n-celda J de X tal que x € inty (J) C J C UNinty (V).

Lema 3.2. [8, Lema 3.1] Sea n € N, con n > 2. Si X es un triodo simple,
entonces SF,(X) no es encajable en R".

Definicion 3.3. Sean X un continuo, A un subconjunto no vacio de X vy
B un numero cardinal. Se dice que A es de orden menor o igual que [
en X, denotado por ord (A, X) < B, si para cualquier conjunto abierto V
de X con A C 'V, existe un conjunto abierto U de X tal que AC U CV y
IBdx (U)| < 3. Si A= {x} seescribird que ord (z, X) < 8 en lugar de escribir
ord ({z}, X) < (. Se dice también que A es de orden (3 en X, denotado por
ord (A, X) = 3, st ord (A, X) < 8 y para cualquier nimero cardinal o < f3,
se tiene que ord (A, X) £ a.

Definicion 3.4. Sea X un continuo. Un punto x en X es un punto de ra-
mificacion de X si, ord (x, X) > 2.

Si X es un continuo, denotaremos por:
R(X)={x € X : x es un punto de ramificacion },
al conjunto de puntos de ramificacion de X.

Lema 3.5. Sean € N\ {1}. Si X es un continuo localmente conexo tal que

R(X) # 0, entonces Fx ¢ SE,(X). Es decir, SE,(X) C SF,(X)\ {Fx}.

Demostracion. Supongamos que Fy € SE,(X). Asi, existe una vecindad
M de Fx en SF,(X) la cual es una n-celda. Sea p € R(X). Notemos que
{p} € intp,x)(gx' (M)). Sea r > 0 tal que By({p},r) C ¢x' (M) y sea C
la componente de B(p,r) tal que p € C. Entonces, C' es un abierto de X,
y por ende, C' es arco conexo. Como p € R(X), existe un triodo simple T
tal que p € T C C. Entonces, F,(T) C Bx({p},r) C ¢x' (M). Por lo tanto,
qx(F,(T)) C M. Por el Lema 3.2, esto es una contradiccion. O

Matemdticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 6, paginas 105-124



David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Leonardo Ramirez
112 Aparicio

Lema 3.6. [8, Lema 3.4] Sea n € N\ {1}. Si X es un continuo localmente
conezo tal que R(X) # 0, entonces ¢ (E,(X) \ F1(X)) = SE,.(X).

Lema 3.7. Sean n € N y un continuo X, entonces £,(X) es un subconjunto
abierto de F,(X).

(X), entonces existe una n-celda M en F,(X)
tal que A € intp,(x) (M) C M C F,(X). Luego, existe un subconjunto
abierto U de F,(X) tal que A € U C intg,(x)(M). Sea Ay € U\ {A},
entonces Ay € U C intp,(x) (M) C M. Como M es una n-celda, entonces
Ay € E(X). Asi, A e U C E,(X). Por lo tanto, &,(X) es un subconjunto
abierto de F,(X). O

Demostracion. Sea A € &,
)

Similarmente, como en el Lema 3.7, se prueba el resultado siguiente.

Lema 3.8. Seann € N y un continuo X, entonces SE,(X) es un subconjunto

abierto de SF,(X).

Lema 3.9. Sean n € N\ {1} y un continuo X, entonces F,,(X) \ Fi(X) es
denso en F,(X).

Demostracion. Sean A € F,,(X) y U un subconjunto abierto de F,(X) tal que
A € U. Supongamos que A = {aj,az,...,any}, con m < n. Si |A| = n, enton-
ces AeUN (F,(X)\ Fi(X)). Supongamos que |A| < n. Como U es un sub-
conjunto abierto de F,(X), existe € > 0 tal que Bp,(x) (A, €) C U. Ademas,
By (aq, €) es un conjunto infinito, entonces existen a,, 1, ..., a, € By (ai,€)\
A. Sea B = {ai,as,...,0m,Cpi1,-..,0,}, entonces B € Bp, x) (A €) N
(F.(X) \ Fi(X)). Luego, U N (F,,(X)\ Fi(X)) # 0. Esto concluye la prue-
ba. ]

Lema 3.10. Sean n € N\ {1} y un continuo X, entonces SF,(X)\ {Fx} es
denso en SF,(X).

Demostracion. Sean A € SF,(X) y U un subconjunto abierto de SF,,(X) tal
que A € U. Si A ¢ {Fx}, entonces U N (SF,(X)\{Fx}) # 0. Si A = Fy,
entonces Fy € U C SF,(X). Como U es un subconjunto abierto de SF,,(X)
y SF,(X) es un continuo, existe B € U \ {Fx} C U C SF,(X). Asi, B €
UN(SF,(X)\ {Fx}). Esto concluye la prueba. O

Lema 3.11. Sean n € N\ {1} y un continuo X tal que £,(X) es denso en
F.(X), entonces £,(X) \ F1(X) es denso en F,(X).
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Demostracion. Probemos primero que &,(X) \ Fi(X) es denso en F,(X) \
Fi(X). Sean A € F,(X) \ Fi(X) y U un abierto de F,(X) \ Fi(X) tal que
A e U. Como &,(X) es denso en F,(X) y F,(X) \ F1(X) es un abierto de
F,(X), entonces U N E,(X) # (). Observemos que U N (E,(X) \ F1(X)) # 0,
luego &,(X) \ Fi(X) es denso en F,(X) \ Fi(X). Sean B € F,(X) y V un
subconjunto abierto de F,(X). Por el Lema 3.9, F,,(X) \ F1(X) es denso en
F,.(X), entonces VN (F,(X)\ Fi(X)) # 0. Como VN (F,(X) \ Fi(X)) es un
abierto de F,(X)\ F1(X), entonces VN (F,(X) \ F1(X))N(E.(X) \ Fi(X)) #
(0. Esto implica que, V N (&,(X) \ Fi(X)) # 0. Por lo tanto, &£,(X) \ F1(X)
es denso en F,(X). O

De manera similar al Lema 3.11, se demuestra el siguiente lema.

Lema 3.12. Sean n € N\ {1} y un continuo X tal que SE,(X) es denso en
SF,(X), entonces SE,(X) \ {Fx} es denso en SF,(X).

Lema 3.13. Sin € {2,3} y X es una grdfica finita tal que R(X) # 0,
entonces las componentes de SE,(X) son los conjuntos ¢ ((J°, K°,L°) \

Fi(X)), donde J, K, L € As(X).

Demostracion. Por |5, Lema 3.1y Lema 5.1], &,(X) = F,(X)\ R.(X). Por [5,
Lema 4.1], las componentes de &, (X) son los conjuntos (J°, K°, L°),, donde
J, K, L € As(X). Notemos que

EX)\ Fi(X) = J{(T°, K°, L), \ Fi(X) : J, K, L € Ag(X)}.

Ademas, los conjuntos (J°, K°, L°), \ Fi(X) son abiertos conexos y ajenos
por pares en &,(X) \ F1(X). Asi, las componentes de &,(X) \ F1(X) son los
conjuntos de la forma (J°, K° L°), \ F1(X), donde J, K, L € Ag(X). Por el
Lema 3.6 y la Observacion 2.12, tenemos que las componentes de SE,,(X) son
los conjuntos ¢x ((J°, K°, L°), \ F1(X)). O

Observacion 3.14. Sea X una grdfica finita tal que R(X) # 0 yn € {2,3}.
Por |5, Lema 4.1] el nimero de componentes de £,(X) es igual que el nimero
de componentes de E,(X)\ F1(X). Por el Lema 3.13, £,(X) y SE,(X) tiene

el mismo numero de componentes.

Lema 3.15. Si X es un continuo localmente conezo tal que R(X) # 0 yn €
{2,3}, entonces X es una grifica finita si y sdlo st S€,(X) es un subconjunto
denso de SF,(X) y el nimero de componentes de SE,(X) es finito.
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Demostracion. Supongamos que X es una grafica finita. Por [5, Teorema
3.4], £,(X) es un subconjunto abierto de F,(X) con un namero finito de
componentes. Por [13, Lema 2.7] y la observacion 3.14, tenemos que S&,,(X)
es un subconjunto denso de SF,,(X) y el nimero de componentes de S&,,(X)
es finito.

Ahora, supongamos que S&,,(X) es un subconjunto denso de SF,, (X) y el
namero de componentes de SE,(X) es finito. Por el Lema 3.6, el namero de
componentes de &,(X) \ F1(X) es finito. Dada una componente C de &,(X),
C es un abierto de F,,(X). Como &,(X) \ F1(X) es un subconjunto denso de
Fo(X),CN(E.(X)\ F1(X)) # 0. Luego, cada componente de &,(X) contiene
una componente de &,(X) \ F1(X). De esto, el numero de componentes de
En(X) es finito. Por [13, Lema 2.7, £,(X) es un subconjunto denso de F,,(X).
Usando |5, Teorema 3.4|, concluimos que X es una grafica finita. O

Lemma 3.1. Sea n € N, conn > 2. 51 X yY son continuos tales que
R(X) # 0, RY) # 0, y SF,(X) es homeomorfo a SF,(Y), entonces X es

una grdfica finita si y solo si'Y es una grdfica finita.

Demostracion. Caso n € {2,3}. Supongamos que X es una grafica finita. Por
el Lema 3.15, S&,(X) es un subconjunto denso de SF,(X) y el numéro de
componentes de SE,,(X) es finito. Sea h: SF,(X) — SF,(Y) un homeomor-
fismo. Notemos que h(SE,(X)) = SE,(Y). Asi, SE,(Y) es un subconjunto
denso de SF,(Y) y el nimero de componentes de SE,(Y) es finito. Por el
Lema 3.15, Y es una grafica finita.

Caso n > 4. Este caso estéd demostrado en [13, Teorema 3.1]. O]

4 La clase de los continuos localmente conexos
y casi enrejados es SF),-cerrada, para cada n € N,
conn >4

Introducimos la clase de los continuos casi enrejados, la definicion de clase

‘H-cerrada, de arco libre y probamos que la clase de los continuos localmente
conexos y casi enrejados es SF),-cerrada, para cada n € N, con n > 4.

Definicién 4.1. Dado un continuo X, denotemos por H(X) un hiperespacio
de X. Una clase de continuos C es H-cerrada st X € C y 'Y es un continuo
tal que H(X) es homeomorfo a H(Y'), entonces Y € C.
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Dado un continuo X, sea:

G(X)={re X: existe M C X tal que
M es una gréfica finita y x € inty (M)}.

Definiciéon 4.2. Decimos que un continuo X es cast enrejado si y solo si
el conjunto G (X) es denso en X.

Figura 2: Un continuo casi enrejado

Lema 4.3. [13, Lema 2.7] Sean n € N, conn > 4 y un continuo X, entonces
En(X) es denso en F,(X) siy sélo si SE,(X) es denso en SE,(X).

Teorema 4.4. |9, Teorema 3.1] Sea un continuo localmente conexo X. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

(a) X es casi enrejado;
(b) para cadan € N, £,(X) es denso en F,,(X);

(¢) cada subconjunto abierto y no vacio de X contiene algin arco libre de

X.

Lema 4.5. Seann € N, conn >4 y X y Y continuos tales que SF,(X) es
homeomorfo a SF,(Y). Entonces X es un continuo localmente conezo y casi
enrejado si y solo si Y es un continuo localmente conexo y casi enrejado.

Demostracion. Sean h: SF,(X) — SF,(Y) un homeomorfismo y un continuo
localmente conexo y casi enrejado X. Por [1, Teorema 5.2|, SF,,(X) es un
continuo localmente conexo. Como h es un homeomorfismo, SF,(Y), es un
continuo localmente conexo. Por |1, Teorema 5.2|, Y es continuo localmente
conexo. Como X es un continuo localmente conexo y casi enrejado, por el
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Teorema 4.4, £,(X) es denso en F,(X). Por el Lema 4.3, S€,,(X) es denso en
SF,(X). Como h es un homeomorfismo, h (S&,,(X)) = SE,(Y). Esto implica
que, SE,(Y) es denso en SF,,(Y). Por el Lema 4.3, £,(Y) es denso en F,(Y),
para cada n € N\ {1}. Por el Teorema 4.4, Y es un continuo localmente
conexo y casi enrejado.

Utilizando que h~! es un homeomorfismo, se prueba de manera analoga
la otra implicacion. Esto termina la prueba del lema. ]

5 Valores de vx y vy

En esta seccion calculamos algunos valores para ciertos elementos de
F.(X) y SF,(X), cuando X es una grafica finita y n € {2,3}. Ademas,
si Y un continuo, veremos que existe un homeomorfismo g: F3(X)\ F1(X) —
F3(Y)\ Fi(Y), ver Teorema 5.6.

Sean un continuo X y un subconjunto abierto W y no vacio de X. Para
cada subconjunto abierto U de X, consideremos ¢ (U, W, X)) como el ntumero
de componentes de UNW si este niimero es finito, en otro caso ¢ (U, W), X) =
0.

Para cada = € clx (W), sea

v (z, W, X) =min({m € N: existe una base de vecindades B de z en X
tal que ¢ (U, W, X) = m para cada U € B} U {c0}).

Supongamos que X es un continuo localmente conexo y casi enrejado.
Por el Lema 3.7 y el Teorema 4.4, si n € N\ {1}, A € F,(X)y B €
SF,(X), tiene sentido hablar de vx(A) = v (A, E.(X), Fn(X)) v v%(B) =
v (B,S8E,(X),SE,.(X)).

Lema 5.1. [8, Lema 3.10] Sean n € N\ {1} y X wna grdfica finita tal que
R(X)#0. Si A€ F,(X)\ Fi(X), entonces vx(A) = v (gx(A)).

Lema 5.2. Sean una grifica X, x,y,z,p,q € X tales que ord (z, X) =i > 3,
ord(y,X)=7>3,0rd(2,X)=k>3, coni,j,k €N, yp,qe E(X)UO(X).
Dado A € F3(X) \ Fi(X), tenemos los valores siguientes para v (gx(A)) :
(a) si A={x,p}, entonces vi(qx(A)) =i+ (});

(b) si A=A{z,p,q} yp#q, entonces vi(qx(A)) = i,
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() siA={x,y} yo £y, entonces vi(ax(A) =i(2) + () +ii;

(d) si A=A{z,y,p} yx #y, entonces vi(qx(A)) =ij;

(e)

(f) si A e A3(X), vi(gx(A4)) = 1.
Demostracion. Probemos (a). Por [5, Lema 5.3 (b)], vx(A) =i+ (3). Por el
Lema 5.1, vx(A) = vk (gx(A)). Asi, vk (gx(A)) =i+ (5).

De manera analoga, utilizando |5, Lema 5.3] y el Lema 5.1, se prueban los
incisos (b)-(f). O

si A=A{z,y,2} yx,y y z son distintos, entonces vi(qx(A)) = ijk;

Lema 5.3. Sean una grdfica finita X, x,y,z € X tales que ord (z, X) =i > 3,
ord (y,X) =37 >3, coni,j €N, yze E(X)UO(X). Dado A € F»(X) \

Fi1(X), tenemos los siquientes valores para v (qx(A)) :

(a) st A={x,z}, entonces vi(qx(A)) =1i;

(b) si A={z,y} yx #y, entonces vi(qx(A)) =1ij;
(c) si A€ Ay(X), entonces vi(gx(A)) = 1.

Demostracion. Probemos (a). Por [5, Lema 5.4 (b)], vx(A) = i. Por el Lema
5.1, vx(A) = v (¢x(A)). Asi, vk (gx(A4)) = 1.

De manera analoga, utilizando |5, Lema 5.4] y el Lema 5.1, se prueban los
incisos (b)-(c). O

Lema 5.4. [8, Lema 3.13] Sean una grdfica finita X tal que R(X) # 0,
Y un continuo y n € {2,3}. Supongamos que existe un homeomorfismo
h: SE,(X) = SE.(Y). Si B e F,(Y)\Fi(Y) y BN (O(Y)UE(Y)) # 0,
entonces h(Fx) # qy(B).

Teorema 5.5. [8, Teorema 4.1] Sean X una grifica finita tal que R(X) # ()

y Y un continuo. Supongamos que existe un homeomorfismo h: SF3(X) —
SF3(Y). SiBe F5(Y)\ F1(Y) y B C R(Y), entonces h(Fx) # qy(B).

Teorema 5.6. Sean X una grifica finita tal que R(X) # 0 yY un continuo.
Supongamos que existe un homeomorfismo h: SF3(X) — SF5(Y), entonces
h(Fx) = Fy. En particular,

g: F3(X)\ F1(X) — F3(Y) \ Fi(Y)

que estd dada por g = (¢&)" o ho gl es un homeomorfismo.
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Demostracion. Como h(Fx) € SF,(Y) y gy es sobreyectiva, existe B €
F.(Y) tal que h(Fx) = qv(B). Si B € F,(Y) \ F1(Y), por el Lema 54 y
el Teorema 5.5, h(Fx) # qv(B). Asi, B € F(Y). Luego, h(Fx) = Fy. Por
otra parte, ¢%, h, (¢&)”" son homeomorfismos y h({Fx}) = {h(Fx)}, en-
tonces la funcion g: F,(X) \ Fi(X) — F,(Y) \ Fi(Y) que estd dada por
g=(¢) " ohogi es un homeomorfismo. O

Lema 5.7. Si X es un continuo localmente conexo y casi enrejado, entonces
X es un arco o una curva cerrada simple si y solo si |[Ag(X)| = 1.

Demostracion. Si X es un arco o una curva cerrada simple, entonces g(X) =
{X}, y se cumple lo requerido.

Para la otra parte, hacemos la demostraciéon por contrareciproca. Supon-
gamos que X es un continuo localmente conexo y casi enrejado que no es
un arco ni una curva cerrada simple. Veamos que [Ag(X)| # 1. Como X
es un continuo casi enrejado, X = cly (FA(X)), luego As(X) # 0. Asi,
|As(X)| > 1. Si [As(X)| = 1, entonces existe un tnico J € Ag(X) tal que
X = clx (intx(J)). Esto implica que, X = J, es decir, X es un arco o una cur-
va cerrada simple, contradiccion. Por lo tanto, |2As(X)| # 1. Esto demuestra
el lema. ]

Lema 5.8. Sean wuna grdfica finita X tal que R(X) # 0,
As(X)| >2 yneN. Sin>2, entonces

({elsm, 0o (ax (T \ Fi(X))) : J € As(X)} =

{{FX,QX({p, a)} s NAs(X) = {p,q},
{Fx} si [ As(X)] # 2,

donde p y q son los puntos extremos de cada elemento de Ag(X).

Demostracion. Primero veamos que si [2s(X) = {p, ¢}, entonces

(Melsr,o(ax (T2 \ Fi(X))) - J € As(X)} = {Fx,ax({p.a})}-

Sean J € Ag(X) y a € Frx(J). Vamos a demostrar que {a} € clg,x)((J°)
\Fi(X)). Como {a} € clg,(x)((J°),), dado ¢ = 1, con i € N, By ({a}, &) N
(J°), # 0. Como X es un continuo y {a} € By ({a},€;)N(J°),, Bu ({a}, )N
(J°),, es un conjunto infinito. Dado i € N, podemos elegir A; € (By ({a},€)N

n
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(J°),) \ {a}. Podemos suponer que A; € F,(X)\ Fi(X), asi, {A4;}2, es
una sucesion de (J°) \ Fi(X) que converge a {a}. Por lo tanto, {a} €
clp,xy((J°),, \ Fi(X)). De la continuidad de gx, Fx € clgp, )(qX((JO) \
Fi(X))). Como J es arbitrario en Ag(X), {Fx} C (clsm,x)(ax((J°), \
Fi(X))): J € As(X)}. Ademas, (N ™As(X) = {p, ¢}, entonces {p, q} C Frx(J),
es decir, p y ¢ son los puntos extremos de J € Ag(X). Luego, existe una su-
cesion {R;}°, de elementos de (intx(J)), \ Fi(X) que converge a {p,q}.
Ast, {p,q} € clp,(x) ((J°), \ F1(X)). De la continuidad de ¢x, ¢x ({p,q}) €
s (ax (77 \ FA(X)). Por lo tanto, gx ({p, a}) € N{clspx)(@x (),
Fi(X))): JeAs(X)}.

Ahora, sea B € ({clsp,(x) (gx ((J°),, \ F1(X))) : J € As(X)}. Supon-
gamos que B # Fx, ya que si B = Fy, el resultado es inmediato. Como
B € SF,(X)\ {Fx}, existe A € F,(X) \ F1(X) tal que ¢x(A) = B. Sea
J € Ag(X). Como B € clgp,(x) (gx ((J°), \ F1(X))), existe una sucesion
{B;}2, de gx ((J°),, \ F1(X)) que converge a B. Asi, para cada i € N, existe
A; € (J°), \ Fi(X) tal que ¢x(A;) = B;. Como para cada i € N, A; € (J)_
y X es compacto, se sigue que A; converge a C, para algin C € (J) . Mas
atn, por la continuidad de gy, ¢x(C) = B, es decir, C € (J), \ Fi(X). Asi,
g% (C) = g% (A). Por la inyectividad de ¢%, se sigue que C' = A. Por lo tanto,
para cada J € Ag(X), A C J, osea, A C[)As(X). Como X es continuo tal
que R(X) # (), X no es un arco ni una curva cerrada simple. Mas atin, como
[2As(X)[ = 2, [NAs(X)| < 2. Como NAs(X) ={p,q} y A € F,.(X) \ Fi(X),

entonces A = {p, q}. Asi, B € {Fx,qx ({p,q})}.
Ahora veamos que si |[20s(X)| # 2, entonces

({elsr,0(ax (T2 \ Fi(X))) s J € As(X)} = {Fix}.

La demostracion para la contenciéon hacia la izquierda, es la misma que esta
escrita en el primer parrafo, cuando J € 21g(X) y a € J°. La demostracion pa-
ra la contencion hacia la derecha, es similar a la que esta escrita en el segundo
parrafo, lo unico que cambia es que, | [2As(X)| # 2, entonces |[As(X)| < 1.
Como A C NAs(X)y A€ F,(X), A€ Fi(X), lo que contradice que A no
es un conjunto singular. Por lo tanto, B = Fx. Esto demuestra el lema. [

Teorema 5.9. [8, Teorema 4.3 Sean X yY grificas finitas tales que R(X) #
0y R(Y) # 0. Supongamos que existe un homeomorfismo h: SF3(X) —

SF3(Y). Sip,q € R(X) yp# q, entonces h(qgx({p,q})) = av({¥', ¢'}), para
algunos p',q' € R(Y).
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El siguiente teorema nos indica que los elementos de la forma g¢x ((J°)3 \
Fi(X)), donde J € Ag(X), preservan su estructura bajo homeomorfismo.

Teorema 5.10. [8, Teorema 4.6] Sean X y Y dos grificas finitas tales que
R(X) # 0 # R(Y). Supongamos que existe un homeomorfismo h: SF3(X) —
SF3(Y). Si J € Ag(X), entonces existe J, € Ag(Y) tal que h(gx({(J°)3 \
F(X))) = av((Jp)s \ Fa(Y)).

Teorema 5.11. Sean X yY grificas finitas tales que R(X) # 0 y R(Y') # 0.
Supongamos que existe un homeomorfismo h: SF3(X) — SF3(Y), entonces:

(a) la asociacion J — Jy, es una biyeccion entre Ag(X) y As(Y);
(b) [JNR(X)|=|JnNR(Y)|, para cada J € Ag(X);
(¢) J €Ur(X) sty sdlo si Jy, € Ar(Y).

Demostracion. (a) Veamos primero que la asociaciéon es uno a uno. Sean
J, K € As(X) tales que J = Ki. Asi, gy ((J5)3 \ F1(Y)) = av ((K})s \ [1(Y)).
Por el Teorema 5.10, gx ((J°)3\ F1(X)) = qx((K°)3\ F1(X)). Dado a,b € J°,
con a # b, tenemos que {a,b} € (K°)3\ F1(X). Asi, JNK° # (). Por el Lema
1.7 (c), J = K. Ahora, sea L' € Ag(Y). Usando el Teorema 5.10 para h™',
existe Lp-1 € Ag(X) tal que h ™ (gy ((L)3 \ Fi(Y))) = gx((L5-1)3 \ F1(X)).
Ast, hax ((Ly-1)s \ F1(X))) = gy ((L")s \ Fi(Y)).

(b) Sea J € Ag(X). Notemos que 1 < |[JNR(X) <2y 1< |pN
R(Y)| < 2. Para probar (b), probemos que |J N R(X)| = 2 si y solo si
|J, N R(Y)| = 2. Supongamos que |J N R(X)| = 2 y sean p,q € X tales
que J N R(X) = {p,q}. Por el Teorema 5.9, existen p',¢" € R(Y) tales que
hax({p.a}) = av({P',¢'}). Como gx({p,q}) € clsr o (ax ((J°)3 \ Fi(X))),

por el Teorema 5.10, ¢y ({9, ¢'}) € clsmr)(av ((J5)s \Fl( ) C ay({Jn)s).
Luego, {p/,q'} C Jp. Por lo tanto, \JhﬂR(Y)\ = 2. Por un argumento analogo

se prueba la otro implicacion.
(c) Sea J € As(X). Notemos que

clsryx)(ax ((J)3 \ F1(X))) = ax({J)3) ¥

clsry v (ay ((Jp)s \ F1(Y)) = av ((Jn)s)-

Por el Teorema 5.10, h(gx({(J%)s \ F1(X))) = ov({J5)3 \ F1
h(clspy(x) (ax ((J7)s\F1(X)))) = clspy) (av ((J >3\F1( ))-

(Y)). Entonces,
Luego, ¢x({.J)3)
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es homeomorfo a gy ((Jp,)3). Ademaés, ¢x((J)3) vy gy ({Jn)3) son homeomorfos
a SF3(J)y SF;(Jy), respectivamente. Asi, SF3(.J) es homeomorfo a SF5(J,).
Por [13, Teorema 3.3], se concluye la prueba. O

Teorema 5.12. |8, Teorema 5.3] Sean X yY grificas finitas tales que R(X) #
0y RY) # (0. Supongamos que existe un homeomorfismo h: SFy(X) —
SFy,(Y). Si B=Fx o B=qx({p,q}), con p,q € R(X) y p # q, entonces
h(B) = Fy o h(B) = qv({V,q'}), para algunos p',q € R(Y).

Teorema 5.13. [8, Teorema 5.4] Sean X yY grificas finitas tales que R(X) #
0y RY) # 0. Supongamos que existe un homeomorfismo h: SFy(X) —
SFy(Y). Si J € As(X), entonces eziste J, € Ag(Y) tal que h(gx({J)2 \
Fi(X))) = gy ({Jp)2 \ F1(Y)). Ademds,

(a) si J € UAp(X), entonces J, € Ap(Y),
(b) si J € Ur(X), then J, € Ar(Y) y
(c) siJ esun arcoy J & Ar(X), entonces Jy, es un arco y Jp, & Ar(Y).

Teorema 5.14. [8, Teorema 5.5] Sean X y Y continuos enrejados tales
que R(X) # 0 y RYY) # 0. Supongamos que existe un homeomorfismo
h: SEy(X) — SFy(Y). Entonces:

(a) la asociacion J — Jy, es una biyeccion entre Ag(X) y As(Y);
(b) [JNR(X)|=|JnNR(Y)|, para cada J € Ag(X);
() JeAr(X) siy solo si J, € Ar(Y).

Teorema 5.15. Sean X yY grdficas finitas tales ques R(X) # 0 y R(Y') # 0.
Supongamos que existe un homeomorfismo h: SFy(X) — SFy(Y). Si X yY
no son O,,-grificas, para cada m € N, con n > 2, entonces h(Fx) = Fy.

Demostracion. Por el Lema 5.8, el Teorema 5.13 y el Teorema 5.14 (a), tene-
mos que:

h({Fx}) = [ Hclsmm) (Max ()2 \ Fi(X)))) : J € As(X)}
= (Nelsm)(ay (T2 \ Fi(Y)) : J € As(X)}
= ({elsm (av (T2 \ Fi(Y))) s Jn € As(YV)} = {Fy}.
Por lo tanto, h(Fy) = Fy. O
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6 Unicidad de SF,(X) para la clase de las gra-
ficas finitas

En esta dltima seccién de este capitulo probaremos que las 6,,-graficas
tienen hiperespacio tnico SFy(X) y SF3(X). Més aun, veremos que este re-
sultado es mas general, es decir, las graficas finitas tienen hiperespacio tinico
SF,(X), para cadan € N, con n > 2.

Definiciéon 6.1. Sean un continuo X y un hiperespacio H(X) de X, se dice
que el continuo X tiene hiperespacio unico H(X) si, para cada continuo Y
tal que H(X) es homeomorfo a H(Y'), entonces X es homeomorfo a Y.

Teorema 6.2. Sea m € N, conm > 2. 5i X es una 0,,-grdfica, entonces X
tiene hiperespacio unico SF5(X).

Demostracion. Sea Y un continuo y sea h : SF3(X) — SF3(Y) un homeo-
morfismo. Como X es una 6,,-gréfica, Por el Lema 5.8, tenemos que

{Fx,ax({p,a))} = ({elsreo (ax (773 \ Fi(X))) T € As(X)},

donde R(X) = {p,¢}. Por el Teorema 5.10 y el Teorema 5.11 (a), tenemos
que

h{Fx, ax({p,a})}) = [{elsmon ((ax ()3 \ Fi(X)))) : J € As(X)}
= (Welsro(ay ((T)s \ Fi(Y))) : J € As(X)}
= (lsmm oy (JR)s \ Fi(Y))) = Jn € As(Y)}.
Ast, | N{clsry vy gy ((T9)s \ Fi(Y))) = Jin € As(Y)}| = 2. Por el Lema 5.8, Y

es una 6,,~grafica. Por lo tanto, por el Teorema 5.11 (a), Y es homeomorfo a
X. O]

Teorema 6.3. |8, Teorema 6.2] Sea m € N, con m > 2. Si X es una 0,,-
grdfica, entonces X tiene unico hiperespacio SFy(X).

Teorema 6.4. [8, Teorema 6.3] Si X es una grifica finita tal que R(X) # 0,
entonces X tiene hiperespacio unico SF3(X).

Teorema 6.5. |8, Teorema 6.4] Si X es una grafica finita tal que R(X) # 0,
entonces X tiene hiperespacio unico SFy(X).
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Teorema 6.6. [8, Teorema 6.5 Sea n € N, conn > 2. Si X es una grdfica
finita, entonces X tiene hiperespacio unico SF,(X).
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Capitulo 7

El hiperespacio C}.(X)

Gerardo Hernandez Valdez
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, UANL

Resumen

Sean n € N y X un continuo. Se define el hiperespacio cociente de
X Cn(X)/Cphk(X), denotado por CE(X), donde Cpi(X) = {A €
Cn(X): K C A} para algin compacto K de X. Presentamos algunos
modelos de este hiperespacio cuando X es alguno de los continuos tipicos
(arco, curva cerrada simple, grafica finita) y se estudian algunas propie-
dades generales que relacionan dicha propiedad en el continuo y en el
hiperespacio.

1 Introduccion

Sea (X, 7) un espacio topologico. El presente trabajo se basa en el articulo
[1]. A lo largo de este capitulo se considerara a X como un continuo, es decir,
espacios métricos, conexos, compactos y no degenerados. Si n € N, estaremos
interesados en los siguientes hiperespacios de X:

2% = {A C X: A es un subconjunto no vacio y cerrado de X},

Cp(X) = {A € 2% A tiene a lo méas n componentes},
F.(X)={A €2*: A tiene a lo mas n puntos},
Cox(X)={A € C,(X): K C A}, para algin compacto K en X vy
C(X) = Ci(X).

A estos hiperespacios se les otorgara la métrica de Hausdorff |6, Teorema 2.2].
Los hiperespacios F,,(X) y C,(X) se conocen como n-ésimo producto simé-
trico de X y el n-éstmo hiperespacio de X, respectivamente. El hiperespacio
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Chi (X)) se conoce como el n-ésimo hiperespacio K anclado. El caso particular
en el cual K = {p} para algtin p € X y n = 1, se conoce como el hiperespacio
de los anclados. Este hiperespacio ha sido estudiado ampliamente en [3], [4],
[16]. Los espacios cocientes entre hiperespacios se han estudiado a lo largo
de la historia de la teoria de continuos y en particular los modelos que se
pueden describir para algunos continuos X. Méas atn, surge la pregunta: ; qué
propiedades que tiene X se mantienen en el hiperespacio cociente?. Estudios
recientes sobre hiperespacios cociente se pueden encontrar en [6] y [8], Con
esto, se define el espacio cociente Ci(X) = Cn(X)/Chx(X) el cual es un
continuo gracias a [18, Teorema 3.10|. Denotamos por ¢} : C,,(X) — CR(X)
a la funcion cociente entre hiperespacios y haremos ¢ (Chx (X)) = C. En
la seccion 2 presentamos conceptos preliminares necesarios para una mejor
comprension de este trabajo. En la secciéon 3 se muestran modelos del cocien-
te O (X) para algunos continuos X y subespacios compactos K. Se procede
con la identificacion del continuo C,,x(X) en C,,(X) y se aplica la funciéon co-
ciente para llegar a C(X). Si n > 2 el hiperespacio C,(X) tiene dimension
mayor o igual a 4 (véase [11, 6]), utilizaremos el caso n = 1. Finalmente, en
la seccion 4 se revisan propiedades generales del hiperespacio tales como la
arco-conexidad, conexidad local, contractibilidad, entre otras.

2 Preliminares

Recordaremos algunos conceptos necesarios para los resultados de las si-
guientes secciones. Dado un subconjunto A en un espacio métrico X, intx (A)
denota el interior de A en X. Si d es la métrica del continuo X, ¢ > 0,
A C X, ya€ X, entonces el conjunto {z € X: d(a,x) < e} se denota por
By(a,€), o B(a,e) cuando no hay posibilidad de confusion entre las métricas.
Sean Uy, ..., U, subespacios de X, con r,n € N. Se define el Vietorico de
Uy, ..., U, como el conjunto

(Uy,....Up), ={AeC(X): ACU,U---UU, and ANU; # 0, for each
ie{l,...,r}}.
La coleccion de Vietoricos representa una base para una topologia en C,,(X),

conocida como la topologia de Vietoris con Uy, ..., U, abiertos en X, véase
|6, Teorema 1.2].
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Un recurso muy util en la teoria de hiperespacios es la existencia de arcos
ordenados. Si X es un continuo, un arco ordenado en 2% es una funcién
continua « : [0, 1] — 2% tal que a(s) C a(t), para cada s,t € [0,1] con s < ¢.
Si A, B € 2% satisface que a(0) = A y a(1) = B, entonces decimos que « es
un arco ordenado desde A hasta B.

Lema 2.1. [17, (1.8)] Sean A,B € 2% tales que A # B. Entonces, las
siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) existe un arco ordenado en 2% desde A hasta B,

(b) A C B y cada componente de B intersecta a A.

Un arco es un espacio homeomorfo a [0,1]. Si n € N, una n-celda es
un espacio homeomorfo a [0,1]". Una curva cerrada simple es un continuo
homeomorfo a S'. Una grdfica finita es un continuo que se puede expresar
como la unién finita de arcos cuya interseccién a pares es de dos puntos, a
saber uno de sus extremos.

Sean p € X y [ un nimero cardinal. Se dice que p tiene orden me-
nor o igual a 5 en X, denotado por ord(p, X) < (3, cada que p tiene una
base de vecindades B en X tal que la cardinalidad de Bdx(U) es menor
o igual a 8, para cada U € ‘B. Decimos que p tiene orden menor o igual
a [ en X (ord(p,X) = B) cada que ord(p, X) < Sy ord(p, X) £ « pa-
ra cada numero cardinal a < . Sea E(X) = {z € X: ord(z,X) = 1},
OX)={zr € X: ord(z,X) =2}, y R(X) ={z € X: ord(z, X) > 3}. Los
elementos de F(X) (respectivamente, O(X) y R(X)) se conocen como pun-
tos extremos (respectivamente, puntos ordinarios y puntos de ramificacion)
de X. Utilizaremos las siguientes notaciones: dim[X] denota la dimension de
X, dim,[X] denota la dimension de X en el punto p € X y utilizaremos la
dimension para continuos definida en [19, p. 5.

Un continuo es descomponible si es posible expresarlo como la unién de
dos subcontinuos propios. Un continuo que no es descomponible se conoce
como indescomponible. Se dice que un continuo X es unicoherente si cada
que A y B son subcontinuos de X tales que X = AU B, se tiene que AN B
es conexo. Una funcién continua entre dos espacios X y Y es mondtona si
se cumple que la imagen inversa de los conjuntos unitarios es un conjunto
conexo. Un espacio topologico Z; es contrdctil cada que la funcién identidad
de Z; es homotopica a alguna funcion constante de Z;. Un punto de corte de
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un continuo X es un punto p € X tal que X — {p} no es conexo. Asimismo,
un conjunto de corte es un subespacio S de X tal que X — .S no es conexo.
Decimos que un espacio topologico S es conexo en pequeno en un punto p si
toda vecindad de p contiene una vecindad conexa de p.

3 Modelos

En esta seccion se describiran algunos modelos del hiperpesacio Cp(X)
para algunos continuos X y algunos subespacios compactos K de X.

Arco

Sea X = [0,1]. Por [11], tenemos que C'(X) es una 2-celda. Analizaremos
primeramente el subespacio compacto K = {0} (observe que su hiperespa-
cios serfa homeomorfo a aquel con K = {1}). Entonces, Cx(X) = {[0,a] C
X:a>0}.

{1}

{0y Ck(X) X Cik
Figura 1: Ck([0,1]) en C([0,1]) y CL([0,1]) cuando K = {0}.

Ahora elegimos K = {p} con p € (0,1). Notemos que Cx(X) = {[s,t] C
X: s < p<t}. Este conjunto se puede visualizar en la Figura 2, asi como el
hiperespacio C} ([0, 1]) después de aplicar la funcion cociente. Analizamos el
caso cuando K = [s,t], para s,t € (0,1) con s < t. Es claro que Ck(X) =
{[a,b] € X:a < s <t < b}. Una vez realizado este paso, se comprime el
subespacio con la funcién cociente, lo cual podemos visualizar en la Figura 3.

Finalmente, supongamos que K tiene mas de una componente. Por ser
K acotado, existen s,t € K tales que s = min[K] y t = méax[K]. Luego, si
A€ C(X)yestal que K C A, entonces [s,t] C A. Esto implica que Cx(X) =
Clsq(X), por lo que el modelo serfa el mismo al dltimo caso analizado.
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{1}

{r}

[p, 1]
Cr(X)
Clk

{0} [0, p] X

Figura 2: Ck([0,1]) en C([0,1]) y CL([0,1]) cuando K = {p}.

{1}
{1}
5, t] 1,3
O (X K
{0} 0,4 Xx {0

Figura 3: Ck([0,1]) en C([0,1]) y Ck([0,1]) cuando K = [s, t].

Triodo

Sea T un 3-odo. Por [11], tenemos que C(T') es una 3-celda con tres 2-
celdas pegadas en sus costados, como se aprecia en la Figura 4. La misma
Figura muestra el modelo de CL(T) con K = {v}, siendo v el vértice del
3-odo.

Construimos un segundo modelo para el triodo. Si tomamos al triodo
T =LiULyULgdonde L; es un arco y Ly N Ly N Ly = {v}, consideramos el
caso en que K sea un subcontinuo de L; que contenga el punto extremo de
L; que no sea v, el modelo para C'L(T') se puede apreciar en la Figura 5. Se
puede observar que en este caso, Ci(T) es homeomorfo a C(T).

Curva cerrada simple

Sean X = S! y K un subarco de S'. En primer parte de la Figura 6 ob-
servamos un modelo para Cx(S') en C(S'). Tomando el cociente, obtenemos
C(8") en la Figura 6. Cabe mencionar que si K posee dos o més componen-
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Figura 4: C(T) en C(T) y C3(T) cuando K = {v}.

Cr (X))

{v}
{p} v}

Figura 5: Ck(T) en C(T) y Ck(T) cuando K = {e}.

tes, el hiperespacio Cx(X) serd homeomorfo al mismo que hemos estudiado
ahora.

Paleta

Sean I un arco con puntos extremos v, r y P = S'UT tal que S'NI = {v}.
Se dice que P es el continuo paleta. Construiremos un modelo para este
continuo. Sea K un subcontinuo de P que contiene a v, con méas de un punto
(distinto de v) en cada continuo S' e I. Gracias nuevamente a [11], tenemos
el modelo de C'(P) en la Figura 7. Al comprimir el espacio Ck(P) es posible
observar que C(X) es homeomorfo a C{lp} (I) con P paletay p € (0,1).
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@0

Figura 6: Cx(S') en C'(S') y Ck(S') cuando K es subarco.

| NN

Figura 7: Cx(P) en C(P) y Cj(P) cuando K = {v}.

Grafica finita

Sea X una grafica finita (distinta de un arco) y p € E(X). Tomamos
el tnico punto ¢ € R(X) tal que existe un arco minimal J con {p,q} =
E(J). Sea G = cl(X — J) y notemos que C(X) = C(G) UC(J)UCi3(X) y
C(G)NCyy(X) = 0. Esto implica que C'(G) es homeomorfo a gyq3 (C(G)). Por
la Figura (b), tenemos que gq(C'(L)) es una 2-celda, homeomorfo a C(L).
De manera anéloga al caso cuando X es una paleta, tenemos que C{gp(X)
es homeomorfo a Cp(G) x [0,1]. Si f :[0,1] — J es un homeomorfismo tal
que f(0) = qy f(1) = p, podemos definir el homeomorfismo h : Cg3(X) —
Cipp(G) x [0,1] por h(A) = (ANG, f~H(ANJ)), para cada A € Cpy(X).
De este modo, h(Cgy(X) N Ci(X)) C Ci3(G) x {1}. De aqui, podemos
decir que g (Crgy (X)) es homeomorfo al C'ono(Cygy(G)) v el vértice de este
sera C%p}' En consecuencia, el hiperespacio C{lp}(X ) es la union de una 2-
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celda, qgp3(C(L)), el espacio homeomorfo al Cono(Cip(G)), ¢y (Cigy (X)) v
al subespacio q,;3(C(G)) el cual es homeomorfo a C(G), considerando las
siguientes intersecciones.

* gy (C(L)) Ny (Clg, X)) = Clg, L),
* 4 (C(L) Ny (C(G) = {C,}

* 4 (C(Q)) Ny (C(q, X)) = 43(C(q, G)), el cual es homeomorfo a
C(q, G) debido a que C'(q,G) N C(p, X ) 0.

Esto se puede observar mejor en las siguientes figuras.

Figura 8: Cx(X) en C(X) y Ck(X) cuando K = {p} C E(X).

4 Propiedades Generales

En esta seccion vamos a probar algunas propiedades topologicas del hi-
perespacio C7(X). Existen algunas equivalencias entre el continuo y su hi-
perespacio.

Lema 4.1. La funcion q} es mondtona.

Demostracion. Sea A € C(X). Si A = CJ, se tiene que (¢) '(A) =
Crnr(X), el cual es conexo en C,(X). En cualquier otro caso, al ser
Q| (x)—Cpie(x) un homeomorfismo, el resultado se sigue. O
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En el siguiente resultado, hacemos notar que el continuo puede o no ser
unicoherente, pero su hiperespacio siempre lo sera. El ejemplo més sencillo de
un continuo que no es unicoherente es la curva cerrada simple. Obsérvese que
la Figura 6 confirma visualmente el siguiente resultado para el cason =1y
cualquier K compacto.

Teorema 4.2. Sean € N. Si X es un continuo y K € 2, entonces C(X)
es unicoherente.

Demostracion. By [15, Teorema 6.2.4], C,,(X) es unicoherente. Puesto que la
funcion ¢} es monotona, se sigue que la funcion es cerrada por |18, Proposicion
22|. Esto termina la demostracion. O

Teorema 4.3. Sean X un continuo, p € X yn € N. p es un punto de corte
si y s6lo si Cpgpy(X) es un conjunto de corte de Cy(X).

Demostracion. Supongamos que p € X es un punto de corte. Por consiguien-
te, existen U,V abiertos ajenos en X tales que X — {p} = U U V. Notemos
que (U), v (X — {p}, V), son subconjuntos abiertos no vacios y ajenos de
Cn(X). Vamos a probar que C,,(X) — Cppy(X) = (U)n U(X — {p}, V)n. Sea
A€ Ch(X) = Cppy(X). Por definicion tenemos quep ¢ Ay AC X — {p} =
UUV.Si ANV # 0, entonces A € (X —{p},V),. Por otro lado, si ANV = (),
se tiene que A C U, lo cual implica que A € (U),. En cualquier caso, se sigue
la contencion C,(X) — Crpy (X) C (U)y U (X = {p}, V).

Para analizar la segunda contencion, tomamos A € (U),, U(X —{p}, V),.
De aqui se siguen dos casos: ACU o ANV #0y AC X —{p}. En ambos
casos tenemos que A C X — {p} = U UV, por lo que p ¢ A. Esto a su vez
implica que A € C,(X) — Crypy(X). Se sigue la segunda contencién y por
ende, la igualdad deseada. Esto prueba que Cy ) (X) es un conjunto de corte
de C,(X).

Ahora probaremos la necesidad utilizando la contradiccion. Supongamos
que X — {p} es conexo. Notemos que

Co(X —{p}) ={A € C\(X): A tiene a lo mds n componentes y p ¢ A}.
Esta definicion implica que Cn(X — {p}) = Cp(X) — Cpyp1(X) y como el

primero es conexo (pues X —{p} lo es), entonces C,,(X) —C, 1 (X) es conexo,
lo cual es una contradiccion. Se sigue que p es un punto de corte de X. [
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Nuevamente, es posible visualizar este resultado en las Figuras 2 y 5, pues
existen puntos de corte en los arcos y los n-odos.

Corolario 4.4. Sean X un continuo,n € N yp € X. Entonces p es un punto
de corte en X sty solo si Cy,, es un punto de corte de C7, (X).

Demostracion. El resultado se sigue del hecho que ¢ |c,( X)=C,y(py (X) €8 ho-
meomorfismo y del Teorema 4.3. [

Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.5. Sean X un continuo y n € N. Entonces, C}(X) es un conti-
nuo arco-conexo para cada K € 2%,

Demostracion. Es un hecho conocido que el continuo C,,(X) es arco-conexo
para cada n € N, véase [14, Teorema 3.1|. Dado que ¢} es una funcion
continua, se sigue el resultado. [

A diferencia del resultado anterior, la conexidad local del hiperespacio
cociente se asegura si y so6lo si el continuo es localmente conexo. Veamos el
siguiente resultado previo.

Lema 4.6. Sean X es un continuo yn € N. Si C,,(X)—CpLx(X) es localmente
conezo, entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Sean x € X tal que z ¢ K y V un abierto en X que contiene
a r. Luego, W = X — K NV es un abierto en X que contiene a z. Por
consiguiente, {z} € (W),, C C,(X) — Cpx(X). Utilizando la conexidad local
de este ultimo espacio, podemos encontrar un abierto conexo no vacio U de
Cn(X) — Cpi(X) tal que {z} € U C cle,(x)(U) C (W),. Mas atin, sea
e > 0 tal que By,({z},e) N C,(X) C U. Considere A = |Jcle, (x)(U). Por
[17, Lema 1.49], A es un subcontinuo de X. Por definicién del Vietorico (W),
y el subcontinuo H, tenemos que x € A C W C V. Veamos que intx(A)
es la vecindad abierta y conexa que buscamos. Si y € By(z,¢), tenemos que
{y} € By,({z},e) N C,,(X) C U. Por definicion del subcontinuo A, tenemos
que y € A. Consiguientemente, = € intx(A) C W C V y se concluye que X
es localmente conexo.

Supongamos ahora que = € K y K ¢ Fi(X). Por consiguiente, existe
y € K distinto a x. Sea V un conjunto abierto en X que contiene a x.
Notamos que W =V N X — {2z} es un conjunto abierto en X que contiene a
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z. Més atn, {z} C (W), C Ch(X) — Croix(X). A partir de aqui, se procede
de manera analoga al caso anterior.

Analizamos el tdltimo caso. Supongamos que K = {x}. Por [18, Teore-
ma 5.13|, tenemos que X no puede fallar en ser conexo en pequeno en un
solo punto. Por ende, X es conexo en pequeno en todos sus puntos. Esto es
equivalente a que X es localmente conexo. O

Ahora es posible probar lo siguiente.

Teorema 4.7. Seann € N y K € 2X. X es un continuo localmente conexo
sty solo si CE(X) es localmente conezxo.

Demostracion. Sisuponemos que X es localmente conexo, se sigue que C,,(X)
es localmente conexo por [15, Teorema 6.1.6]. Puesto que la funcion ¢} es
cerrada, se sigue que C(X) es localmente conexo.

Ahora supongamos que C(X) es localmente conexo. Notemos que Cp(X)
es localmente conexo. Puesto que ¢f|c, (x)-c,(x) €8 un homeomorfismo, se
sigue que C,,(X) — Cpx(X) es localmente conexo. Por Lema 4.6, X es local-
mente conexo. O

Un resultado importante es la equivalencia entre la indescomponibilidad
del continuo X y la arco-conexidad del hiperespacio.

Teorema 4.8. Sean X un continuo y n € N. Luego, para cada K € 2%, X
es indescomponible si y solo si Cp(X) — {Chkx} no es arco-conexo.

Demostracion. Sea K € 2% y supongamos que X es un continuo indescom-
ponible. Entonces X tiene una cantidad infinita de composantes distintas por
pares, véase [13, Teorema 7, p. 212]. Tomamos z,y en distintas composan-
tes de X. Puesto que X es indescomponible, si « : I — C,(X) es tal que
a(0) = {z} vy a1(y) = {y}, existe to € I tal que K C af(ty). Esto implica
que a(ty) C Crr(X). Se sigue que a(ty) € Cp(X) — Cri(X). Luego, no es
posible conectar {z} con {y} en C,(X) — C,x(X). Por el homeomorfismo,
Cr(X) — {C}} no es arco-conexo.

Por otro lado, supongamos que X descomponible y sean X7, X5 subcon-
tinuos propios de X tales que X = X; U X5. Tomamos p € X; — Xy y
q € Xy — Xj. Verificaremos que C,,(X) — Cpx(X) es arco-conexo si K =
{p,q}. Sea r € X; N Xy. Observemos que {p} € C,(X) — Cpx(X). Sea
A € Cu(X) — Chx(X) y supongamos que A = A; U A, U---U A, con
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A; € C(X) para cada ¢ € {1,...,m}. Podemos suponer ahora que sin pérdi-
da de generalidad existen 1 < s <t < m tales que

i) A CXyconl<Il<s,
(i) AiCc Xocons+1<1<ty
(i) 4ANX1NXe) #0y A X;parai=1,2yt+1<1<m.

Para (i), la idea es construir un arco desde A hasta {r} U < U Ai>. Dado
1=s+1

que Cs(X1) es arco-conexo y A; U --- U Ag, {r} € Cs(Xy), existe un arco
ay : I — Cy(X) tal que a1 (0) = A;U A, U---U A y a1(1) = {p}. Definamos

i=s+1
bien definida puesto que a; es una funciéon. Mas atn, (3; es continua. Puesto
que ¢ ¢ X, se tiene que K ¢ [;(t) para cada t € I. Esto implica que

fi(I) € Cp(X) — Crx(X) es un arco que contiene a Ay {p} U ( G A,).
i=s+1

la funcion f; : I — C,(X) tal que f1(t) = aq(t) U U Ai>. p1 esta

m
Para (ii), construiremos un arco desde {p} U < U Ai) hasta {p} U
1=s+1

<U A,). Dado que C)_4(X3) es un continuo arco-conexo y Agi 1 U---U A,
i=l

{p} € C)_s(X3), tenemos que existe un arco ay : I — Cj_4(X3) tal que
az(0) = Agyy U---UA, v az(1) = {p}. De manera similar al caso (i), defi-

nimos fy : I — C,(X) de tal manera que fB2(t) = ax(t) U{ptuU | U Ai].
i=t+1

Se tiene que [y es una funcién continua bien definida y que K ¢ (1(t) para

cada t € I. Concluimos que f2(I) es un arco contenido en Cy,(X) — Cpi (X)

m m
y que pasa por {p}U| U A | v {p}U ( U Ai) . De lo anterior, notemos
i=t+1 i=s+1

que {p} N G A; | € Bi(I) N By(I). Consecuentemente, £y(1) U Bo(I) C
i=s+1
Cn(X) — Chx(X) es arco-conexo.

Para (iii), construimos un arco de {p} a {p} U ( U Ai). Por axioma

i=t+1
de eleccion, para cada j € {t + 1,...,m} elegimos a; € A; N X;. Por Lema
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2.1, existe un arco ordenado v : I — C,(X) tal que v(0) = {at41,...,am}
hasta (1) = Aw1 U Ay, Notemos que K ¢ ~(I). Puesto que Cp,—(X1)
es arco-conexo, existe un arco ag : I — Cy,—+(X7) tal que a3(0) = {p} vy
as(l) = {at1,- .., am}. Definimos ahora

[ as@)ufp), tefo.l].
Palt) = { 22t - 1)U {p), te [L].

Luego, (3 esta bien definida. Como en los casos ya analizados, tenemos que
K ¢ j35(t), para cada t € I 'y B5(I) es un arco contenido en C,(X) — Cp i (X)

que pasa por {p} y {p} U | U A; ). Con todo lo anterior, notemos que
i=t+1

{p}U< LmJ Ai) € B3(I)N(B1(I)NB2(I)). Se tiene que B1 (1)U B2 (1) UPs(I) C

i=t+1
Cr(X) — Chg(X) es arco-conexo. St KNA = (), entonces B1(I)U By (1)U Bs(I)
es un subcontinuo de C,,(X) — C,x(X) que contiene a {p} y a A. Por otra
parte, si AN K # 0, existe j € {t +1,...m} tal que A; N K # 0. Ya que
K ¢ A, existe € A; y sin pérdida de generalidad, j = 10 j =t + 1.

Si j = 1, construimos (1,0 y B3 como antes. Finalmente, si j = t + 1,
construimos 1, By v 3 de tal forma que su imagen no contenga a K. Se sigue
el resultado. O

Analizamos ahora la contencién de n-celdas en nuestro hiperespacio.

Teorema 4.9. Sean X un continuo no degenerado yn € N. Entonces Cp(X)
contiene una n-celda para cada K € 2.

Demostracion. Sean K € 2% y x € K. Tomamos A, ... A, subcontinuos
propios ajenos por pares de X — {z}. Utilizamos el Lema 2.1 para construir
los arcos ordenados «; : I — C(A4;) tales que a;(0) = {a;} y a;(1) = A;,
para cada i € {1,...,n}. Por la eleccion de los subcontinuos A;, tenemos
que K ¢ «;(t) para cada i € {1,...,n} y ¢t € I. Finalmente, si definimos la
funcion a : I — C,(X) tal que a((t1,...,t,)) = ¢(ai(t) U Uay(ts))
para cada (tq,...,t2) € I", observamos que (/) es un encaje de I™ en Cj(X)
y se tiene el resultado. ]

Es posible hallar k-celdas con k& > n en Ct(X) bajo ciertas condiciones
de X.
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Teorema 4.10. Sean X un continuo yn € N. Si X —{x} contiene n subcon-
tinuos descomponibles ajenos por pares para algin x € X, entonces Cj(X)
contiene una 2n-celda.

Demostracion. Sean My, ..., M, subcontinuos descomponibles ajenos por pa-
res de X — {z}, para algin x € X. Al ser descomponibles, sean A;, B; sub-
continuos tales que M; = A; U B;, para cada ¢ € {1,...,n}. Por [7, Teo-
rema 3.2|, es posible asumir que A; N B; es conexo, A; — (4; N B;) # 0,
i € {1,...,n}. Por Lema 2.1, existen arcos ordenados «; : I — C(A4;) y
Bi : I — C(B;) tales que «;(0) = 5;(0) = A, N B;, (1) = A; y 5i(1) = By,
para cada i € {1,...,n}. Consideremos la funcién v : I*" — C%(X) defi-
nida por ’}/((th e ,tgn)) = Q?((Ql(tl), Ce ,Oén(tn>, ﬁl(t2n+1); . 7B1<t2n)>‘ Esta
funcion estd bien definida y es un encaje de I*" en C%(X), llegando a la
conclusion deseada. O

Ahora probamos un par de resultados sobre contractibilidad.

Teorema 4.11. Sean X un continuo yn € N. Entonces, C,,x(X) es contrdactil
para cada K € 2%,

Demostracion. Sea K € 2%. Por Lema 2.1, existe un arco ordenado o : [ —
2% tal que a(0) = K y a(l) = X. Definamos la funcién H : Cp,g(X) x
I — Chk(X) definida por H(A,t) = «a(t) U A. Veamos que H(Cpx(X) X
I) C Chg(X). Sean A € Cpx(X) y t € I. Por [13, Teorema 15.3], toda
componente de K intersecta a «(t) para cada t € I. Dado que K C A,
tenemos que cada componente de A intersecta a a(t). Se sigue que A U «a(t)
tiene a lo mas n componentes. Notemos ahora que H(A,0) = a(0)UA=Ay
H(A,1) = a(l) UA = X, para cada A € Cp,x(X). Concluimos que Cy,x(X)
es contractil. O

Teorema 4.12. Sean X un continuo y n € N. C,(X) es contrdctil si y solo
si C%(X) es contrdctil para cada K € 2%,

Demostracion. Sea K € 2% y supongamos que C,(X) es contractil. Por ende,
existe H : Cp(X) x I — C,(X) tal que H(A,0) = Ay H(A,1) = X, para
cada A € C,(X). Definimos la funcion G : C,,(X) x I — C,(X) tal que

G(At) = J{H(A 5): 0< s <t}
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el cual define el segmento de la homotopia asociada a H. Por [13, Lema
16.3|, G es una funcion continua. Mas aun, tenemos que G({A} x I) es un
arco ordenado desde A hasta X, para cada A € C,(X). Verificaremos que
G(Crr(X)xI) = Cpi(X). Para ello, notemos que G(C,x(X) x {0}) = {B €
Ch(X): G(A,0) = B,A € Cp,xg(X )}—{BEC( ): H(A,0) = A= B} =
Chi (X). Esto implica que C,x(X) C G(Chx(X) x I). Por otro lado, sea
A € G(Crix(X) x I). Notemos que G(A,0) = Ay G(A,0) C G(A,t), para
cada t € I. Luego, K C A C G(A,t). Esto es, G(A,t) € C,x(X), para cada
t € 1. Definimos la funcion L : C%(X) x I — CE(X) por

L(A,t) = g (G((qx) 7 (A), 1)).

Notemos que L(A, 0) = ¢ (G((qi) ' (A).0)) = ¢k ((qk) 7' (A)) = Ay L(A1)
= qx(G((g) 7 (A), 1) = qx (UH(A1): 0<s <1}) = qi(G(Cor(X) X
1)) = ¢} (Chi (X)) = C}. Esto implica que C,x(X) es contractil.
Supongamos que C,x(X) es contractil para cada K € 2%. En particular,
si X = K ocurre que C,,(X) es homeomorfo a C,x(X), por lo cual se tiene
que C,(X) es contractil. O

Hablaremos ahora sobre la unicidad de hiperespacios.
Definiciéon 4.13. Sean X un continuo y n € N. El continuo X posee hiper-
espacio tinico K (X) € {2%,C,(X), F,(X),C¥(X)}, cada que la siguiente
implicacion se cumple: si'Y es un continuo y H(X) es homeomorfo a H(Y'),
entonces X es homeomorfo a'Y.

Estudios recientes sobre unicidad de hiperespacios se pueden encontrar en
2], [4], [8]-]9]. De la definicion y observando los ejemplos de las Figuras (b)
y (1), se sigue que las gréficas finitas no poseen hiperespacio tnico C%(X).
Un concepto importante en el estudio de unicidad es la dimension.

Teorema 4.14. Sean X un continuo, K € 2% yn € N. Entonces
dim[C(X)] = dim(C,(X) — Coxc(X)].

Demostracion. Es claro que CE(X)—{C}%} es homeomorfo a C,,(X)—C,x(X).
Luego, la dimensiéon de un espacio no se incrementa al colocarle un punto por
[19, 7.4], por lo que el resultado se sigue. ]

Recordemos el siguiente resultado sobre la dimension de gréficas finitas.
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Teorema 4.15. [20, Teorema 2.4] Si G es una grdfica finita, n € N y A €
Cn(G), entonces

dimu[C,(G)] = 2n + Z (ord(p, G) — 2).
pEANR(G)

Debido a que gjlo(x)-c
tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.16. Sean X una grdfica finita y K ={p} € X . Si A € C(X)\
Ck(X), entonces

«(x) s un homeomorfismo, por Teorema 4.15, se

dimq}{(A)[C =2+ Z (ord(r, X') — 2)
reR(X

Tenemos el caso particular en que X es un arco y K = {p} para algin
punto p € X. Utilizaremos el concepto de arbol en el siguiente Teorema. Un
arbol es una grafica finita sin curvas cerradas simples.

Teorema 4.17. Sean X un arco y K = {p} C X. Si C}(X) es homeomorfo
a Ci.(Y) para algin Y drbol y algin K' = {q} C Y, entonces Y es un arco.

Demostracion. Sea h : Cl(X) — CL,(Y) un homeomorfismo. Veamos que Y
es a lo mas un n-odo, para algin n € N. Supongamos que existe un punto
r € R(Y) distinto a ¢ y sea B € C(X) — Cg/(Y) tal que BN R(Y) #
(. Por Teorema 4.16, tenemos que dimp[CL/(Y)] > 2, lo cual implica que
dimy,~1(5)[C (X)] > 2. Esto es una contradiccion, de acuerdo a las Figuras
(b) v (d). De lo anterior, tenemos que R(Y') contiene a lo més un punto, a
saber, ¢. Sin embargo, Y no puede ser un n-odo debido a la Figura (h), ya que
Ci(X)—{CL} posee n componentes mientras que Cy (X ) —{C}(X)} posee
a lo mas 2 componentes. Esto implica que Y es un arco. Veamos finalmente
la localizaciéon del punto ¢ € Y. Si p € E(X), Ck(X) se modela como la
Figura (b). Observemos que ¢ ¢ O(Y'), pues de otro modo, Ck,(Y) tendria
un punto de corte por Corolario 4.4, llegando a una contradiccién pues h
es un homeomorfismo entre hiperespacios. Se sigue que ¢ € O(Y). De otro
modo, queda demostrado que si ¢ € O(X), entonces ¢ € O(Y') y se completa
la demostracion. O

De este resultado y de los modelos realizados en la seccion 3, tenemos el
siguiente corolario.
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Corolario 4.18. Sea X un drbol. Si C}.(X) es homeomorfo a C(X) para todo
K € 2% — [ (Cut(X)), donde Cut(X) representa el conjunto de los puntos
de corte de X, entonces X es un arco o un n-odo simple.

Asi como se estudian los casos en los cuales el hiperespacio C(X) coin-
cide con el hiperespacio de subcontinuos C'(X), se verifican mas espacios que
puedan coincidir con C}(X). Recordemos que dado un espacio X, el Cono(X)
se define como la imagen del espacio X x [0, 1] bajo una funcién cociente que
identifica a X x 1 en un punto.

Teorema 4.19. Si X es una grdfica finita, C3.(X) es homeomorfo al Cono(X)
siysolosi X =1y Ke2X—F(0,1) o X =8y K € 2%,

Demostracion. Sea h : Cono(X) — Ck(X) un homeomorfismo. Puesto que X
es una grafica finita, tenemos que dim(Cono(X)) = 2, por lo que dim(C(X)) =
2. Veamos que X no tiene puntos de ramificaciéon. Notemos que para cada
y € Cono(X), se tiene que y no es un punto de corte de X. Por ende, h(y) no
es un punto de corte de C3(X). En particular, C; no es un punto de corte
de C'}(X). Analizaremos dos casos.

Caso 1. |K| = 1. Sea z € X tal que K = {z}. Por Corolario 4.4, z no
es punto de corte de X. Luego, z es un punto extremo de X o z estd en una
curva cerrada simple.

Caso 2. |K| > 2. Sea C' € C(X) tal que K C C y supongamos que
existe p € R(X). Sip € X — C, existe C(p) € C(X) tal que p € C(p) C
X — C puesto que X es gréfica finita. Mas atn, dime(,) [C(X)] > 3. Por la
construccion realizada, C'(p) ¢ Ck(X). Por el homeomorfismo h, se tiene que
dimy,-1(¢(p)) [Cono(X)] > 3, lo cual es una contradiccién. Ahora supongamos
que p € C. Seleccionamos un punto ¢ € K — C' y puesto que X es un
espacio Hausdorff, se tiene que existen vecindades abiertas ajenas U,V de p y
q respectivamente. Como X es localmente conexo (al ser grafica finita) existe
un subcontinuo C(p) de X tal que p € C(p) C U. De la construccion, tenemos
que K ¢ C(p), por lo que C(p) ¢ Cr(X) y dime(,)[C(X))] > 3. De manera
anéloga, se tiene una contradiccion. Concluimos que X no contiene puntos de
ramificacion.

De ambos casos, se concluye que X es un arco o una curva cerrada simple
pues X no contiene triodos.
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Supongamos que X = Iy K € 2% — F;((0,1)). Supongamos que K = {0}
o K = {1}. Por Figura (a), Cx(X) es un arco y Cj(X) es homeomorfo a
Cono(X). Si K € 2%¥ — Fy(X), sean a = min[K] y b = max[K]. Si a = 0
o b =1, entonces C(X) es un arco y por ende, C%(X) es homeomorfo a
Cono(X). Sia # 0y b # 1, por el modelo de Ci(X), tenemos que este es
homeomorfo a una 2-celda. Se sique que C}(X) es homeomorfo a Cono(X).

Finalmente, supongamos que X = S!' y K € 2%. Notemos que si K es
unitario o un subarco, C%(X) es homeomorfo a C(X) (véase Figrua (k)).
Luego, C3(X) es homeomorfo a Cono(X), como se querfa.

]

En la actualidad, el autor se encuentra inverstigando la unicidad de este
hiperespacio para arboles. En particular, se estda buscando la respuesta a la
siguiente pregunta.

Pregunta 1. ;El hiperespacio C(X) posee hiperespacio inico en la clase de
los drboles?
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Capitulo 8

Conociendo el (n, m)-ésimo hiperespacio
suspension de un continuo

Luis Alberto Guerrero Méndez, David Herrera
Carrasco, Fernando Macias Romero
FCFM, BUAP.

Resumen

Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Existen
varios hiperespacios de X, por ejemplo 2%, C,,(X), F.(X), SF.(X) y
HS) (X). Este capitulo esta dedicado a conocer al (n,n)-ésimo hiperes-
pacio suspension HS] (X)), asi como algunas propiedades que tiene este
hiperespacio asociado a ciertas clases de continuos.

1 Introduccion

Los espacios métricos forman una clase importante de espacios topologi-
cos, por el simple hecho de que en ellos se puede calcular la distancia entre
cualquier par de puntos. Si ademas agregamos las virtuosas propiedades de
la conexidad y la compacidad, obtenemos espacios topologicos ricos en pro-
piedades mateméticas y muy aptos para ser explorados y desarrollar nuevos
teoremas que sirven tanto para la Topologia misma como para otras ramas
de matematicas, como el Analisis Matematico, por ejemplo.

Estos espacios topologicos, con tales atractivas caracteristicas, tienen un
nombre especial; se llaman continuos, y habitan dentro de la Topologia Ge-

neral en un area llamada Teoria de Continuos.

Por otro lado, dado un espacio topologico X, podemos considerar alguna
coleccion bien definida ‘H de subconjuntos de X y preguntarnos si a H se le
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puede dotar de alguna topologia, o si H sera espacio métrico, o de manera
més ambiciosa, si H podra ser un continuo.

Tales colecciones bien definidas de un espacio topologico X se conocen
como hiperespacios cuando se les puede dotar de alguna topologia.

Por nuestra parte pretendemos, en este capitulo de libro, conocer un po-
co a un hiperespacio especial llamado (n,m)-ésimo hiperespacio suspension,
veremos aqui como es y algunas propiedades que tiene.

La segunda secciéon retoma lo méas basico de continuos e hiperespacios para
adentrarnos a esta teorfa. Luego, en la seccion 3 tenemos la definicién espacios
de descomposicion y espacios cociente, asi como propiedades bésicas de estos
espacios. La seccion 4 esté dedicada al (n, m)-ésimo hiperespacio suspension,
para conocerlo bien y ver algunas propiedades generales de éste. En la secciéon
5 vemos la propiedad del punto fijo presente en el (n,m)-ésimo hiperespacio
suspension con ciertas hipotesis. En la secciones 6, 7 y 8 vemos propieda-
des interesantes del hiperespacio protagonista asociadas a clases especificas
de continuos. La seeccion 9 aborda algunas clases de continuos que no tie-
nen (n,m)-ésimo hiperespacio suspension tnico. Finalmente, en la seccion 10
tenemos algunos problemas abiertos de importancia actual.

2 Continuos e hiperespacios

En esta seccion tenemos las definiciones y teoremas basicos sobre continuos
e hiperespacios en general.

Como mencionamos en la introduccién, existen unos espacios topologicos
mégicos, con caracteristicas especiales, llamados continuos.

Definicion 2.1. Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y
conexo.
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Habiendo precisado ya formalmente qué es un continuo, es momento de
conocer la nocién de hiperespacio, por lo que vemos a continuacion la siguiente
definicion.

Dados un continuo X y n € N, consideremos la familia siguiente de sub-
conjuntos de X :

2% = {A C X: A es no vacio y cerrado en X},

A la familia 2% se le dota de la topologia de Vietoris para considerarse
como un hiperespacio de X. Veamos como es la topologia de Vietoris.

Si X es un continuo, m € Ny Uy, ..., U, son subconjuntos de X, entonces
definimos

<U1,...,Um>:

{AEQX:ACUUiyparacadaie{l,...,m}, AﬂUﬁé@}.

i=1

El siguiente teorema nos muestra como es una base para la topologia de
2X,

Theorem 2.1. [6, Teorema 1.2] Si X es un continuo, entonces

B={(Uy,...,Uyn):meNyU,... U, son abiertos en X}

es una base para una topologia de 2%

A la topologia generada por B se le conoce como la topologia de Vie-
toris.

Como subespacios de 2% de un continuo X, para cada n € N, tenemos
F.(X)={A C X: A es no vacio y tiene a lo mas n puntos} y

Ch(X)={A C X: Aes cerrado en X, no vacio y tiene a lo

mas n componentes}.
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Notemos que para un continuo X se tiene que F,(X) C C,(X) C 2%,
para cada n € N.

Ademas, en el libro de Nadler |13, 4.2], se prueba que 2% es metrizable. La
métrica que se define para 2% se conoce como métrica de Hausdorff. Como
F,(X) y C,(X) son subconjuntos de 2%, se tiene que F,,(X) y C,,(X) también
son metrizables. De hecho, a F,,(X) y a C,(X), considerados con la métrica
de Hausdorff, se les conoce como el n-ésimo producto simétrico de X y el
n-ésimo hiperespacio de X, respectivamente.

De hecho, la topologia generada por la métrica de Hausdorff coincide con
la topologia de Vietoris. Enunciamos a continuacion este hecho como un lema.

Lemma 2.2. [6, Teorema 3.1] Sea X un continuo. La topologia de Vietoris
y la topologia generada por la métrica de Hausdorff en 2% son iguales.

El hiperespacio que nos interesa en este capitulo de libro es el (n, m)-ésimo
hiperespacio suspension de un continuo, el cual se define como el espacio
cociente C,(X)/F,,(X), que se obtiene de C,(X) al identificar a F,,(X) a
un punto, donde m,n € N con m < n, el cual se denota por HS"(X).
Del (n,m)-ésimo hiperespacio suspension hablaremos con mas detalle en la
seccion creada especialmente para éste.

Dentro de las caracteristicas mas relevantes para los hiperespacios esta la
propiedad de ser tnico, por lo que anotamos a continuaciéon la definiciéon de
hiperespacio tinico.

Definicion 2.2. Sean X un continuo, n € N y H(X) € {2%,C,(X), F,(X),
SF,(X), HS"(X)}. Se dice que X tiene hiperespacio inico H(X), si la
implicacion siguiente es verdadera: si Y es un continuo tal que H(X) es
homeomorfo a H(Y'), entonces X es homeomorfo a Y.

3 Espacios de descomposicion y espacios cocien-
te

Esta seccion esta dedicada a la revision de los espacios de descomposicion
y los espacios cociente como un preliminar para comprender la estructura que
tiene el hiperespacio que estamos revisando en este trabajo.
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Iniciamos recordando que es la topologia cociente.

Teorema 3.1. St X es un espacio topologico, Y un conjunto no wvacio y
g: X =Y una funcion suprayectiva, entonces

T,={U CY:g ' (U) es abierto en X}
es una topologia para'Y.

Demostracion. Sean Uy, Uy € T,. Como g~ (U; NUz) = g~ (Uy) N g~ (Us),
tenemos que g~ (U; N Us) es abierto en X. Luego, Uy N U € 7,

Ahora, sea U C T,. Luego, para cada U € U, tenemos que g ' (U) es
abierto en X. Como g™ (Upyey U) = Uyey 97 (U), tenemos que g~ (Up ey U)
es abierto en X. Asi, Uy, U € Ty

Ademés, como ¢ ' (0) =0y g (V) = X, tenemos que §),Y € 7,. Por lo
tanto, 7, es una topologia para Y. ]

La topologia 7, del teorema 3.1 tiene un nombre especial, como vemos a
continuacion.

Definicion 3.2. Sean X un espacio topoldgico, Y un conjunto no vacio y
g: X =Y una funcion suprayectiva. La topologia

T,={UCY: g Y (U) es abierto en X}

es conocida como la topologia cociente sobre Y inducida por la funcion g.

Dados X un espacio topolodgico, Y un conjunto no vacioy g : X — Y una
funciéon suprayectiva, notemos que la funciéon g es continua con la topologia
T,. Ademas, si T es una topologia para Y con la que g resulta ser continua,
entonces 7 C 7.

Definicion 3.3. Un espacio topoldgico Y es un espacto cociente de un
espacio topologico X si ewiste una funcion suprayectiva g - X — Y tal que
T, coincide con la topologia de Y. En tal caso, la funcion g se llama funcion
cociente.

Dado un espacio topologico X y una particion de X, se puede dotar de una
topologia a dicha particion de X, tal como lo asegura el resultado siguiente.
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Teorema 3.4. Si X es un espacio topoldgico y P es una particion de X,
entonces

Tp = {L{ CP: U U es un conjunto abierto en X}
veu

es una topologia para P.

Demostracion. Como | J;.p U = X y X es abierto en X, tenemos que P € Tp.
También notemos que ) C Py (J ¢ U = 0. Como ) es abierto en X, tenemos
que ) € Tp.

Ahora, sean A, B € Tp. Veamos que ANB € Tp. Como Jue s Ay Upes B
son abiertos en X, tenemos que ([Jyes A) N (Uges B) es abierto en X. No-

temos que
(UA)m(UB): U c
AcA BeB CeAnB

Ast, Jpeans C es abierto en X. Por lo tanto, AN B € Tp.
Sean A, € Tp, para a € J. Veamos que |J,.; Aq € Tp. Para cada o € J,
tenemos que | J 4 4 A es abierto en X. Luego, U,c; (Uca, A) es abierto en

X. Notemos que
U(Ua)- U e

acJ \AcA, Celqeg Aa

Ast, Ueey _, 4, € es abierto en X. Por lo tanto, Uaes Ao € Tp. O

acJ
Enseguida recordamos el nombre de la topologia Tp y del espacio (P, Tp)
que aparecen en el teorema 3.4.

Definicion 3.5. Sean X un espacio topologico y P una particion de X. FEl
espacio topologico (P, Tp) es un espacio de descomposicion de X y la
topologia Tp es la topologia de descomposicion.

Ejemplo 3.6. Sean X = [0,1] y A = {2: n € N}. Consideremos P =
{{z}: x € X\ A} U{A}. El espacio (P, Tp) es un espacio de descomposicion
de X. De hecho, (P,Tp) es homeomorfo al continuo conocido como el Arete
Hawaiano.
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Definicion 3.7. Sean X un espacio topologico y P una particion de X. La
funcion natural de X sobre P es la funcion q : X — P definida por q(x) =
P, donde P, es el unico elemento de la particion que contiene al punto x.

Sean X un espacio topolégico y P una particion de X. Notemos que si
U C P, entonces

c'U)={reX:qrv)eU}={r e X: P,cU} = U P,.

Asi, si U es abierto en P, tenemos que UUeu U es abierto en X. Luego,
q ' (U) es abierto en X. Por lo tanto, la funciéon natural q es continua.

Notemos que dado un espacio de descomposicion (P, Tp) de un espacio
topologico X, la topologia Tp es la topologia més grande tal que la funcién
natural es continua.

Ademas, notemos que ¢ es suprayectiva. De hecho, ¢ es una funcién co-
ciente como lo establece el resultado siguiente.

Teorema 3.8. Todo espacio de descomposicion de un espacio topologico X
es un espacio cociente de X.

Demostracion. Sea (P,Tp) un espacio de descomposicion de un espacio to-
polégico X. Veamos que la funcién ¢ : X — P satisface que 7, = Tp. Como
q es una funcién continua y suprayectiva con la topologia Tp, tenemos que
Tp C T,. Por otro lado, silf € 7T,, por la definicion de la topologia 7, tenemos
que ¢~ (U) es abierto en X. Como ¢ ' (U) = Uyey U, tenemos que Jyy U
es abierto en X. Asi, Y € Tp. Luego, 7, C T». Por lo tanto, 7, = Tp. Asi,
(P, Tp) es un espacio cociente de X. ]

Sean X y Y espacios topolégicos, para una funcién cociente g : X — Y,
consideramos la coleccion

Py={9'(y):yeY}
Notemos que P, es una particion de X. Ademés, P, con la topologia de

descomposicion Tp, es un espacio topolégico homeomorfo a Y, demostramos
este hecho a continuacion.
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Definicion 3.9. Sea X un espacio topoldgico. Una particion P de X es se-
micontinua superior si para cada P € P y para cada U abierto en X con
P C U, existe un abierto Ven X con P CV tal que si A€ Py ANV # (),
entonces A C U.

El teorema 3.10 nos mostrard més adelante que nuestro hiperespacio en
estudio tiene la estructura de espacio de descomposicién semicontinua supe-
rior.

Teorema 3.10. Si X es un espacio topoldgico, A un conjunto cerrado en
X yP = {{z}:2 € X — A} U {A}, entonces P es una descomposicion
semicontinua superior de X.

Demostracion. Sean P € Py U un abierto en X con P C U.

Caso I. Supongamos que P = A. Sean V =Uy Q € P tal que QNV # (.
Si Q = A, entonces Q C U; si Q = {z}, para algin © € X — A, entonces
x €V, es decir, Q C U.

Caso II. Supongamos que P = {z}, para algin x € X — A. Tomemos
V=UnN(X—A). Sea @ € P tal que Q NV =# (). Notemos que @ # A, pues
de lo contrario, si ) = A, entonces ANV # )y ANV = AN(UN(X—A)) = 0.
Asi, tenemos que Q = {y}, para algin y € X — A. Como {y} NV # 0, se sigue
que y € U, y asi Q C U. Por lo tanto, P es una descomposicién semicontinua
superior de X. O

El siguiente teorema nos ayuda a probar que toda descomposicion semi-
continua superior de un continuo es un continuo.

Teorema 3.11. [13, 3.9] Si P es una descomposicion semicontinua Superior
de un espacio métrico compacto, entonces (P, Tp) es metrizable.

Teorema 3.12. Si P es una descomposicion semicontinua superior de un
continuo, entonces (P,Tp) es un continuo.

Demostracion. Sea X un continuo y ¢ : X — P es la funcién natural. Como
q es continua, y la compacidad y la conexidad son invariantes topologicos,
tenemos que P es compacto y conexo. Ademaés, por el teorema 3.11, tenemos
que (P,Tp) es metrizable. Asi, (P,Tp) es un continuo. O
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4 El (n,m)-ésimo hiperespacio suspension

El hiperespacio protagonista en este trabajo es el (n, m)-ésimo hiperespa-
cio suspension de un continuo, por eso dedicamos esta seccion para conocerlo
més a detalle.

El (n, m)-ésimo hiperespacio suspension de un continuo tiene su origen en
el hiperespacio HS(X), que fue el hiperespacio suspension definido inicial-
mente, como el espacio cociente C1(X)/Fi(X), que se obtiene de C1(X) al
identificar a F}(X) a un punto.

Afios mas tarde, se generaliza y, surge el hiperespacio HS,(X), el cual
de manera analoga, se define como el espacio cociente C,,(X)/F,(X), que se
obtiene de C,(X) al identificar a F,,(X) a un punto.

Posteriormente, en 2018, J. G. Anaya, D. Maya y F. Vazquez-Juarez van
maés lejos y siguiendo la misma idea definen en [1] el (n, m)-ésimo hiperespacio
suspension de un continuo X como el espacio cociente C,,(X)/F,,(X), que se
obtiene de C,(X) al identificar a F,,(X) a un punto, donde m,n € N con
m < n, el cual se denota por HS!" (X).

Veamos estas ideas de una manera més formal.

Definicién 4.1. Sean X un continuo y n € N. El (n,m)-ésimo hiperespa-
cio suspension de un continuo, que denotamos por HS! (X), es el espacio
de descomposicion de C,(X) dado por

HS,(X) ={{A}: A€ Co(X) — Fn(X)} U{Fn(X)},
donde m,n € N con m < n.

Notacion 4.2. A lo largo de este trabajo usaremos las siguientes equivalen-
cias HS{(X) = HS(X) y HS"(X) = HS,(X).

Dado un continuo X y n € N, denotamos en este caso particular por
d¥"™  Cal(X) = HS}(X)
a la funcion natural. Al punto qg’m)(Fm(X)) lo denotamos por F'{.

En seguida algunos resultados que nos ayuda a probar que el (n, m)-ésimo
producto simétrico de un continuo es un continuo.
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Teorema 4.3. [5, 2.3/ Sean X un continuo y n € N. La funcion g : X" —
F.(X) definida para cada (z1,...,x,) € X" por

g(z1,... xn)) ={z1,..., 20}

es suprayectiva y continua.

Teorema 4.4. Si X es un continuo yn € N, entonces F,,(X) es un continuo.

Demostracion. Como el producto finito de espacios compactos es compacto y
el producto finito de espacios conexos es conexo, tenemos que X" es compacto
y conexo. Como la conexidad y la compacidad son invariantes bajo funciones
continuas, por el teorema 4.3, tenemos que F,,(X) es conexo y compacto. Asi,
F,(X) es un continuo. O

Teorema 4.5. Si X es un continuo yn € N, entonces C,(X) es un continuo.

Demostracion. Sea f : C(X)" — C,(X) la funcion definida, para cada
(A1,...,A,) € C(X)", por f((A1,...,A,) = U, A;. En [12, (1.48)] se
prueba que la funciéon f es continua. Es claro que la funcion f es suprayecti-
va. En [9, 1.8.5] se prueba que C'(X) es compacto. En [12, (1.13)] se prueba
que C(X) es conexo. Como el producto finito de espacios compactos es com-
pacto y el producto finito de espacios conexos es conexo, tenemos que C(X)"
es compacto y conexo. Como la conexidad y la compacidad son invariantes
bajo funciones continuas, tenemos que C,(X) es conexo y compacto. Asi,
C,(X) es un continuo. O

Ahora si, estamos listos para ver este resultado importante.

Teorema 4.6. El (n,m)-ésimo hiperespacio suspension de un continuo es un
continuo.

Demostracion. Sean X un continuo y n, m € N con m < n. Por el teorema 4.4,
tenemos que F,,(X) es un subconjunto compacto de C,,(X). Por el teorema
4.5, tenemos que C,,(X) es un continuo. Luego, C),(X) es de Hausdorff. Asi,
F,,(X) es un cerrado en C,(X). Por el teorema 3.10, tenemos que HS) (X)
es una descomposicion semicontinua superior. Luego, por el teorema 3.12,
tenemos que HS/ (X) es un continuo. O

La arco conexidad es una propiedad natural que tiene el n-ésimo hiperes-
pacio suspension ain si el continuo es o no arco conexo.

Matemdticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 8, paginas 145-167



Conociendo el (n,m)-ésimo hiperespacio suspension de un continuo 155

Teorema 4.7. [9, 7.1.3] Si X es un continuo yn € N, entonces HS,(X) es
un continuo arco conezo.

Otra propiedad interesante es que el hiperespacio HS? (X) se puede en-
cajar HS)' (X) cuando m < n.

Teorema 4.8. [3, Teorema 3.3/ Si X es un continuo y n,m,s € N con
m < s < n, entonces HS;, (X) se puede encajar HS} (X).

5 Propiedad del punto fijo

En esta secciéon revisamos la propiedad del punto fijo y los teoremas rela-
cionados con el n-ésimo hiperespacio suspension.

La propiedad del punto fijo es una caracteristica importante a considerar
en distintas areas de Mateméticas, muy en especial dentro del Analisis Mate-
matico, por nuestra parte revisamos los resultados que existen sobre el punto
fijo para el n-ésimo hiperespacio suspension.

Comenzamos conociendo que siginifica que un espacio topologico tenga la
propiedad del punto fijo.

Definicion 5.1. Un espacio topologico X tiene la propiedad del punto fijo
st para cualquier funcion continua f : X — X, ewiste un punto p € X tal que
f(p) = p. Al punto p se le llama punto fijo de f.

La propiedad del punto fijo es un invariante topologico.

Teorema 5.2. [9, 1.19 (a)] Si X es un espacio topoldgico que tiene la pro-
piedad del punto fijo y'Y es un espacio topologico homeomorfo a X, entonces
Y tiene la propiedad del punto fijo.

Los espacios topologicos que tienen la propiedad del punto fijo son de una
sola pieza, es decir, son conexos.

Teorema 5.3. [9, 1.19 (b)] Si X es un espacio topoldgico que tiene la pro-
piedad del punto fijo, entonces X es un espacio topoldgico conexo.

Del teorema 5.3, tenemos que al hablar de espacios topolégicos con la
propiedad del punto fijo, la conexidad se convierte en una caracteristica inhe-
rente de tales espacios topologicos. Ahora, por otro lado, la compacidad es
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una virtud muy apreciada en los espacios topologicos y en el Anélisis Mate-
mético (recuerde por ejemplo el teorema de los Valores Extremos), por estas
dos razones, los continuos son terrenos muy fértiles para cosechar teoremas
de la propiedad del punto fijo.

El continuo mas sencillo que conocemos tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 5.4. El intervalo [0, 1] tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sean f : [0,1] — [0, 1] una funcion continua y g : [0,1] — R
definida, para cada t € [0, 1], por g(t) = f(t) —t. Notemos que ¢ es un funciéon
continua. Ademas, ¢g(0) = f(0) —0= f(0) >0y g(1) = f(1)— 1= f(0) < 1.
Luego, por el teorema del Valor Intermedio, existe p € [0, 1] tal que g(p) =
f(p) —p = 0. Asi, existe p € [0, 1] tal que f(p) = p. Por lo tanto, [0, 1] tiene
la propiedad del punto fijo. O

Una consecuencia inmediata de los teoremas 5.2 y 5.4 es el resultado si-
guiente.

Corolario 5.5. 5@ X es un arco, entonces X tiene la propiedad del punto

fijo.

Demostracion. Sea X un arco. Tenemos que X es homeomorfo al intervalo
[0, 1]. Por el teorema 5.2, tenemos que X tiene la propiedad del punto fijo. [

Los continuos encadenables son espacios topologicos bastante interesan-
tes, ademas el hiperespacio HS(X) tiene la propiedad del punto fijo si X
es continuo encadenable, por esta razén, veamos ahora que es un continuo
encadenable.

Definicion 5.6. Sea X un espacio métrico. Una familia C = {Uy,...,U,} de
subconjuntos de X es llamada una cadena simple en X si se cumple que
UnU; # 0 siysolosili—j| <1. A cada U; se le llama eslabon de la
cadena simple. Una cadena simple C de conjuntos abiertos de X es llamada
una e-cadena si el didmetro de cada eslabon es menor que €.

Definicion 5.7. Un continuo X se llama encadenable si para todo € > 0
existe una familia finita de abiertos {Uy,...,U,} de X tales que X = J;_, U;,
para cada i € {1,...,n} se tiene que didmU; < e y U;NU; # 0 si y sélo si
i—j| < 1.
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Ejemplo 5.8. El intervalo [0,1] es un continuo encadenable.

Teorema 5.9. [9, 7.7.2] St X es un continuo encadenable, entonces HS(X)
tiene la propiedad del punto fijo.

Surge de manera natural la pregunta siguiente.

Pregunta 2. Si X es un continuo encadenable, entonces ;HS,(X) tiene la
propiedad del punto fijo?

O incluso de manera méas general.

Pregunta 3. Si X es un continuo encadenable, entonces ;HS (X) tiene la
propiedad del punto fijo?

Ahora, recordemos qué es un continuo tipo disco, para esto veamos las
definiciones siguientes.

Definicion 5.10. Sean X y Y espacios métricos. Una funcion f : X —
Y es una e—funcion si f es continua y para todo x € X se tiene que

didm(f~(f())) <e.

Definicion 5.11. Sea P una coleccion bien definida de espacios métricos
compactos. Un espacio métrico compacto X es tipo P si para cada € > 0,
existe una e-funcion sobreyectiva f. : X — Y., donde Y, es algin elemento

de P.
Un ejemplo vale més que mil palabras.

Ejemplo 5.12. Un continuo X es tipo arco si para cada € > 0, existe una
e-funcion sobreyectiva f. : X — Y., donde Y, es algin arco. Un continuo es
tipo disco si para cada € > 0, existe una e-funcion sobreyectiva f.: X — Y,
donde Y, es homeomorfo a D = {(z,y) € R?*: 22 + y* < 1}.

El teorema 5.9 tiene la siguiente consecuencia inmediata.

Corolario 5.13. [9, 7.7.4] Si X es un continuo encadenable, entonces HS(X)
es un continuo tipo disco con la propiedad del punto fijo.

Otra clase de continuos que tienen la propiedad del punto fijo son los
que tienen margen suprayectivo cero, por eso vemos a continuacién c6mo se
definen estos continuos.
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Definiciéon 5.14. Un continuo X tiene margen suprayectivo cero, si para
cada subcontinuo Z de X x X tal que m(Z) = X se tiene que Z N Ax # (),
donde ™ : X x X — X es la proyeccion sobre el primer factor y Ax =
{(z,z): z € X}.

Teorema 5.15. [9, 7.7.7] St X es un continuo que tiene margen suprayectivo
cero, entonces HS(X) tiene la propiedad del punto fijo.

También, en este caso, surgen las preguntas siguientes.

Pregunta 4. 5i X es un continuo que tiene margen suprayectivo cero, en-
tonces ;HS,(X) tiene la propiedad del punto fijo?

Pregunta 5. Si X es un continuo que tiene margen suprayectivo cero, en-
tonces sHS! (X) tiene la propiedad del punto fijo?

El n-ésimo hiperespacio suspension de un retracto absoluto tiene la pro-
piedad del punto fijo, por esta razoéon recordemos que es un retracto absoluto
antes de enunciar tan importante resultado.

Definicion 5.16. Un subconjunto A de un espacio topoldgico X es un retrac-
to de X si ewiste una funcion continua r : X — A tal que para cada a € A,
tenemos que r(a) = a. A la funcion r : X — A se le llama retraccion.

Ejemplo 5.17. Sea B" = {x e R": || z ||< 1}. Sea r : R*™! — B" definida,

para cada x € R"*1 por

x, s xebB
T S TE R\ B™.
La funcion r es una retraccion, y por tanto, B® es un retracto de R™"*!.

Definiciéon 5.18. Un retracto absoluto es un espacio métrico separable y
no vacio X si para cada espacio métrico Z y cada encaje h : X — Z tal que
h(X) es un subconjunto cerrado de Z, se tiene que h(X) es un retracto de Z.

Ahora, un teorema de suma importancia sobre los retractos absolutos.

Teorema 5.19. [9, 7.7.9] Si X es un retracto absoluto y n € N, entonces
HS,(X) es un retracto absoluto.

Ahora, se ocurre pensar lo siguiente.
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Pregunta 6. Si X es un retracto absoluto y n,m € N con m < n, entonces
JHSI (X)) es un retracto absoluto?

Como mencionamos lineas atras, los retractos absolutos tienen la propie-
dad del punto fijo, tal como se enuncia formalmente a continuacion.

Teorema 5.20. [7, Teorema 11, p. 343] Si X es un retracto absoluto, enton-
ces X tiene la propiedad del punto fijo.

Una consecuencia muy relevante de los teoremas 5.19 y 5.20 es el resultado
siguiente.

Corolario 5.21. [9, 7.7.10] Si X es un retracto absoluto y n € N, entonces
HS,(X) tiene la propiedad del punto fijo.

Si HS!(X) no fuera un retracto absoluto cuando X es un retracto abso-
luto, de todas formas queda en el aire esta cuestion.

Pregunta 7. Si X es un retracto absoluto y n,m € N con m < n, entonces
JHS! (X) tiene la propiedad del punto fijo?

6 Hereditariamente indescomponibles

La clase de continuos indescomponibles y hereditariamente indescompo-
nibles son bastante interesantes por lo que dedicamos esta pequena seccion,
primero para conocerlos un poco, y mas adelante para conocer los resultados
que se saben sobre el (n, m)-ésimo hiperespacio suspension para estas clases
de continuos.

Comenzamos conociendo los continuos descomponibles e indescomponi-

bles.

Definicién 6.1. Un continuo X es descomponible si X se puede escribir
como la union de dos subcontinuos propios. Un continuo X es indescompo-
nible si X no es descomponible.

Ejemplo 6.2. Sean C' el conjunto de Cantor y para cadan € N, consideremos
el conjunto G, = {x € F: 2 < & < 5 }. Utilizando el (3,0) como centro,
construyase la coleccion de semicircunferencias con ordenada no negativa y
teniendo a los puntos de F' como puntos extremos. Para cadan > 1, los puntos

(%, 0) se utilizan como los centros de las semicircunferencias con ordenada
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no positiva y teniendo a los puntos de G, como puntos extremos. Sea K la
union de todas estas semicircunferencias, para todo n > 1. El conjunto K
un continuo indescomponible tal que sus subcontinuos propios no degenerados
son arcos. Este continuo se conoce como el Arcoiris de Knaster.

Arcoiris de Knaster

La cualidad de que todo subcontinuo de un continuo tenga alguna ca-
racteristica especifica se considera como algo muy especial, se dice que la
caracteristica especial se hereda.

Definiciéon 6.3. Se dice que un continuo es hereditariamente indescom-
ponible si todos sus subcontinuos son indescomponibles.

Ejemplo 6.4. El pseudoarco es un ejemplo de un continuo hereditariamente
indescomponible.

En 2004, R. Escobedo, M. Loépez y S. Macias probaron que:

Teorema 6.5. [2, Teorema 5.8 Los continuos hereditariamente indescompo-
nibles tienen hiperespacio unico HS(X).

En 2006, S. Macias demostro el resultado siguiente:

Teorema 6.6. /8, Teorema 7.1] Sea n € N—{1}. Los continuos hereditaria-
mente indescomponibles tienen hiperespacio unico HS,(X).

7 Gréaficas finitas

El (n, m)-ésimo hiperespacio suspension tiene algunas propiedades intere-
santes y muy actuales para cuando el continuo asociado es una grafica finita.
Por esta razon, dedicamos esta seccion, que iniciamos con la definicon de
grafica finita.

Matemdticas y sus aplicaciones 24, Capitulo 8, paginas 145-167



Conociendo el (n,m)-ésimo hiperespacio suspension de un continuo 161

Definicion 7.1. Una grdfica finita es un continuo que se puede escribir
como union finita de arcos tales que cualesquiera dos de ellos, o son ajenos o
se intersectan solamente en uno o en ambos puntos extremos.

Ejemplo 7.2. Un n-odo simple X es un continuo que es union de n arcos
Ji,Jay ..., Jy tal que existe p € X con la propiedad de que J; N J; = {p},
cuando i # j, y p es un punto extremo de cada uno de los arcos J;. Los n-odos
simples son ejemplos de grdficas finitas. En la Figura 2 vemos grdficamente
un 10-odo simple y un 17-odo simple.

En 2014, D. Herrera-Carrasco, A. Illanes, F. Macias-Romero y F. Vazquez-
Juarez probaron que:

Teorema 7.3. [10, Teorema 3.2] Sea n € N. Las grdficas finitas tienen hi-
perespacio inico HS,,(X).

En 2018, J. G. Anaya, D. Maya y F. Vazquez-Juarez probaron lo siguiente:

Teorema 7.4. [1, Teorema 3.6/ Para cada n,m € N con m < n. La clase de
las grdficas finitas tienen hiperespacio inico HSJ (X).

8 Continuos enrejados

Los continuos enrejados forman una familia importante dentro de la Teoria
de Continuos e Hiperespacios, aqui dedicamos esta pequena secciéon para ver
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que la clase de continuos enrejados tiene (n, m)-ésimo hiperespacio suspension
anico.
Dado un continuo X, sean

G(X) ={p € X : p tiene una vecindad G en X tal que G es

una grafica finita}

P(X)=X—-G(X).
Definiciéon 8.1. Un continuo X es casi enrejado si G(X) es denso en X.
Ahora, veamos que es un continuo enrejado.

Definicion 8.2. Un continuo casi enrejado X es enrejado si X tiene una
base de vecindades B tal que para cada U € B se cumple que U — P(X) es
conexo.

Veamos ahora un par de ejemplos para conocer mas de continuos casi
enrejados y continuos enrejados.

Ejemplo 8.3. Sea X = ([—1,1] x {0)U (U, ({£} x [0, 2])) . El conjunto
X considerado con la topologia usual de R? es un continuo. En este caso,
P(X)={(0,0)}. El continuo X (véase Figura 4) es casi enrejado pero no es
enrejado, porque para cualquier conjunto abierto U en X que tiene al punto
(0,0) se cumple que U —P(X) no es conexo.

Gx)

P(X)

Figura 4.
Ejemplo de continuo casi enrejado que no es enrejado.

Ejemplo 8.4. El continuo de la Figura 5 es definido de la manera siguiente.

Para cada n € N, sea A, = {(z,27") e R*: 0 <z < 1} y A4y = {(x,0) €
R?: 0 < x < 1}. Ahora, para cada n € N U {0} y cada entero m tal que
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0 <m < 2" sea By, = {(m27"7 1 y) € R?: 0 < y < 27"}, Finalmente,

consideremos .
0o 0o on+l
(00U~
n=0 n=0 \m=0

El continuo X es un continuo enrejado. En este espacio P(X) = Ag y
obviamente G(X) = X — Ay. Notemos que X no es grifica finita ni dendrita.

G(x)

il ()
Figura 5. Ejemplo de continuo enrejado.

En 2015, D. Herrera, M. Lopez y F. Macias demostraron el resultado
siguiente:

Teorema 8.5. [11, Teorema 3.4] Sea n € N. Los continuos enrejados tienen
hiperespacio unico HS,(X).

En 2023, G. Hernédndez, D. Herrera, M. Lopez y F. Macias demostraron
que:

Teorema 8.6. [/, Teorema 6.10] Para cada n,m € N con m < n. La clase
de los continuos enrejados tiene hiperespacio unico HSJ (X).

9 Sin (n,m)-ésimo hiperespacio suspensién tni-
co

En esta seccion vamos a necesitar el concepto de conexidad local, por lo
que comenzamos esta seccion con la definiciéon y un ejemplo de esta clase de
espacios topologicos.

Definiciéon 9.1. Un espacio topologico X es localmente conexo en p € X si
y solo si para todo conjunto U abierto en X con p € U, existe un conjunto V
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abierto en X tal que V es conexo yp € V. .C U. Si X es localmente conezxo
en cada uno de sus puntos dectmos que X es localmente conexo.

Ejemplo 9.2. Consideremos el espacio topologico R™. Si p € R® y U es
abierto en R™ con p € U, entonces existe ¢ > 0 tal que p € Bx(p,e) C
U. Ademds, el conjunto Bx(p,e) es conexo y abierto en X. Luego, R" es
localmente conexo.

Ahora, tenemos el concepto de contraccion.

Definiciéon 9.3. Sea X un espacio topologico. Una contraccion es una fun-
cion continua h : X x [0,1] — X tal que

(a) Para todo x € X : h((z,0)) = .
(b) Existe p € X tal que para todo x € X : h((x,1)) = p.

Un espacio topologico X es contrdctil si existe una contraccion h : X X
[0,1] — X.

Rocordemos la nocién de arco libre.

Definiciéon 9.4. Sean X un continuo y A un arco contenido en X con puntos
extremos p y q. Decimos que A es un arco libre de X si A — {p,q} es un
abierto en X.

También necesitamos saber qué es una dendrita.

Definicion 9.5. Una dendrita es un continuo localmente conexo que mo
contiene curvas cerradas simples.

[(~1,0), (1.O)] U (U (0.0), (%%)]) |

neN

Ejemplo 9.6. Sea

Fy

Este continuo es una dendrita y se conoce precisamente como F,,.

Ejemplo 9.7. Sean

Wg = [(—1,0), (0,0)] U (U K‘%’O) ’ <_% %)D

neN

y W =WxrUI(0,0),(1,0)]. Los continuos Wr y W son dendritas.
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Respecto de la no unicidad del (n, m)-ésimo hiperespacio suspension, en
[4] los autores demuestran los siguientes resultados:

Teorema 9.8. [4, Teorema 7.1] Si X es continuo localmente conexo y contra-
wble sin arcos libres y n,m € N con m < n, entonces X no tiene hiperespacio

unico HS)' (X).

Teorema 9.9. [/, Teorema 7.4] Si X una dendrita que no es continuo casi
enrejado y n,m € N con m < n, entonces X no tiene hiperespacio unico

HS™ (X).

10 Problemas abiertos

Las siguientes preguntas son de importancia actual y estan planteadas en

14].

Pregunta 8. [4, Prequnta 7.5/ Si X es un continuo descomponible yn,m € N
con m < n, entonces sHS! (X) es localmente arco conexo en F{'?

Ahora, para ver otra pregunta, consideremos el resultado siguiente demos-
trado en [4].

Teorema 10.1. [4, Teorema 5.8] Sean X un continuo hereditariamente in-
descomponible yn,m,s,t € N cont <sym <n.SiY esun continuo tal que
existe un homeomorfismo h : HS™ (X) — HSF(Y') con h(F§) = F., entonces
Y is homeomorfo a X.

Respecto del teorema 10.1, esta la cuestion siguiente.

Pregunta 9. [/, Pregqunta 7.6] ;Se sigue cumpliendo la conclusion del teore-
ma 10.1 si eliminamos la suposicion de que h(F{) = FL ¢

Finalizamos con esta pregunta.

Pregunta 10. [/, Pregunta 7.8/ Si X es un continuo localmente conexo que
no es casi enrejado, entonces ;X tiene hiperespacio unico HS? (X) para todo
n,m €N conm < n?
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