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Presentacion

Las «International Conferences On Mathematics and its Applications»
(CIMA) han sido una tradicion durante ya 20 afios, celebrandose anualmente.
En este evento, la Academia de Matematicas de la Facultad de Ciencias Fisico
Matematicas (FCFM) de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
(BUAP) colabora como organizadora junto con sus estudiantes. Contamos
con la participacion de destacados mateméticos a nivel internacional en estas
CIMA. Esta es la razon detras de la edicion del libro que tienen en sus manos.

La felicidad que este libro propone, mediante su divulgacion, investigacion
e intercambio de ideas, es resultado de la generosidad de muchos matematicos
que contribuyeron al «Tenth International Conference on Mathematics and
its Applications» (10CIMA, 2023), un esfuerzo profesional consolidado que
ha permitido la participacion de destacadas figuras de diversas universidades,
tanto nacionales como extranjeras, tanto en el desarrollo del 10CIMA, 2023
como en su documentacion escrita, que se materializa en este libro.

Los capitulos de este libro estan agrupados por secciones de acuerdo con
las areas tematicas correspondientes. Dichos capitulos han pasado por un
riguroso proceso de arbitraje.

Expresamos nuestro mas sincero agradecimiento a todos los arbitros por
su amabilidad, gentileza, dedicacién y labor cientifica. Agradecemos profun-
damente a Felipe de Jestis Aguilar Romero por su apoyo en la edicién de esta
obra y a Kevin Aguila Méndez por su apoyo técnico en esta obra 22.

Fernando Macias Romero
David Herrera Carrasco
Editores
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Capitulo 1

Una generalizaciéon del isomorfismo entre
transformaciones lineales y matrices

José de Jestis Sdez Macegoza, Ivin Fernando Vilchis
Montalvo
FCFM, BUAP

Resumen

Los espacios vectoriales sobre un campo dado son estructuras algebraicas
muy importantes dentro del dlgebra misma y son utilizados en practica-
mente todas las dreas de las matematicas para resolver diferentes tipos de
problemas. El atributo principal por el que se miden los espacios vecto-
riales es la dimension, la cual sabemos que no es otra cosa que el tamano
de su base. La dimensién sabemos que puede ser finita o infinita, sin em-
bargo, la mayor parte de los resultados que se conocen respecto a este
atributo ponen énfasis en espacios vectoriales de dimensioén finita. En este
trabajo exponemos resultados generalizados acerca de bases y dimensioén,
con el objetivo de llegar a generalizar el teorema que nos da un isomor-
fismo entre espacios de matrices y transformaciones lineales.

1 Introduccion

Este capitulo esta fundamentado en la tesis de licenciatura titulada “Los
funtores Hom y Tensor en la categoria de espacios vectoriales”, desarrollada
por el primer autor bajo la direcciéon del segundo. Los resultados que aqui se
presentan son los necesarios para demostrar una generalizacion del teorema
que nos da un isomorfismo entre transformaciones lineales y matrices.
Dentro de lo que se realiza en este trabajo, destaca lo siguiente:

e Se construye un espacio de funciones con soporte finito a partir de un
conjunto no vacio arbitrario pero fijo.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 José de Jesus Saez Macegoza, Ivan Fernando Vilchis Montalvo

e Se construye un espacio de matrices a partir del producto cartesiano de
dos conjuntos fijos pero elegidos de forma arbitraria.

e Se prueban teoremas respecto a base y dimensién con el objetivo de
poder elegir bases para nuestros espacios vectoriales.

e Se generalizan los conceptos de base ordenada y representacion en coor-
denadas.

e Finalmente, se prueba el teorema que nos da un isomorfismo entre las
matrices y las transformaciones lineales, esto para espacios de dimension
arbitraria.

2 Preliminares

Para efectos de este trabajo consideraremos los ntimeros naturales como
el conjunto N = {0,1,2,...}.

Notacion 2.1. En este capitulo, para indicar que V es un espacio vectorial
sobre un campo F', denotaremos gV .

Vamos a iniciar por construir un espacio vectorial a partir de un campo y
un conjunto no vacio en general.

Definicion 2.2. Si X es un conjunto no vacio y F' es un campo, definimos
el conjunto

FX={feP(X xF)| [ es funcion}.

Este conjunto es llamado el conjunto de las funciones de X en F.

Teorema 2.3. Si X es un conjunto no vacio y F' es un campo, entonces
#FX es un espacio vectorial, con la suma + : FX x FX — FX  donde para
f,g€ FX, (f+g)(x) = f(z)+g(x) para cada x € X y el producto por escalar
2 Fx FX — FX donde (cf)(z) = cf(z) parac € F, f € F¥X ytoda v € X.

Demostracion. Notemos que la funcion 0 : X — F, dada por 0(x) = 0, para

cada z € X, es un elemento de FX. Veamos que (FX,—i—,G) es un grupo
abeliano:

Matem&ticas y sus aplicaciones 22, Capitulo 1, paginas 5-33



Una generalizacion del isomorfismo entre transformaciones lineales y
matrices 7

1. Sean f,g,h € FX, entonces, para x € X tenemos lo siguiente:

(f + (g +h)(z) =f(x) + (9 + h)(z)
=f(z) + (9(z) + h(z))
=(f(z) + g(x)) + h(z)
=(f +9)(z) + h(z)
=((f+9) + h)(z)
es decir, f+ (¢9+h) = (f + g) + h, con lo cual establecemos la asocia-
tividad.

2. Sean f,g € FX, entonces, para z € X se tienen las siguientes igualda-
des:

de ahi que f+g=g9+ f.
3. Sea f € F'X, entonces para x € X tenemos lo siguiente:
(f +0)(z) =f(x) + 0(x)
=f(x)+0
=f(z)

por consiguiente, f +0 = f = 0 + f, por lo que 0 es el neutro aditivo
en FX.

4. Sea f € FX, definamos —f : X — F como (—f)(z) = —f(x), para
cada x € X, entonces se cumplen las siguientes igualdades:
(f + (=M)x) =f(x) + (=f)(z)
=f(z) + (= f(z))
=0
=0(z)

asi, —f es el inverso aditivo de f, para cada f € FX.

Matem&ticas y sus aplicaciones 22, Capitulo 1, paginas 5-33



8 José de Jesus Saez Macegoza, Ivan Fernando Vilchis Montalvo

Por lo tanto, (FX, —i—,ﬁ) es un grupo abeliano.
Vamos a mostrar que el producto por escalar propuesto satisface las propie-
dades de la definiciéon de espacio vectorial:

1. Sea f € FX, six € X, entonces (1f)(x) = 1f(x) = f(z), pues 1 es el
neutro multiplicativo en el campo F', de ahi que 1f = f.

2. Sean ¢,d € I, f € FX, entonces, para x € X, ((cd)f)(z) = (cd) f(x) =
c(df (z)) = c(df)(z). Por consiguiente, (cd)f = c(df).

3. Sean ¢,d € F, f € F¥X, entonces para x € X, ((c+d)f)(x) = (c+
D) (x) = of (2) + df (x) = (cf)(x) + () (), ot que (c + d)f = cf +df.

4. Sea c € F, f,g € FX, entonces para z € X, (c(f + g))(z) = c(f +
9)(x) = c(f(z) + g(z)) = cf(x) + cg(x) = (cf)(x) + (cg)(z), de ahi que
o(f+9)=cf +cg.

Por lo tanto, F~ es un espacio vectorial. [

El siguiente ejemplo nos muestra que a partir de un espacio vectorial
podemos construir otro.

Ejemplo 2.4. Consideremos un espacio vectorial gV, un conjunto no vacio
X y formemos el conjunto VX = {f : X — V| f es funcion}. Definamos
en VX una suma + : V¥ x VX — VX donde para f,g € VX, (f + 9)(z) =
f(x) + g(x), para cada x € X. Consideremos la funcion 0 : X — V, como
0(x) = 0, para cada v € X. Es claro que 0 € VX. Definimos en VX un
producto por escalar o 1 F x VX — VX, donde para c € F y f € VX,
(co f)(x) = cf(z) para cada © € X. De manera completamente similar al
Ejemplo 2.3, se muestra que con las operaciones definidas anteriormente,
VX es un espacio vectorial.

Una vez que hemos construido el espacio FX, vamos a mostrar un subes-
pacio de interés que tiene este ultimo y que de hecho sera el espacio que
utilizaremos para generalizar resultados de representaciéon en coordenadas y
matrices.

Notacion 2.5. En este capitulo, si pV es un espacio vectorial y W es un
subespacio de V', escribiremos W < V.

Matem&ticas y sus aplicaciones 22, Capitulo 1, paginas 5-33



Una generalizacion del isomorfismo entre transformaciones lineales y
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Notacion 2.6. Para indicar que un conjunto A es finito, escribiremos |A| <
0.

Definicion 2.7. Sean F' un campo, X un conjunto no vacio y f : X — F
una funcion. Definimos el soporte f como

sop(f) ={z € X[ f(x) # 0}.
Con lo anterior, definimos el conjunto
FX) — (f € F¥ | [sop(/)] < oo}.

Teorema 2.8. Si F es un campo y X un conjunto no vacio, entonces F(X) <
FX.

Demostracion.

e Sean f,g € FX) Tuego |sop(f)], |sop(g)| < oo, veamos que sop(f+g) C
sop(f) U sop(g), en efecto, sea x € sop(f + g), entonces (f + g)(z) # 0,
esto es f(z) + g(x) # 0, por lo que f(z) # 0 6 g(xz) # 0, asi que
x € sop(f) 6 x € sop(g), es decir, x € sop(f) U sop(g). Por lo tanto,
sop(f +g) € sop(f) U sop(g), entonces |sop(f + g)| < [sop(f) U sop(g)|
y dado que sop(f) y sop(g) son finitos se tiene que sop(f) U sop(g) es
finito, lo cual nos obliga a concluir que sop(f + g) es finito. Por lo tanto
f+geFX,

e Sabemos que 0 : X — F definida por 0(z) = 0, para cada x € X, es el
elemento neutro en F* ademas sop(0) = ), por lo que sop(0) es finito,
asi que 0 € F(X,

e Seana € I, f € F™)_ entonces para x ¢ sop(f) se tiene que f(z) =0
y por tanto af(z) = 0, es decir, (af)(x) =0, para x ¢ sop(f), ademaés,
si a = 0, entonces af = 0. Finalmente, si a # 0, entonces sop(af) =
sop(f), pues para cada z € sop(f), af(z) # 0, es decir, (af)(z) # 0,
por lo que sop(af) es finito, en consecuencia af € FX),

Por lo tanto, F&X) < FX ]

Matem&ticas y sus aplicaciones 22, Capitulo 1, paginas 5-33



10 José de Jesus Saez Macegoza, Ivan Fernando Vilchis Montalvo

Espacio generalizado de matrices

A partir del Teorema 2.3, vamos a construir un espacio generalizado de
matrices. Para esto es importante recordar que de acuerdo con el Axioma de
eleccion, a cada conjunto se le puede asociar un cardinal y todos los conjuntos
que tengan asociado tal cardinal son equipotentes. Para mas detalles sobre
esto el lector puede consultar [3].

Por el argumento anterior, lo que hagamos con conjuntos cualesquiera lo es-
taremos haciendo con todos los conjuntos equipotentes a éstos.

Consideremos conjuntos no vacios I/, J y F' un campo. Como I x J es un
conjunto no vacio, por el Teorema 2.3, se tiene que F'*/ es un espacio vec-
torial, con las operaciones definidas como (A + B)(i,7) = A(i,7) + B(i,j) y
(cA)(i,7) = cA(i, j), para cada A, B € FI*/ c € F, (i,j) € I x J. Nosotros
estarfamos tentados a definir a 7>/ como el espacio de matrices de I x J.
Sin embargo, si bien es cierto que las operaciones de suma y producto por
escalar funcionan bastante bien, al querer definir un producto analogo al que
se define para matrices de dimensiones finitas, tendriamos dificultades, pues
podriamos tener sumas de una infinidad de elementos no cero del campo, lo
cual no tiene sentido. Antes de continuar construyendo esta generalizacion de
espacios de matrices, vamos a ponernos un poco de acuerdo con la notacion.

Notacion 2.9. Si A € FI*7 como para cada (i,7) € I x J, A(i,j) € F,
entonces denotaremos A(i, j) = a;;, donde a;; € F, para cada (i,7) € 1 x J.
Denotaremos A como A = (a;j)ierjes. Mds ain, siempre que sea claro los
conguntos I y J que se utilizan, denotaremos solamente A = (a;;).

Continuando con nuestra construccion, si A € F*/ entonces para cada
j € J, podemos definir la funcion A( ,j) : I — F, como A( ,7)(i) = a;j.
Consideremos el conjunto

My (F) ={A € F™ | |sop(A( ,j))| < oo, para cada j € J}.

Notemos que si A, B € M ;(F) y c € F, para cada j € J, en realidad
A(,7),B( ,7) € FU, pero sabemos que FY) < FI por lo que A( ,j) +
B( ,j) € FO y cA( ,j) € FU, de esta manera se concluye que A + B €
M (F)y cA e My ;(F) . Ademas, es claro que la funcion 0: I x J — F,
definida por 0(z, j) = 0 para cada (i,j) € I x J, satisface que sop(0( ,7)) es
finito, para cada j € J, por lo que 0 € My (F). Por lo tanto, My, ;(F) <

Matem&ticas y sus aplicaciones 22, Capitulo 1, paginas 5-33



Una generalizacion del isomorfismo entre transformaciones lineales y
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F*7 v consecuentemente, My, ;(F) es un espacio vectorial sobre el campo
F. A este nuevo espacio, le damos un nombre en la siguiente definicién.
b

Definicion 2.10. Sean I, J conjuntos no wvacios y F' un campo. El espa-
cio vectorial My (F) es llamado el espacio de las matrices I x J con
coeficientes en I

Una vez que tenemos definido este nuevo espacio de matrices, vamos a
definir para una matriz de este estilo sus filas y columnas.

Definicion 2.11. Sean I, J conjuntos no vacios y A € My (F).

e Para cadai € I, definimos la i-ésima fila de A como la funcion A(i, ) :
J — F, dada por A(i, )(j) = a;j, para cada j € J.

e Para cada j € J, definimos la columna j-ésima de A como la funcion
A( ,7): I — F, dada por A( ,j)(i) = ai;, para cada i € 1.

Es importante mencionar que cuando los conjuntos I y J son finitos, es-

tariamos hablando de los espacios de matrices finitas ya conocidos. También,
de acuerdo a nuestra definicién, las columnas de nuestras matrices son finitas,
dejando la posibilidad de que las filas sean infinitas.
Vamos a definir un producto en este espacio de matrices. Consideremos 1, J
y K conjuntos no vacios. Si A € M. ;(F)y B € M xk(F), proponemos el
producto de A con B como (AB)(i, k) = >, ; a;jbjr, paracadai € I, k € K.
Ahora, para k € K, como B € M.k (F), entonces sop(B( ,k)) = Jy, con
Jo € J un conjunto finito. Notemos que si j ¢ Jy, entonces a;;b;, = 0, por
lo que en realidad (AB)(i, k) = >_,c; aijbji, para cada i € I,k € K. De esta
manera, la suma anterior es finita. Ahora, si i € sop((AB)( , k), entonces
(AB)(i, k) # 0, esto es Zje,o a;;bji # 0, por consiguiente existe jo € Jy tal
que a;;objor 7 0, pero b, # 0, ya que jo € sop(B( ,k)), asi que a;j, # 0, esto
es, i € sop(A( ,jo)). De esta manera, sop((AB)( ,k)) C U;c,, sop((A( ,74)),
pero e, sop((A( ;7)) es un conjunto finito, pues es la unién finita de con-
juntos finitos, lo que nos lleva a concluir que sop((AB)( ,k)) es finito, esto
para cada k € K. De esta manera AB € M.k (F) y por lo tanto nuestra
propuesta tiene sentido.

Definiciéon 2.12 (Producto de matrices). Sean F' un campo, I, J, K con-
Juntos no vacios, A € My ;(F), B € M xk(F). Definimos el producto de

Matem&ticas y sus aplicaciones 22, Capitulo 1, paginas 5-33



12 José de Jesus Saez Macegoza, Ivan Fernando Vilchis Montalvo

A con B como la matriz AB € My (F), definida por
(AB)(i, k) =) _ aijbji
jeJ
para cadat € I, k € K. No estd de mds mencionar que por construc-
cion, la dltima suma es un elemento del campo.

En la siguiente proposicion se exhibe que este producto satisface las mis-
mas propiedades que el producto conocido para matrices finitas.

Proposicion 2.13 (Propiedades del producto de matrices). Sean I, J, K,
L conjuntos no vacios, A € Mix;(F), B € Mxg(F), C € Mjux(F),
D e Mgy (F) ya € F. Entonces, se cumplen las siguientes propiedades:

1. ABB+C)=AB+ AC.

2. A(BD) = (AB)D.

3. (0A)B = A(aB) = a(AB).
Demostracion.

1. Como B,C € M uk(F), entonces B+C € M.k (F'), en consecuencia
A(B+ C) € Mixk(F). De igual forma, AB, AC € Mxx(F), por lo
que AB + AC € M «k(F). De aqui concluimos que las matrices de
ambos lados estan definidas en los mismos conjuntos, ahora veamos que
son iguales en cada pareja (i,k) € I x K, en efecto

(A(B+C))(i,k) =) _A(i,5)(B +C)(j. k)

jeJ

= Z(aij(bjk + ¢jk))
jeJ

= (aibj + aijesr)
jeJ

= Z aijbjk -+ Z az’jcjk
jeJ jedJ

— (AB)(i, k) + (AC)(i, k)

esto sucede para cada i € I, k € K, por lo que A(B+ C) = AB + AC.

Matem&ticas y sus aplicaciones 22, Capitulo 1, paginas 5-33
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2. Como B € Myxg(F),D € Mgyr(F), entonces BD € M. (F),
pero A € My, ;(F), asi que A(BD) € M;r(F). Por otro lado, como
A € M (F),B € Mjyg(F), entonces AB € Myx(F) y como
D € Mgy (F), entonces (AB)D € My (F). Asi, hemos visto que en
ambos lados de la igualdad tenemos matrices definidas en los mismos
conjuntos. Ahora, falta ver que son iguales en cada elemento de su
dominio, en efecto, sea v € I, | € L, entonces, desarrollando el lado
izquierdo de nuestra igualdad tenemos:

(A(BD))(i,1) = Y A(i, j)(BD)(j.1) ()

jed

()
jeJ keK
= Z Z @;jbjrdy.

jeJ keK

Si ahora desarrollamos el lado derecho de la igualdad, obtenemos:

((AB)D)(i,l) = Z(AB)(@', k)D(k,1) (IT)

keK

=y (Z aijbjk> dy

keK \jeJ

= Z Z az’jbjkdkl

keK jed

= Z Z az’jbjkdkl-

jeJ keK

Comparando (I) y (II), tenemos que (A(BD))(i,l) = ((AB)D)(i,1),
para cada i € I, [ € L. Por lo tanto, A(BD) = (AB)D.
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3. Veamos que (aA)B = A(aB):
((aA)B)(i,k) = ) (aA)(i, j)B(j. k)

jeJ
= Z ozaijbjk
JjeJ
=Y ai(aby)
jeJ
= " A(i, j)(aB)(j, k)
jeJ

= (A(aB))(i, k).

Como lo anterior sucede para cadai € I, k € K, tenemos que («A)B =
A(aB). De manera similar se muestra que («A)B = a(AB).

]

Asi las cosas, este producto de matrices se comporta igual de bien que
el conocido para matrices finitas. De hecho, las matrices finitas se pueden
considerar un caso particular de las que nosotros proponemos, considerando
I'=my J=n,donde m,n € N\ {0}. (Recordemos que los ntimeros natura-
les se pueden considerar como conjuntos, esto se puede consultar en [3]). Si
tenemos un campo F'y consideramos las clases

Fin(Matp) = {Myxn(F) | m,n € N\ {0}}
y
Matp = {Myx,;(F) | Iy J conjuntos no vacios }

se cumple que Fin(Matr) C Matp y la contencion claramente es propia.

3 Bases y dimensién

En esta secciéon vamos a exponer generalizaciones de los resultados con
respecto a base y dimension de espacios vectoriales. Es importante mencio-
nar que para que estos resultados tengan sentido estamos asumiendo en todo
momento el Axioma de eleccion. El desarrollo de estos resultados se funda-
menta principalmente en dos teoremas de la teoria de conjuntos, los cuales se
enuncian a continuacion.
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Teorema 3.1 (Lema de Zorn). Todo conjunto parcialmente ordenado no va-
cio en el que toda cadena tiene una cota superior, tiene al menos un elemento
mdximo.

Teorema 3.2 (Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein). Sean A y B con-
juntos. Si |A| < |B| y |B| < |Al, entonces |A| = |B|.

Empezaremos por recordar la definicion de base y equivalencias que se
utilizaran para el desarrollo de los resultados que se exponen.

Notacion 3.3. Si gV es un espacio vectorial y X es un subconjunto de V,
para denotar al subespacio generado por X escribiremos (X).

Definicion 3.4 (Conjunto generador). Sea gV un espacio vectorial y S C V.
Decimos que S genera a 'V, si (S) = V. En tal caso también se dice que S es
un conjunto generador de V.

Observacion 3.5. Dado que V CV y (V) =V, entonces V' es un conjunto
generador de V', por lo que se concluye que todo espacio vectorial tiene con-
juntos generadores.

De igual forma, dado que ) es l.i en cualquier espacio vectorial pV, se con-
cluye que todo espacio vectorial tiene conjuntos ..

Notacién 3.6. Para un espacio vectorial gV, denotamos:

Z(V)= {LCV|Lesli}.
G(V)= {GCV |G genera a V}.

Por la Observacion 3.5, ambas familias son no vacias.

Definicion 3.7. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F, B C V.
Decimos que B es una base para V' si B es linealmente independiente y genera

aV.

Teorema 3.8 (Caracterizacion de las bases). Sea gV un espacio vectorial.
Son equivalentes para B C V' :

1. B es base de V.

2. B es un elemento mdzimo en I (V).
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3. B es un elemento minimo en G (V).

Demostracion. 1. = 2.: Supongamos que B es base de V. Claramente, B €
Z (V). Veamos que es maximo, supongamos que B C B’; luego, existe x € V
tal que z € B'y ¢ ¢ B, como (B) = V, entonces B U {z} es L.d, ya que
r eV =(B) = (BU{z})\ {z}), pero BU{z} C B, con BU {z} 1d,
por consiguiente B’ es 1.d, de ahi que B’ ¢ Z(V') y asi queda establecida la
maximalidad de B en Z (V).

2. = 3.: Supongamos que B es un elemento maximo en Z(V'), luego B € Z(V).
Primero veamos que V = (B), es claro que (B) < V. Ahora, sea x € V|
entonces x € B 6 x ¢ B. Six € B, como B C (B), trivialmente se tiene que
xr € (B).Siz ¢ B, entonces B C BU{x}, pero B es maximo en Z(V'), asi que
BU{z} es 1.d, luego existe una combinacion lineal > " | a;x; +an412 = 0, con
a; € F,x; € B,cona; # 0, paraalgini € {1,...,n+1}, sl a,41 = 0, entonces
Yo ax; =0, con a; # 0, para algin ¢ € {1,...,n}, pero esto es absurdo ya
que B es Li, de ahi que a,,11 # 0, en consecuencia x = > 1 (—a,{,a;)z;, con
lo que x € (B). Por lo tanto, de cualquier manera V' < (B), por consiguiente,
V = (B), es decir, B € G(V).

Ahora, falta ver que B es minimo en G(V'), en efecto sea B’ C B, luego
existe v € V tal que x € By x ¢ B, asi B'U {z} C B, como B es li,
tenemos que B’ U {x} es Li, luego, para cada y € B’ U {x}, tenemos que
(B"U{z}\ {y}) < (B"U {z}), en particular, (B'U {z}\ {z}) < (B'U {z}),
es decir, (B') < (B’ U {z}), luego, como B’ C B’ U {z} C B, entonces
(B') < (B'U{z}) < (B) =V, conlo que (B") <V, estoes B" ¢ G(V), con
lo que se establece la minimalidad de B en G(V).

3. = 1.: Dado que B es minimo en G(V), se tiene que V = (B). Ahora, como
B es un generador minimo, para cada z € B, (B \ {z}) <V = (B), lo que
implica que B es Li. O

A continuacién exponemos un teorema y un corolario que tienen que ver
con la existencia de bases.

Teorema 3.9. Sea pV un espacio vectorial, L un conjunto l.i en V y G un
congunto generador de V tales que L C G. Entonces existe una base B tal
que L C B CQG@G.

Demostracion. Consideremos el conjunto parcialmente ordenado (I', C), don-
de
={XeZ(V)|LC X CG}.
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Dado que por hipotesis L € T, tenemos que I' # ). Sea C = {C;}ic; una
cadena contenida en I' y consideremos C' = J,.; C;. Notemos que para cada
1€ 1, C; CC,lo que implica que C' es una cota superior para C. Nos falta
ver que C' € I'. Primero observemos que para cada ¢ € I, L C C; C G, por lo
que L C C C G. Ahora mostremos que C' es L.i en V, para eso tomemos un
subconjunto finito H = {x1,...,z,} contenido en C, entonces para cada j €
{1,...,n}, existe i; € I tal que z; € Cj,. Dado que C es una cadena, también
lo es {C; }7_, en consecuencia, existe N € {1,...,n} tal que Jj_, Ci; = Ci
Observese que H C U?:1 Ci; = Ciy, por consiguiente, H C C;, y como Cj,
es L.ien V, también H debe ser L.i en V', de ahi que C es l.i en V', concluyendo
que C' € T'. Asi las cosas, hemos mostrado que toda cadena contenida en
I' tiene una cota superior en I', por el Lema de Zorn, I' tiene un elemento
méaximo, digamos B. De la definicién de I" se tiene que Besliy L C B C G.
Para mostrar que B es base de V' necesitamos exhibir que V' = (B). En efecto,
si (B) <V, como V = (G), G € (B), de lo contrario, V = (G) < (B) <V,

lo que implicaria que V' = (B), en contra de nuestra suposicion. Luego, existe
y € G tal que y ¢ (B), dado que B es L., se tiene que BU {y} es lLien V,
ademas, L C B C BU{y} C G. Asi, se tiene que BU{y} € I'con B C BU{y},
contradiciendo la maximalidad de B en I'. Por lo tanto, V = (B) y asi B es
una base de V' con las condiciones buscadas. ]

Corolario 3.10.
1. Todo espacio vectorial tiene base.

2. Todo conjunto l.i en un espacio vectorial estd contenido en una base de
V.

3. Todo conjunto generador contiene una base.

Demostracion. Sea gV un espacio vectorial.
1. Aplicando el Teorema 3.9 a L = () y G =V se obtiene la base deseada.
2. Si S esun conjunto l.ien V', se aplica el Teorema 3.9a L =Sy G=V.

3. Si G’ es un conjunto generador de V, se aplica el Teorema 3.9 a L = ()
yG=G.

]
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Vamos a generalizar el teorema de reemplazo para cualquier espacio vec-
torial (no necesriamente de dimension finita).

Teorema 3.11 (Teorema de reemplazo). Sea gV un espacio vectorial, B una
base de V' y S un conjunto l.i en V. Entonces existe S C B tal que SU S’ es
base de V.

Demostracion. Consideremos la familia
A={TCB|SUTeZ(V)}

ordenada por inclusiéon de conjuntos. Notemos que () € A, por lo que A # 0.
Consideremos C = {C;}ie; € A una cadenay C' = |J,.; Ci. Notemos que C; C
C para cada ¢ € I, por lo que C' es una cota superior para C. Mostremos que
C € A, para eso tomemos un conjunto finito H = {z1,...,Zp, Y1, .-, Ym} C
SUC, donde z; € S, y; € C,parai € {1,...,n}yj € {1,...,m}. Luego,
para cada j € {1,...,m}, existe i; € I tal que y; € Cj;. Como C es una
cadena, también lo es {C; }7.,, por consiguiente, existe k € {1,...,m} tal
que {y;}72; € Ck, lo cual implica que H C S U Cy. Dado que S U Cj es
Li, H es 1.i y por tanto S U C es l.i, de donde se concluye que C' € A. Por
el Lema de Zorn, A tiene un elemento méximo, digamos S’. Asi las cosas,
SUS eslien V, para ver que es base nos resta ver que (SUJS") = V. Si
(SUS’) <V, como V = (B), existe x € B tal que = ¢ (SUS’), lo que implica
que S U (S"U{z}) es Li, por tanto, S’ U{z} € A con S’ C 5" U {z}, lo que
contradice la maximalidad de S’. Por lo tanto, S U S” genera a V', con lo que
se establece que S U S’ es base de V. ]

Observacion 3.12. Del teorema anterior podemos deducir que si gV es un
espacio vectorial y S CV es Li, existe " CV tal que SNS =0 y SUS" es
base de V.

Definicion 3.13 (Suma directa). Sea pV un espacio vectorial, W y K subes-
pacios de V. Decimos que V' es suma directa de W y K siV =W + K y
W N K ={0}. Ademds, se dice que W es un complemento de K y que K es
un complemento de W.

Debido a la existencia de bases se tiene que todo subespacio tiene un
complemento.
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Teorema 3.14. Sea V' un espacio vectorial, W < V. Entonces existe W' <
V tal que V=W e W'

Demostracion. Como W < V| en particular es espacio vectorial, por el Co-
rolario 3.10, existe S C W tal que S es base de W. Ahora, como S es Li
en Wy W C V, entonces, S es 1.i en V, luego, existe S C V tal que
SNS =0y SUS es base de V. Consideremos W' = (S’). Vamos a
mostrar que V = W @& W', veamos primero que V = W 4+ W' en efec-
to, V.= (SUS) = (S) + (S) = W + W'. De lo anterior, tenemos que
V =W + W’. Finalmente, vamos a demostrar que W N W' = {0}. Suponga-
mos que © € WNW’, luego, z € (S) yx € (S),asl, x = ., a;x; cona; € F,
zp € S,n e N\{0},ie{l,....n}yz=>37" byjcona; € F,y; €9,
m € N\ {0}, j € {1,...,m}, entonces, 0 = x —x = > " ayv; — Y, by,
con z;,y; € SUS’, pero como S US" es Li, entonces a; = 0, b; = 0, pa-
ra cada i € {1,...,n}, j € {1,...,m}, con lo que x = 0. Por lo tanto,
V=WwWaoWw. O

Es conocido para espacios vectoriales de dimension finita que todas las
bases tienen el mismo ntmero de vectores y a tal ntimero comun le llamamos
la dimension del espacio. El siguiente teorema establece que en el caso general,
todas las bases de un espacio vectorial tienen la misma cardinalidad.

Notacion 3.15. Si A, B son conjuntos y f : A — B es una funcion inyectiva,
podemos denotar f : A — B. La notacion antes mencionada indicard que la
funcion es inyectiva, aun cuando no se diga en palabras.

Si A C B, para denotar la funcion inclusion . : A — B, definida por 1(a) = a,
para cada a € A, se escribird simplemente A — B. Dicha notacion se referird
a la inclusion, aun cuando no se diga explicitamente.

Teorema 3.16. Sea V' un espacio vectorial, A y B bases de V. Entonces
| Al = [B.

Demostracion. Consideremos el siguiente conjunto:
Q={;,F,) | I, CAF,: I, — B,(B\ [F,(I;)])Ul, esLien V}.

Es importante comentar que ) es una familia de parejas (I, F,), donde
I, C A F,: I, — B es una funcion inyectiva. Se pide que B\ [F,(I,)]
sea ajeno con I, y su unioén sea l.i en V. De manera conjuntista, a B le qui-
tamos la imagen de I, bajo F, y la reemplazamos por /.
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Definamos la relaciéon < en () de la siguiente manera: (I, Fy) < (I, F}) si
y solo si I, C I, y Fy, = F,, para cada (I, F},), (I, F,) € Q. Veamos que
(@, <) es un COPO:

Reflexividad: Sea (I,,F;) € Q, luego I, C I, y F,;, = F;, por lo que
(I, Fp) < (1, Fy).

Antisimetria: Sean (I, F,),(l,, F,) € @ y supongamos que ([, F,) <
(I, F) v (I,,F,) < (I, F,), luego I, C I, y I, C I,, entonces I, = I,.
Ademaés, Fy;, = F, y Fy, = F,, entonces I, = Iy, = Fy;, = F,. Por lo
tanto I, = I, y F, = F),, es decir, (I, F,) = (I, F}).

Transitividad: Sean (I,,F},),(I,, F,),(I.,F,) € (@, supongamos que
(I, Fy) < (I, F,) vy (I,,F,) < (I,,F,), entonces I, C I, y I, C I, por
transitividad I, C I., ademas Fy;, = F, y F.i, = F,, observemos los si-
guientes diagramas:

-

B

=
o
>

-

l,—B

Y

L
Fe

NS

xT

asi, tenemos que Fy;, = (F., )i, = Fyr, = Fp. De ahi que I, C I,y
F. 1, = Fy, es decir, (I, F,) < (1, F.).

Por lo tanto, (@, <) es un COPO.

Ahora bien, tenemos que ) € (), § : ) — B es inyectiva por vacuidad y
B = [B\0(0)]U0 es Li, dado que B es base de V, por consiguiente (0, () € Q,
con lo cual se tiene que Q # 0.

Consideremos un conjunto no vacio X y I' = {(I, F;)},. x una cadena de Q.
Definamos la funcién

F: Upexl. = B
v = Fy(v), sivel,.

En primera instancia, vamos a mostrar que F esta bien definida, para eso,
supongamos que v € I, y v € I, con (I, F,),(I,, F,) € I, como I' es una
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cadena, entonces (1, F,) < (I, F,) 6 (I,,F,) < (I,,F,); sin pérdida de ge-
neralidad supongamos que (1, F,) < (1., F,), entonces I, C I,, por lo que
v € I, entonces F;(v) = F,y,(v) = F,(v), asi, hemos mostrado que F' esté
bien definida. Vamos a ver que F' es inyectiva, en efecto, si v,w € (J,cx Lo
con v # w, entonces v € I, y w € I,, para algunos y,z € X. Sin perdida de
generalidad, supongamos que (1, ) < (I, F,), asi I, C I, y en consecuen-
cla, v,w € I,. Ademéas, F(v) = F,(v) = F,(v) # F,(w) = F(w), puesto que
F, es inyectiva.

Ahora, vamos a exhibir que [B\ F (U,ex I2)] U (Uyex z) es Lien V, en
efecto, sabemos que

S COIRCORQICEDINCD
(ur)

- [N B\ Fw)
LxeX

ast, si {v1,..., 0} C ex(B\ F(L)) v {wi,...,wn} € U,cx Iz, entonces
{wi,...,wy} C I,,paraalginy € X, yaqueI' esunacadenay {vy,...,v,} C
B\ F(1,), asi tenemos que {vy,...,v,,w1,...,wy} C (B\ F(I,))Ul,, el cual
es Li, por lo que {vy,..., vy, wy,...,wy,} es Li. Asi las cosas, hemos mostrado
que cualquier subconjunto finito de [B\ F (U,cx 1z)] U (U ex Is) €s Li, por
lo tanto, [B\ F (U,ex 12)] U (U,ex Iz) es Li. Finalmente, vamos a ver que
B\ F (U,ex o) ¥ U,ex Lo son conjuntos ajenos, en efecto, supongamos que
existe v € [B\ F (U,ex Lo)] N (U,ex L), entonces v € N, (B\ F(1,)) v
v € I, para algin € X, con lo que v € (B\ F(I,))NI,, para algin x € X,
pero esto es absurdo pues para cada x € X, (B\ F(I,))NI, = (). Por lo tanto,
B\ F (U,ex L) ¥ Upex L son ajenos.

Con todo lo anterior, tenemos que (UxGX 1., F) € (), ademés es una cota
superior para I', ya que para cada v € X, I, € U,ex lo vy Fl1, = Fi, es
decir, para cada (I, F,) € I, (I, F,) < (Uzex Ix,F). Por el Lema de Zorn,
(@ tiene un elemento maximo, digamos (M, g). En particular, g : M — B es
una funcién inyectiva y (B \ g(M))UM es Lien V.

Vamos a demostrar que B\ g(M) = 0 6 A\ M = (), supongamos que no
es asi, entonces existe v € V tal que v € B\ g(M) y A\ M # (), entonces
(B (g(M) U {o}))OM es Li en V, ya que (B \ (9(M) U {0}))OM C (B \
g(M))UM y (B\ g(M))UM es Li. Ademas, ((B\ (g(M) U {v}))UM) # V,
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pues de no ser asf, tendriamos que v € ((B\ (g(M) U {v}))UM) y por con-
siguiente, (B \ g(M))UM serfa 1.d, lo cual es absurdo. Mas atn, A\ M ¢
(B ((M) U {u}))OM), pues si A\ M C ((B\ (g(M) U {v}))OM), ten-
driamos que A = (A\ M)U M C <(B \ (¢(M) U {v}))UM), asi, tendriamos
que V = (A) < {((B\ (g(M) U {v}))UM), por lo que

V= ((B\ (9(M)U{v}))uM),

lo cual mostramos que no es posible. Asi las cosas,

ANM € (B (g(M) U {0})UM),

por lo que existe w € V tal que w € A\ M y w ¢ ((B\ (9(M) U {v}))UM).
Consideremos M = M U {w} y definamos § : M — B por g(w) = v y
g(m) = g(m) para m € M. Es claro que g es inyectiva. Veamos que (M,g) €
Q, en efecto, [B\ g(M)]UM = [B\ (g(M) U {v})] U (M U {w}), el cual
es Li, ya que v,w ¢ ((B\ (9(M) U {v}))UM). Ademas, B\ (g(M) U {v})y
M U{w} son ajenos, de otra manera w € (B \ (¢(M) U {v}))UM), lo que es
absurdo. Por consiguiente, (M,g) € Q, ademas, M C M y en consecuencia
(M, g) < (M,73), pero esto contradice la maximalidad de (M, g) en Q. Por lo
tanto, B\g(M) = 0 6 A\M = (). Analicemos cada caso. Si A\ M = (), entonces
ACMCA asi A= My (B\ g(A)UAes Lien V, pero A es L.i maximo,
pues es base de V, entonces B\ g(A) = 0, consecuentemente B = g(A),
lo que implica que g : A — B es una biyecciéon y por lo tanto |A| = |B].
Si B\ g(M) = (), entonces B C g(M) C B, es decir, B = g(M), entonces
g : M — B es suprayectiva, con lo que |A| > |M| > |B|, por transitividad,
|A| > |B|. Tomando una familia de parejas con las mismas caracteristicas
que @, pero ahora considerando subconjuntos de B y realizando el mismo
razonamiento tendriamos que |B| > |A|, aplicando el Teorema de Cantor-
Schroeder-Bernstein, tenemos que |A| = |B|. O

Definicién 3.17 (Dimension de un espacio vectorial). Si gV es un espacio
vectorial, definimos la dimension de V' como |B|, donde B es una base de

V.

En el siguiente ejemplo vamos a calcular la dimensién de nuestro espacio
FOO.,
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Ejemplo 3. 18 Consideremos un campo F' y X un conjunto no vacio. Recor-
demos que FX) = {f € FX | |sop(f)| < oo}. Vamos a ver que dim(F™)) =
|X], conszderemos la funcion

b: X — F&X
= S

donde 0, : X — F se define por d,(x) =1 y §,(y) =0, siy # x. Veamos
primero que § : X — FX) es inyectiva, en efecto, sean x,y € X con & # v,
si 6(x) = 0(y), entonces 1 = 6,(x) = 0,(x) = 0, es decir, 1 =0, lo cual es
absurdo dado que F es campo, asi que §(z) # §(y). Por lo tanto § : X — F&X)
es inyectiva, ademds Im(0) = {0, tzex, porlo que 6 : X — {0, }rex ya es una
funcion biyectiva. Ahora, por simplicidad denotemos B = Im(6) = {9, }zex,
demostremos que B es una base de F&X:

e B es Li: Supongamos que Y i ¢;i6,;, = 0, conn € N\ {0}, ¢; € F,
ds;, € B, 1 € {1,...,n}. Ahora, para cada j € {1,...,n} tenemos las
siguientes igualdades:

3 _<z) —0(2;) =0

es decir, ¢; = 0 para cada j € {1,...,n}. Porlo tanto, B es L.i en FX),

o B genera a FX): Sea f € FX). Si f =0 es inmediato, asi que podemos
suponer que f # 0, entonces sop(f) = {x1,...,x,} para algin n €
N\ {0}, por lo que f(x;) = ¢; con ¢; # 0 para j € {1,...,n}. Veamos
que f =" by, en efecto, six ¢ sop(f) la igualdad se ve de forma
inmediata. Ahora, para cada j € {1,...,n}, (x; € sop(f)), tenemos lo

siguiente:
f('r]) C C.] Zj x] <Z Ci xz) .7

Ast las cosas, tenemos que para cada x € X, f(x) = (D1, ¢ids,) (),
de ahi que f = " | ¢;0y,. De esta manera queda demostrado que B
genera a F&.

De lo anterior tenemos que dim(FX)) = |B| = | X|. De esta manera se tiene
que dz’m(F(X)) = Kk, donde k es el cardinal asociado a X, el cual puede ser
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finito o infinito, en otras palabras la dimension de F'X) depende del cardinal
de X.

En la siguiente definicién generalizamos el concepto de base ordenada.

Definicion 3.19 (Base ordenada). Sea gV un espacio vectorial. Si B es una
base de V', I es un conjunto no vacio y o : I — B es una funcion biyectiva,
decimos que la terna B = (B, 1,0) es base ordenada para V.

Ejemplo 3.20. Consideremos un campo I y el espacio vectorial de los poli-
nomios F[xz]. Sabemos que B = {a™ | n € N} es una base de Flz]. Es facil
ver que

c: N — B

n — "

es una funcion biyectiva, por lo tanto la terna B = (B,N,0) es una base
ordenada para F[z].

4 Transformaciones lineales e isomorfismos

Vamos a iniciar esta seccién exponiendo la propiedad universal de las
bases, que es una herramienta muy importante para definir transformaciones
lineales.

Notacion 4.1. Si f : A — B y g : B — C son funciones, la composicion
go f:A— C la denotaremos por gf, es decir, go f = gf.

Teorema 4.2 (Propiedad universal de las bases). Sean pV un espacio vec-
torial y B = {x;}ier C V. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. B es base de V.

2. Para cada espacio vectorial pW y para cada funcion f : B — W,
ewiste una tinica transformacion lineal T : V' — W tal que T\p = f. Lo
anterior lo podemos resumir diciendo que el diagrama

B—1ow

| A

V

conmuta.
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Demostracion.

1. = 2.: Supongamos que B es base de V. Sea pW un espacio vectorial y
f : B — W una funcién. Luego, cada x € V tiene una tnica representacion
v = Zie[ a;,x;, con a;, € F'y a; =0 para casi toda ¢ € I. Lo anterior nos
permite definir la funcion:

T: V — W
Zigaiﬂizx = Zie[aixf(xi)‘

Vamos a ver que T es una transformaciéon lineal, en efecto, sean ¢ € F,
x,y €V, luego,

Tx+cy)=T (Z a;, T; + CZ a,-yxi> =T (Z(aiw + caiy)xz)

il il il
=S (@i, +can) fla) = 3 an fla) + 3 (eas,) ()
iel iel icl
= Z a;, fx;) + CZ a;, f (x;) = (Z a;, xl> + T (Z azyxl>
i€l i€l el el

=T (z) + T (y).

Por lo tanto, T : V. — W es una transformacion lineal. Ahora, si z; € B,
entonces x; = 1 - x;, ast, Tip(x;) = T(z;) =T(1-2;) =1 f(a;) = f(a;), con
lo que se tiene que Tjp = f.

Finalmente, probaremos la unicidad, para eso, supongamos que existe otra
transformacion lineal U : V' — W tal que Up = f, veamos que U = T, en
efecto, sea # € V, luego, * = >, a;, 7, con a;, € F, con a;, = 0 para casi
toda 7 € I. Entonces, tenemos las siguientes igualdades:

U(x)=U (Z az@%) = Zall Zazlf x;) (Z alzxz>

el el el el

=T(x)

Asi las cosas tenemos que U = T y de esta manera se establece la unicidad.
2) = 1): Supongamos que para cada espacio vectorial W y para cada funcion
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f B — W, existe una tunica transformacion lineal 7' : V. — W tal que
Tip = f. Debemos mostrar que B es base de V. Primero veamos que B es Li.
Si B es L.d, existe x € B tal que z € (B \ {z}). Sabemos que el campo F' es
un espacio vectorial sobre si mismo, por lo que podemos definir la funcion

f: B —= F
x =1
x#y — 0.

Por hipétesis, existe una tnica transformacion lineal T : V' — F tal que
Tig = f. Ahora, como x € (B \ {z}), entonces x = )., a;,z;, con x; # x,
a;, € Fya;,, =0 para casi toda ¢ € I. Asi, tenemos que

l=f(x)=T(x)=T (Z aizxi> = ZaizT(%’) = Zalzf(xl) =0.

icl

Asi, 1 = 0, lo cual es absurdo debido a que F es campo. Por lo tanto, B es
Li.

Ahora, demostremos que V = (B). En efecto, si (B) < V, por el Teorema
3.14, existe {0} # W < V tal que V = (B) & W. Consideremos la funcion
inclusion B < V. Ahora, la funciéon S : V = (B) @ W — V, definida por
S(zr +w) = x, con x € (B),w € W, es una transformacion lineal tal que
Sip = t. Ademas, la funcion Idy : V — V tambien es lineal y cumple que
Idyip =t. Como (B) <V, existe y € V tal que y ¢ (B), asi que y = x + w,
conx € (B) y w e W\ (B), por consiguiente S(z) = x # y = Idy(y). Asi las
cosas, la funcién inclusion B < V tiene dos trasformaciones lineales distintas

con la propiedad enunciada en 2), lo cual no es posible por hipédtesis. Por lo
tanto, V = (B). Asi las cosas, B es base de V. O

Observacion 4.3. De lo anterior, se concluye que si pV,p W son espacios
vectoriales y B una base de V', entonces, |Homp(V,W)| = !WB|.

Vamos a dar la definiciéon de isomorfismo que utilizaremos en el desarrollo
de nuestros resultados.

Definicion 4.4 (Isomorfismo). Sean pV y pW espacios vectoriales. Un iso-
morfismo entre V. y W es una transformacion lineal T : 'V — W biyectiva.
Cuando existe un isomorfismo entre V-y W, se dice que V- y W son isomorfos
y se denota V =W.
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Observacion 4.5. Un isomorfismo manda bases en bases.

Teorema 4.6. Sean pV y pW espacios vectoriales. Entonces, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. V=W,
2. dim(V') = dim(W).

Demostracion. 1. = 2.: Supongamos que V = W luego existe un isomofismo
T :V — W. Sea B una base de V, luego, T'(B) es una base de W, ademas,
T||§(B) : B — T(B) es una funcion biyectiva. Asi, dim(V') = |B| = |T(B)| =
dim(W).

2. = 1.: Supongamos que dim(V') = dim(W). Por el Corolario 3.10, sabemos
que todo espacio vectorial tiene base y por el Teorema 3.16, todas las bases de
un espacio vectorial tienen la misma cardinalidad, por consiguiente podemos
considerar bases cualesquiera de nuestros espacios. Sea B una base de V' y C
una base de W, por hipotesis existe una funcién biyectiva f : B — C', por
ser f biyectiva tiene inversa f~!: C' — B. Por la propiedad universal de las
bases, existe una tnica transformacion lineal 7' : V' — W tal que Tijp = f y
existe una tnica transformacion lineal S : W — V tal que Sjc = f~'. Es facil
ver que (ST)p =idg y (T'S)c = idw, luego, ST = idy y T'S = idw, de ahi
que T : V — W es un isomorfismo y en consecuencia V = W. UJ

Corolario 4.7. Sea gV un espacio vectorial. Entonces V= FX)  para algin
conjunto X .

Demostracion. Como V' es un espacio vectorial, por el Corolario 3.10, existe
B C V tal que B es base de V. Asi, tenemos que dim(V) = |B| y por lo
realizado en el Ejemplo 3.18, se tiene que dim(F®)) = |B|, en consecuencia
dim(V) = |B| = dim(FP)), aplicando el teorema anterior tenemos que V =
F®). O

Esto dltimo nos permite concluir que si X es un conjunto y F es un campo,
entonces podemos definir la clase de isomorfismo de FX) de la siguiente
manera:

C(FX) = {V € Vecy | dim(V) = | X]} .

Esto ultimo nos dice que hay tantos espacios vectoriales como cardinales haya,
ya que recordemos que el Axioma de Eleccidon nos permite asignarle a cada
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conjunto un cardinal. De aqui podemos concluir que hay una correspondencia
biyectiva entre la clase de los cardinales y la clase de los espacios vectoriales
sobre un campo F' dado, por lo que ambas clases son equipotentes, es decir,

|Card| = |Vecp]|.

5 Generalizacién del isomorfismo entre matri-
ces y transformaciones lineales

Finalmente, llegamos al tema principal de este capitulo, que es la gene-
ralizacion del isomorfismo entre las transformaciones lineales y las matrices.
En esta seccion, vamos a suponer que todas las bases de nuestros espacios
vectoriales estan ordenadas respecto a algin conjunto I no vacio (de hecho
es posible hacerlo). Asi, si V' es un espacio vectorial y B es una base de V,
supondremos que B = (x;);e; con z; # x; si ¢ # j, esto para cada i,j € I.
Como V y FU) tienen la misma dimension, a saber |I|, entonces V = F().
Vamos a hacer explicito tal isomorfismo. Consideremos la funcion:

§: B — FO
donde 6; : I — F se define como en el Ejemplo 3.18. Aplicando la propiedad
universal de las bases a ¢, existe una tnica transformacién lineal &5 : V —

FWU tal que ®pp = 0. Ahora, si v € V, entonces v = Ziel ¢i, i, con ¢, € F
y ¢;, = 0 para casi toda ¢ € I. De esta manera, tenemos que

@B(’U) = (I)B (Z Civxi>

el

= Z ¢, Pp(x;)

i€l
= g Ci, Oi

Asi, para cada i € I, ®p(v)(i) = ¢;.
Vamos a ver que 5 : V — FU es un isomorfismo:

e (Inyectividad:) Sea v € ker(®p), entonces p(v) = 0. Como B es

base de V, v = >, , ¢, @i, con ¢; € F''y ¢;, = 0 para casi toda i € I.
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Como ®p5(v)(i) = 0, para cada ¢ € I, entonces ¢;, = 0 para cada i € [
y asi v =0.

e (Suprayectividad:) Sea f € FU) entonces, f = Y il
F'y a;; = 0 para casi toda i € I. Si elegimos v =
tenemos que ®p(v) = f.

al-féi, con a;, €

ier @i;Ti €V,

Por lo tanto, @5 : V — FU) es un isomorfismo. Ademés, ' : FU) — V es
tal que ®5'(8;) = ;, para cada i € I.

A partir de lo anterior, estamos en posibilidades de generalizar el concepto
de representacion en coordenadas.

Definiciéon 5.1 (Representacion en coordenadas). Sea gV un espacio vecto-
rial, B = (x;);c; una base ordenada de B y ®p : V — FU definida como
antes. Para cada v € V, ®5(v) se llama la representacion en coordenadas de
v en la base B, donde st v = Zz‘e] ¢i, i, con c;,, € F yc;, =0 para cast toda
i €I, entonces ®s(v)(i) = ¢;. Ps(v) se denota como [v]s.

Ejemplo 5.2. Consideremos F' un campo y F[z] el espacio de los polinomios
con coeficientes en F' con la base ordenada B = (2")nen. Sip(x) € Flz] es un
polinomio de grado n, con n un nimero natural, entonces p(x) = >, a;x’,
donde a, # 0 y a; = 0 para cada © > n. La representacion en coordenadas de

p(z) en la base B es [p(x)|p, donde [p(x)]p(i) = a;.

Definicion 5.3. Sea F' un campo e I un conjunto no wvacio. Definimos la
base candnica de FD como la base ordenada B = (6;)icr.

Observacion 5.4. Si F' es un campo, I es un conjunto no vacio y h €
FU) | entonces podemos considerar a h como una matriz de I x 1, donde
1 = {0}, incluso podemos considerar cualquier conjunto de un solo elemento,
asi que podemos pensar que h(i) = h(i,0), para cada i € I, de esta manera
sop(h( ,0)) es finito y nuestra afirmacion es correcta. Para no complicar la
notacion consideraremos h(i,0) = h(i), para cada i € I.

Consideremos I, J conjuntos no vacios y un campo F. Si T : F()) — )
es una transformacion lineal y f € F(), como (0;)ics es base de F (/) entonces
f=> e ¢;0;. Recordemos que esta suma es finita, pero se denota sobre toda
J € J para tomar en cuenta los coeficientes cero, que sabemos que son casi
todos salvo una cantidad finita de ellos. Luego, T'(f) = T (Z]EJ cjéj) =

> ies ¢ T(9;). Esto nos motiva a introducir la siguiente definicion.

Matem&ticas y sus aplicaciones 22, Capitulo 1, paginas 5-33



30 José de Jesus Saez Macegoza, Ivan Fernando Vilchis Montalvo

Definicién 5.5. Sean I, J conjuntos, F un campo y T : FVU) — FU)
una transformacion lineal. Definimos a la matriz de T como la matriz A €

My (F) tal que para cada j € J, A( ,7) =T(;).

Ahora, la intencién es poder definir la representaciéon matricial de una
transformacion lineal, para esto consideremos gV, pW espacios vectoriales,
B = (z;),es una base ordenada de V, C' = (y;);esr una base ordenada de W'y
T :V — W una transformacion lineal. Entonces, el diagrama

l@

F)

w

CT<I)7

F(I )
es conmutativo, de esta manera introducimos la siguiente definicion.

Definiciéon 5.6 (La matriz de una transformacion lineal). Sean gV, pW es-
pacios vectoriales, B = (z;)je; una base ordenada de V, C' = (y;)icr una
base ordenada de W y T : V — W una transformacion lineal. La representa-

cion matricial de T respecto a las bases B y C' se define como la matriz de
DeTd,' : FU) — FO y se denota como [T,

Observemos que para j € J, tenemos lo siguiente:

(PcT®')(0;) = (cT)((P5)(0))) = (PcT)(x;) = Pe(T(w)) = [T(w))]c-
De esta manera concluimos que la j-ésima columna de [T es la repre-
sentacién en coordenadas de T'(z;), para cada j € J, mas atn, [T]§(i,5) =
[T(z)]c(i), para cada i € I, es decir, el ij-ésimo coeficiente de [T es la
i-ésima coordenada de [T'(z;)]c, esto para cadai € I, j € J.

Ejemplo 5.7. Consideremos el espacio vectorial gR[x] con la base ordenada
B = (1,z,2%,...) = (2")en y el operador lineal derivacion D : R[z] — R[z].
Entonces, para cada n € N\ {0}, la n-ésima columna de [D]5 es [D(z")]p,
donde [D(z™)|g(n—1) =n y [D(z™)|p(i) = 0 parai € N\{n—1}. La columna
0 de esta matriz es 0. Lo anterior se puede representar como el arreglo infinito
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numerable

o O O O
o O O =
o O NN O
S Ww o O
- o O O

Notemos que el soporte de las columnas de la “matriz” anterior es finito.

Finalmente, probaremos la generalizacion del teorema de isomorfismo en-
tre las matrices y las transformaciones lineales.

Teorema 5.8. Sean I, J conjuntos no vacios, ¢V un espacio vectorial de di-
mension |J| y gW un espacio vectorial de dimension |I|. Entonces

HOTRF(‘/, W) = M[XJ(F).

Demostracion. Consideremos B = (z;);es una base ordenada de V'y C =
(yi)ier una base ordenada de W. Definamos:

U: Hom(V,W) — M (F)
T = (TG,
Es claro que ¥ esta bien definida.

e & es una transformacion lineal: Sean T, U € Hom(V,W) y ¢ €
F. Debemos mostrar que V(7 + cU) = V(T') + c¢¥(U), como ¥ (T +
cU),U(T) + c¥(U) € My (F), debemos checar la igualdad en cada
(i,7) € I x J. Sea (i,7) € I x J, entonces se tiene lo siguiente:

(T 4 cU)(i,5) = [T + cUI5 (i, )

con lo que concluimos que W(T 4 c¢U) = U(T') + ¢¥(U) y asi queda
establecida la linealidad.
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U es inyectiva: Sea T € Ker(¥), entonces ¥(T) = 0, donde 0 :
I x J — F esta definida por 0(4,j) = 0, para cada i € I, j € J. Como
U(T) = [T]%, entonces [T15(i,7) = 0, para cada i € I, j € J, asf para
cada j € J, [T'(x;)]c(i) = 0, para cada i € I, de esta manera todos los
coeficientes de la combinacion lineal de T'(z;) en la base C' son ceros, lo
que implica que T'(z;) = 0 y esto sucede para cada j € J. Asi las cosas
tenemos que 1" se anula en todos los elementos de la base, lo que implica
que T = 0 (la transformacion lineal cero). Por lo tanto Ker(¥) = {0}.

U es suprayectiva: Sea A € My, ;(F), luego, para cada j € J,
sop(A( ,7)) es finito, esto nos permite definir la funcion:

f: B — W
Zj = Zie[ A(i, ])yz
Por la Propiedad universal de las bases, existe una tinica transformacion

lineal T : V' — W tal que T'(z;) = f(x;) = > _,c; A(4,7)yi, para cada
j € J. De esta manera tenemos que A = [T]§ = ¥(T)).

Por lo tanto W : Hom(V,W) — My (F) es un isomorfismo y por tal razéon
Hom(V,W) = M (F). O

6

Conclusiones

De acuerdo a lo desarrollado en este trabajo, hemos observado lo siguiente:

Por lo menos a nivel teérico es posible construir un espacio de matri-
ces generalizado que tiene el mismo comportamiento que el espacio de
matrices finitas ya conocido, incluso definiendo una multiplicacién en
éste.

Una vez construido el espacio de matrices mencionado en el punto an-
terior, se cumple el teorema de isomorfismo entre matrices y transfor-
maciones lineales sin ningtin problema.

Seria de interés investigar si los resultados que se conocen para dimen-
sion finita, tales como diagonalizacion, formas canoénicas, entre otras, se
cumplen en este espacio de matrices que hemos introducido.
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Capitulo 2

Some powers of Dirichlet kernel

Jorge Bustamante, José Daniel Torres Campos
FCFM, BUAP

Abstract

Some powers of the Dirichlet kernel are used to construct discrete linear
operators for the approximation of continuous periodic functions.

1 Introduction

Let T,, be the family of all trigonometric polynomial of degree non greater
than n and Cs; the space of 2m-periodic continuous functions f with the
norm ||f|| = sup{| f(z) |: * € [—7,7|}. We denote by C%_ the space of
r-times continuously differentiable functions in f € Cy,. For f € Cf_ we set
Drf = f,

In [2] the first author explained several reasons to construct discrete op-
erators for the uniform approximation of continuous functions and provided
a new construction by using powers of the Dirichlet kernel. In this work we
present another construction.

Throughout the chapter we use the following notations. For r,n € N and
ke Z,

2k 1
Tyj = O”T7T1)’ u(n) = 3n*+3n+1, R(n)= 3n2+3n+1—% (1)
(2n+1)3

s(n)=(2n+1)*+ (3n* +3n+1)+ R(n), and C,=

The Dirichlet kernel is given by (see [4, p. 42|)

Dy(z) =142 cos(kx), (3)
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We also set 1

Dy (z) = o + 1Dn<x>
for the normalized Dirichlet kernel. It is known that | D, (x) |< 2n + 1 and
equality holds if z = 0. That is the reason why we prefer the normalization
given by D, (x).
Let T, denote the class of all trigonometric polynomials of degree non
greater than n. That is T' € T, if and only if

T(x) =ap+ Z <ak cos(kx) + by, sin(kx ) ZAk T, x) (4)

k=1

where ay, b, € R.
For n € Nand f € Cy,, in this chapter we study the polynomial operators
defined by

6n

Qu(f.2) = Cu Y flaons) (D2 + DL+ D3 ) (@ —300a)).  (5)

k=0

We will prove in Section 4 that

Q) = 2Qunl ) + Il < S Bl + 5a(£1T), ()

where E,(f) is the best approximation (see (9) below) and
wa(f, ) = up | flz+1) =2f(2) + fle —1) |.
<t

For our approach we need explicit expressions of Q3 T —2Q4,T+T, where
T € T,,. This will be accomplished in Section 3. Section 2 contains the known

results wich are needed.
Related results can be seen in [1], [6], and [7].

2 Auxiliary results

Recall that, for n € N, the Fejér kernel of degree n is defined by (see [4,
p. 43])

1 n n
F(z) = n+1kz;Dk(x) - 1+2;<1—n

i 1> cos(kx).
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It is known that F,(z) > 0.
For f € Cy, the associated Fejér operator is defined by

1 s
R e R LA
2 J_.
The following quadrature formula is known.

Proposition 2.1. (|5, p. 20]) Ifr € R, n € N and T € T,, then

1 T 1
T(t)dt =

Z T(x+ zp).
k=0

o o n+1 —

If T is given by (4), the conjugate of T is defined by

n

T(x) = (—bgcos(kz) + ax sin(kz)). (7)

Some equations related with the conjugate polynomials are presented in
Lemmas 2.3 and 2.2.

Lemma 2.2. (see |2, Lemma 2.3]) If n € N, o, is the Fejér operator, T € T,
and T 1s the conjugate of T', then

DT = (n+1)(I—0,)T and DT = (n+ 1)(I — 0,)(D?T).

Lemma 2.3. (sce [2]) If T € T, is given by (4) and W = DT, then

DT =) jA(T), DT =-> j2A,T),
j=1

j=1
DW =—DXT) and  D(D2T)= D*T.
Proposition 2.4. (see |2, Prop. 2.2]) Ifr,n € N, f € Cyr, and T € T, then
1 1 m
~ DT <—T(,—> —T.
T < (2 5) + 1 - ©)
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We will use Proposition 2.4 in the case when T is the polynomial of the
best approximation for f in T,. It is known that, for every f € (5, and
n € Ny, there exists a unique polynomial 7" € T,, (called the polynomial of
the best approximation) such that

E,(f) = it T, = £ = T~ fI|. ©)

We remark that the estimate for || D*T'|| was not included in the reference
given below, but it can be obtained with similar arguments.

Proposition 2.5. (see |2, Prop. 2.3|) If f € Cor, T € T,, and E,(f) =
|7 = fll, then

1077 < (g (£ 2) + Bu()). 10T < o (qen(£.7) + Bal))

10T < 202+ 1) (g2 (£ 7) + Bal)
and

DT < n4<iw2 (f, %) n En(f)>.

3 Expansion of Dirichlet kernels

Since, for m € N, D™ is an even trigonometric polynomial of degree nm,
there are unique real numbers g, ,,(k), 0 < k < mn, such that

Zgnm cos(kx). (10)

Using the identity

D" ( (Z On.m (k) cos k;x)) (1 +2 i COS(kx))

we know that the coefficients g, ,,11(k) may be given in terms of g, ,,,(k), but
the computations require a lot of work. We begin with g,, 5(7).
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Lemma 3.1. (/2/) For each n € N, one has

2n
D2(z) =2n+1+ 22(271 + 1 — k) cos(kz).
k=1
That is, 0,2(0) =2n+ 1 and g,2(k) =2(2n+1— k), for 1 < k < 2n (see
(10)).
The proofs of next results follow by elementary arguments with the help

of some trigonometric identities.
Throughout this work an empty sum is considered as zero.

Lemma 3.2. If n > 1 and a(k) = 0, 2(k) for 0 <k < 2n, then

Z a(k) Z cos((i —k)x) =Y a(k Z ( a(k Z (kz)) cos(mx)

+2n21 ( Z COS(mx)) .

— Z <Z ) cos( ) + i ( k) cos((k — z)a:))

Z a(k) Z cos((i — k)x) = a(0) + a(2) cos(z)

and this coincides with the announced equation (recall that an empty sum is
considered as zero).
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(ii) Assume n > 1. In this case

Z ( i ali ) cos( mx)) + il <2nzl a(i+m) cos(mx))
= n_l ( '_” a(i — m)) cos(mz) + i ( "_1 a(i +m) cos(mw))

+ ( a(i+m) cos(ma;))
i=1 m=n
n—1 n n—1

= Z ( Z a(i — m)) cos(mx) + (

m=0 1=m+1 m=1 3

-

a(i+ m)) cos(mu)

2n—1 2n—m

+ ( Z a(i + m)) cos(mx)

m=n =1
n—1 n—-m
= < a(k)) cos(mx)
m=0 k=1
n—1 n+m 2n—1 2n
+ ( &(k:)) cos(mz) + Z ( Z a(k) cos(mx))
m=1 k=m+1 m=n  k=m+1
n n—1 n—m n+m
=Y a(k)+ ( a(k) + Z a(k)) cos(mx)
k=1 m=1 k=1 k=m+1
2n—1
+ Z ( Z ) cos(max )
m=n k=m-+1
This yields the announced equality. U

Lemma 3.3. Ifn € N and ax = p,2(k) for 0 < k < 2n, then

Zak<ZCOS (i + k)x ) mi;(jla )cos mz)
+ i ( 3 a(k)) cos(mx) + i ( i a(k:)) cos(mx)
m=n+1  k=m-n m=2n+1  k=m—n
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Proof. We consider the following identities

2n

Z (Zcos i+ k)x ) i(z ) cos H—k)x))

=1 k=

n 2n+1

—Z< Z a(m — i) cos mx))

=1 m=i+1

n+1 2n+1i

(23 3 Jatn— oot}

m=i+1 m=n+2 m=2n+1

n+l1 m—1 2n n

— Z ( a(m ) cos(mx) + Z <Z a(m — z)) cos(mx)

=1 m=n+2 =1

+ Z ( Z a(m — z)) cos(mx)

The proof is over. O

Proposition 3.4. If n > 2, the polynomial D3(x) can be written as

n—m n—+m
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5 (5 e+ £ (o) eon

m=2n+1 k n

m=n+1 k=m-n

3n
+ Z (7712 +3n+2—4nm — 3m + m2> cos(mz).
m=2n+1
where, for 0 < k < 2n, the coefficients o, 2(k) where given in Proposition 3.1.

Proof. Tt follows from Lemmas 3.2 and 3.3 that

2n

D3 () = D2 (2) Dy (z) = (Z (k) cos(kz) )(1 + 22008 (iz )

_ i} a(m) cos(mz) + 2 :Z; a(k) é cos(iz) cos (k)
— i@ a(m) cos(ma) + 2a(0) ; cos(iz) + 2 ; a(k) ; cos(ix) cos(ka)
) + Z 2a(0 )) cos(ma) + mg;l a(m) cos(max)
+ Z ; <Cos (i — k)z) + cos((i + k)x))
0) + Tni(za(o) +a(m)) cos(maz) + mi; a(m) cos(ma)
n En: a(k) + S <n_ma(k:) + %ﬂ )ak) cos(ma)
= e et
+j21(k;+1 (k)) cos(ma) +Z (:;lla (k)) cos(mz)

+ Z ( Z )COS (mzx) + Z < Z a(k‘)) cos(mx)

m=n+1 k=m-n
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= Y a(k) + (2@(0) +a(l) + S a(k) + ”2:*1 a(k)) cos(z)
k=0 k=1 k=2
37 (20(0) + atm) +n_ma<k=> ¥ _f ak) +m_la<k>) cos(ma)
—I—(Za(O) +a(m) + i a(k) + m__l a(k)) cos(nz)
+ 2&:_1 (a(m) + i a(k) + S a(k)) cos(mx)
m=n+1 k=m-+1 k=m—n
+<a(2n) + %Z_l a(k)) cos(2nx) + i QZn a(k;)) cos(mx)
k=n m=2n+1  k=m-n
=S+ (St + 3 alh)) st
k=0 k=0 k=0
+ i { <7§ + n+m>a(k:)} cos(mz)
m=2 k=0 k=0
+m_2:+1 (k:;mn a(k) ) cos(mz) m;ﬂ (k;n ) cos(mu)
— " a(k) + Y {(n_m+n+m>a(k)} cos(mz)
k=0 m=1 " k=0 k=0
#2 (2 W)t 32 (5 )t

0
Using Lemma 3.1 we can derived Theorem 3.5.

Theorem 3.5. If n > 2, the third power D3(x) of the Dirichlet admits the
following representation

Dj(x) =3n"+3n+ 142> (3n°+3n+ 1 — k) cos(kz)
k=1
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2n
+2 Z <4n2 —2nk+4n —k + 1> cos(kx)
k=n+1

+ Z (7n2 +3n+ 2 —4nk — 3k + k:2) cos(kx).

k=2n+1

Proof. As before we set ar, = 0,2(k) para 0 < k < 2n
Recall that

2n + 1, it k=0,
on2(k) = (11)
22n+1—k), if 1<k <2n.

We should compute four sums.
(i) Taking into account (11) we obtain

> alk) = iw(k) = 2n+1+22n:(2n+1—k)

k=0 k=0 k=1
= 4n’+4n+1—-n®>—n=23n>+3n+1.

This gives us an expression for the first sum in Proposition 3.4.
(ii) For the second sum one has

( i) 22n+1 +22(2n+1—k)+2i(2n+1—k
k=0 k=0 k=1 k=1
=22n+1)(14+n—m+n+m)
—(n—m)(n—m+1)—(n+m)(n+m+1)

=22n+ 1)’ —(n—m)? —(n—m)— (n+m)*— (n+m)
=8n® +8n+2—n?+2mn —m? —n? — 2nm —m? — 2n
=6n* +6n +2—2m? =2(3n* + 3n + 1 — m?).

Hence

i{( + )QM(k)}COS(mﬂ? _22<3n +3n+1—m )cos(mx).
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(iii) First we note that

n+m n+m m—n—1
Z Qn,2(k) - <Z - >Qn,2(k3)
k=m—n k=1 k=1
n+m m—n—1
( Z >(2n +1—k)
k=1 1
((2n+1) (n+m)—(n+m)(n+m+1)
—(2n+1)(m—n—1)+(m—n—1)(m—n)>
= 8n% — 4nm + 8n — 2m + 2.
Hence
n+m 2n
Z < Z On.2( ) cos(mz) = 2 Z (4n —2nm-+4n— m—l—l) cos(mx).
m=n+1 k=m m=n+1

(iv) Finally,

2n 2n
> onalk)=2 ) (2n+1-k)
k=m—n k=m—n

m—n—1

2n
=220+ 1)Bn-m+1)-2> k+2 > k
k=1 k=1

=22n+1)Bn—-—m+1)—2n)2n+ 1)+ (m—n—1)(n+m)
= 7Tn% 4+ 3n + 2 — 4nm — 3m + m>.
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Proposition 3.6 and Lemma 3.7 can be proved with the ideas given in the
proof of Lemma 3.2 and Proposition 3.4. In [8] the reader can find detailed
the proofs.

Proposition 3.6. If n € N, n > 3, and D} is given as in (10), then

Di(x) = Z on3(k) + zn: {(32+3 )onsth) } cos(ma)

n+m

+Z (ZQng )cosmx Z (ZQng )cosmx)

m=n+1 k=m m=2n+1 k=m-n

Lemma 3.7. Ifn € N, n > 3, and D2 is given as in (10), then
0n.4(0) = (2n + 1)R(n),

and
ona(k) =220+ 1)(R(n) — k*), for 1<k<n,

where R(n) is given by (1).

Several arguments can be simplified if we use the following auxiliary ope-
rators:

1 6n
Mona(f,%) = G T T) ; @) Do = 2ons),  (12)
1 6n
M6n,3( ,33) = W Z f(SCGn,k)Dz(SU - l’ﬁn,k), (13)
and
1 1 6n A
Mg a(f,z) = > f@ont)Dh(w — wons).  (14)

(2n+ 1)R(n) (6n+ 1)

Let us show that ()4, can be written as an especial linear combination of
the operators introduced above.
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Proposition 3.8. For each n > 2, we have that

s(n)Qun(f, ) = (2n + 1) Mgno(f, ¥) + u(n) Mg, 3(f, 2) + R(n) Mg, 4(f, ).

Proof. 1t is sufficient to see that

s(n)Qun(f, @)
_ (2n+1 362nf Zon k) ( (= Tgnp) _i_Dz(x_%n,k) +Dﬁ(x_x6”fk)>

(6n+1 (2n+1)2 (2n+1)3 (2n + 1)*
:Miﬂx, DX (z — o )+;Gznf($, VD3 (2 — z6p 1)
(6n + 1) i 6n,k n 6n,k (6n + 1) s 6n,k n 6n,k

1 6n
TR 6+ ) kzzo J (@4 D (& = o)

= (2n+1)*Men2(f, ) +u(n) Mo 3(f, ) + R(n) Men (£, ). 0

Proposition 3.9. If n > 2, T € T,, and Mg, > is given by (12), then

DT‘(Q?) 2 o 2 Dg(f)
Men (T, x) = T(x) — @2n+ 1) Mono(D°T) = DAT) = (2n+1)
and D(T)
Mg, 2(D(T)) = D(T') + il

Proof. f T € T, then TD? € T3, C Tg,. Taking into account Proposition
2.1, we obtain

6n
1 1 s
(6n + 1) ZT($6n,k>Di($ - zﬁn,k) == %/ T(t)Di($ — t)dt
k=0 -
L[ T(x + 5)D?(s)ds
Com ), n '

If T is given as in (4), then
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T(x+t) = a0+Z(ajcos(j(x+t))—i—bjsin(j(x—i-t))

= ap+ Z a; (cos(jx) cos(jt) — sin(jx) sin(jt))
+ Z b; (sin(jx) cos(jt) + cos(jx) sin(jt))
= ap+ Z A;(T, x) cos(jt) + Z A;(T, x)sin(jt).

It follows from Lemma 2.3 (recall that D? is an even trigonometric poly-
nomial) and Lemma 3.1 that

1 ™ ) B 1 ™ n | ) )
5r | Talw+0Di0d = o / ] (ao v ;A](T,m) Cos(jt))D (t)dt
=a L D2 (t)dt + iA-(T :1:')l /Tr cos(jt) D2 (t)dt
Oon )T ‘= o "
— o [ D2+ iA(T )2 0050})
o )T e g On2\J
=ap(2n+1) + ZA]-(T, x)(2n+1—7)
j=1
= 2n+1)T(z) = > jA;(T,z) = (2n+ 1)T(x) — DT ().
j=1
Therefore
! iT(:c VD2 (x — zg0) = T(x) — —— DT()
(2n+1)(6n+ 1) &= T onk) 2n + 1 '
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On the other hand, since the previous equation holds for any € T, and

D*(T),D(T) € T,, taking into account Lemma 2.3, one has
1

1 -

Mg 2(D*T) = D*(T) — WD(DQ(T» = D¥(T) - mDS(T)

and
~ 1 = .~  DXT)

Men2(D(T)) = D(T) — WD(D( 7)) =D(T) + 1 O

Proposition 3.10. Ifn > 2, T € T, and Mg, 35 is given by (13), then
Men3(T,x) = T(z) + Dzz;f)x), Me, 3(D°T) = D*(T) + 114(53;)
and DT
M6n,3(D<j:)) = D(T) - U(S”L))

Proof. The proof is similar to the one in Proposition 3.9, but we use
Theorem 3.5. In fact

—T

6n
1 1 s
T Dy (x — -— | T D3 (t)dt.
(6n+ 1) kz:% (e ) D (& = o ) 27?/ n(z + 1) Dy (1)

™ n ™

1 , 1 -
= a0~ D; (t)dt + Z Py / A;(T, x) cos(jt) D;, (t)dt

=1 -

=(Bn*+3n+1)+ > (3n*+3n+1— %) A;(T,2)

j=1

= u(n)T(z) + D*(T, z).

Therefore )
Mz, 3(T,2) = T(x) + mDQ(T, ).
Hence .
Mg, 3(D*T) = D*(T) + li (g)
and
Mg 5(D(T)) = D(T) + DAD(T)) _ D(T) — DS(T). O
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Proposition 3.11. Ifn > 2, T' € Ty, and Mg, 4 is given by (14), then

Men a(T,x) = T(z) + %Dmx), Mg a(D*T) = DX(T) + % ((Z))
" Mg o(D(T)) = D(T) — D(T)
" R(n)

6n
1 1 (7
Y T(wen k) D (= T5n ) = o / T, (z + t)D(t)dt.

=0 —T

1 [7 AT T
=ao— | Dp(t)dt+Y_ M/ cos(jt) DA (t)dt
j: —T

= ap(2n + 1)R(n) + Y A;(T,x)(2n + 1)(R(n) — k?)

= R(n)(2n + 1)T(x) + (2n + 1)D*(T, x)

where we use Lemma 3.7. Hence

Mena(T, ) = T(x) + %H)DQ(T, o).

From this we obtain

Mg, 4(D*T) = D*(T) + l?: (<nT))
and
Mona(D(T) = D)+ T — oy - 0. u

Proposition 3.12. Ifn > 2, Q, is given by (5) and T € T,,, then

omi1) ~ 2
CrntDps, 2 pop

Bl P )
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Proof. Tt follows from Propositions 3.8, 3.9, 3.10 y 3.11 that

$(n)Qun(T, ) = (2n + 1)* M5, o(T, ) + u(n)Ms, 3(T, z) + R(n) Ms, 4(T, )

= (2n+ 1*(T(@) - (2n—1+1)DT($))

fuln)(T() + ﬁDQT(xD + B (T(2) + $D2T(x)>

- ((2n +1)2 4 uln) + R(n))T(m) — (2n+1)DT(x) + 2D*T(x)

— s(n)T'(x) — (2n + 1)DT(z) + 2D*T ().

It is sufficient to prove the result. [l

For an operator Q we set Q(f) = Q(Q(f)).
Proposition 3.13. Ifn € N, Qu, is defined by (5) and T € T,,, then

(2n+1)* , . 2(2n+1) 4DA(T)
PEIT BTy 2n)

Proof. We set W = DT and Z,(T) = 2D2T — (2n + 1)W. If we write
Proposition 3.12 in the form Q4,7 = T+ Z,,(T) /s(n), from Propositions 3.9,
3.10 and 3.11 we obtain

Q3T —2QuT +T = —

<D3T _ D3T) n

) (2n +1)2 Zn(T)
QinT = Qun(QanT) = WMM’Z (T + s(n) >
u(n) Z.(T)\  R(n) Z,(T)
+S(n)M4n3(T+ ) >+ S0) Men4(T+ s(n) )
(2n + 1)? u(n)
= QunT+ ) Mﬁnz(Zn(T)) + WMW’(Z"(T))
ii—gmnazﬂm)
- urs i - G - o )
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D o 2D - 20
+§EZ)> (20%(7) + % — (20 +1)(D(T) - zﬁ((:))»
—QuT+ 2;();? - 2(32(:)1)173? - %D(T)
_%DQT + 45255) Q(i;l(:)l)z)?’T
We conclude that
Qin(T) = 2Qun(T) + T = (Q4,(T) = Quu(T)) + (T = Quu(T))
-2 - ST - e - B
4227(1? + 2(?;(:)1) DT + %Df - %DQT
_ (QZQZFH;)QDZT 2(31(:;)1) <D3T — D3f) + 45:2? 0

4 Main results

First we determine the norm of the operators (Q4, in the space of the
continuous functions.

Proposition 4.1. For each n > 2 one has
Q4n(17$) = 1

Proof. 1t is a consequence of Proposition 3.12, because DT = D*T =0 if
T is the constant function. O

Recall that a linear operator L : Cy, — Cs; is positive if, for each x €
[—7, 7] and any f € Cy,, L(f,z) > 0 whenever f(x) > 0.

Proposition 4.2. If n > 2, the operator Qu, defined by (5) is positive.
Moreover, if f € Cor, then

1Qun(NI < IfIl and — Q5.(F) — 2Qua(f) + fI < 4l .
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Proof. Since | D, (x) |< 1 for x € [—m, 7|, 1 + D, (z) > 0. Hence
D, (x) + Dy () + Dy (x) = Dy (2)(D;(x) + Du(x) + 1) = Dy (2)D; (x) = 0.

It is sufficient to verify that ()4, is a positive operator. The other assertions
follows by standard arguments of theory of positive linear operators. O

Theorem 4.3. If n € N (n > 2), Qu, is defined by (5), and f € Cs,, then

2
IQ2,(5) = 2Qua() + 11| 5 Bul ) + 75 (1),

Proof. Fix f € Cs; and, for each n € N, let T;, € T,, be the polynomial of
the best approximation for f in T, (see (9)).
Notice that

1
s(n) = (29n2 4290 + 9).

If we set H,(f) = Q3,(f) — 2Qun(f). Taking into account Propositions
4.2, 3.13, and 2.5 one has

<A|f = Tall + [[Ha(To) + T
(2 + 12| DT +2(2n + 1) (| DT + | DT ) + 4| D'T|

<AB,(f)+ O
n?(2n+1)2 +2n32n + 1) + 4n*(2n + 1)(n + 1) + 4n?
< 4B, (f) + )

x (3 (1.5) + Bal)
B+ nz(zonzgznl)SnnL 5) GwQ <f’ %) n En(f)>-

Taking into account that

n?(20n? 4+ 18n + 5)
s(n)

n?(20n* +18n +5) _ 1(20n* 4+ 18n +5)
(27Tn2 +27n)2 3 27(n+1)2

<9

<1(27n2+54n—|—27)71(n2+2n+1)1
=3 21n+1)2 3 (n+1)2 3
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we conclude that

1 1
1Q3.(1) = 2Qun(F) + F1| S ABu(F) + T3 (f. ) + 5 Eulf)

_ %En(f) + %m(f, ). 0
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Capitulo 3

Operadores morfologicos sobre superficies
suaves en R"

Carlos Guillén-Galvan, Carlos Alberto Lopez-Andrade
FCFM, BUAP

Resumen

Se presentan los conceptos y propiedades principales de los operadores
morfologicos dilatacion-erosion y abertura-cerradura sobre superficies Eu-
clidianas. Como estos operadores son generalizaciones de los operadores
clasicos sobre el espacio Euclidiano R” se muestran los operadores mor-
fologicos definidos sobre reticulas completas, en particular sobre las reti-
culas (P(R"), C) y (Fun(R",R), <).

1 Introduccién

Existe una diversidad de problemas que requieren de reconocer patrones o
formas en una imagen, problemas como la deteccion del fenémeno de mitosis
en imagenes médicas, el anélisis de imégenes satélitales, la eliminacion de
ruido y el de segmentacion de imagenes entre otros.

Los operadores morfologicos clésicos son utilizados ampliamente en el pro-
cesamiento digital de imagenes soportadas sobre espacios Euclidianos o el
espacio Z2. En el desarrollo de la teorfa se ha buscado ampliar el espectro
de las aplicaciones considerando iméagenes sobre espacios mas generales como
reticulas 6 espacios con grupos de simetria no conmutativos [10, 5. En par-
ticular la teoria morfolégica clasica ha sido ampliamente estudiada sobre las
reticulas (P(R?), C), (P(Z?),C) y (Fun(R? R), <).

Para imagenes sobre superficies en R" e incluso sobre variedades de Rie-
mann hay especial atencion en el desarrollo de la teoria morfologica [1, 9, 2.

La intencién principal en el presente trabajo es establecer los fundamentos
de los operadores morfologicos sobre superficies suaves arbitrarias en R™ con
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el objetivo a futuro de dar una formulacién en términos algebraicos de las pro-
piedades de invarianza que satisfacen los operadores morfologicos presentados
aqui.

En la seccion 2, se presentan las definiciones y propiedades algebraicas de
los principales operadores y filtros morfologicos. En la secciéon 3, se recuerdan
los conceptos de superficie suave en R", transporte paralelo y mapeo expo-
nencial. Estos conceptos sustentan la seccién 4. Finalmente en la secciéon 4
se presentan los principales operadores y filtros sobre una superficie suave
arbitraria en R".

2 Morfologia Matematica

Los conceptos de invarianza son fundamentales en el procesamiento digital
de imagenes y por ende en la morfologia matematica.

Un espacio homogéneo es un par (M, T) donde M es un conjunto y 7" es
un grupo de transformaciones invertibles transitivas sobre M. Un grupo T' de
transformaciones sobre M es transitivo si para cualesquiera p,q € M, existe
t € T tal que t(p) = q, si t es tnico, T es llamado simplemente transitivo. Si
f,9 €T, fg denota la composiciéon f o g, también si x € M, se acostumbra
denotar gx = g(z). El estabilizador de x € M es definido como el conjunto

Stabr(z) ={g €T : gxr = x}.

Una reticula completa (E, <) es un conjunto F dotado con una relacion de
orden parcial < tal que cualquier subconjunto P de E tiene supremo (\/ P)
e infimo (/\ P), ambos pertenecientes a E.

Consideremos la reticula completa (P(E), C) donde P(E) es el conjunto
potencia de E. Los operadores ¢, ¥* : P(E) — P(FE), son duales si para todo
X € P(F) se cumple p(F — X) = ¢*(X).

Decimos que un operador ¥ : ' — F es:

o creciente siVr,y € F:x <y = V(z) < ¥Y(y),
o catensivo si Vo € B,z < V(z),

e anti-extensivo si Vo € E,V(x) < z,
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e idempotente siVr € E,9?(z) = ¥(z),
e una apertura si ¥ es creciente, anti-extensivo e idempotente,

e una cerradura si W es creciente, extensivo e idempotente.

Sean £y M dos reticulas completas, {x;};c; una familia en £, un mapeo
v L—> M

es

e una dilatacion si
\ (@) = o\ ),

y es

® una erosion si

/\ Y(x) = 1/)(/\ ;).

Se pueden definir familias de operadores a través de un parametro B en una
familia de conjuntos o funciones en L, el parametro B es llamado elemento
o funcion estructural dependiendo si B es un conjunto o una funcién. Por
ejemplo, si £ y M son la reticula completa (P(R"),C) y B es un elemento
estructural, el mapeo dp : P(R™) — P(R"), definido por

55(X) = | X, 1)

beB

donde X, = {z +p: 2 € X}, es una dilatacion, en efecto, esto se sigue de la
siguiente cadena de igualdades
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s Jx) = JUJ X

iel pEB icl
= U{x+p:x€UXi}
pEB icl
= U{x—i—p:para algin i € I,z € X;}
peEB
={x+p:paraalgini € I,z € X,y para algn p € B}
= U{:C +p:z € X, paraalgin p € B}

el

= U( U (Xi)p)

i€l peB

=Jos(xy).

el

Observe que la igualdad

se sigue de:

beB

:U{x+b:x€X}

beB

={z+b:2€X,be B}
= J{+z:beB}

zeX

= J B..

zeX

De manera similar se demuestra que el mapeo ¢ : P(R") — P(R"™)
definido por

ep(X) =[] X, (3)
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es una erosion. También observe que
ep(X)={peR": B, C X},
esta igualdad se sigue de la siguiente cadena de bicondicionales.
2€(Nep X &= Vbe B, z€ X_,
<~— VYbeB,dreX:z=x—-b
< Ve B, dreX z+b==x
< B, C X para z € R"
<~ ze{peR": B, C X}

La clase de funciones f : A — B es denotada por Fun(A,B). Sea L =
Fun(R™ R), donde R = RU {400, —c0} y el orden < sobre L, definido por

f<gsiysolosiVereR" f(x) < g(z)

(L, <) es una reticula completa. Sea b € L, Los mapeos dy, &, € L definidos
por

0 (f) () = fellﬂg{f(y) +0(y — )} (4)
en(f)(@) = mf {f(y) — by + )} (5)

son una dilatacién y una erosion, respectivamente. Veamos que dy, €s en
efecto una dilatacion. Para esto, si {f; : i € I} es una familia de elementos en
L, tenemos

0(Vier i)(2) = supyepa{(Vie, fi) (y) + bly — )}
= supyern{ Vi, (fi(y) +0(y = 2))} = Vs supyern {fi(y) + b(y — 2)}
= Vier 0(fi) ().
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La penultima igualdad se cumple por el principio de los supremos iterados.
Similarmente se verifica que ¢, es una erosion.

Los operadores ¢, § : L — M, forman una adjuncion (g,0) si
Vee LYy e M, §(z) <y x<e(y).
Sea (L, <) una reticula completa, un operador creciente ¥ sobre L es

e un sobrefiltro si 1? > 1;
e un bajofiltro si 1 > 1?; o
e un filtro si Y% = 1.

Ejemplos basicos de filtros son los operadores apertura y cierre definidos
respectivamente sobre (P(R"),C) a través del elemento estructural B como
sigue

ap(X) = |J{B,: B, C X} (6)
Bp(X) = ﬂ {B,: X C By} (7)

Se acostumbra denotar ag(X) = X o By fg(X) = X e B. Veamos que
ap(X) = dp(ep(X)) (8)

En efecto, esta igualdad se justifica como sigue:

0p(en(X)) = |J (ea(X))p = [J{t +p:t € e(X)}

pEB peEB

= J{t+p:teR" B, C X},

peEB

Veamos por contenciones que

H=|J{t+p:teR"B.CX}=|J{B: B CX}=T,

peB teRn
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para este fin tenemos la siguiente cadena de bicondicionales:
z2€H& z2=t+pparaalginp € By algint € R" con B, C X

SzeB CXconz=p+t,peByyalginte R" < zeT.

Ahora para verificar que ap es un filtro vemos primero que es creciente
ya que ag es una composicion de operadores crecientes. Para probar la idem-
potencia, de la definiciéon de « se tiene ag(X) C X y usando el hecho de que
es creciente

03,(X) C ap(X)

Ahora, claramente se cumple la siguiente contenciéon entre colecciones:
{B,:B,C X} C{B,: B, C | J{Bi:B C X}},
IER™

de donde se obtiene
ap(X) C ap(X).

Por lo tanto, ap es idempotente. En consecuencia ap es un filtro y de (6)
se sigue que apg es anti-extensivo y asi es efectivamente una apertura.
De (7) se cumple la igualdad

(ap(X)* = Bpe(X). (9)

En efecto, de (6),

(ape(X©))® = ( UJ{B;: B C XC}> = () {B,: X € B,} = Bs(X).

peER? pER™

Veamos que

Ap(X) = e5(05(X)), (10)
donde
B = (B)" = (B (11)
y
B={-b:be B} (12)
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Observe que )
B={b:-b¢ B}. (13)

Para la demostracion de (10), veamos primero que dados X, A € £ se cum-
plen:

(04(X9))* = e4(X) (14)

y
(ea(X)* = 04(X) (15)

De (1), (12) y del hecho de que (X¢)¢ = X,, se sigue

((5A(XC))C = (U Xg)c = ﬂ Xo = ﬂ X o= ﬂ X o= gA(X>'

acA acA —a€cA acA

La igualdad (15), se sigue de (14) evaluando en X¢y en A en vez de X y A,
esto es (04(X))¢ = € ;(X°), aplicando el complemento a ambos miembros de

esta igualdad y el hecho de que A = A se obtiene (15).

De (9), (8), (14) y (15) podemos deducir (10) de la siguiente manera.
Bp(X) = (ap(X))" = (0pecpe(X°))" = (dpe(e5:(X)))" =
= ewey((e: (X)) = ey 0oy (X)) = €505(X).

Ahora (g es creciente ya que de (3), es una composicion de operadores
crecientes. La idempotencia de g se obtiene de (9) como sigue

Be(Be(X)) = (ap(Br(X)))" = (ap:(ap:(X)))" = (ap:(X )" = Bp(X).

En la reticula completa (Fun(R™ R), <) los filtros apertura y cerradura
se definen también mediate las composiciones de la dilatacion y la erosion:

a(f) =dvoep(f)y Bo(f) = evodu(f) (16)

En esta reticula podemos observar que los operadores dilataciéon y erosion son
invariantes bajo traslaciones, esto es si T, : Fun(R™",R) — Fun(R",R) es
tal que Tyo(f)(z) = f(z — h) + «a, entonces

06 ((Tha)(f)) = 06(f) ¥ €o((Tha)(f)) = €b(f).

Efectivamente para la dilatacion de (4) tenemos
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b ((Th,a) () (@) = supyern{Tha(f)(y) + by — )}
=sup{f(y — h) + a+ by —x)}
=sup{f(y —h) + by —2)} +a
=sup{f(y —h) +b((y —h) — (x =)} +a
=0(f)(x—h) 4+«
= Th.a(0s(f)) ().

De manera similar se sigue que ¢, es invariente bajo traslaciones.

3 Superficies suaves en R"

Una superficie suave de dimension n en R" es un subconjunto no vacio
M de R™! de la forma M = f~!(c) donde c € R, f: U — R, es una funcion
suave tal que V f(p) # 0 para todo p € M (todo punto de M es regular) y U
es un abierto en R". Un wvector en un punto p € R"*! es un par v = (p,v)
donde v € R**!. Observe que v € R?"*2,

Una superficie parametrizada de dimension n en R™™ (k > 0), es un
mapeo suave ¢ : U — R"* regular (d,p es no singular para todo p € U),
donde U es un conjunto abierto conexo en R™. Dado p € U, existe U; C U
un conjunto abierto que contiene a p tal que p(U;) es una superficie en R* !
de dimension n [12].

El espacio tangente a M en p, denotado por M, es el conjunto [V f(p)]*
de todos los vectores tangentes a M en p. Una curva parametrizada en M, es
una funciéon suave a : I — M, donde [ es un intervalo abierto en R. También,
el espacio tangente M, puede ser visto como el conjunto de vectores velocidad
de todas las curvas suaves que pasan a través de p.

M, = {a(0)|a : I — M, es suave, a(0) = p}.

El conjunto M, es un subespacio n—dimensional del espacio de todos los
vectores en p. El conjunto

T(M) = {(p,w) : p € M,w € My}
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es llamado haz tangente. El conjunto T'(M) es una superficie de dimension
2n en R*"2, Por ejemplo, el haz tangente de la circunferencia unitaria S* es

T(S) = {(cosb,sinf, —tsinb, tcosb) : (0,t) € [0,2n] x R}

Una geodésica es una curva parametrizada o : I — M tal que
.. 1
Oé(t) - Ma(t)? Vt & I,

esto es, el vector aceleracion es en todo momento ortogonal al plano tangente
M. De la definicion se sigue que las geodésicas tienen rapidez constante
(4]]a|]* = 2(d,&) = 0). Para cada p € M y v € M, existe una tnica
geodésica maximal o con a(0) =py &(0) = v.

Si el dominio I de la geodésica a es elegido lo méas grande posible, a es
llamada una geodésica maximal.

Un campo vectorial sobre U C R"*! es una funcion

F:U — M x Fun(U,R"),

asi F(p) = (p,F(p)) donde F € Fun(U,R"™). Un campo vectorial F es
suave si las funciones componentes de F' tienen derivadas parciales continuas
de cualquier orden. Un campo vectorial tangente a M a lo largo de o es un
campo vectorial a lo largo de una curva o : I — M, F : I — R""! tal que
F(t) € My para todo t € I. La derivada covariante de F, es el campo
vectorial F/, que es tangente a M a lo largo de «, es definido por

F'(t) = F(t) - (F(t), N(a(t)))N(a(t), (17)

donde N es un campo vectorial normal unitario. Una curva a : I — M es
una geodésica si y solo si la aceleracion covariante (&))" es cero a lo largo de
a. En efecto, si a es una geodésica para cada t € I tenemos

Lo ) G \ gy
a(t) <IId(t)H’ Hd(t)ll>a(t) =0.
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Ahora si (&)'(t) = 0 para todo t € I,

de aqui G(t) € My, Vt € 1.

Un campo vectorial suave F a lo largo de «, es llamado constante o Le-
vi Civita paralelo si ' = 0. Si F y G son dos campos vectoriales suaves
constantes a lo largo de «, utilizando (17) se puede comprobar que

<F7 G>, = <F/> G> + <F> Gl) =0,

de donde (F, G) es constante a lo largo de o, F y G tienen longitud constante
y el angulo entre ellos es constante. Dada una superficie de dimension n
y una curva parametrizada, el siguiente teorema establece la existencia y
unicidad (con condicién inicial) de un campo vectorial paralelo y tangente a
la superficie dada.

Teorema 1. Sean M una superficie de dimensiéon n, o : I — M una curva
parametrizada, to € I y v € My ,), entonces existe un tinico campo vectorial
F tangente a M a lo largo de « el cual es paralelo y F(ty) = v.

Demostracion. Veamos las condiciones que debe cumplir el campo vectorial
F. Para que F sea un campo vectorial paralelo, se debe cumplir

F' =0, (18)
entonces de (17), (18) y como F y N son ortogonales, obtenemos.
0=F— (F,N)N=F — [(F,N) — (F,N)|N =
~F—[0— (F,N)N = F + (F, N)N.
En consecuencia se cumple
F = —(F,N)N. (19)
Si F(p) = (p, F(p)) con F(p) = (y1(p),---,Yn+1(p)), i € Fun(U,R),

i=1,....,n+1,p€U, U abierto en R""'. Si N(a(t)) = (a1(t), ..., ans1(t)),
tenemos el siguiente sistema de n+ 1 ecuaciones diferenciales de primer orden
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i(t) + Zyj(t)dj(t)ai(t) =0,i=1,...,n+1 (20)

con las condiciones inicialales:

yi(tg):’l)i, izl,...,n—i—l, (21)
donde v = (vy, ..., v,41). Por el teorema de existencia y unicidad de ecuacio-
nes diferenciales existe una tnica solucion F' = (yi, ..., yn4+1) del sistema (20)

con las condiciones iniciales (21). Ahora veamos que F es tangente a M a lo
largo de a. Para esto F(t) y N(«(t)) deben ser ortogonales para todo t € I.
Entonces de la derivada de un producto escalar y de (19) tenemos

d d d
5 \F (1), N(a(®))) = (- F(¢), N(a(t))) + (F(?), 2. N(a(t))) =

= ~((F(t), SN(()N(a (1), N(a()) + (F(#), & N(a()
= —(F(t), SN(a(t)| N + (F(0), 5N (a(t) =0

Por lo tanto, (F(t), N(a(t))) es constante para todo ¢t € I y como v €
Ma(t0)7

(F(to), N(a(to))) = (v, N(a(tn))) = 0,
se sigue que (F(¢), N(«(t))) = 0 para todo t € I. O

En el caso de una superficie M de dimensién 2 en R3, se tiene que un
campo vectorial F es tangente a M a lo largo de una geodésica « si y solo si
||F|| y el angulo entre F' y & son constantes a lo largo de .

Como se establece en la siguiente definicion el paralelismo puede ser utili-
zado para transportar vectores tangentes a una superficie de dimensiéon n de
un punto a otro.

Definiciéon 1. Sean p,q € M y o : I — M una curva parametrizada tal
que a(a) = py a(b) = q. Parav € M, sea F el tinico campo vectorial paralelo
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a lo largo de o con F(a) = v. El transporte paralelo de p a q es el mapeo
P, : M, — M, definido por

P,(v) es llamada la traslacion paralela de v a lo largo de « a g.

En general el transporte paralelo de p a ¢ depende de la curva «, esto
es puede ser que si oy 8 son dos curvas distintas en M, P,(v) # Ps(v) y
como P,(v) y Ps(v) pertenecen al mismo plano tangente M,, éstas difieren
de una rotaciéon al rededor de la normal a M en ¢. Si un vector en M, es
transportado a lo largo de una curva cerrada que comienza en p y termina
en p, entonces se realiza una rotaciéon en M,. El grupo de holonomia en p es
el conjunto de rotaciones en M, generadas por traslacion paralela a lo largo
de curvas cerradas. Los grupos de holonomia entre diferentes puntos de M
son isomorfos. En efecto, si G[p] y G]g| son los grupos de holonomia en p y
q respectivamente, entonces la transformacion ¢ : G[p] — G|g| tal que a una
rotacion de angulo 6 al rededor de la normal a M en p le hace corresponder
una rotacion de dngulo @ al rededor de la normal a M en ¢ es un isomorfismo
entre los grupos G[p] y G[q].

Teorema 2. Sean M una superficie de dimensiéon R**! p. g € M y o una
curva suave a trozos de p a ¢, entonces la traslacion paralela P, : M, — M,
es un isomorfismo entre espacios vectoriales que preserva el producto interno.

Demostracion. Seanv,w € M,, Fy F los tinicos campos vectoriales paralelos
a lo largo de o con F(a) = v y F(a) = w. Veamos que P, (v +w) = P,(v) +
P,(w), para esto, se afirma que F + F es el tnico campo vectorial paralelo
a lo largo de o con (F + F)(a) = v + w. En efecto, de (17) se sigue que
(F+F) = F'+F = 0. Ademas la cerradura de la suma en espacios vectoriales,
F+F es tangente a M a lo largo de «. La unicidad de F + F se sigue del
Teorema 1. Como F es un campo vectorial paralelo a lo largo de o tal que
F(a) = vy G = AF es un campo vectorial paralelo a F, se sigue que G es un
campo vectorial paralelo a lo largo de a. También G(a) = A\F(a) = Av, por
unicidad
P,(Av) = G(b) = AF(b) = AP, (v)

La traslacion P, es uno a uno, ya que si v,v € M, son tales que P,(v) =
P,(V), entonces v = F(a) = ¥, de aqui el ntcleo de P, es 0. Como M, y
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M, tienen la misma dimension, P, es sobreyectiva. Si F y F son campos
vectoriales tangentes a M a lo largo de aw ambos paralelos tales que F(a) = v
y F(a) = w, como (F,F) es constante, entonces

(v,w) = (F(a),F(a)) = (F(b), F(0)) = (Pa(v), Pa(W)).

El siguiente objetivo es determinar como transportar subconjuntos de M
de un punto a otro, para esto es necesario establecer como mapear puntos de
M en vectores del haz tangente T'(M).

En lo que sigue se consideran todas las curvas parametrizadas con respecto
a la longitud de arco, de aqui que todas las curvas tienen rapidez unitaria.

Definiciéon 2. Para v € T(M), sea «a, la tnica geodésica maximal con
ay(0) =v.Sea U ={veT(M):1¢edom(ay)}. El mapeo

Exp: U — M, Exp(v) = oy (1),

es llamado mapeo exponencial de M. Para p € M, con Exp, denotamos el
mapeo:
Exp,: M, — M, Exp,(v) = Exp(v).

Como las geodésicas tienen rapidez constante, observe que Exp,(v) es un
punto sobre la tnica geodésica determinada por v cuya distancia desde p a lo
largo de la geodésica es ||v||. Para la demostracion de esta tltima afirmacion,
recordemos que la longitud de la geodésica ay del punto p = a,,(0) al punto
ay(1) esta dada por

1 1
longitud(cy) = / ol (5)]]ds = / vllds = |IvI].
0 0

Teorema 3. ([12]) El mapeo exponencial Exp : U — M de una superficie
de dimension n de R**! cumple con las siguientes propiedades

1. U es un conjunto abierto en 7'(M).
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2. Para cadap € M y v € M,, la geodésica maximal a, con Gy (0) = v
esta dada por la formula () = Exp,(tv).

3. Siv e U entonces tv € U para 0 <t < 1.
4. La Exp es un mapeo suave.

5. Para p € M existe un conjunto U, abierto en M, y conteniendo a
0c M,talque U, C Uy Exp’U es un difeomorfismo de U, sobre un
P

subconjunto abierto de M que contiene a p.

Del inciso 2 del teorema previo las geodésicas en M a través de p pueden
ser descritas como las iméagenes bajo Exp de los rayos r(t) = tv en M,,.

En el caso de la 2-esfera unitaria S? el mapeo Exp,, esté definido para todo
v € T,(S?). Los puntos p sobre los circulos en T),(S?) de radios 7, 37, ..., (2n+
1)m son mapeados en puntos ¢ que son los antipolares de los puntos p y los
puntos p sobre los circulos en T,(S?) de radios 27,4, ..., 2n7 son mapeados
de regreso en p. Si se remueve de S? el punto antipodal de p, entonces Exp,(v)
esté definida solo en el interior de un disco en T,(S?) centrado en el origen y
de radio 7.

Teorema 4.([12]) Para ¢ > 0 suficientemente pequeiio, Exp, mapea la
e—bola B, = {v € M, : ||v|| < €} difeomorficamente sobre un subconjunto
abierto U. de M que contiene a p. Para ¢ € U, la curva ay(t) = Exp,(tv),
0 <t <1, con Exp,(v) = ¢ es la tnica geodésica que une p y ¢, que se
encuentra en U, y tiene la longitud mas corta que cualquier otra curva que
una a py q.

4 Morfologia sobre superficies suaves en R”

Partiendo de M una superficie suave en R", podemos considerar la reticula
completa (P(M),C) y si definimos de igual manera los operadores dp y €p
dados en la secciéon 2, varias propiedades de invarianza podrian incumplirse,
por ejemplo, las imagenes de subconjuntos de M bajo estos operadores pueden
no estar contenidos en P(M), un subconjunto conexo de M podria tener
imagen disconexa bajo estos operadores, estas situaciones se pueden presentar
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debido a que los operadores dg y £p se definen a través de traslaciones que
operan sobre R™ y no sobre la superficie M.

Resulta natural aprovechar la estructura diferencial de la superficie para
definir operadores morfol6gicos que cumplan con alguna forma de invarian-
za en la superficie. Puesto que la nocién de forma es muy restrictiva para
el caso de conjuntos sobre superficies arbitrarias M y como en general no
existe ningin grupo que actie transitivamente sobre M, se busca algin tipo
de equivalencia. Utilizando conceptos de la geometria diferencial se da una
definicion mas general del concepto de equivalencia de forma (dos conjuntos
X e Y tienen formas equivalentes si existe una accién de grupo g tal que
gX =Y). En gran parte, la teoria nos lleva a sustituir el grupo de trasla-
ciones por traslaciones paralelas. La idea fundamental de utilizar el trasporte
paralelo de subconjuntos de M de una localidad a otra es preservar tantas
propiedades como sea posible.

Para transportar una vecindad X de un punto p € M a otro punto ¢ € M,
primero se mapea X mediante la inversa de la exponencial al espacio M,
Exp,'(X) (del inciso 5 del Teorema 3 la exponencial es localmente invertible),
luego se utiliza la traslacion paralela, denotada por P, a lo largo de una curva
7 que inicia en p y termina en ¢,

Py o Exp, ' (X)

(ver la definicion 1), finalmente mediate la exponencial Exp, regresamos a
M, obteniendo una vecindad Y de g;

Y = Expgo P,y o Exp,'(X) (22)

Se denota Y = 7, (X), esto es 7,,, = Exp, o P, o Exp,*. La igualdad (22)
puede ser representada mediante el siguiente diagrama conmutativo:

P Prwg_

M, ——
Ewpp T lEmpq

M ——

T“qu

(23)

Denotamos con C[p, g la coleccion de todas las curvas sobre M que inician
en p y terminan en q.
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Si fijamos p € M y X es una vecindad de p suficientemente pequena,
tenemos que la unién

U {7 (X) : v eClp,ql}

qeM

cubre a M por una coleccion infinita de copias difeomorfas de X. Debido
al trasporte paralelo se puede verificar que se preservan varias propiedades
métricas como la longitud y el dngulo entre vectores tangentes. Cuando la
superficie M es un plano la transformacion 7, coincide con una traslacion y
si M es una esfera 7, es una rotacion si la regiéon X no contiene el antipodal
de p (para que Exp,'(X) esté bien definida).

Como hay una correspondencia 1-1 entre vecindades suficientemente pe-
quenas de p € M con vecindades de 0 € M, se toma como elemento es-
tructurante un subconjunto A del espacio tangente M, para un punto dado
qe M.

Se define el operador 7, : M, — M, por
7p(A) = Exp,Py(A), (24)

donde P, es el transporte paralelo de vectores tangentes a lo largo de la curva
v desde el punto ¢ hasta el punto p.

Ahora como la imagen del conjunto X bajo el transporte paralelo desde
un punto p al punto ¢ depende en general del camino elegido, la solucion dada
en 9], es simplemente considerar todos los posibles caminos de p a ¢. En con-
secuencia podemos definir la dilatacién sobre una superficie M con elemento
extructural B C M,,, para w € M un elemento fijo elegido arbitrariamente,
como sigue: sea el mapeo dp : P(M) — P(M) definido por

(X)=J) U Exp.P(B). (25)

z€X vellw,x]

La expresion dada por (25) puede ser reescrita de la siguiente manera.
Para todo x € M, se elige una curva particular v € Clw, |, entonces

zeX s€X
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donde ¥ es el grupo de rotaciones alrededor de la normal a w y 7, esta dado
por (24) con p =x y A = sB. Si hacemos

M) = [ 7(5), (21)

SEX

donde A : X C M — P(M), entonces

0p(X) = | Ma). (28)

zeX

De esta forma se verifica que dp es una dilatacion. En efecto, si {X;}ier es
una familia de subconjuntos de M, tenemos

ss(Jx)= U o) =U U M=) =ds(x0).

el r€U;er X i€l xeX; el

También observamos que

05(X) = J U 6B = %=(UsB) = =),

rxeX seX zeX sEY rzeX
donde -
A=[]JsB. (29)

seX
Por lo tanto

05(X) = | 7(4) (30)

rzeX

El conjunto A es llamado ¥.—extension de B. Un ejemplo de una extension
es el siguiente: si B es un segmento de linea de longitud r que inicia en w,
entonces A es un disco de radio r y centro en w.

Si A es un elemento estructurante Y —invariante entonces el mapeo
ep(X) ={xr e M : 7,(A) C X}, (31)

es una erosion, la cual extrae todos los puntos x € M tal que la traslacion
paralela de A desde w a x encaja en X. Veamos que efectivamente el mapeo
ep: P(M) — P(M) es una erosion. Sea {X;};c;r una familia de subconjuntos
de M, se tiene la siguiente cadena de igualdades
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83( Nier Xi) ={r e M:7(A) CNiesX;} =
={r e M :7,(A) C X;, para cadai € I}

= Nier{r € M : 7,(A) C X;} = Nierep(X;).

La abertura puede ser definida para cualquier vecindad B en M,,, como
elemento estructurante, de la siguiente manera:

ap(X) = [ J{%(B): %(B) € X} (32)

esto es, como la uniéon de todas las traslaciones paralelas de B a lo largo de
curvas que comienzan en w y que estan contenidas en X.

Siguiendo la ecuacion (7) de la seccion 2 podemos definir la cerradura con
elemento estructurante B una vecindad en M, como:

Bp(X) = () {#(B): X € #(B)}. (33)

zeM

Ejemplo

Sea. M cualquier superficie suave en R? con la métrica inducida de R?
y para cualquier z € M, D,(x) es el disco de radio r y centro en x. Sea
el operador 0 : P(M) — P(M) definido por

3(X) = | Di(a).

Veamos que § es una dilatacion. Si {X;};e; es una coleccion de subcon-
juntos de M, entonces

sJxo= U pw=U U i) = Jsxo.

i€l r€U;er X icl reX; i€l
La erosion ¢ : P(M) — P(M) puede definirse por:

e(X)={zeR®: D,(r) C X}.
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La apertura y cierre se pueden definir como

a(X) = |J{D:(2) : Di(x) C X}

z€R3

B(X) = ({Dv(@) : X C Dy(a))
z€R3
respectivamente. Como se coment6 al inicio de la seccién 4, los operado-
res definidos arriba pueden incumplir varias propiedades de invarianza,
por ejemplo si M es la 2-esfera S? la traslacion de un subconjunto conexo
puede incluso quedar fuera de la esfera o ser disconexo.
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Resumen

En esta investigacion, para lidiar con los riesgos post-pandemia COVID-
19 que enfrentan los inversionistas, se construye y resuelve un modelo de
Equilibrio General Dindmico Estocastico en el cual un agente econémi-
co racional, consumidor e inversionista representativo de una economia
pequena y cerrada, maximiza su utilidad mediante el consumo y rendi-
mientos de su portafolio. Este agente gestiona el riesgo al incluir un de-
rivado opcién barrera-americana de venta de tipo knock-out (down and
out), que cubre las pérdidas por disminucion del precio del subyacente
cuando esta activa y por el pago de la prima de la opcién cuando hay un
evento en la barrera, a la vez que evita la insolvencia en todo momento
del horizonte temporal.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/
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1 Introduccion

Las secuelas post-pandemia atin palpables en los mercados internacionales
propician un escenario incierto en el que los agentes econémicos precisan de
estrategias de inversion y consumo con las que puedan gestionar los riesgos
que afrontan a la vez de maximizar su utilidad esperada.

Una estrategia eficiente para abordar el problema es construir un portafo-
lio que incluya productos derivados de nueva generacion, porque representan
un mecanismo para la gestion de riesgos y realizar su valuacion mediante
Teoria de Equilibrio General Dinamico Estocastico, ya que es la herramienta
tedrica apropiada porque induce la optimizaciéon requerida de manera dina-
mica con micro fundamentos y considerando la aleatoriedad de los eventos
azarosos presentes en los mercados. La literatura en este tema es amplia,
véanse al respecto, los trabajos de Merton (1973) [19]; Cox y Ross (1976) [6];
Cox, Ingersoll y Ross (1985) |7|; Martinez-Palacios, Hernandez-Del-Valle, y
Ortiz-Ramirez (2019) [16]; Venegas-Martinez y Cruz-Ake (1983) [15], y Sierra
(1991) [24], entre otros. Asi por ejemplo Martinez-Palacios, Herndndez-Del-
Valle, y Ortiz-Ramirez (2019) [16] realizan la valuacion del instrumento deri-
vado opcién asiatica-americana de precio strike flotante promedio geométrico
y tasa de interés estocastica a partir del proceso de solucién de un problema
de control 6ptimo estocastico en el que se ha usado un horizonte temporal
estocastico delimitado con una funcién de tiempo de paro. Es pertinente men-
cionar una restriccion presente, en las otras investigaciones mencionadas y es
que su horizonte temporal es determinista.

Un producto derivado es un instrumento financiero cuyo valor deriva de
uno o més bienes subyacentes, pudiendo ser este, una accién, una divisa, un
bono, otro derivado, un indice o una materia prima, energéticos, transporte y
clima, entre otros. Una clasificacion muy general se establece de acuerdo a su
nivel de regulacion y estandarizacion, lo que determina el mercado en que se
comercializa. Asi los derivados plan vanilla (o estandar) se comercializan en
mercados regulados y estandarizados denominados bolsas de derivados. Entre
los derivados més comunes estéan los futuros, las opciones y los swaps; y los
derivados exoéticos, los cuales se comercializan por lo general en mercados
extrabursatiles también llamados mercados over the counter algunos de estos
también se negocian en bolsas de valores.

Los derivados ex6ticos son contratos contingentes por lo general adapta-
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dos y disenados a la medida de las necesidades de los inversionistas por lo
que tienen subyacentes con caracteristicas especificas. Su clasificaciéon es am-
plia y variada, algunos de ellos son: derivados sobre electricidad, transporte,
climaticos, medioambientales y opciones exoticas, las cuales tienen su propia
categorizacion, y entre las que se encuentran, las opciones compuestas, de-
pendientes de la trayectoria, apalancadas, con pago singular y rainbow, por
mencionar solo algunas.

De particular importancia en esta investigaciéon son las opciones vanilla
y barrera. Una opcion financiera vanilla de compra (venta), es un contrato
legal entre dos partes mediante el cual el emisor de dicho contrato se obliga
a vender (comprar) un activo subyacente, y el comprador en cambio del pago
de la prima o precio de la opcion adquiere el derecho, de comprar (vender)
dicho activo en un precio llamado precio de ejercicio y en una fecha futura,
ambos definidos en el contrato.

La opcion barrera es una opcion exotica dependiente de la trayectoria,
toda vez que el valor de su prima esta ligado al precio del activo subyacente
sobre el que esta suscrita y de la trayectoria que siguié6 durante el horizonte
temporal del contrato, de tal forma que alcance el nivel de barrera prede-
terminado. Se distinguen cuatro tipos de opciones barrera, a saber, Opcién
Up-and-in (el contrato tiene precio de subyacente menor que la barrera y de
alcanzarla, se activa), Opcion Down-and-in (el contrato tiene precio del sub-
yacente mayor que la barrera y de alcanzarla, se activa), Opcion Up-and-Out
(el contrato tiene precio del subyacente menor que la barrera y de alcanzarla,
se desactiva) y Opcion Down-and-out (el contrato tiene precio del subyacente
mayor que la barrera y de alcanzarla, se desactiva). En caso de estar activa,
su prima corresponde a la de la opcién vanilla y si esta desactiva su prima
vale cero.

Los opciones barrera son ampliamente usados porque su prima es menor
que la de la opcion vanilla, toda vez que su margen de ejercicio esté limitado
por la barrera; al respecto léanse Merton (1973) [19], quien fue el primero
en derivar la férmula para valuar la opcion barrera de compra down-and-
out, Rubinstein y Reiner (1991) [24], Wilmott et al. (1994) [26], Heynen y
Kat (2000) [10], Ibrahim et al. (2013) [13], Chiarella et al. (2012) [5] y Kou
(2007) [14]. Es pertinente mencionar que los esfuerzos en investigacion para
precios de opciones barreras han considerado diferentes estructuras analiticas
en los subyacentes; asi por ejemplo Chiarella et al. (2012) hacen valuacion
numeérica de los precios de las opciones barrera cuando el subyacente tiene
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volatilidad estocastica conducida por el modelo de raiz cuadrada de Heston,
Kou (2007) analiza precios de opciones barrera en el modelo de difusiéon con
saltos e Ibrahim et al. (2013) realizan una extension de la valuacion de las
opciones de barrera de compra a las opciones de barrera de compra poderosas
cuando el precio del subyacente se eleva a una potencia constante, esto dentro
del marco estandar de Black-Scholes [29].

Las funciones tiempo de paro son de uso frecuente y variado en mode-
lacion estocastica, por ejemplo, Huyén (2009) [11], Bjork (2009) [1], Sethi y
Thompson (2000) [25] y Hernandez-Lerma (1994) [9] presentan el problema
de control 6ptimo estocéstico por consumo-inversién con horizonte temporal
aleatorio, definido mediante una funcién tiempo de paro. También los au-
tores citados incluyen un funcional objetivo tipo Bolza en donde la funcién
tipo Mayer representa legado o herencia, si es que esta no es cancelada por
el tiempo de paro. Asi mismo los tiempos de paro, han sido un recurso para
implementar desde diferentes enfoques teoricos la valuacion de opciones exo-
ticas y/o de estilo americano, léanse al respecto Camargo y Suarez (2016) [4],
Zhao (2018) [27], Rogers (2002) [21], Bouchard y Warin (2012) [3], Ibanez y
Zapatero (2004) [12], entre otros.

En el marco de las investigaciones referidas en valuaciéon de opciones esta
investigacion se distingue por: 1) El disefio de un portafolio para gestionar
riesgos con opciones barrera-americana del tipo knock-out, mediante micro
fundamentos y racionalidad economica. 2) Se establece el modelo de valua-
cién de opciones barrera down and out mediante micro fundamentos y 3) La
estrategia de inversion logra que en todo momento que el inversionista sea
solvente.

Este trabajo tiene el siguiente orden: en la segunda secciéon realiza la
descripcion del problema y supuestos, en la seccion tres se muestra analitica-
mente la trayectoria de la riqueza, en la secciéon cuatro se establece el modelo
de Equilibrio General Dindmico Estocéstico por resolver, en la quinta sec-
cion se da Soluciéon mediante programacion dindmica estocastica al modelo
de EGDE, obteniendo la ecuacion diferencial parcial (EDP) de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB), a partir de la cual se optimizan los controles y se da
una funcion de utilidad tipo HARA por el consumo; en la sexta seccion se
realiza el Analisis de solucién de la EDP de HJB proponiendo una funcién
solucién en variables separables para la EDP de HJB. En la seccién siete se
realiza la deduccion del modelo para valuar la opcion de venta barrera knock-
out de tipo americana; en la octava secciéon se establece la solucién 6ptima
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del problema de control, aplicando el teorema de verificacién de la progra-
macion dindmica para la EDP HJB, en la seccién novena se establecen las
conclusiones de este trabajo y en la décima seccion se dispone la bibliografia.

2 Descripciéon del problema y supuestos

Se considera una economia pequena y cerrada en la que se consume y
se produce un solo bien de caracter perecedero, en la que existe un sistema
bancario en el que se puede prestar y pedir prestado a una tasa de interés
libre de riesgo de incumplimiento.

De esta economia se analiza el caso de un agente econémico representa-
tivo, quien dispone de una riqueza inicial X (ty) = ¢, y tiene el objetivo
de maximizar su utilidad por consumo e inversion en portafolio de activos a
la vez de no incurrir en endeudamiento, en un horizonte temporal finito, de
magnitud estocéstica el cual se denota por [0, T]. Para tal efecto al agente le
es permitido invertir en tres activos:

1. Un principal cuyo valor en ¢t = 0 es My = M (0), observe que la razon
de cambio en el valor de la inversion es igual al producto de la tasa de
interés por el valor actual de la inversion, lo que expresamos mediante
el problema de valor inicial:

dM,
dtt —rM, =0, M,= M(0) (1)
el cual implica un rendimiento de
dM,
dRy = —L = rdt. (2)

t

2. Una accién ordinaria que no paga dividendos durnte la vida del contra-
to, cuya dindmica de precio se modela mediante la siguiente ecuacion
diferencial estocéstica:

dSt = ILLStdt + O'StdBt,

y tiene rendimientos,

ds
dRg = ?t = pdt + odB,, (3)

t
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donde 0 < p € Ry 0 € R representan el rendimiento medio esperado
y la volatilidad instantanea de S respectivamente (los cuales se consi-
deran constantes en este modelo, para mantener la estructura analitica
tratable), y B; es un proceso markoviano controlado o movimiento brow-
niano, definido sobre un espacio fijo de probabilidad con su filtracién
aumentada (Q, F, (F)iepo17, P).

. Una opcioén barrera de venta knock-out, de tipo americano, cuya barrera

estd dada por B = 0. Observe que el implemento de este derivado en
el portafolio de inversion se ha elegido estratégicamente para cubrir
las pérdidas por disminucion del precio del activo subyacente cuando
esté activa, es decir en el periodo [0, ) y porque elimina el pago de la
prima de la opcién cuando sucede un evento en la barrera. Observe que
el precio del derivado opcién barrera de venta knock-out, en realidad
es funciéon solo del precio del activo subyacente y del tiempo Ppo =
P,(S;,t); porque los demés parametros 7, u, 0, B, K y T, son constantes
y se establecen en el contrato. Para obtener los rendimientos se debe de
aplicar el Lema de It6 o teorema fundamental del calculo estocastico,
de lo que se obtiene,

8PDO 8PDO 1 8 DO o 2)
dPpo = < Sy o°S; | dt
po=\"ar * s, " T3, n
OP,
5 sDtO 0S,dV;,
de donde el rendimiento de la opciéon barrera de venta, estd dado por
dP,
dRp = —2° = jipdt + opdV, (5)
Ppo

siempre que a partir de (4) se denote a:

- 1 8PDO 8PDO 102 Ppo 9 2>
“P_PDO< ot o5, Mt o aeg, 0 %) Y ©
o _LaP_DOUS
P Ppo 88, 7"

Se definen mediante aqy, oy v 1 — ap — oy, las proporciones de riqueza

destinadas para inversion en la accién, opcién y el principal en un portafolio de
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inversion y mediante ¢ se denota a la tasa de consumo. Se supone ademas que
todas las estrategias del portafolio son autofinanciables, lo cual lleva implicito
el hecho de continuidad en las operaciones de los mercados financieros y de
derivados, que no hay costos por transacciéon, no hay comisiones a agentes
de casa de bolsa, no hay pagos de impuestos a autoridades fiscales y que las
ventas en corto son permitidas e ilimitadas.

Lema de Itd6 para el caso de n movimientos geométricos
brownianos

Considere la funcion f(z,t), © = (z1,29,...,2,), y la siguiente ecuacion
diferencial estocastica

en donde dW;; ~ N(0,dt) es un movimiento browniano o proceso de Wie-
ner. Considere también la siguiente tabla de multiplicacién para la diferen-
ciaciéon estocéstica,

dt [ dWy | dW;,
dt 0 0 0
dWi | 0| dt | pidt
AW, | 0| pydt | dt

Es pertinente observar que en la tabla anterior el coeficiente de correlacion
pii = 1, para todo ¢ = 1,...,n. Para establecer el lema de 1to, se realiza
expansion en serie de Taylor hasta los términos de segundo orden de f(z,t),

Matemadticas y sus aplicaciones 22, Capitulo 4, paginas 83-104



Maria Teresa Verénica Martinez-Palacios, Fernando Brambila-Paz,
90 Anthony Torres-Hernéndez

OIw0) ) | N OUD)

df(z,t) = =, I,
i=1 7
1 5’fxt 5’fxt
T3 Z ZZ dz;
=1 7j=1 =1
0 f(x,t)
+ZZ Sr.0n RGP, sda; +Z dazydt
i=1 j=1
"L 0% f(x,t) O*f(z,t)
+Z—6x18t dida, + =5 7=t (8)

Ahora, se debe sustituir (7) en (8) y aplicar las reglas de multiplicacion
para la diferenciacion estocastica,

Aoty = 20D gy Z o ;;7 D s, it + s, )W)
i=1 ¢

1
5 Z z ,t)dt + O'Z‘(.I‘i, t)dVVit)2

n

”af t)
gzl (z, d ida +ZZ 83:18x]d wyda; |

=1 j=1

al simplificar,
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df (z,t) = afgz’t) dt + Z af(;ift)m(xi,t)dt

finalmente, se ordenan los términos y se obtiene el lema de [t6 en su forma
diferencial, también llamado teorema fundamental del cilculo estocéastico

df (x,1) = % +) %Mi(%ﬂ

_ ZZ a f ) t %,t)Uj(Iz’,t)Pij dt

] i 3%8951

xA
i=1 v

3 'Trayectoria de la riqueza

En este apartado se establece de forma analitica la restriccion presupuestal
intertemporal del agente representativo;

dXt = Xt<]. — 1t — Oégt)dRM + XtOélthS + XtOégthp — Ctdt
=X (7"—}—041,5(#—7“)—}—04%(;“:—7")—?) dt (9)

t
+ Xt(alta + OfgtO'P)d‘/t,
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La cual reescribimos como un proceso markoviano controlado o movimi-
neto geométrico browniano en su forma diferencial:

dX
—L = pxdt + oxdV;, (10)
Xy
donde se han sustituido a ux y ox, por
c
Ux = (7’ + Oélt(/J, — 7’) —+ Oézt(,up — T) — %) Yy O0x = Q10 + Qoo p. (11)
t

4 Modelo de equilibrio general dinamico esto-
castico

Debido a que los supuestos de las ventas en corto y el consumo no es-
tan limitadas en el modelo, y ante el supuesto de un consumidor-iversionista
racional, se enfrenta la posibilidad de que el problema degenere y el agente
pierda la solvencia, para resolver este problema, matematicamente se restringe
el dominio a D = [0,7] x {X|X > 0} y se define la funcion

¢ = min [inf{t > 0| X; = 0}, 7],

la cual induce a que el horizonte temporal del problema sea estocéstico.
La utilidad total del agente se representa mediante,

E [/OT G(cs, 8) d3|G0]

donde G es la funcion de utilidad por el consumo y Gy es la informacion
disponible en ¢t = 0.

A continuacion, se define formalmente el problema de maximizacion de
utilidad como un problema de control 6ptimo estocéstico, en tiempo continuo,

@
Mazimizes,, ag.c, F [/ G(cs, 8) dt|G0]
0

sujeto a  dX; = Xyux dt + Xiox dV; (12)
Xo = 2o
Ct Z O, Vit 2 0.
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5 Solucién mediante programaciéon dinidmica es-
tocastica

Para resolver el problema de control 6ptimo estocastico que modela la
toma de decisiones del agente econémico se hace uso de programacion dina-
mica estocastica en tiempo continuo. En la practica se reduce la dimension
del problema a uno determinista mediante la obtencién de la ecuaciéon dife-
rencial parcial de Hamilton-Jacobi-Bellman (EDP HJB), a partir de la cual
se optimizan los controles y por ende las decisiones 6ptimas del modelo. Para
tal efecto se define la siguiente funciéon de valor,

¢
J(X,t) = mMAax E / G(cs, s) ds|Gy
a1, ER,0<cs|[t,9] t

t-+dt & (13)
= max E [/ G(cs,s)ds —i—/ G(cs, 5) ds\Gt] :
t t

a1t €R,0<cs|[t,¢] +dt

Después de aplicar a (13) el teorema del valor medio al primer sumando
y la recursividad al segundo sumando, se obtiene:

ait,a2¢€ER,0<¢t

Ahora se emplea la expansion en serie de Taylor para el tercer sumando,
para obtener:

J(Xt, t) == méﬂ}é[]< E {G(Ct, t)dt + 0<dt) + J(Xt, t) + dJ(Xt, t) + O(dt)lgt}
consecuentemente,
0= max E {G(Ct, t)dt + O(dt) + dJ(Xt, t)|gt}

at,a2¢t€ER,0<ct

debe ahora de aplicarse el lema de 1t6 a dJ(Xy,t) y hacer la simplificacion
correspondiente, de lo que resulta
0J(Xy,t)
00X,

OJ (X, t)  OJ(Xy,t) 10%J(X;,t)
o T ox, T oo

XtO-Xd%

G}
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A continuacion, se obtiene el valor esperado de esta ultima ecuaciéon. Dado
que dV; sigue una distribuciéon N(0,dt), se elimina el término con el movi-
miento browniano, lo que conduce a,

12J(Xy,1)

2 0X?
aJ(Xt7t> a‘](Xt7t) }
dt
+— X, Gi
ahora se divide esta expresion entre dt y se toma el limite cuando dt — 0,

lo que conduce a la Ecuacion en Derivadas Parciales (EDP) de Hamilton-

Jacobi-Bellman (HJB):

0= max {G(Ct, t)dt + o(dt) + XZo%dt

ait,02:€R,0<ct

Xypxdt

0(X0,t) | 9J(Xi1) 182J(X,, 1)

0= max {G(Ct,t) + o X Xopx + =

at,at€ER
OSCt

2 2
2 0X? Xtax}’

a la que se imponen las condiciones de frontera congruentes con el tiempo
de paro que limita a que el modelo no degenere,

o OJ (X, t)  OJ(Xy,t) 192J(Xy,t) 22}
O_Q%T“g?f‘eR{G(Ct’t)* o ox, X Ty Taxz X
J(0,t) =0,
J(X;, T) = 0.

(14)

Funcion de utilidad

Se propone la funcion de utilidad G(cy,t) = e 'Y (¢;) = e #'¢7 /7, donde
Y(¢;) se ha elegido tipo HARA, con el propoésito de encontrar soluciones
analiticas del modelo. Observé que Y (¢;) satisface que,

§
Y(0)= =] =oo

c c=0

con lo que se obliga al cumplimiento de la hipotesis, de no incurrir en canti-
dades negativas.
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Condiciones de primer orden

Se supone maximo por ser G concava y se sustituyen a py, ox y G(c,t)
en la ecuacion (14) para obtener,

0J(Xp,t) | 19%I(X,.1)
ot 2 0X?

0= e—ptcz + XtQ(OfltU + agtO'P)2
| 0J(X)
0X;

(15)
Xi(r + an(p —7) + car(pp — 1) — 1/ Xy).

Ahora mediante el criterio de primera derivada se optimizan los controles
Qig, Qor y Cyy

0.J(X,. 1) } Yoy
_ 1
Ct |: (9Xt e 9 ( 6)
OJ (X, t 0*J(X,,t
_ t t 17
Q¢ aQJ(Xtvt>X2 ) ) ( )
axz 7
OJ (X, t 0?J(X,,t
%Xt(ﬂp —r)+ %XEO’QOQ,%TP
_ t t 18
o PIX0t) g o (18)
Toxz 0P

6 Analisis de solucion de la EDP de HJB

Para resolver la EDP HJB es necesario establecer J(X3,t); dada la natu-
raleza de la ecuacion diferencial sin derivadas cruzadas, se propone a J como
un producto de funciones separables en variables, es decir,

X’Y
J(Xy,t) = e Ph(t)=L, WT) =0, (19)
8

observe que la condicion de frontera h(T") = 0, se ha impuesto en correspon-
dencia con el tiempo de paro. Dada la funcion J(X;,t) propuesta, se obtienen
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las derivadas parciales presentes en la ED de HJB,

8J(Xt,t) X/ e
M =S ) - i)
3J<Xt7 t) o y—1_—pt
—ox, i e, (20)
82‘](Xtat) _ Y—=2 _—pt
S = (= DX e

A continuacion, se sustituyen las derivadas obtenidas en (20) en (16), (17)
y (18), de donde se obtienen los controles 6ptimos del problema:

& = X hY 07D (1), (21)
G = — (w—r) (—; (_")/1—)012)0'0627&UP’ (22)
oy = (pwp — T)(f;r (v )—}21))0041t0P‘ (23)

Es pertinente observar que las ecuaciones (22) y (23) forman un sistema
de ecuaciones diferenciales estocasticas lineales y que el cosumo es lineal en
la riqueza.

7 Deducciéon del modelo para valuar la opcién
de venta barrera knock-out de tipo americana

A continuacién se, se realizan los cambios de variable & = op/o, A =

(n=7)/((L=7)0?) y Ap = (up —7)/((1L =7)0}), en las ecuaiones (22) y (23),
con lo que se establece el sistema,

Qg + € = A,

& , 24
G (24)

§

cuya ecuacion matricial es,

(&) -0
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se observa a partir de la matriz de coeficientes asociada al sistema de la ecua-
cion (24), que su determinante es cero, lo que implica que hay dependencia
lineal entre las ecuaciones de premio al riesgo de mercado de la accién y la
opcion. Esta dependencia lineal nos permite establecer la siguiente igualdad,

n—=r op pp—T
A= €N A A
N e Fo R (R FEA

de dénde se deduce que,

(=) = (up = 1), (25)

al sustituir en (25) a pup y op, tal como se han descrito en la ecuacion (6), se
obtiene la Ecuacion Diferencial Parcial de segundo orden:

6PDO 1 82PDO

oP
+ 2 DO
o T2 as OOt

O'2 t 8—5'?55%71 - TPDO = 0. (26)

La ecuacion (26) es el modelo cuya solucién permite valuar la opcion de venta
barrera de tipo knock-out incluida en el portafolio de inversién siempre que
esta se encuentre activa, es decir cuando S; > B; y a la que se debe de
imponer la condiciéon de frontera valor intrinseco del instrumento derivado,
en conjunto con la barrera B. Es decir,

( 2

ag?o + %aaggoazs,? + 8(5—5:)5{7’ — TPDO = O,

Ppo(Si,t) > max{(K — S;),0}, siS;> B, (27)
PDo(St,t) = O, si St S B,
(<,

Con n = min{¢, 7}, se define a 7 como un tiempo de paro en donde se alcanza
el valor méaximo de max{(K — S;),0}.

8 Solucién é6ptima del problema de control: Teo-
rema de verificaciéon para la EDP HJB

Para obtener la soluciéon 6ptima del problema de control, utilizaremos el
teorema de verificacion para la programacion dinamica, por lo que se requiere
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de precisar la expresion analitica de la funcion h(t) propuesta en la solucion
de la EDP HJB; ya que con esta sera posible verificar que efectivamente (19)
resuelve (14) y optimiza los controles que maximizan al sistema propuesto.
Para ello, se comienza por suponer la soluciéon de esquina &y = 0y Qo = 1,
que corresponde a las asignaciones 6ptimas de riqueza en inversion de la acciéon
y la opcion de barrera de venta knock-out down and out; esta solucion junto
con ¢, fp y op, obtenidas en (21) y (6) respectivamente, se sustituyen en la
ecuacion (15) y las derivadas parciales en pup y op se evalian en el dinero, es
decir, cuando

HPlsimkim =P Y OPlsor, = 0P

de lo que se obtiene la ecuacion diferencial:

0= X7 {®) +h(t) [(=p) +ip + 2(v = 13| + 1 = DA77}, (28)

a la que en congruencia con (14) se debe adjuntar la condicién de frontera

h(T) = 0. Si la ecuacién (28) se cumple para todos X; y t, es necesario
encontrar la funcion h(t) que resuelve la siguiente ecuacion diferencial:
R (t) + p(t)h(t) = —q(O)[A(@)]", (29)

observe que (29) es una ecuacion diferencial de tipo Bernoulli que tiene para-
metros: p(t) = (—p) +yip+2(y—1)p, q(t) = (1—v) yn = 1. Para resol-
verla, se transformaré en una ecuaciéon diferencial lineal, por lo que se realiza
el cambio devariable w(t) = h'™"(t), de donde se obtienen a h(t) = w!~7(t)
y h(t) = (1 —y)w 7(t)w'(t), ahora se lleva a cabo la sustitucion correspon-
diente y se multiplica en ambos lados de la ecuacion por (w?(t))/(1—7), para
obtener,

t) q(t)
W' (t) + il w(t) = — .
S e e )
Al renombrar con k; = (fg), se establece el siguiente problema de valor
inicial:
W(t) + kw(t)=-1, w(T)=0 (30)

El cual se resuelve con el método de Leibnitz o factor integrante, obteniendo
qué

wlt) = —kil (1 - ehr-0), (31)
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Pero a partir de (29) se consiguié a h(t) = w'~7(t), de donde finalmente se
obtiene que:

h(t) = {;—11 (1 —ekl(Tt)>] _7, h(T) = 0. (32)

Se ha mostrado que si h esta dada por (19) con (32) como solucion de (29) y
si definimos ¢, &y y Qi por (21), (22) y (23), entonces h satisface la ecuacion
diferencial de HJB y ¢, aq; y &g optimizan el problema de control 6ptimo
estocastico.

9 Conclusiones

En esta investigacion en el marco tedrico de Equilibrio General Dindmico
Estocastico, se disené mediante control 6ptimo estocéastico en tiempo continuo
un modelo mediante el cual un agente econémico representativo racional y
averso al riesgo, puede maximizar su utilidad por consumo e inversiéon en por-
tafolio gestionando simultdneamente los riesgos que enfrenta en los mercados
financieros, combinando para ello las herramientas tebricas de optimizacion
dindmica estocastica con la inversiéon en opciones barrera-americana del tipo
knock-out.

Se observa que la ecuaciéon diferencial parcial con que se valuara la opciéon
barrera, corresponde en realidad a la ecuacion diferencial parcial de Black-
Scholes Merton con que se evalua la opciéon auropea de compra, y son las
condiciones de frontera anadidas las que determinan que el instrumento sea
barrera-americana del tipo knock-out.

Es importante mencionar que el implemento de la funcién tiempo de paro
como limite estocastico del horizonte temporal, aunado al evento que desacti-
va la opcion barrera son herramientas que inducen a que el agente econémico
sea solvente en todo momento y se administren los riesgos de manera general
en el modelo limitando las pérdidas potenciales, tanto para el agente eco-
noémico representativo como para el sistema bancario, toda vez que tanto el
consumo como las ventas en corto son permitidas e ilimitadas.

Asi mismo se resalta el hecho de haber obtenido mediante micro funda-
mentos y supuestos de de racionalidad econémica el sistema de ecuaciones
diferenciales (resultante de la programacion dinamica) medante el que se es-
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tablece el modelo de valuacién de opciones barrera knock-out consistente con
el modelo de valuacion de opciones de Black-Scholes-Merton.

Ademaés se observa que el implemento de la opcién knock-out de venta
de tipo americano en el portafolio, gestiona el riesgo que enfrenta el agente
econ6émico, por un aparte como seguro del precio del subyacente y por otra
ahorra el pago de la prima cuando hay evento en la barrera.

Es pertinente resaltar la importancia de que la estructura algebraica de
los supuestos se mantuviera como procesos geométrico browniano en su for-
ma diferencial aunado a la eleccién de funciéon de utilidad tipo HARA para
obtener solucion analitica del modelo en el contexto de las teorias de control
6ptimo estocastico y programacion dinamica estocéastica en tiempo continuo.
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Resumen

Este trabajo trata sobre las propiedades bésicas de las topologias de
Alexandrov y su caracterizaciéon en términos de predrdenes. Como apli-
cacién se presenta un método para la representacion digital de poligonos
y poliedros. Este método se basa en topologias finitas determinadas por
una relaciéon de enmarcamiento en un complejo celular abstracto. Cada
elemento de estos complejos celulares puede representar a un poliedro
completo, o bien a una de sus caras, aristas o vértices. A partir de la
relaciéon de enmarcamiento se define una relacién de incidencia y otra de
conexidad. Nos enfocamos en particular en los espacios cartesianos local-
mente finitos, que estdn dados por productos cartesianos de complejos
celulares unidimensionales, equivalentes a lo que en teoria de grafos se
conoce como trayectorias. En ellos se especifica un sistema de coorde-
nadas que permite definir, por medio de desigualdades, conceptos como
semiplano digital, segmento rectilineo digital y colinealidad estricta.

1 Introduccion

La geometria digital es un area extensa, con varias aplicaciones a las cien-
cias de la computaciéon y que tiene mucho en comin con la topologia digital.
El desarrollo de estos campos de estudio ha estado impulsado principalmen-
te por los problemas que se presentan en el procesamiento de iméagenes por
computadora. Hay diferentes enfoques que utilizan como modelo al conjunto
72, o a subconjuntos finitos del mismo, equipados ya sea con relaciones de
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adyacencia [19], o bien con estructuras topologicas ([11], [13]). En este traba-
jo no se pretende presentar un panorama amplio ni una perspectiva historica
de la geometria digital, sino que nos limitamos a exponer algunas partes del
enfoque propuesto por Kovalevsky en [13]. De acuerdo a este cientifico, en el
procesamiento de imagenes digitales hay muchos problemas que no se pueden
resolver por métodos basados en la geometria euclidiana o en el calculo. Esta
situacion es comun cuando se tratan de procesar algunos de los detalles finos
de la imagen. Por ejemplo, al trabajar con las imagenes digitales no se pueden
utilizar los métodos de la geometria diferencial para medir la curvatura de las
lineas. Esto se debe a que en la geometria clasica se trabaja con conjuntos in-
finitos de puntos. En un espacio euclidiano, cualquier segmento de recta, por
corto que sea, contiene una infinidad no numerable de puntos distintos. Este
hecho contrasta con el caso de las imagenes digitales, ya que cada pantalla
de computadora cuenta tinicamente con un nimero finito de pixeles. Esto se
conoce como «pérdida de resolucion». La geometria clasica carece de herra-
mientas para trabajar con objetos espaciales de dimensién mayor a cero que
no estén representados como un conjunto infinito de puntos, sino como un
elemento tnico. Esto es algo muy importante para el analisis de las imagenes
de computadora, puesto que la descripcion de las figuras geométricas que pro-
porciona la geometria euclidiana resulta, en los procesos digitales, solamente
aproximada. La necesidad de caracterizar nociones como cercania, convergen-
cia y continuidad dentro del contexto finito de una pantalla de computadora,
vuelve imperativo el uso de las topologias finitas [18|.

En este contexto, Kovalevsky nos presenta un concepto de geometria que
se desarrolla en ciertos complejos celulares abstractos localmente finitos [13],
que son una clase especial de espacios Ty de Alexandrov ([1], [3]). En un tipo
particular de estos complejos celulares se introduce un sistema de coordena-
das discretas sin hacer uso de conceptos métricos ni de un producto escalar.
A partir de estas coordenadas discretas, se definen los conceptos de semi-
plano digital, linea digital, colinealidad y convexidad. La nocién clasica de
mapeos continuos se generaliza a mapeos que preservan la conectividad y que
son aplicables a espacios localmente finitos. También se introduce un nuevo
concepto de n-isomorfismo con el objetivo de estimar cuantitativamente las
desviaciones que presentan, con respecto a estos isomorfismos, las diversas
transformaciones geométricas que se usan en el procesamiento computacional
de imégenes digitales.

Los ejemplos que presenta Kovalevsky en [13] son espacios finitos. Todas
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las topologias definidas en conjuntos finitos son un caso particular de topo-
logias de Alexandrov ([3], [18]). Estas topologias tienen varias propiedades
interesantes, ya que estan estrechamente ligadas a los conceptos de la teoria
del orden. Kovalevsky define una topologia sobre los complejos celulares abs-
tractos a partir de una relacién muy especifica entre sus elementos, llamada
relacion de enmarcamiento. Esta relacion tiene una interpretacion geométrica
muy intuitiva. Como veremos, la forma en que se define la topologia de los
complejos celulares a partir de la relacion de enmarcamiento, es representa-
tiva de una de las formas maéas generales que hay para definir topologias de
Alexandrov. Sin embargo, en su articulo, Kovalevsky no hace menciéon alguna
de las topologias de Alexandrov. En este capitulo tomamos la oportunidad
para exponer algunas de las propiedades basicas de estas topologias, su cone-
xion con los conceptos de la teoria del orden y la aplicacion préactica que hace
de ellas Kovalevsky en el procesamiento de imégenes digitales. Esperamos que
este trabajo despierte el interés del lector por los temas aqui tratados.

2 Preordenes

Un concepto basico en cuanto a predrdenes es el de la reflexividad de
relaciones. Denotamos como A x a la relacion de identidad en X, que también
se conoce como la diagonal sobre X. Se dice que una relaciéon R en un
conjunto X es reflexiva si Ay C R. Otro concepto fundamental es el de
la transitividad. Si S y T son relaciones en X, su composiciéon 7' o S es
el conjunto de parejas (z, z) para las que existe un elemento y € X tal que
(r,y) € Sy (y,z) € T. La notacion T' o S es consistente con la que se utiliza
normalmente para la composicion de funciones. Una relacién R es transitiva
si Ro R C R. Para indicar la composicion iterada de una relaciéon consigo
misma se utilizan exponentes. Esto es, R' = Ry R"™! = Ro R" para n € N.
La relacién inversa de S se denota como S~! y consiste de aquellas parejas
(x,y) tales que (y,z) € S. Un preorden sobre un conjunto X es una relacion
reflexiva y transitiva definida en X. Se acostumbra denotar un preorden con
el simbolo <, o bien con la letra P. Nétese que P!, su relacién inversa,
también es un preorden, al que llamamos el preorden dual de P. Cuando
se representa un preorden con el simbolo <, su dual se indica con >. Esto
significa que x > y < y < x. Si < es un preorden en X, a la pareja (X, <)
se le llama conjunto preordenado. Una funcién f : X — Y entre dos
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conjuntos preordenados (X, <) y (Y, <) se llama monétona si preserva el
orden, es decir si z < y = f(x) < f(y) para todo x,y € X. Dada una familia
de preérdenes {F;},.; definidos sobre el mismo conjunto X, su interseccion
P = (\;c; P también es un preorden sobre X.

Lema 2.1 ([15]). Sean X un conjunto no vacio y R C X x X. La relacion
R* =2, (RUAx)" coincide con la interseccion de todos los predrdenes en
X que contienen a R.

Demostracion. Claramente R* es reflexiva. Sean x,y, 2z € X y supdngase que
(x,v), (y,2) € R*. Hay enteros positivos n, m tales que (z,y) € (RUAx)" y
(y,2) € (RUAx)™. Por lo tanto existen xq, .., Tpim € X tales que zo = x,
Tp = Y, Tnem = 2, con (x;,z,41) € RU Ax para 0 < i < n + m. Esto
implica que (r,2) € (RUAx)"™ C R*, obteniéndose la transitividad. De
tal manera que R* es un preorden que contiene a R. Sea P un preorden
en X que contiene a Ry tomemos (z,y) € R*. Similarmente al argumento
anterior, existen xo, .., x, € X, con xg =z, r, =y y (x;,z;41) € RUAx para
0 <i<n.Como RC Py P esun preorden, cada pareja (x;,x;11) € P, de
modo que (z,y) € P. Esto muestra que R* C Py se obtiene el resultado. [

La relacion R* definida arriba es el minimo preorden que contiene a R y
se llama la cerradura reflexiva y transitiva de R. Sic € X y A es un
subconjunto no vacio de X, se dice que ¢ es cota superior de A cuando
a < ¢ para toda a € A. Cuando se cumple la desigualdad inversa, ¢ < a, para
toda a € A, entonces ¢ se llama cota inferior de A. Un elemento s € X
se llama supremo de A si cumple (i) s es cota superior de A y (ii) para
cualquier ¢ cota superior de A se tiene s < ¢. Similarmente, si s es cota in-
ferior de A y se tiene s > ¢ para cualquier ¢ cota inferior de A, se dice que
s es infimo de A. Una familia no vacfa de elementos de X, F' = {z;},.,, se
llama dirigida si, para cualesquiera 7,7 € I, existe k € I tal que zj es cota
superior de {z;,z;} [9]. Como todo subconjunto D C X se puede considerar
como una familia (indexédndose a si mismo mediante la inclusion), la defini-
cion anterior describe también lo que es un subconjunto dirigido de un
conjunto preordenado. De manera obvia, esto incluye al concepto usual de
conjunto dirigido [7]. Claramente, un conjunto preordenado puede tener
subconjuntos dirigidos sin ser él mismo dirigido, como se puede ver consi-
derando el ejemplo siguiente. Sea < el orden usual de los enteros y sea P la
relacion en Z dada por P = RUS, donde R = {(m,n) € Z* | m < min {0,n}}
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y S ={(m,n) €Z?> | m=n (mod 2) y 1 <m <n}.Larelacién P es un pre-
orden en Z y el conjunto preordenado (Z, P) no es dirigido pero los pares
positivos, los impares positivos y los enteros no negativos son subconjuntos
dirigidos de Z en el preorden P.

Un orden parcial es un preorden que ademas es antisimétrico, es decir,
cumple con (a < by b<a)= a=>b, para a,b € X. Si < es un preorden en
X, entonces la relacion ~ dada por {(a,b) | a < by b =< a}, es una relacion
de equivalencia y la relacion < definida entre las clases de equivalencia de X
mediante [a]. < [b]. < a < b, es un orden parcial en el conjunto cociente
X/ ~. Dado un orden parcial < en un conjunto X, la pareja (X, <) se conoce
como conjunto parcialmente ordenado. La intersecciéon de una familia de
ordenes parciales sobre un mismo conjunto, también es un orden parcial sobre
ese conjunto. De hecho, si {F;},.; es una familia de preérdenes sobre un
conjunto X y alguno de ellos es un orden parcial, entonces (),.; P es un
orden parcial en X. Por la antisimetria de <, los subconjuntos no vacios de un
conjunto parcialmente ordenado no pueden tener ni mas de un supremo ni mas
de un infimo. Esto contrasta con el caso de los preérdenes en general, donde
un subconjunto dado puede tener miltiples supremos o multiples infimos. En
un orden parcial, la notacion a < b (resp., a > b) significa que a #by a <b
(resp., a > b). Es posible definir, dado un conjunto parcialmente ordenado
(X, <), una relacion en X que captura la idea de que un elemento de X sea
un «superior inmediato» de otro en el orden parcial. Si a,b € X, se dice que
a cubre a b [5] si @ > by no hay ningin x € X que cumpla a > = > b. Esta
relacion se utilizara en la seccion 4.

Si (X, 7) es un espacio topologico y (X, <) es un conjunto preordenado, se
dice que la terna (X, 7, <) es un espacio topologico preordenado [16]|. En
caso de que < sea un orden parcial y su grafica G(<) = {(z,y) | * < y} sea
un subconjunto cerrado de X x X, entonces se dice que la terna (X, 7, <) es
un espacio topologico ordenado [8]. Cuando el espacio (X, 7) es conexo y
en cada subconjunto de tres puntos Y C X existe y € Y con la propiedad de
que Y intersecta a dos componentes conexas de X \ {y}, entonces se dice que
(X, 7) es un espacio topologico ordenado conexo ([11], [12]), también
conocido como COTS, por sus siglas en inglés.

Definicion 2.2 ([18] Conjuntos superiores y conjuntos inferiores). Si < es un

preorden en un conjunto X y A C X, entonces el conjunto superior de A
se define como T A={x € X |Ja € A:a <z}. Similarmente, el conjunto
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inferior de A estd dado por | A={x € X |Ja€ A:z <a}.
Con esto podemos definir los conceptos siguientes.

Definicion 2.3 (18] Subconjuntos crecientes, decrecientes y convexos). Da-
dos un preorden < en un conjunto X y un subconjunto A de X, entonces
A se llama creciente si A = 1 A, decreciente si A = | A y convexo si
A=1TAN]A

Veamos ahora algunas propiedades de los conjuntos crecientes. Los con-
juntos decrecientes del preorden < son precisamente los conjuntos crecientes
del preorden dual (>) y por esto, tienen propiedades muy semejantes a las
de los conjuntos crecientes, de modo que no es necesario enunciarlas expli-
citamente. Claramente se tiene 1 @ = y 1T X = X, asi que & y X son
crecientes. Ademas, como < es reflexiva y transitiva, resulta que A C T A
y que T (1 A) = 1 A para todo A C X. El resultado siguiente tiene una
consecuencia importante.

Lema 2.4. Si (X, <) es un conjunto preordenado y {A;},.; es una familia
de subconjuntos crecientes de X, entonces:

1)1 (Uiel Ai) = UiEI (T 4)-
2) 1 (ﬂiel Ai) = mz’e[ (T Ai).

De esto se concluye que, tanto las uniones arbitrarias como las interseccio-
nes arbitrarias de conjuntos crecientes, son crecientes. Aunado a la observa-
cion anterior al lema 2.4, esto implica que la coleccion de conjuntos crecientes
de X forma una topologia en X . Esta topologia, {A C X | A =1 A}, se llama
la topologia de Alexandrov [9] asociada al preorden < y la denotamos aqui
como a<. Los conjuntos decrecientes de < son los abiertos de a>, la topologia
de Alexandrov asociada al preorden dual. Mas aun, es facil comprobar que
un conjunto es creciente si y solo si su complemento es decreciente, y vicever-
sa. Esto significa que los cerrados en a< son los abiertos de a>. Como es de
esperarse, dados dos conjuntos preordenados (X, <)y (Y, <), si a< y a< son
las topologias de Alexandrov asociadas a < y a < respectivamente, entonces
las funciones continuas de (X, a<) a (Y, a<) coinciden exactamente con las
funciones monotonas de (X, <) a (Y, =X).

El preorden < determina otra topologia en X (no necesariamente distinta
de a<), mediante la subbase I' = {X\ | z | z € X}, donde la notacion | x
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se usa como abreviatura de | {z}. La topologia generada por I' se llama la
topologia superior [9] asociada al preorden <y la denotamos aqui como o<.
Es sencillo ver que la familia § = {X\ | F' | F C X, F finito} es una base de
o<. Notese que a< es mas fina que o<. En efecto, como los elementos de la
base 3 son conjuntos crecientes, pertenecen a a< y esto implica o< C a<.

Consideremos algunos ejemplos sencillos. Tanto la topologia de Alexan-
drov ax«x, como la topologia superior ox«x, asociadas al preorden total
X x X, coinciden con la topologia indiscreta. En cambio, si el preorden es
la relacion de identidad, entonces aa, es la topologia discreta mientras que
ony €s la topologia cofinita (aquella formada por los complementos de los
subconjuntos finitos del espacio). En el caso de (R, <), la recta real con su
orden usual, la topologia superior o< tiene como elementos a &, R y a los
intervalos de la forma (7, 00), con r € R, mientras que los abiertos en la topo-
logia de Alexandrov a< son todos los abiertos de o< y ademas los intervalos
de la forma [r, c0), con r € R.

Sin entrar en detalles, cabe mencionar aqui también a la topologia de
Scott 9], otra topologia en X asociada al preorden <y que denotamos como
S<. El estudio de esta topologia tiene sus origenes en la teoria de dominios,
una rama de las ciencias de la computacion. Los abiertos en la topologia
de Scott son aquellos conjuntos crecientes U del preorden < tales que, si
{#i},c; € X es una familia dirigida que tiene algin supremo en U, entonces
existe alguna ¢ € I con z; € U. Como todos los abiertos de S< son conjuntos
crecientes de <, esta topologia es mas gruesa que a<.

Hemos visto que a partir de un preorden dado en un conjunto X se pueden
obtener diferentes topologias definidas sobre ese mismo conjunto. Veamos
ahora un ejemplo importante en la direcciéon opuesta, un preorden que se
define canénicamente a partir de una topologia dada. Recordemos que si
(X, 7) es un espacio topologico, z € X y A C X, la cerradura de A se denota
por clA y el stmbolo N (x) representa al conjunto de todas las vecindades
abiertas de x, mientras que N(z) es la interseccion de todas ellas.

Definicion 2.5 (El preorden de especializacion de una topologia). Dado un
espacio topoldgico (X, T), su preorden de especializacién, denotado por
<., se define mediante x <, y < x € cl{y}, para todo z,y € X.

Una consecuencia inmediata de esta definiciéon es que, con respecto al
preorden de especializacion, se tiene | y = ¢l {y} para toda y € X [9]. Se
puede observar también lo que sucede cuando el preorden <, es un orden
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parcial. Tal cosa pasa si y s6lo si ningin par de puntos z # y € X son
comparables simultaneamente. En otras palabras, o bien = ¢ ¢l {y}, o bien
y ¢ cl{z}. Esto significa que existe un abierto U € 7 que contiene a uno de
estos puntos pero no al otro, es decir, equivale a que el espacio (X, 7) sea un
espacio Ty [4]. Por otro lado, (X, 7) es T} si y solo si, dados cualesquiera dos
puntos x # y € X, hay dos abiertos A, B que cumplen con x € A\ B y con
y € B\ A. Esto es lo mismo que afirmar que z ¢ cl {y} y que y ¢ cl {z}, lo que
es equivalente a que el preorden <. coincida con Ay, la relacion de identidad.
El preorden de especializacion tiene las caracterizaciones siguientes.

Lema 2.6. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y B una subbase de 7. Dados
x,y € X, las condiciones siguientes son equivalentes:
(i) v <+ y, (i) cl{z} C cl{y}, (iii) N°(x) C N°(y), (iv) N(y) € N(x),
(v) para todo U € B,z € U =y e U.

Demostracion. Probemos primero la equivalencia de los primeros cuatro in-
cisos. Si z € cl{z} y C es un cerrado que contiene a y, entonces C' debe
contener a z y por lo tanto, también a z. De modo que (i) implica (ii). Si A
es una vecindad abierta de z, entonces X \ A es un cerrado al que = no per-
tenece, asi que y tampoco y se tiene y € A. Esto prueba que (ii) implica (iii).
Suponiendo (iii) tenemos (iv), ya que N(y) = N°(y) € NN°(z) = N(z).
Considerando de nuevo a un cerrado C' que contenga a y, su complemento es
un abierto al que y no pertenece y, como y € N(y) C N(x) = N°(z), se
sigue que = € C, con lo que se muestra que (iv) implica (i). La equivalencia
de (iii) y (v) es obvia. O

Resaltemos ahora dos propiedades més del preorden de especializacion.

Lema 2.7 (|9]). Dada cualquier topologia, sus abiertos son conjuntos crecien-
tes y sus cerrados son conjuntos decrecientes en el preorden de especializacion.

Demostracion. Sean X un conjunto no vacio, 7 una topologia en X, A un
abierto y x € X. Si x € T A, hay un punto a € A tal que a <, z. Como
A pertenece a N%a), por el lema 2.6, A € N°(z), asf que x € A y esto
implica que A es un conjunto creciente de <,. Ahora, como todo cerrado
es el complemento de un abierto y los abiertos son conjuntos crecientes, los
cerrados son decrecientes. ]
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Proposicion 2.8 ([9]). Sea (X, P) un conjunto preordenado y sea Tp el
congunto de todas las topologias en X que tienen a P como su preorden de
especializacion. Si o y o son la topologia de Alexandrov y la topologia superior
asociadas a P, respectivamente, entonces:

i) a,0 € Ip,
ii) Dada cualquier T € Tp, o s mds fina y o es mds gruesa que T.

Demostracion. Sean z,y € X y denotemos por <, vy <, a los preérdenes
de especializacion de « y de o, respectivamente. Notese que (x,y) € P es
equivalente a y € 1 x, mientras que z <, y equivale a N2(z) C N9(y). Como
T x € ay ademas, para todo A C X, z € A € « implica T x C A, se tiene
que <, coincide con P.

Si z <, y, se tiene N2(z) C N2(y). Como y ¢ X\ | y € o, entonces
x ¢ X\ | yy por tanto (z,y) € P. Ahora supongamos que (z,y) € P. Si
U € N?(z), hay un subconjunto finito /' C X tal que z € X\ | F C U.
Dado que z ¢ | F, se tiene y ¢ | F'y por lo tanto y € X\ | FF C U, asi que
U € N2(y). Esto implica = <, y, asi que P coincide con <,.

Dada una topologia 7 € Jp se tiene, para todo z € X,

le={ueX|(u,z)e P} ={ue X |u<,z}=cl {z}.

Asi vemos que todos los conjuntos de la forma | = son cerrados en 7 y por lo
tanto la subbase {X\ | z | x € X} C 7, asi que 0 es mas gruesa que 7.
Ahora, si A € 7, por el lema 2.7, A es un conjunto creciente en <., que
coincide con P, asi que A también es creciente con respecto a Py esto significa
que A € a, de modo que « es més fina que 7. ]

3 'Topologias de Alexandrov

El concepto de lo que ahora conocemos como espacios de Alexandrov,
originalmente lo introdujo el matematico ruso Pavel Alexandrov en 1937, con
el nombre de «espacios discretos» [1]. De acuerdo a Arenas [3], en la década
de los anos 1980-90 aumento6 el interés en estos espacios, debido a la creciente
importancia de las topologias digitales.
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Definicion 3.1 ([3] [22] Topologia de Alexandrov). Si (X, 7) es un espacio
topoldgico, entonces la topologia T se llama de Alexandrov si es cerrada
bajo intersecciones arbitrarias de conjuntos abiertos.

Si la topologia 7 es de Alexandrov, entonces a (X, 7) se le llama espacio
de Alexandrov. Como consecuencia del segundo inciso del lema 2.4, todas
las topologias de Alexandrov asociadas a un preorden son topologias de Ale-
xandrov en el sentido de la definiciéon 3.1. Claramente, todas las topologias
definidas sobre un conjunto finito de puntos son de Alexandrov y este caso
particular es el mas importante para las aplicaciones. Incluso si el conjunto
X es infinito pero 7 tiene solamente un nimero finito de abiertos, el espacio
(X, 7) es de Alexandrov. Notese, sin embargo, que las topologias de Alexan-
drov pueden tener una cardinalidad arbitrariamente grande. Esto es evidente
si consideramos que la topologia discreta siempre es de Alexandrov. Por cier-
to, ésta es la unica topologia de Alexandrov que puede ser T [4]. Esto es
consecuencia de que en un espacio de Alexandrov, las uniones arbitrarias de
conjuntos cerrados son cerradas y de que en un espacio T todos los puntos
son cerrados. Observemos también que, si la topologia cofinita en un conjunto
X es de Alexandrov, entonces las uniones arbitrarias de subconjuntos finitos
son finitas y por lo tanto X es finito. Asi que la topologia cofinita en un
conjunto infinito nunca es de Alexandrov.

Las topologias de Alexandrov tienen varias caracterizaciones. Por ejemplo,
Goubault, en un ejercicio dentro de la seccion 4.2 de su libro [9], las llama
topologias discretas en el sentido de Alexandrov (Alexandroff-discrete) y pide
probar que coinciden con aquellas dadas por los conjuntos crecientes de algin
preorden. En cambio, Arenas [3] las define como aquellas en las que cada
punto tiene una vecindad minima. Por su parte, Amor, Lazaar, Richmond
y Sabri (2022) [2], las presentan como topologias tales que su coleccion de
conjuntos cerrados también es una topologia. A causa de esto ultimo, los
espacios de Alexandrov se pueden considerar como un ejemplo muy natural
de espacios bitopologicos. Estos espacios se definen formalmente como una
terna (X, 7, 0) donde tanto 7 como o son topologias en X [12]. Veamos ahora
en detalle dos de las equivalencias mencionadas.

Proposicion 3.2. Dado un espacio topolégico (X, T), las condiciones siguien-
tes son equivalentes,

(1) (X,7T) es un espacio de Alexandrov,
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(11) Los conjuntos cerrados en (X, T) forman una topologia en X,
(i1i) Todo punto x € X tiene una vecindad minima [22].

Demostracion. La equivalencia de (i) y (ii) es trivial. Si 7 es de Alexandrov
y z € X, se tiene N(x) = (N°(x) € 7, asi que N(z) es la vecindad minima
de z. Supongamos ahora que cada punto z tiene una vecindad minima U,.
Sea {A;},.; una familia de abiertos y sea A su interseccién. Podemos suponer
A # @ y tomar cualquier a € A. Se sigue que U, C A; para todo i € I, de
modo que U, C A. Esto implica A =]J,.,Us € 7. O

Como se ve en el lema siguiente, una clase de topologias de Alexandrov
que incluye propiamente a las finitas es la de los espacios localmente finitos.
Un espacio topologico se llama localmente finito [17] si cada punto esta
contenido en un abierto finito.

Lema 3.3. [17] Todo espacio (X, T) localmente finito es de Alexandrov.

Demostracion. Si z € X, existe un abierto finito V' que contiene a z. Dado
cualquier abierto A, se tiene que A NV es un abierto finito contenido en
V. Por tanto, N(z) = NN°x) = N{ANV |z € A€} es abierto ya que
es una interseccion finita de abiertos. Asi, vemos que cada punto tiene una
vecindad minima y se sigue que (X, 1) es de Alexandrov. O

Proposicion 3.4. [22] Si (X, T) es un espacio de Alexandrov, entonces la
familia B={N(z) | z € X} es base de T y cualquier base de T contiene a B.

Demostracion. Como 7 es de Alexandrov, B C 7. Dado un abierto A, se tiene
A=U{N(z) |z € A}, de modo que B es base de 7. Si v es una base de 7 y
xr € X, entonces existe G € v tal que x € G C N(z). Por tanto G = N(x),
asi que B C ~. O

El ejemplo siguiente muestra que la condicién de tener una base minima
lnica, establecida como necesaria en la proposicion 3.4, no es suficiente para
que una topologia sea de Alexandrov. Sea X = {0}U{1/n | n € N} y sea 7 el
conjunto {@}U{X N[0,1/n]|n € N}. Esclaro que &, X € 7. Si A,Be Ty
son no vacios, existen m,n € N tales que A = XN[0,1/m]y B = XnNJ[0,1/n].
Se tiene que AN B = A o bien AN B = B dependiendo de qué desigualdad
se cumpla, m < n o bien n < m. Sea {4;},.; € 7\ {J}. Para cada i € I hay
un namero n; € N tal que 4; = X N [0,1/n;]. Tomando k = min{n; | i € I},
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vemos que |J;c; A = X N[0,1/k] € 7. De este modo se comprueba que 7
es una topologia en X. Consideremos ahora una base 8 de 7. Dado n € N,
existe B € f con 1/n € B C XN|[0,1/n]y por lo tanto B = X N[0,1/n].
Esto muestra que 7\ {@} C 3, asi que 7\ {@} es la tnica base minima de 7.
Sin embargo, 7 no es de Alexandrov, ya que (), oy (X N[0,1/n]) = {0} ¢ 7.

A continuacion se da un par de condiciones que resulta suficiente para
asegurar que una familia de subconjuntos de un conjunto dado sea base de
una topologia de Alexandrov en ese conjunto.

Proposicion 3.5. Sea X # @. Si B = {U,},cx es una familia de subconjun-
tos de X que cumple, para todo x,y € X, (i) x € U, (1) x € U, = U, C U,
entonces B es base de una topologia de Alexandrov en X.

Demostracion. Si x,y,z € X, con z € U, NU,, se tiene z € U, C U, NU,,
asi que B es base de una topologia 7 en X. Si {A;},.; €7y A = (;c; 4is
podemos suponer que A # @. Dado a € Ay cualquier ¢ € I, hay algin z; € X
tal que a € U,, C A; y esto implica U, C U,, C A; para toda i € I, de donde
se sigue U, C A, por lo que A = J{U, | a € A} € 7. Esto nos muestra que 7
es de Alexandrov. O]

Lema 3.6. Sean X # @ y P un preorden definido en X. St ap es la topologia
de Alexandrov dada por los conjuntos crecientes de P, entonces, para cada

r € X se tiene (i) N(z) = P(x) y (ii) cl{z} = P~ '(x).

Demostracion. Sean x,y € X. Se tiene x € N(z) € ap y de esto se sigue
que P(z) € P(N(z)) € N(x). Como P es un preorden, P(P(x)) C P(x), asi
que P(z) € ap y esto implica N(z) C P(z), por lo que N(z) = P(x). Para
comprobar la segunda parte recordemos que, por la proposicion 2.8, P es el
preorden de especializacion de ap, de modo que se tienen las equivalencias
yecd{r} s (y,x) e P ye P (x). O

Antes de enunciar el siguiente lema, recordemos las nociones de espacios
Ry y Ry [6]. Se dice que un espacio topologico es Ry si todo abierto contiene
a la cerradura de cada uno de sus puntos. El espacio se llama R, si todo par
de puntos con cerraduras distintas estdn separados por vecindades ajenas. Es
sencillo comprobar que todo espacio R; es Ry.

Lema 3.7. Si el espacio (X, T) es de Alezandrov, entonces las condiciones
siguientes son equivalentes:
(i) (X,7) es Ry, (1) Todo abierto es un cerrado, (iii) (X,7) es Ry.
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Demostracion. Sea (X, 7T) un espacio de Alexandrov. Supongamos que tam-
bién es Ry. Si z € X, entonces N(x) € 7. Dado cualquier a € N(z), como el
espacio es Ry, se tiene cl{a} C N(z). Por tanto, como 7 es de Alexandrov,
N(z) = J{cl{a} | a € N(z)} es un cerrado. Como {N(z) | x € X} es base
de 7, todo abierto es un cerrado y asi vemos que (i) implica (ii). Si todo
abierto es un cerrado, entonces todo cerrado es un abierto. Sean x,y € X y
supongamos que x € ¢l {y} pero y ¢ cl{z}. Hay un cerrado C' que contiene
a x y que no contiene a y. Por la hipotesis, X \ C también es cerrado. Como
y € X\, tenemos z € X \ C pero esto es una contradiccion. De lo anterior se
concluye que x € cl{y} = y € cl{x} y, por simetria, x € cl{y} < y € cl {z}.
De esto se sigue que, o bien ¢l {z} = cl{y}, o bien cl {z} Ncl{y} = @. Como
todo cerrado es un abierto, lo dltimo nos dice que (X, 7) es Ry y con esto se
verifica que (ii) implica (iii). El ciclo de implicaciones se completa observando
que todo espacio Ry es Ry. O

El caso al que se refiere el resultado anterior se puede ilustrar en forma
sencilla tomando como ejemplo al conjunto X = {a,b,c,d} y a la topologia
dada por 7 = {@,{a,b},{c},{d},{c,d},{a,b,c},{a,b,d}, X}. El preorden
de especializacion de esta topologia es Ax U {(a,b), (b,a)} y sus vecindades
minimas son N(a) = N(b) = {a,b},N(c) = {c},N(d) = {d}. Es facil com-
probar directamente que 7 es Ry y Rj, que sus ocho abiertos son también
cerrados y que 7 no es Ty. Otro ejemplo atin mas simple del mismo caso es
la topologia indiscreta en cualquier conjunto que tenga al menos dos puntos.
Veamos ahora mas ejemplos de topologias de Alexandrov.

Ejemplo 3.8. [18/ Sea X wun conjunto no vacio y sea S C X. Los tres
conjuntos siguientes son topologias de Alexandrov en X.

o Super(S)={0}U{AC X |SC A}
o Sub(S) = {X}U{AC X |AC S}.
o Ajeno(S) ={X}U{ACX |ANS =2} =Sub(X\S9).

Ejemplo 3.9 (|10], [12] La linea de Khalimsky). En Z, el conjunto de los
enteros, la familia S = {{2n —1,2n,2n+ 1} | n € Z} es una subbase que
genera a la base B = {{2n+1},{2n—1,2n,2n+ 1} | n € Z}. El espacio
(Z,T), donde T es la topologia generada por B, se conoce como la linea de
Khalimsky. Este espacio ocupa un lugar importante en la literatura referente
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a la topologia digital. En [10], Bahrampour y Honari caracterizan a la linea de
Khalimsky como el inico (hasta homeomorfismo) espacio de puntos de corte
que es irreducible.

Ejemplo 3.10 (Topologias basadas en una particion). Sea X no vacio y sea
B = {B;},c; una particion de X. Entonces la topologia que tiene como base
a B es de Alexandrov. Aqui la vecindad minima de un punto x es el bloque
B; que contiene a x. Este tipo de topologias, siempre y cuando al menos un
bloque de la particion tenga mds de un punto, son Ry pero no son Tj.

El ejemplo anterior esta muy relacionado con el siguiente.

Ejemplo 3.11 (Todas las preimagenes de una funcion). Si f : X — Y es
una funcion y hacemos 7 = {f~1(B) | B C Y}, entonces T es una topologia
de Alexandrov, por las propiedades de las preimdgenes.

Ejemplo 3.12 (18] Abiertos que contienen a su preimagen). Si se tiene una
funcion f: X — X ysetomaT ={ACX|f1(A) C A}, entonces T es
de Alexandrov. De forma equivalente, se puede describir a T diciendo que sus
cerrados son los subconjuntos C' C X tales que f(C) C C. Las topologias que
se pueden definir de esta manera a partir de una funcion son llamadas topolo-
gias primales [2/, o bien funcionalmente Alexandrov [20/. Las topologias
primales son una clase propia de las topologias de Alexandrov, como se puede
apreciar considerando la topologia T = {@,{b},{a,b},{c},{b,c}, X} defi-
nida sobre el conjunto X = {a,b,c}. Esta topologia no es primal. Tampoco
la topologia de la linea de Khalimsky (ejemplo 3.9) es primal. Shirazi y Go-
lestani [20] dan una caracterizacion de los espacios primales mediante tres
condiciones expresadas en términos de vecindades minimas.

La clase anterior estd contenida dentro de la siguiente.

Ejemplo 3.13 (Abiertos que contienen a su imagen bajo una relacion).
Dado un conjunto X no wvacio y una relacion R C X x X, el conjunto
TR ={A C X | R(A) C A} es una topologia de Alexandrov en X.

Es claro que 7g es més fina que 79 si R C S. La implicacién en sentido
inverso no es valida ya que, haciendo () = R o R, resulta que 7¢ es mas fina
que Tg, aun cuando ) no esté contenida en R. Sin embargo, dado el caso
de que R sea reflexiva, se tiene 7 = 7x. Definiendo S como R U Ay, tam-
bién se obtiene una igualdad, 7¢ = 7. Por otra parte, los cerrados de 7g
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son precisamente los abiertos de 7p-1, ya que, para todo A C X, R(A) C A
es equivalente a R™'(X \ A) C X \ A. Es por esta razén que los cerrados
de las topologias primales (ejemplo 3.12) se pueden caracterizar mediante
la condicion f(C) C C. Si se toma R = Ay, entonces 7g es la topolo-
gia discreta. En cambio, con R = X x X resulta que 7y es la indiscreta.
Haciendo referencia al ejemplo 3.8, con la relacion R = X x S se obtiene
Tr = Super(S), mientras que R = (X \ S) x X produce 7 = Sub(S). La
relacion R = {(m,n) € Z*> | mes par y |m —n| =1} da como resultado la
topologia de la linea de Khalimsky (ejemplo 3.9). Con respecto al ejemplo
3.11, en el que f : X — Y es una funcién, se puede comprobar facilmente
que 7 = {f7Y(B)| BCY} = 7g, donde R es la relacion en X dada por
R={(z,y) | f(x) = f(y)}. Notese que esta relacion es de equivalencia y por
lo tanto define una particion B = {f~*(u) | u € Y} \ {@}. Esta particion es
base de 7, 1o que nos muestra que los ejemplos 3.10 y 3.11 son practicamen-
te equivalentes, ya que una particién siempre coincide con la inducida por la
funcién canoénica que va del conjunto al conjunto cociente.

Cuando se utilizan relaciones para especificar topologias de Alexandrov
conforme al formato del ejemplo 3.13, los predrdenes juegan un papel especial.
En primer lugar podemos observar que todas las topologias de Alexandrov
asociadas a un preorden (formadas por los conjuntos crecientes del mismo,
tal y como se las definié en la seccion 2), siguen dicho formato ya que a<
coincide exactamente con 7 si se toma a la relaciéon R como el preorden <.
En segundo lugar, cualquier topologia que se pueda expresar como 7 para
alguna relacion R en X, se puede obtener de la misma forma utilizando un
preorden, como lo muestra el resultado siguiente.

Lema 3.14. St X # @ y R es una relacion en X, entonces el preorden
R*, la cerradura reflexiva y transitiva de R (ver Lema 2.1), genera la misma
topologia que R.

Demostracion. Como R C R*, si A C X cumple R*(A) C A, se sigue que
R(A) C Ay 7r es mas fina que Tg«. Supongamos ahora que R(A) C A.
En vista de que R*(A) = [ —, [(RUAx)" (A)], usaremos induccién para
comprobar que (RU Ax)" (A) C A es valido para toda n € N. La base de la
induccion es clara. Si (RU Ax)" (A) C Aysedabe (RUAx)"™ (A), enton-
ces existen xo, ..., Tpy1 € X talesque zg € A, 01 = by (25, 241) € RUA
para cada 0 < ¢ < n. Por la hipotesis de induccién, z,, € A. Como (z,,b) € R
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o bien x,, = b, se sigue b € R(A)UA C A. Por lo tanto (RU Ax)"' (4) C A,
lo que implica R*(A) C A, asi que T+ = Tg. ]

En tercer lugar, mediante la formulacion del ejemplo 3.13 se puede expre-
sar a cualquier topologia de Alexandrov a partir de su propio preorden de
especializacion, como se vera en seguida. En el lema 2.7 se mostré que los
abiertos de una topologia arbitraria son conjuntos crecientes en su preorden
de especializacion. El reciproco es falso en general. Cualquier topologia T;
en un conjunto X tiene como preorden de especializacion a Ay, la diagonal.
Todo subconjunto de X es creciente en este preorden, asi que, si la topologia
no es la discreta, no todos los conjuntos crecientes seran abiertos. Un ejem-
plo més concreto es la topologia superior o del conjunto preordenado (R, <).
Esta topologia es Ty pero no es T} ni es de Alexandrov. Aqui, los conjuntos
de la forma [r, 00), con r € R, son crecientes pero no pertenecen a o. Para las
topologias de Alexandrov tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.15. Si 7 es una topologia de Alexandrov, entonces todos los
conguntos crecientes de su preorden de especializacion pertenecen a T.

Demostracion. Sean, (X, 7) un espacio de Alexandrov, < su preorden de es-
pecializacion y A un conjunto creciente de <. Dados a € Ay = € N(a), como
N(a) € 7, se tiene N(z) C N(a). Por el lema 2.6, a < z. Como A es creciente,
x € A, lo que implica N(a) C A, asi que A =|J{N(a)|a€ A} €. O

El lema 2.7 junto con la proposicién 3.15 implican el siguiente resultado.

Corolario 3.16. Si (X, 7) es un espacio de Alexandrovy <, es el preorden
de especializacion de T, entonces

(1) la coleccion de los conjuntos crecientes de <. es igual a T,

(11) la coleccion de los conjuntos decrecientes de <, coincide con la coleccion
de los conjuntos cerrados en T.

En la proposicion 2.8 se probd que el preorden de especializacion <, de
la topologia de Alexandrov o = {A C X | A =1 A} asociada al preorden P,
coincide con P. Ese resultado se puede considerar como dual del corolario
3.16. Finalizamos esta secciéon con los dos lemas siguientes.

Lema 3.17. 5@ P y Q son preordenes en X y tienen los mismos conjuntos
crecientes (es decir, Tp = Tg ), entonces P = Q.
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Demostracion. Sean x,y € X. Por el lema 3.6, P(x) = Np,(z) = Ny, (v) =
Q(z). Esto implica que (z,y) € P < (z,y) € Q. O

Lema 3.18. Si 7 y o son topologias de Alexandrov en un mismo conjunto X
y tienen el mismo preorden de especializacion (<, = <, ), entonces T = 0.

Demostracion. Para cualesquiera z,y € X se tiene la siguiente cadena de
equivalencias: y € N.(z) & N.(y) C N, (z) v <,y x <,y < N,(y) C
N,(z) < y € N,(z). Esto significa que las vecindades minimas de cada punto
x € X son las mismas tanto en 7 como en o, de modo que ambas topologias
son iguales. O]

Los resultados anteriores significan que hay una biyecciéon entre los preor-
denes y las topologias de Alexandrov definidos sobre un mismo conjunto.

4 Complejos celulares

Kovalevsky, en [13], presenta un concepto de geometria digital utilizando
unos espacios llamados «complejos celulares abstractos» [21]. Intuitivamente,
los elementos de estos espacios pueden representar, por ejemplo, en el caso
particular de un poliedro, al poliedro mismo, a alguna de sus caras, a una de
sus aristas o a un vértice. Se considera a cada uno de estos objetos geométricos
como un elemento individual o «celda» del complejo celular, en vez de con-
siderarlo como un subconjunto de puntos dentro del espacio euclideano. Los
complejos celulares abstractos estan dotados de una topologia de Alexandrov
que es Ty y que se puede definir, mediante la formulacion del ejemplo 3.13,
a partir de una relacion de «enmarcamiento» entre los objetos geométricos
representados por los elementos del complejo celular. En la relacion mencio-
nada, los vértices no estdn enmarcadas por ningtin otro objeto. Cada arista
estd enmarcada por sus vértices extremos. Cada cara estd enmarcada tanto
por las aristas como por los vértices que forman su perimetro. Por tltimo,
las caras solamente enmarcan al poliedro mismo, mientras que el poliedro no
enmarca a ningun elemento. Estas ideas se pueden extender a objetos geo-
métricos similares de dimensiones superiores. En lo que sigue, el simbolo Ny
representa a los enteros no negativos.

Definicion 4.1 (|13] Complejos celulares abstractos). Un complejo celular
abstracto sobre un conjunto no vacio X es una terna C' = (X, E,d) tal que
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o £ C X x X es una relacion antisimétrica, irreflexiva y transitiva.
e d: X — Ny es una funcion que cumple (z,y) € E = d(x) < d(y).

A FE se le llama la relaciéon de enmarcamiento de C' y a d se le conoce
como la funcién de dimension de C. Si d(z) = n, entonces a x se le llama
una n-celda. C se llama n-dimensional si max{d(z) |z € X} = n.

Observemos que, aunque la relacion de enmarcamiento es irreflexiva, la
relacion £ = FUAx es un orden parcial. La topologia de un complejo celular
abstracto C' = (X, E, d), se define [13| como 75 = {A C X | E(A) C A}. En
el caso general del ejemplo 3.13, se vio que esta topologia es de Alexandrov.
Ademas, es una topologia Ty, ya que E’ es un orden parcial y 75 = 75/, como
se mencion6 a continuaciéon del ejemplo 3.13.

Se dice que el complejo celular C' = (X, E,d) es finito si X es finito.
Por otra parte, Kovalevsky [13] lo llama localmente finito si E(z) U E~!(x)
es finito para toda x € X. Esta acepcion del término «localmente finito»
que usa Kovalevsky para los complejos celulares, es més fuerte que el signi-
ficado usual del mismo término [17], utilizado para espacios topologicos en
general y que pide tnicamente que cada punto esté contenido en un abier-
to finito. El ejemplo siguiente ilustra la diferencia entre estos dos conceptos.
Tomemos al conjunto X = Z U {7} con las relaciones V' y W dadas por
V ={2n,2n-1),2n,2n+1) | ne€Z}, W = Z x {r} y consideremos a
la relacion £ = V U W. Si (z,y) € E, entonces, o bien y = 7 y = es un
entero, o bien y es un impar y x es un par. Con esto vemos que F es irrefle-
xiva y antisimétrica. Sin € Z y (2n,x) € FE, entonces x es impar, mientras
que (2n + 1,z2) € E implica x = 7. Ademés Z x {r} C E. Por lo tanto,
E es transitiva. Esto nos dice que E es una relacion de enmarcamiento en
X. Es facil ver que la funcion d : X — Ny, definida mediante d(7) = 2,
d(2n+1) =1y d(2n) =0, para n € Z, es una funcién de dimensién, por lo
que (X, E, d) es un complejo celular abstracto. Dado n € Z, los conjuntos fini-
tos A, ={2n —1,2n,2n+ 1,7} y B, = {2n + 1,7} son crecientes en el orden
parcial E', ya que E(A,) C A, v E(B,) C B,,. Ademés, E{r} = & C {r}.
Con esto tenemos 2n € A,, 2n+1 € B,, 7 € {n} y An, Bn, {7} € g, por
lo que cada punto z € X esté contenido en un abierto finito y esto implica
que el espacio (X, 7g) es localmente finito en el sentido convencional [17]. Sin
embargo, el complejo celular (X, E,d) no es localmente finito en el sentido
mas riguroso de Kovalevsky, ya que E~!(7) = Z, que es infinito.
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v3

a3 a2

v4 @ v1
a4 v2 al

Figura 1: Complejo celular abstracto con 4 puntos, 4 aristas y una cara.

Ejemplo 4.2. En la figura 1 se muestra un complejo celular (X, E,d) fini-
to y bidimensional, donde X = {vi,vs,v3,v4,a1,a9,a3,a4,¢1} y la relacion
de enmarcamiento E consiste de las once parejas: (vi,a1), (v2,a1), (v2,as),
(v2, aq), (vs,as), (vs,as), (v4,as), (v4,a4), (az,c1), (as, 1), (aq,¢1). La funcion
de dimension es d(cy) =2, d(a;) =1, d(v;) =0, para 1 <i < 4.

La figura 1 se puede considerar como un primer paso en la digitalizacion
del objeto geométrico que nos muestra, en este caso un tridangulo que comparte
un vértice con un segmento de recta exterior. Sin embargo, para ilustrar con
mayor claridad la estructura del orden parcial E’, es mejor utilizar otro tipo
de imagen.

Figura 2: Diagrama de Hasse del orden parcial E’.

En un orden parcial finito, la relacién «a cubre a b», tal y como se definio
al principio de la seccién 2, contiene suficiente informacion para recuperar, a
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partir de ella, el orden parcial original, ya que éste es la cerradura transitiva
y reflexiva de la relacion de cobertura. Esto no es necesariamente cierto en
el caso infinito. Adicionalmente, en el caso finito, la relacion de cobertura
proporciona una representaciéon grafica de su orden parcial, conocida como
diagrama de Hasse [5]. En estos diagramas, cada elemento del conjunto
X se indica con un pequeno circulo o poligono, dispuestos de tal manera
que a ocupe una posicion mas alta que b si sucede que a > b. El diagrama se
completa trazando un segmento rectilineo entre a y b en cada instancia donde
a cubra a b. La figura 2 es el diagrama de Hasse correspondiente al complejo
celular abstracto de la figura 1.

En la tabla 1 se muestran las vecindades minimas y las cerraduras de cada
celda z en la topologia 7 del complejo celular.

x N(x) cl{x}

C1 {01} {U2, U3, U4, G2, a3, aq, 01}
ay {Gl} {01,1)2,@1}

a2 {CL2, 01} {Uz, U3, a2}

as {as, c1} {vs, vy, a3}

ay {as, 1} {v2, 04, a4}

U1 {Ul, al} {Ul}

vy | {v2, a1, a2, a4, 1} {2}

U3 {vs, ag,a3,¢1} {vs}

Vs {vs,a3,a4,¢1} {va}

Cuadro 1: Vecindades minimas y cerraduras.

Proposicion 4.3 ([14]). Toda topologia finita Ty coincide con la de un com-
plejo celular abstracto.

Demostracion. Sea (X, T) un espacio topologico Tj finito. Como 7 es Tp, su
preorden de especializacion <., es un orden parcial. Por lo tanto la relaciéon
E = <, \ Ax es irreflexiva, antisimétrica y transitiva. Por el lema 3.14 y
el corolario 3.16, se tiene 7z = 7. Sea d : X — Nj la funcién dada por
d(z) = |E~'(z)|, para z € X. Si (z,y) € E, entonces x € E~(y) y, como F
es transitiva, E~!(z) C E~'(y). Como E es irreflexiva, se sigue que d(x) =
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|E~Y(x)| < [E~(y)] = d(y), lo que implica que d es una funcién de dimensién
y la terna (X, F, d) es un complejo celular abstracto con 7 como su topologia
inducida. 0]

Definicion 4.4 ([13] Subcomplejo celular). Si C = (X, E,d) y D = (Y, F, h)
son complejos celulares abstractos, se dice que D es un subcomplejo celular
de C' cuando se cumplen las condiciones (i)Y C X, (ii)) F=EN(Y xY)y
(iii) h = dyy .

Esto significa que es posible determinar completamente a un subcomplejo
celular D = (Y, F, h) mediante el subconjunto Y C X de las celdas que le
pertenecen, puesto que la relacion de enmarcamiento en el subcomplejo D,
asi como la funcién de dimension deben ser las restricciones de E y de d al
subconjunto Y. En el caso del complejo celular del ejemplo 4.2, que cuenta con
nueve celdas, se tiene un total de 511 subcomplejos celulares, incluyéndolo a
¢l mismo. Las figuras 3 y 4 muestran, respectivamente, el diagrama de Hasse
y las vecindades minimas correspondientes al subcomplejo celular de la linea
de Khalimsky determinado por el subconjunto Y = {z € Z | =3 < = < 3}.

Figura 3: Diagrama de Hasse de un subcomplejo de la linea de Khalimsky.

Definicion 4.5 (|13 £-isomorfismo entre complejos celulares). Dos complejos
celulares abstractos (X, E,d) y (Y, F,h) se llaman E-isomorfos si existe una
biyeccion g : X — Y tal que (a,b) € E < (g(a),g(b)) € F.

Sig:X — Y es un E-isomorfismo entre los complejos celulares (X, E, d)
y (Y, F,h), entonces g es un homeomorfismo entre los espacios topologicos
(X,7m5)y (Y, 7r). A partir de la relacién de enmarcamiento £ en un complejo
celular, se define la relacién de incidencia como I = Ax U E U E~!. Esta
es la minima relacion reflexiva y simétrica que contiene a F. De esta manera,
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ONO

Figura 4: Vecindades minimas en el complejo celular de la figura 3.

cada celda es incidente consigo misma y con las celdas que la enmarcan, asi
como con aquellas a las que ella enmarca. La relaciéon de incidencia no es
necesariamente transitiva. La cerradura transitiva de I es una relaciéon de
equivalencia. Se denota por K y se conoce como la relacién de conexidad
del complejo celular. Las componentes conexas de C son las clases de
equivalencia de K. Un complejo celular se llama conexo cuando su relaciéon
de conexidad tiene una tnica clase de equivalencia.

El operador frontera se define de la misma forma que en cualquier espacio
topoldgico. Dado que las topologias de los complejos celulares son de Alexan-
drov, la frontera FrA de un subconjunto A se puede expresar en términos
de vecindades minimas, como el conjunto de puntos x € X tales que N(z)
intersecta tanto a A como a su complemento. Un concepto relacionado con
el de frontera es el de borde. Si A es un subcomplejo k-dimensional de C, se
define a 0A, el borde de A, como la cerradura del conjunto de todas aquellas
celdas (k — 1)-dimensionales de X que enmarcan exactamente a una celda
k-dimensional de A. Para ilustrar la diferencia entre los operadores borde y
frontera, consideremos el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.6. En la figura 5 se muestra un complejo celular C = (X, E, d),
ast como uno de sus subcomplejos, dado por un subconjunto A C X. El com-
plejo C' tiene once celdas, dadas por X = {vy, ..., v4,a1,...,a5,¢1,C2}, mien-
tras que A = {ay, a4, c1,c2}. La funcion d estd dada por d(c;) =2, d(a;) =1,
d(v;) = 0, para los valores pertinentes en el rango 1 < i < 5. La relacion de
enmarcamiento E consta en total de 22 parejas ordenadas y el diagrama de
Hasse correspondiente al orden parcial E' se muestra en la figura 6.

Notese que el subcomplejo A es bidimensional, ya que d(c;) = d(c2) = 2
es la dimension maxima de las cuatro celdas pertenecientes a A. Aplicando
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v3

vl v4

v2
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vl v2 v3 v4

Figura 6: Diagrama de Hasse del complejo celular C' del ejemplo 4.6.

las definiciones dadas arriba para los operadores frontera y borde se obienen
los resultados mostrados en la figura 7 para los subcomplejos FrA y 0A. Las
aristas correspondientes se muestran sin etiquetas.

Las fronteras de los subcomplejos de un complejo n-dimensional C' no
pueden contener celdas n-dimensionales ya que n es la dimension méxima y
las celdas n-dimensionales no enmarcan a ninguna otra celda. Esto implica que
la vecindad minima de cualquier celda n-dimensional ¢ es el conjunto singular
{c}, que no puede intersectar a la vez a un subcomplejo y a su complemento.

La geometria digital que desarrolla Kovalevsky se puede considerar como
una imitacion finita de la geometria cartesiana. Para lograr esto se define
un tipo especial de complejo celular que va a representar, intuitivamente,
a objetos geométricos tales como lineas, rectangulos, paralelepipedos y, en
general, a productos cartesianos de segmentos rectilineos de longitud entera.
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Frontera de A Borde de A

Figura 7: Subcomplejos FrA y 0A del subcomplejo A del ejemplo 4.6.

Se empieza por definir las lineas numéricas finitas como un tipo especial de
complejo celular dotado ademés de coordenadas.

Definicion 4.7 ([13] Lineas numéricas finitas). Dada una longitud entera

positiva n, se define a L,, la linea numérica finita de longitud n, como
L, = (X,, E,, d,, c,), donde

o X,=1{0,1,...,2n},
o B, ={(2k, 2k + 1)}Zo U{(2k, 2k — D},
e d,(j) =7 mod 2, para j € X,

e ¢,(7)=17/2, para j € X,,.

De esta forma, los elementos de una linea numérica de longitud n son los
primeros 2n + 1 enteros no negativos, donde los niimeros pares representan
vértices y tienen dimension cero, mientras que los niimeros impares represen-
tan aristas y su dimension es uno. La coordenada que se le asigna a cada
elemento de la linea numérica es igual a su mitad. Con esto se logra que la
distancia entre vértices consecutivos sea la unidad y que cada elemento tenga
una coordenada igual a la del punto medio del objeto geométrico que repre-
senta si se considera a la linea como parte de un eje cartesiano, con su primer
vértice situado en el origen de un espacio euclideano. En esta linea numérica
finita cada nimero par enmarca tanto al impar siguiente como al anterior.
Esto se ilustra con el siguiente diagrama para el caso n = 4.

021223345+ 06—7+28
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Mediante el diagrama anterior se puede apreciar que la linea numérica fini-
ta de longitud n es £-isomorfa al subcomplejo celular de la linea de Khalimsky
(ejemplo 3.9) dada por el conjunto de enteros Y ={z € Z | 0 < x < 2n}.

Definicion 4.8 ([13] Complejos celulares cartesianos). Dado m € N y dadas
m lineas numéricas finitas, Ly,,..., Ly, , cada una de longitud n;, y tal que
L,, = (Xn, En, dn,, Cn;), para 1 < i < m, se define el complejo celular

cartesiano
m

C= (X Ed.c) =]]Ln,
=1

mediante
hd X = HZL an‘

o (u,v) = ((u;),(vy)) € E siysolo si, (uj,v;) € L, v dy, (w;) < dp, (v;),
para 1 <1 < m.

o d(u) = d((w)) =322, dn, (s)
o c(u) = (en, (W) = (cny (W1) -+, Cnpy (Um))

(1/2,2) (372, 2) (5/2,2)

02 @ PYER

(0,3/2) (172, 3/2) (312, 3/2) (512, 3/2) (3,3/2)

(0, 1/2) (1/2,1/2) (3/2,1/2) (5/2,1/2) (3,1/2)

©,0 @ e )

® 3,0)
(1/2,0) (3/2,0) (5/2,0)

Figura 8: Coordenadas en el complejo celular cartesiano Lg X Lo.
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En la definicion 4.8, I,,, representa a la relacion de incidencia correspon-
diente a la linea L,,. Como se muestra en la figura 8, en el complejo cartesiano
C todas las componentes de los vectores de coordenadas correspondientes a
O-celdas (vértices) son ntmeros enteros, mientras que todas las componentes
de los vectores de coordenadas correspondientes a m-celdas son nimeros ra-
cionales no enteros. En un complejo cartesiano bidimensional, a las 0-celdas,
1-celdas y 2-celdas se les llama puntos, segmentos y pixeles, respectivamente.

Definicion 4.9 ([13] Regiones y regiones solidas). Una regién de un comple-
jo celular abstracto es un subconjunto abierto y conexo del espacio. Dentro de
un complejo n-dimensional, una region A se llama sélida si para cada celda
r € X \ A, su vecindad minima N(x) contiene alguna n-celda de X \ A.

Para ilustrar estos conceptos, en la figura 9 se muestra un complejo celular
E-isomorfo a Ls x L;. La tnica diferencia son las etiquetas, por simplicidad
visual y para abreviar la notacion.

vl al v2 a2 v3 a3 v4
° ° ° °
a4 cl c2 c3 a7
6o ———o- .o - —— e
V5 a8 v6 a9 v7 alo v8

Figura 9: Complejo £-isomorfo al complejo celular cartesiano Lz x L.

Dentro del complejo celular bidimensional C' de la figura 9, el subcon-
junto {c;,c2} no es una region ya que es abierto pero no es conexo. El
subconjunto {vq, vs, vg, v7, as, as, ag} tampoco es una region porque, aunque
es conexo, no es abierto. El subconjunto {as,ci,ce} si es una region pe-
ro no es solida, ya que ¢z ¢ N (a4) = {a4,c1}. En cambio, el subconjunto
{v1,v2,v5, v, a1, as, ay, as, as, ag, ¢1, c2 } si es una region solida.

Definicion 4.10 ([13| Semiplanos digitales). En un complejo cartesiano de
dimension 2, un semiplano digital es una region solida tal que sus pize-
les estdn determinados por una desigualdad lineal sobre sus coordenadas. Un
segmento rectilineo digital es un subconjunto conexo de la frontera de un
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semiplano digital y un subconjunto digital convexo es una interseccion
no vacia de semiplanos digitales.

Dados a,b,c € R, la desigualdad a ([z] +3) + b (ly] +3) + ¢ > 0 pro-
porciona la imagen del semiplano digital correspondiente a la desigualdad
axr + by + ¢ > 0. En la figura 10 se muestra una porcién de cualquier semi-
plano digital determinado por los valores a =2 y b = —5, con ¢ € R.

Figura 10: Semiplano digital correspondiente a 2z — 5y + ¢ > 0.

Si A, By C son puntos (0-celdas) de un complejo celular cartsiano, con
coordenadas (T4, Ya), (Tb,¥s) v (T¢, ye) respectivamente, se dice que C' es es-
trictamente colineal con A y B si

(xb - xa) (yc - yb) - (l’c - xb) (yb B ya) :
Se dice que C estéa a la derecha del par de puntos A y B si
(@ — a) (We — ¥p) < (T — @) (Yo — Ya) ,
mientras que C esta a la izquierda del par de puntos A y B si
(@ — @a) (Ye — yo) > (Tc — ) (Yo — Ya) -
Los discos digitales se definen de manera similar a los semiplanos digitales..

Definicion 4.11 ([13] Discos digitales). Un disco digital en un complejo
cartesiano bidimensional, es una region solida tal que sus pizeles estdn dados
por una desiqualdad de la forma

(z —a)* + (y — b)* < r?

donde a y b son las coordenadas del centro y r es el radio. Un arco circular
digital es un subconjunto conexo de la frontera de un disco digital.
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Figura 11: Disco digital correspondiente a z? + y* < 75.

Definicion 4.12 ([13] La distancia en los complejos celulares cartesianos).
Dado que los complejos celulares cartesianos estdin dotados de coordenadas,
esto permite definir en ellos una métrica utilizando la misma formula con la
que se define la distancia euclideana en R™.

Sin embargo, con esta métrica, la minima distancia positiva en un complejo
celular cartesiano es igual a 1/2 y, por lo tanto, la topologia que induce
esta métrica en dichos espacios es la topologia discreta, no la topologia de
Alexandrov inducida por la relaciéon de enmarcamiento, que es la que se usa
para definir la conexidad en los complejos celulares.

Con frecuencia, las imagenes digitales que representan graficas de funcio-
nes entre intervalos reales requieren columnas verticales de dos o mas pixeles
en las partes de la grafica donde la pendiente de la funcién es muy eleva-
da. Esto hace preferible utilizar relaciones en vez de funciones para definir el
concepto de mapeo entre complejos celulares abstractos.

Definicion 4.13 (|13] Mapeos entre complejos celulares). Si Cy = (X, Ey, dy)
y Cy = (Y, Ey, dy) son complejos celulares abstractos, un mapeo F' : C} — Cy
es una relacion FF C X XY que contiene al menos una pareja (x,y) para cada
celda x € X. Un mapeo F : C; — Cy se llama continuo si, dado A C Y
abierto en Co, su preimagen F~1(A) es abierta en Cy. Se dice que F : C; — Cy
preserva la conectividad cuando F(A) es conexo en Cy para todo A C X
que sea conexo en CY.

En la figura 12 se muestra un mapeo I : Ls — L5 que se puede usar
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para dar una representacion digital de la funcion f(z) =6 ( - ﬁ) sobre el

intervalo 0 < x < 5. El mapeo F' consta de 15 celdas pertenecientes a Ls X Ls.

Figura 12: Mapeo F': L5 — Ls representando a una funcion.

Las coordenadas de las celdas del mapeo F' son las siguientes.

Celdas Coordenadas

Puntos (0,0), (1,3), (2,4), (5,5).

Segmentos (3:1): (5:2), (3:3), (4,3)-

Piles | (53, (52). (13 G5, (9. G2, B3

Cuadro 2: El mapeo F' dado como conjunto de parejas ordenadas.

Al modificar imagenes digitales mediante transformaciones tales como ro-
taciones, es posible introducir algunas distorsiones en la imagen resultante
con respecto a la original. El concepto de n-isomorfismo, que se define a
continuacion, tiene por objetivo dar una forma aproximada de cuantificar la
magnitud de este tipo de distorsiones. Para esto, se necesita establecer pri-
mero el concepto de vecindad n-éstma de una celda. Dado que la topologia
de un complejo celular (X, E,d) es de Alexandrov, tiene sentido hablar no
solamente de la vecindad minima N (z) de un punto z € X, sino también de la
vecindad minima de un subconjunto A C X, a la que denotamos similarmente
por N(A). Con esta notacién podemos enunciar la definicion siguiente.
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Definicion 4.14 ([13] Vecindad n-ésima de una celda). Sea (X, E,d) un
complejo celular abstracto. Si ¢ € X yn € Ny, la vecindad n-ésima de c,
denotada por U,(c), se define por induccion, como U,(c) = N(c) paran =0
y Unt1(c) = N (cl Uy(c)) para n > 0.

Definiciéon 4.15 (|13] n-isomorfismo). Sea F': C; — Cy un mapeo entre dos
complejos celulares finitos y sean € N. El mapeo F' se llama n-isomorfismo
si para cualesquiera (x,a), (y,b) € F se cumplen, (i) y € Up(z) = b € U,(a)
y (11) b€ Up(a) = y € Uy,(x).

La idea intuitiva es que un n-isomorfismo no debe, por una parte, separar
demasiado (en el codominio) a las imagenes de celdas que estén muy cerca-
nas en el dominio. Por otra parte, tampoco debe acercar demasiado (en el
codominio) a las imagenes de celdas que estan muy alejadas en el dominio.
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Capitulo 6

Unicidad del n-ésimo producto simétrico para
continuos alambrados

Felipe de Jestis Aguilar Romero, David Herrera
Carrasco, Fernando Macias Romero

FCFM, BUAP

Resumen

En este capitulo se estudia la unicidad del n-ésimo producto simétrico,
para n € N, con n > 4; para la clase de los continuos alambrados.

1 Introduccion

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo.

Dado un continuo X, un hiperespacio de X es una colecciéon especifica de
subconjuntos de X. Los hiperespacios que se estudian en este trabajo son los
siguientes:

2¥ ={AC X :A#(y Aesun cerrado de X},

Co(X)={A €2 Atiene alo mis n componentes},
F,(X)={Ac2%: Atiene alo méas n puntos}.

La familia 2% es llamada hiperespacio de los subconjuntos cerrados de X, y
C1(X) es el hiperespacio de los subcontinuos de X. Al hiperespacio F,(X) se
le conoce como el n-ésimo producto simétrico de X y fue introducido en 1931,
por K. Borsuk y S. M. Ulam [2|. Note que, el primer producto simétrico de
X es el hiperespacio F1(X) de los subconjuntos singulares de X, y se puede
ver que X es homeomorfo a Fi(X).

Dado un continuo X, sea H(X) € {2%,C,(X), F,(X)}. Decimos que un
continuo X tiene hiperespacio tnico H(X), si para cualquier continuo Y tal
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que H(X) es homeomorfo a H(Y"), entonces X es homeomorfo a Y. Una clase
de continuos C' tiene hiperespacio tinico H(X) si para cada continuo X € C,
se tiene que X tiene hiperespacio tnico H(X).

En la secciéon 3, se expone el concepto de continuo alambrado y se dan
algunos ejemplos. El la seccion 4, se enuncian y prueban, algunos resultados
que seran de utilidad para probar la unicidad. En la secciéon 5, se prueba
que los continuos alambrados tienen n-ésimo producto simétrico tinico, véase
Teorema 5.7.

2 Preliminares

Dado un continuo X denotaremos por d a la métrica de X. Dado a € X
y € > 0, la bola con centro en a y de radio €, se denota por By(a,e) =
{z € X : d(z,a) < ¢}. Para cualquier A C X y 6 > 0 definimos la nube
de radio ¢ alrededor de A, como Ny(A,§) = U By(a,6). La métrica d en X

a€A
induce una métrica en 2%, que es la métrica de Hausdorff, que se define de

la siguiente manera: H(A, B) = inf{e > 0: A C Nyg(B,e) y B C Ny(A,e)},
con A, B € 2%,

Teorema 2.1. [9, Teorema 4.2] Sea X un continuo. La funcion H es una
métrica para 2.

Todos estos hiperespacios son considerados con la métrica de Hausdorff
H. Dado un continuo X, en |7, Corolario 14.10] se prueba que (2%, H) es un
continuo. Decimos que X ~ Y cuando X es homeomorfo a Y. En este trabajo
R™ se considera con la topologia euclidiana y por ende todos sus subespacios.

Sean X un continuo, n,r € Ny A,..., A, subconjuntos no vacios de
X. El vietorico de Ay, ..., A,, denotado por (Ay,...,A,), es el conjunto
(A1,...,A) N F,(X), donde (A4, ..., A,) es el conjunto

{BGQX:BCUAZ-yBﬁAi#@paracadaie{1,...,r}}.

i=1

Teorema 2.2. [9, Teorema 4.5] Si X es un continuo con una topologia T, en-
tonces la coleccion {(S1, ..., Sphnax: S; € T para cada i € {1,...,r},r € N},
es una base para la topologia para 2.

Matemdticas y sus aplicaciones 22, Capitulo 6, paginas 139-164



Unicidad del n-ésimo producto simétrico para continuos alambrados 141

La topologia generada por la base mencionada en el Teorema 2.2 es co-
nocida como la topologia de Vietoris. Dados n,m € N, con m < ny
Uy, ...,U, C X . Definimos

(UL, oo, Und = Uy, oo, Un) N F(X).

Lema 2.3. Sea X un espacio topologico localmente conexo. St C' es una com-
ponente de X, entonces C' es localmente conexo.

Demostracion. Sea x € C'y V un subconjunto abierto de X tal que x € VNC.
Como X es localmente conexo, existe U un subconjunto abierto y conexo de
X talque z € U C V. Note que x € UNC, esto implica que U UC es conexo,
por ende U C C, asi existe un subconjunto U abierto y conexo de C' tal que
xeU CVnNC. Por lo tanto, C' es localmente conexo. ]

Lema 2.4. [}, Lema 1] Sean X un continuo y C4, .., Cp, subconjuntos conexos

de X. Sim < n, entonces el conjunto (C1,...,Cy,) es un subconjunto conezo
de F,(X).

Sea F(X) = {A C X : A es finito}, es claro que F(X) C 2%, por lo que
podemos considerarlo con las métrica de Hausdorff.

Lema 2.5. [12, Lema 2.2] Sea X un espacio métrico y compacto. Si M C
F(X) es compacto y localmente conexo. Entonces UM C X es compacto y
localmente conexo.

3 Continuos alambrados

En esta seccion se presenta el concepto de continuo alambrado, exponiendo
algunos ejemplos. También, se prueba que (I), es arco conexo, cuando [ es
un subintervalo de R, véase Teorema 3.5.

Definicion 3.1. Sea X un continuo. Un alambre en X es un sunconjun-
to a de X tal que o es homeomorfmo a alguno de los siguientes espacios

(0,1),10,1),[0,1] 0o S* y a es una componente de un subconjunto abierto de
X.

El siguiente Teorema es de utilidad en repetidas ocasiones en este trabajo,
se enuncia a continuaciéon y es conocido como el Teorema de golpes en la
frontera.
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Teorema 3.2. [9, Teorema 5.6] Si X es un continuo, E un subconjunto
propio no vacio de X y K una componente de E, entonces clx(K)NFrx(F) #

0.

Note que, esto implica que cly(K)Nclx (X — E) # (). Con el Teorema 3.2
se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3. Sean X es un continuo y o un alambre en X. Si a es com-
pacto, entonces a = X.

Demostracion. Sea « un alambre compacto en X, es decir, a es homeomorfo
a [0,1] o S, note que a es cerrado en X. Por ser un alambre, existe un
subconjunto abierto U de X tal que a es una componente de U. Probaremos
que U = X, ya que esto implica que « es una componente de X y como X
es conexo, se tendria que X = a. Supongamos que U # X, es decir, U es
un subconjunto propio de X. Por el Teorema 3.2, se cumple que clx(a) N
Fry(U) # 0, es decir, a NFrx(U) # 0. Dado que U es abierto, se cumple que
Frx(U) C (X — U), esto implica que a N (X — U) # 0, lo cual es imposible
ya que o« C U. Por lo tanto, U = X y asi a = X. [

Corolario 3.4. Si un alambre o en un continuo X es homeomorfo a [0,1] o
S, entonces X es un arco o una curva cerrada simple.

Para lo que resta del capitulo, por lo anterior y por el Teorema (donde
diga que para el arco y la curva cerrada si es rigido), consideramos que X no
es un arco o una curva cerrada simple, es decir, los alambres en X siempre
seran homeomorfos a (0,1) y [0, 1).

Teorema 3.5. Sean X un continuo, I C X homeomorfo a un subintervalo
deRyneN. St A,Be (I), yl|Al =|B| =m, conm < n entonces existe
una funcion continua « : [0,1] — (I), que cumple lo siguiente:

e a(0)=Aya(l) =B,
e |a(t)| = m para toda t € [0,1].

Demostracion. Supongamos que A = {aq,...,a,} v B = {by,...,b,}. Sean
C C R un subintervalo y g : C — I un homeomorfismo. Para cada i €
{1,...,m}, sean rq;,r, € C tales que g(rq,) = a; y g(rp,) = b;. Podemos
suponer sin perder genelaridad, que r,, <1, y 13, < 13, cuando i < j.
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Sea T; C C' el intervalo con puntos extremos r,, y 75,. Definimos, para
cada i € {1,...,m}, la funcion f; : [0,1] — T; tal que fi(t) = try, + (1 — t)rg,.

Note que, si r,, = 74,, entonces f; es una funcion constante. En cualquier
caso, f; es una funciéon continua. Dados i, 7 € {1,2,...,m}coni # jyt € [0, 1],
veamos que f;(t) # f;(t). Supongamos que f;(t) = f;(t), note que ¢t ¢ {0, 1}.
Podemos suponer que j > i, luego se cumple que r4; > 74, y 75, > 14, Por otro
lado, try, + (1 —t)re, = try, + (1 = t)ry,, asi que, t((ry, —15,) + (T, — 7a;)) =
Ta; — Ta;, COMO To, # Tq, entonces (1, — 14,) + (7a, — 74;) 7# 0 y podemos
despejar t, obteniendo

L Ta; = Ta
(Tbj - Tbi) + (Tai - Tﬂj) .

Dado que 0 > r,, — 74, y 0 <t se tiene que (ry, — 75,) + (7o, — 7a;) < O,
como t < 1 al despejar el denominador de la representacion de ¢ se tiene que,
Ta; — Ta; > (Ty; — Tp,) + (Ta, — 7a;), esto implica que 0 > 7, — 1y, es decir,
Ty, > 1p; 10 cual es una contradiccion.

Si definimos g; : [0,1] — I por g;(t) = (g o fi)(t), se cumple que g; es
continua. Consideremos la funcion « : [0,1] — (I), definida por «a(t) =
{g1(t), g2(t), ..., gm(t)} para cada t € [0,1]. Veamos que « es continua. Sean
to € [0,1] ye > 0,dadoi € {1,2,...,m} como g; es continua en ¢, existe d; > 0
tal que para cada t € (to—d;,to+0;) N0, 1], se cumple que d(g;(t), g:(to)) < &,
esto se cumple para cada i € {1,2,...,m}. Tomemos § = min{dy, ..., d,, }, dado
t € (to—9,to+9)NI0, 1], entonces d(g;(t), gi(to)) < € paracadai € {1,2,...,m}.
Asi, a(ty) C N(a(t),e)y a(t) C N(a(ty),e) paracadat € (ty—0d,to+d)N[0, 1],
esto implica que H(«a(t), a(ty)) < €, es decir, «a es continua en ty y por ende
es continua en [0, 1].

Note que, a(0) = {g1(0), g2(0), ..., 9m(0)} = {a1, a9, ....,an} = Ay a(l) =
{1(1),92(1), ..., gm (1)} = {b1,ba,....,0,,} = B, ademas dados t € (0,1) y
i # j, se cumple que fi(t) # f;(t) y como ¢ es un homeomorfismo, entonces
9i(t) # g;(t) esto implica que |a(t)| = m para cada i € {1,2,...,m}. O

Corolario 3.6. Sean X un continuo, I C X homeomorfo a un subintervalo
deRyneN. Si A Be (I), y|Al =|B] =m, con m <n entonces existe
un arco A contenido en (I), con puntos extremos A y B; ademds si C € A,
entonces |C| = m.

Demostracion. Por el teorema 3.5 existe una funcién continua
a:[0,1] = (I), que cumple lo siguiente:
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e a(0)=Aya(l) =B,

e |a(t)| = m para toda t € [0, 1].

Note que todo elemento en «([0,1]) tiene cardinalidad m. Como [0, 1]
es localmente conexo y « es continua, entonces se cumple por |9, Teorema
8.18| que «([0,1]) es localmente conexo. Por el Teorema 4.4, ([0, 1]) es arco
conexo. Asi, existe un arco A en a([0,1]) C (I), con puntos extremos A, B y
si C' € A, entonces |C| = m. O

Definicion 3.7. Si X es un continuo, definimos el subconjunto W(X) de X
como:

W(X) = U{oc C X : « es un alambre en X}.

El continuo X es alambrado si W (X) es denso en X, es decir, clx (W (X)) =
X.

Sea X un continuo y n € N, con n > 2, en esta seccién se exponen algunos
resultados necesarios para este trabajo. Un ciclo en X es una curva cerrada
simple J en X tal que J — {a} es un subconjunto abierto de X, para algin
a € J. Un arco libre en X es un arco a en X con puntos extremos p y ¢
tales que o — {p, q} es abierto en X. Un arco libre maximal en X es un
arco libre en X que es maximal, con respecto a la inclusion.

Note que si a es un arco libre en un continuo X, donde a, b son los puntos
extremos de «, entonces a — {a, b} es un alambre en X. Asi, un continuo en
el cual la unién de sus arcos libres es denso, es un continuo alambrado.

Por ende, las clases de continuos alambrados contiene a las siguientes clases
de continuos: graficas finitas, dendritas cuyo conjunto de puntos extremos es
cerrado, casi enrejados, compactaciones del rayo [0, 00).
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Figura 1: Gréafica finita y compactacion de rayo [0, 00).

Figura 2: Continuo casi enrejado.

_uilll] ‘

Figura 3: Dendrita cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado.
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4 Algunos resultados

En esta seccion se presentan las pruebas de algunos resultados, que son de
ayuda en repetidas ocaciones a lo lango de este trabajo, véase Teorema 4.3 y
Teorema 4.7.

Lema 4.1. [5, Lema 2.1] Sean X un espacio de Hausdorff compacto, n € N
y B un subconjunto conexo de 2% tal que BN C,(X) # (). Entonces UB tiene
a lo mds n componentes.

Lema 4.2. [5, Lema 2.2] Sean X un espacio de Hausdorff compacto, n € N
y B un subcontinuo de 2 tal que BN C,(X) # 0. Entonces UB € C,,(X).

Lema 4.3. Sean X un continuo y A un subconjunto conexo de 2% tal que
ANCL(X) #0, para algin n € N. Si Ag = U{A: A € A}, entonces

1. Aq tiene a lo mds n componentes,
2. si A es cerrado en 2%, entonces Ay € C\(X),

3. para cada A € A, A intersecta a cada componente de Ag.

Demostracion. Las pruebas de 1) y 2) son consecuencia de los Lemas 4.1 y
4.2, respectivamente.

Para 3. de 1. sabemos que A, tiene a lo mas n componentes. Sea m € N
tal que m < ny Ay, .., A, las componentes de Ay. Sea A € A, entonces
A C Agy. Supongamos que A no intersecta a todas las componentes de de
Ap. Supongamos sin perder generalidad que AN A; # () para i € {1,...,1} y
ANA; =0 paraie {l+1,...,m}, para algin [ € {1,...,m — 1}. Definamos
los siguientes conjuntos:

l
K={CeA:Cccl]a}

=1
m

L={CeA:Cn(|] A)#0}.

i=l+1

Matemdticas y sus aplicaciones 22, Capitulo 6, paginas 139-164



Unicidad del n-ésimo producto simétrico para continuos alambrados 147

Note que K # 0 ya que A € K. Para ver que £ es no vacio, tomemos p €
Aiy1 C Ap, entonces existe A, € A tal que p € A, luego p € A, N Aj11. Asi,
A, e L.

Es claro que, CUL C A. Sea B € A, entonces B C Ay = UA U U A;.

i=l+1
Esto implica que B € K U L. Por lo tanto, A = LU L. En la demostrac1on

del Lema 4.1 se prueba que clyx (K) N L = @ y clox (£) N K =0, es decir, que
son separados. Lo cual contradice el hecho de que A es conexo. Por lo tanto,
A intersecta a todas las componentes de Ag. ]

Los siguientes dos Teoremas son resultados bien conocidos, sobre continuos
localmente conexos.

Teorema 4.4. [9, Teorema 8.23] Todo continuo no degenerado, localmente
COMETo €s arco conexo.

Teorema 4.5. [9, Teorema 8.26] Sea X un continuo localmente conexo. Si
U C X es abierto y conexo, entonces U es arco conexo.

Un triodo simple es un continuo 7' que es la uniéon de tres arcos [, I, y
I3 tales que Iy N Is N I3 = {p}, donde p es un punto extremo de cada arco I;,
y (I; = {p}) N (I; — {p}) =0, si i # j. El punto p es llamado el vértice de T

Lema 4.6. Sean X un continuo localmente conexo, p,q,r € X puntos distin-
tos y a1, C X — {q},as C X — {p} arcos cuyos puntos finales son r,p y r,q
respectivamente. Si |ag N ag| > 2, entonces X contiene un triodo simple.

Demostracion. Sean f,g : [0,1] — X dos encajes tales que f(0) = r = ¢(0),
f(1) =p,9(1) =qy f(]0,1]) = a1, ¢g([0,1]) = ay. Consideremos T" = {t €
(0,1) : f(t) € as}, como |ag N ay| > 2 entonces, existe z € (0,1) tal que
f(z) € ag, por ende T # ). Como T es acotado, existe to = supT. Note que
to € (0,1].

Veamos que ty, € T. Supongamos que ty ¢ T. Entonces f(t) ¢ a9, existe
e > 0 tal que B(g, f(to)) Nag = (). Como «a; es un arco es localmente conexo
y dado que B(g, f(tp)) N oy es un subconjunto abierto de ay, existe U C
Bl(e, f(to)) N ay abierto, conexo y no degenerado, tal que f(ty) € U, cabe
resaltar que U N ay = 0. Note que f~1(U) C [0,1] es abierto, conexo y no
degenerado. Por lo tanto f~!(U) es un subintervalo abierto de [0,1] tal que
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to € f~H(U). Como r ¢ U existen w, z € (0, 1] tal que f~1(U) es igual a (w, )
o (w, 2], en ambos casos, dado que ty = sup (T) existe t' € f~H(U)NT, asi
f(t") € UnNay lo cual es una contradiccion. Por lo que tg € T.

Finalmente, podemos tomar t; € (0, 1) tal que g(t;) = f(t9). Considere-
mos los subarcos, 51 = ¢([0,t1]), B2 = g([t1,1]) v B3 = f([to, 1]) contenidos en
X, note que f(ty) es punto extremo de f31, s, B3. Del hecho de que g es un
encaje y de la de las propiedades de ty, se cumple que 51 N PN B3 = {f(to)},

ademas (8; — {f(po)}) N (B; — {f(po)}) = 0, cuando ¢ # j. Por lo tanto
b1 U By U B3 C X es un triodo simple. ]

El siguiente Teroema sera de utilidad en la demostracion del Teorema 5.2,
y es consecuencia de los Teoremas 4.4 y 4.5.

Teorema 4.7. Sea X un continuo localmente conexo, no degenerado. Si X
no contiene un triodo simple, entonces X es un arco o una curva cerrada
simple.

Demostracion. Sean p,q € X tales que p # ¢. Supongamos que X — {p}
y X — {q} son conexos, en caso contrario podemos aplicar [9, Teorema 6.6]
para encontrar dichos p,q € X. Por el Teorema 4.4 existe « C X un arco
cuyos puntos finales son p, q. Si X = «, entonces X es un arco. Supongamos
que X # a. Tomemos r € X — «, note que r # py r # q. Como X — {p}
y X — {q} son subconjuntos abiertos y conexos de X, por el Teorema 4.5,
existen oy C X — {q} y as C X — {p} arcos que tienen como puntos finales
p, TV q,7, respectivamente.

Como o C X — {r}, por el Lema 4.6, se cumple que o N «a; = {p},
aNas ={q} y a1 Nay = {r}. Esto implica que 5 = a3 U as es un arco cuyos
puntos finales son p, q. De esta manera S = aU 3 es la unién de dos arcos
tales que aN 5 = {p, q}, es decir, S es una curva cerrada simple. Veamos que
X =25

Supongamos que existe y € X — S, por el Teorema 4.5 existe un arco
v C X — {q} con puntos finales p,y. Veamos que vy NS = {p}. Como o C
X — {y} y sus puntos finales son p,q, por el Lema 4.6 se debe cumplir que
vNa = {p}. Por otro lado, note que f C X — {y} es un arco con puntos
finales p, ¢, por el Lema 4.6, se debe cumplir que 5N~y = {p}. Por ende,
vyN S = {p}. De lo anterior, yUa C X — {r} es un arco cuyos puntos finales
son y,qy yUa; C X — {q¢} es un arco cuyos puntos finales son y,r. Como
v C (yUa)N(yUay), por el Lema 4.6 se debe cumplir que |y| < 1, lo cual
es imposible. Por lo tanto X = S. ]
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5 Unicidad

En esta seccion se estudia la unicidad del n—ésimo producto simétrico,
para la clase de los continuos alambrados y n > 4. Para ello, se prueba que si
h: F,(X) — F,(Y) es un homeomorfismo, entonces h(Fi(X)) = h(F1(Y)),
cuando X es un continuo alambrado y Y es cualquier continuo, véase Teorema
5.7.

Dado un continuo X y n € N, definamos la siguiente coleecion de F,,(X).

Gn(X)={A € F,(X) : existe una vecindad M de A en F,(X)

tal que la componente C de M que contiene a A es una n — celda}.

A continuacion se exponen propiedades de esta coleccion.

Lema 5.1. Sean X un continuo y n > 2. Para A € G,(X), existe Cy, una
n-celda, tal que A € C; C intp, (x)(M).

Demostracion. Tomemos A € G,(X). Sea M la vecindad de A en F,(X) tal
que la componente C de M que contiene a A es una n-celda. Sea F = C —
Frp, (x)(M), note que A € F, esto ya que A € intp,(x)(M). Asi, Ae F CC,
como F es un subconjunto abierto de C, podemos tomar C; una n-celda tal que
A € inte(Cy) C €y C F. Dado que C C M, se cumple que F C intg, (x)(M),
por lo tanto, C; C intp, (x)(M). O

Teorema 5.2. Sean X un continuo y n > 2. Entonces
1. G(X)Cc{Ae F,(X): ACcW(X)},
2. sin >4, entonces G,(X) C {Ae€ F(X) — F,o1(X): ACW(X)},
3. {AeF(X)—F,1(X): ACW(X)} C G.(X).

Demostracion. Denotemos por d a la métrica en X.

(1) Tomemos A € G,(X). Sea M la vecindad de A en F,(X) tal que la
componente C de M que contiene a A es una n-celda. Sea C; la n-
celda del Lema 5.1. De la prueba del Lema 5.1 se puede ver que A €
inte(Cy) € Cy C C, por lo que existe 6 > 0 tal que By (A,5) NC C C;.
Por las hipotesis que tenemos, podemos tomar € > 0 tal que € < 9,
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(a) By(A,22) N F,(X) C M,
(b) Ne,(x)(C1,¢) Cintp,(x)(M) y
(c) e < didm (X).

Sea Cy la componente de clg,(x)(Bu(A,€)) C M que contiene a A.
Como € < 6 se cumple que Cy C clp, (x)(Bu(A,€)) C Bu(A4,9), por (a)
se cumple que Cy C C, por ende Cy C C N By(A,§). Asi, Cy C C;. Sea
E =U{B: B € (;}. Como C; es homeomorfo a una n-celda, se cumple
que C; es compacto y localmente conexo, luego por el Lema 2.5, E es
compacto y localmente conexo. A su vez, como A € C,(X) NC; por el

Lema 2.5 se tiene que E tiene a lo mas n componentes. Sea F = U E;,

i=1
donde m < n y E; son las diferentes componentes de E. Por el Lema
5.1 se cumple que AN E; # () para cada i € {1,...,m}.

Afirmacion 1. Cada E; es no degenerado.

Sea i € {1,...,m}, podemos tomar a € AN E;, consideremos C, la
componente de B(3,a) que contiene a a. Por el Teorema 3.2 se cumple
que clx(C,) NFrx(B(5,a)) # 0, esto implica que C, # {a}, veamos
que C, C E. Consideremos C, = {(A — {a}) U{z} 2z € C,} C F.(X).
Note que C, es no degenerado, ya que C, es no degenerado. Ademés,
A€ Cyy como C, C B(3,a) se tiene que C, C By(e,A). Y por el
Lema 2.4 se tiene que C, es conexo. Esto implica que C, C Cy. Dado que
Co C C;1 y de como de defini6 C, se cumplen las siguientes contenciones,
C, CU{B:BeC(,} C FE.Dadoque, E;NC, # 0 y C, es un subconjunto
conexo de F, se cumple que C, C FE;. Como C, es no degenerado,
entonces F; es no degenerado.

Observacion 1. Como E es compacto se cumple que F; es compacto
y por ende es un subcontinuo de X. A su vez, por el Lema 2.3 se cumple
que E; es localmente conexo, esto para cada i € {1,...m}. Asi, por el
Lema 4.4, F; es arco conexo para cada i € {1,...,m}.

Afirmacion 2. F no contiene triodos simples.

Supongamos que E contiene un triodo simple. Podemos suponer sin
perder generalidad que que E; contiene un triodo simple T'= L1 U Ly U
L3, con vértice v y cada L; es un arco. Como v € E, existe B € C; tal
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que v € B. Digamos que B = {v,by,...,b.} con r < n. Como B C E
por la Observacion 1, para cada i € {2,...,r} podemos tomar a; C E
un arco tal que, b; € ay, didm (;) < 5§y a; Na; =  cuando 7 # j.
Cortando T se ser necesario, podemos obtener T} C T un triodo simple
tal que didm (T}) < ey T3 Na; = O para toda ¢ € {2,...,r}.

Sea Dy = (T, a,...,a,). Note que B € Dy C By(B,e). Dado que
B € C; y por b), se cumplen las siguientes contenciones By(e, B) C
Ng,(x)(C1,¢€) C intg,(x)(M) asi, Dy C M. Como B € C; C C, entonces
Dy N C # (), por el Lema 2.4 Dy es conexo, esto implica que Dy C C(*).

Si r < n, tomamos subarcos ajenos por pares .1, ...,q, tales que
a; CTyN(Ly —{v}) para todai € {r+1,...,n}. Consideremos Ty C T3
n

un triodo simple tal que Ty N ( U «;) = (. Si r = n, consideremos
i=r+1

Ty = Ti.

Tomando Dy = (T, aq, ..., ). Por (¥) se cumple que D; C Dy C C.
Note que Dy ~ Tj x [0,1]"7!, como C es homoemorfo a una n-celda, se
cumple que Ty x [0,1]"1 € R™™! puede ser encajado en una n-celda.
Esto contradice el Teorema de la invarianza del Dominio [3, Teorema
VI 9]. Por lo tanto E no contiene un triodo simple.

Tenemos que cada FE; es un subcontinuo localmente conexo, no degene-
rado, que no contiene un triédo simple, entonces por el Teorema 4.7 se
cumple que F; es un arco o una curva cerrada simple.

De la prueba de la Afirmacion 1, sabemos que para cada a € A, la
componente C, de B(5,a) es no degenerada y cumple que C, C E. Por
ende debe existir ¢ € {1,...,m} tal que C, C E;. Dado que E; es un
arco o una curva cerrada simple, se tiene que C, debe ser homeomorfo
a [0,1],[0,1),(0,1) o S*. Como B(,a) es un subconjunto propio de X,
por el Teorema 3.2 se cumple que clx (C,) NFrx (B(5,a)) # 0, dado que
B(3, a) abierto se tiene que C,, no es cerrado. Por ende C, solo puede ser
homeomorfo a los conjuntos [0, 1), (0, 1). Por lo tanto C, es un alambre
en X, de esto que a € W(X), es decir, A C W(X).

Sea A € G,(X), tal que A = {ay, ..., an}. Por el inciso (1) resta probar
que m = n. Supongamos que m < n. Tomando € como en la prueba del
inciso (1), para cada i € {1,...,m}, tenemos que C,, es homeomorfo a
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los conjuntos (0,1) o [0,1), por lo que podemos tomar para cada i €
{1,...,m} un arco §; C C,, que cumpla lo siguiente: a; € 5;,didm (5;) <
Sy Binp; # 0 cuando i # j.

Sim <n —1, tomemos n —m — 1 puntos distintos en 51 — {a;}. Para
cada j € {m+1,...,n — 1} tomemos un arco 5; C f; — {a:} tal que

n—1
aj € B, BiNp; =0 cuando i # jy ar ¢ U B;. También tomemos
j=m+1
n—1
un arco 3 C fp — ( U ,Bj> tal que a; € /.
j=m+1
Sea. D = {ay,...,an—1}. Consideremos & = (01,...,0m) ¥

E = (B1,02...,Bn-1). Esclaro que A € &y E C & (sin—1=m
entonces & = &). Note que & C Bg(5,A) y por (a) se cumple que
Ey C M. Por el Lema 2.4, & es conexo, esto implica que & C C y por
ende £ C C(***).

Para cada i € {2,...,n — 1}, definamos
G Fo(Bi) X B X Ba X -+ X iy X Bign X == X Py = &

por ¢i(R, &1, ..., Ti—1, Tig1, ooy Tn1) = R U {&1, oo, i1, Tigts oo T }-
Para i = 1 definamos

G1: Fo(Ba) X By X B3 X By X - X By = &

por ¢;(R, x1, %3, T4..., Tp_1) = RU{x1, 23, 24..., 2,1 }. Note que cada ¢;
es un encaje. Dado que B; son arcos ajenos dos a dos y como Fy(B;)
es homeomorfo a una 2-celda ([8, Seccion 13]), entonces Im ¢; es home-
morfo a una n-celda.

Veamos que si i # j entonces Im¢; NIm¢; = €N F,_1(X). Sea K €
ENF,_1(X), entonces podemos tomar k; € KN P] y ks € KN f; para
s € {2,...,n—1}. Por la construcion de £ es claro que K = {ky, ..., k,_1}.

Si R; ={ki} vy R; = {k;}, se cumple que

(bl(Rl) kl, ceey kifl, ki+1’ ceey knfl) — ¢](Rj7 kla ceey kjfla ijrl? ceey kn71> - K
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Por lo tanto K € Im¢; NIm ¢;. Sea K € Im ¢; N Im ¢;, entonces K =
Ri U {Il, ey L1y Ljt 1y oeey xn—l} y K= Rj U {ZL‘l, ey Lj—1, Tj41, ...,ZL‘n_l},
donde R; C B; y R; C B;. Note que |[K NG| =1 = |K N G| esto por
en donde se toma K. De esta manera |R;| = 1 = |R;|, esto implica que
|K| =n—1. "Por lo tanto se cumple la igualdad.

Como los elementos de £ son arcos ajenos dos a dos, se cumple que
ENF,_1(X) es homemorfo a una (n — 1)-celda. Por lo tanto, dado que
n > 4 los conjuntos Im ¢, Im ¢, ..., Im ¢,,_1 son al menos tres n-celdas,

que se intersectan en una (n — 1)-celda, esto implica por el Teorema de
n—1

la invarianza del Dominio [3, Teorema VI 9|, que U Im ¢; no puede ser
i=1
encajado en una n-celda.
n—1
Por (***) y la definicion de las funciones ¢;, se cumple que U Im ¢; C
i=1
& C C, como C es homeomorfo a una n-celda, se llega a una contradic-
cion. Por lo tanto m = n.

Sea A={ay,...,a,} € F,(X)— F,_1(X) tal que A C W(X). Entonces,
por la definicién de alambre, para cada i € {1,...,n}, sean U; el sub-
conjunto abierto de X tal que a; € U; y a; la componente de U; tal que
a; € a; y a; es homeomorfo a (0,1) o [0,1). Tomemos ¢ > 0 tal que
B(2¢,a;) C U;,didm (X) > 2¢ y B(2¢,a;) N B(2¢,a;) = 0 cuando i # j.
Sea M; = {z € X : d(z,a;) < €}, la bola cerrada con centro en a y
de radio €. Tomemos C; la componente de M; tal que a; € C;. Como
M; es cerrado, entonces C; es un compacto. Por el Teorema 3.2 se cum-
ple que C; es no degenerado, ya que a € intx(M;). Ademas, dado que
C; C M; C U;, se cumple que C; C o4, esto implica que C; es un arco.
Consideremos M = (M, ..., M,,) un subconjunto cerrado de F,(X) y
C = (C4,...,C,). Note que M es una vecindad de A en F,(X) y C es
homeomorfo a una n-celda tal que A € C C M.

Veamos que C es una componente de M. Sea D la componente de M
tal que A € D. Es claro que C C D. Sea D = U{E : E € D}, como D es
cerrado por el Lema 4.3, D es un subconjunto compacto de X que tiene
a lo mas n componentes y cada componente intersecta a A. Para cada
i € {1,...,n}, sea D; la componente de D tal que a; € D;. Entonces,
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n

como cada componente de D intersecta a A se cumple que D = U D;.
i=1

Veamos que D C UMZ" seap € Dexiste E€ D C M tal que p e F,
i=1
entonces existe ¢ € {1,...,n} tal que p € M;, por ende se cumple la
n

contenciéon. Note que a; € D; N M;. Como D; C UM% es conexo y
i=1

My, ..., M, son cerrados, disjuntos por pares, entonces D; C M;. Esto

implica que D; C C}, esto para cada i € {1,...,n}.

Luego, para cada Ey € D, se cumple que Fy C D C U C;, dado que

i=1
EyND; C E;NC; por el Lema 4.3 se cumple que E; N C; # 0, esto
implica que Ey € C, asi C = D, es decir, C es una componente de M.

Esto termina la demostracién. O]

Observacion 5.3. Del Teorema 5.2, se cumple que G,(X) = {A € F,(X) —
Fo1(X): ACW(X)} cuando n > 4.

Lema 5.4. Si X es un espacio métrico sin puntos aislados y n € N, con
n > 2, entonces F,(X) — F,_1(X) es denso en F,(X).

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de F,,(X) y A € U arbitrario,
digamos A = {ay,...,an,}, para algin m < n.
Caso 1. Si m =n, entonces A € (F,(X) — F,_1(X))NU.

Caso 2. Si m < n, como U es abierto en F,(X), existe r > 0 tal que
Br,x)(A,7) C U. Podemos hallar ap41,...,a, € Bx(a1,7) distintos de

ai,...,0y. Sea B ={ay,...,am, Gpi1,- -, a,}. Como H(A B) < r, se tiene
que B € Bp,(x)(A,r) C U, y por tanto B € (F.(X)—F,1(X))N
Por lo tanto, F,(X) — F,_1(X) es denso en Fn(X) O

Corolario 5.5. Sean X un continuo yn € N tal que n > 2. Entonces, X es
alambrado si y solo si G,(X) es denso en F,(X).

Demostracion. Supongamos que X es alambrado. Sea U un subconjunto
abierto, no vacio, de F,(X). Por el Lema 5.4 existe A = {ay,...,a,} €
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(Fo(X)=F,—1(X))NU. Sea e > 0 tal que By (s, A) CUy B(e,a;)NB(e, a;) =
) cuando ¢ # j. Como X es alambrado, podemos tomar z; € B(e,a;) "W (X)
para cada i € {1,...,n}. Luego, por el inciso ¢) del Teorema 5.2 se cumple
que {z1,...,x,} € Go(X)NU. Por lo tanto, G,,(X) es denso en F,(X).

Sea U un subconjuunto abierto, no vacio, de X. Entonces (U) es un sub-
conjunto abierto, no vacio, de F,,(X). Podemos tomar A € (U)NG,(X). Por el
inciso a) del Teorema 5.2 se cumple que A C W (X)), entonces A C UNW (X).
Por ende, W (X)) es denso en X. O

Corolario 5.6. Sean X,Y continuos y n € N tal que n > 2. Si existe h :
F.(X) = F,(Y) un homeomorfismo entonces, X es alambrado si y solo si' Y
es alambrado.

Demostracion. Supongamos que existe h : F,(X) — F,(Y) un homeomorfis-
mo. Como G, (X) esta definido mediante una propiedad topolédgica se cumple
que

h(Gn(X)) = Go(Y). Si X es alambrado, por el Corolario 5.5 tenemos que
clx(Gn(X)) = F,.(X), entonces

clr, (1) (Gn(Y)) = clp, ) (1(Gn(X))) = h(clr, (x)(Gn(X))) = h(Fn(X)) = F,(Y).

Asi, por el Corolario 5.5 se cumple que Y es alambrado. De forma identica se
prueba que si Y es alambrado, entonces X es alambrado. O

Teorema 5.7. Sean X wun continuo alambrado, Y un continuo y n € N
conn > 4. Si existe h : F,(X) — F,(Y) un homeomorfismo, entonces
hF(X)) = Fi(Y).

Demostracion. Por el Corolario 5.6 se cumple que Y es alambrado. Debemos
probar que h(Fy (X)) C Fy(Y)y b1 (F1(Y)) C Fi(X). Como h es un homeo-
morfimo y Y es alambrado, basta con probar que h(F;(X)) C Fi(Y). Note
que clp,(x) (F1(W(X)) = Fi(X), por ende, como F;(Y) es un subconjunto
cerrado de F,(Y), basta probar que h(Fy(W (X)) C Fi(Y).

Sea p € W(X) entonces existe U un subconjunto abierto de X tal que
la componente o de U, tal que p € «, es homeomorfa al intervalo [0,1) o
al intervalo (0,1). Sea B € F,(Y) tal que h({p}) = B. Supongamos que
B ={by,...,by} y veamos que m = 1.
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Sea ¢ > 0 tal que B(e, b1), ..., B(g,b,,) son disjuntos por pares, esto im-
plica que By(e, B) = (B(e,b1), ..., B(¢,by))n. Podemos tomar ¢ > 0 tal que
didm (X) > 29, B(2d,p) C U y que ademés por la continuidad de h se cum-
pla que, h(Bg(29,{p})) C Bu(e, B). Sea [ la componente de B(4,p) tal que
p € B. Como B(d,p) C U entonces 3 C «. Por el Teorema 3.2 § es no de-
generado y no es cerrado. Por ende 5 es homeomorfo al intervalo [0, 1) o al
intervalo (0,1)(1). Sea C la componente de By (6, {p}), tal que {p} € C.

Afirmacion 1. C = ((),.

Dado que {p} € C N Cy(X) por el Lema 4.3 inciso 1., se cumple que
C =U{D : D € C} es un subconjunto conexo de X. Como C C By(0,{p}),
entonces C' C B(d,p) y dado que p € C, se tiene que C' C 3. Como 3 es
conexo, entonces Fi(8) = {{z} : x € B} es conexo. Como 5 C B(d,p),
entonces F1(8) C Bg(d,{p}), ademas {p} € Fi(p), por ende, Fi(5) C C.
Esto implica que § C C'. Por lo tanto, § = C. Dado A € C, se cumple que
A C C,asi, A € (B),. Luego, C C (f),. Finalmente, por el Teorema 2.4, (3),
es conexo. Y dado que 8 C B(4,p), se cumple que (3), C By(0,{p}). Como
{p} € (B)n, entonces (B), C C. Por lo tanto, se cumple la igualdad.

Como f es homeomorfo a un intervalo de la recta real, como consecuencia
del Corolario 3.6, se cumple que € = (f3),, — F;,—1(X) C C es arco conexo (2).
Sea D la componente de h(Bg(d, {p})) tal que B € D. Como h es continua y
h({p}) = B, se cumple que h(C) C D. Por otro lado, como {p} € h~1(D) C
By (0,{p}) y h! es continua, se cumple que h~1(D) C C. Por lo tanto h(C) =
D. Por la Observacion 5.3 y como /3 C «, se cumple que (5),NG,(X) = £(3).
De esto y como h es un homeomorfismo, se cumplen las siguientes igualdades:

DN Gu(Y) = h(C) Nh(Gn(X)) = h(C N Gu(X)) = h((B)n N Gu(X)) = ().

Luego, DN G,(Y) es arco conexo.

Dado E € &, como h(Bg(0,{p})) C Bu(e,B) y € = (B)n N Gu(X), se
cumple que h(FE) € By(e, B)NG,(Y). Por la Observacion 5.3, se cumple que
h(E) tiene exactamente n puntos y h(E) C W(Y'); ademés como By(e, B) =
(B(g,by), ..., B(g,by))n, entonces h(E) € (B(g,b1), ..., B(g,bpn))n (4).

Afirmacién 2. m=1o0om =n.

Supongamos que 1 < m < n. Como 3 es homeomorfo a [0,1) o (0,1) y
p € B, podemos tomar un v C  un arco tal que p € ~. Fijemos el subconjunto
Q ={q,...,q.} C 7 con exactamente n puntos. Al ser v un arco, podemos
tomar ¢ : [0,1] — F,(7) una funcién continua tal que ¢(0) = @, g(1) = {p}
y |g(t)] = n para todo ¢ € [0,1).
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Sea G = U{h(g(t)) : t € [0,1]} C Y. Note que h(g([0,1])) es un subcon-
junto de F(X), es compacto y localmente conexo. Entonces, por el Lema 2.5
se cumple que G = Uh(g([0,1])) es compacto y localmente conexo. Por otro
lado, como h(g([0,1])) C 2% es conexo y B = h(g(1)) € h(g([0,1])) N C,, (Y),
por el Lema 4.3 inciso 3. se cumple que G tiene a lo més m componentes.

Note que para cada t € [0, 1), se cumple que g(t) € £, por ende h(g(t)) €
DNG,(Y) (5 ) y h(g(t)) € (B(e,b1), ..., B(e,bm))n para cada t € [0,1). En-

tonces, GCUB&? b;); a su vez, como B = h(g(1)) C G se cumple que G N

B(e,b;) # 0 para toda i € {1,...,m}. Por ende G € (B(g,b1), ..., B(g,by))n-
Esto implica que G tiene exactamente m componentes, ya que las bolas con
centro en b; y de radio € son ajenas dos a dos. Méas atn, las componentes de
G, son los conjuntos G; = G N B(e, b;) para cada i € {1,...,m}.

Sea i € {1,...,m}. Tenemos dos casos. Caso 1. b; € W(Y). En este
caso, tomemos un alambre f; tal que b; € f;. Note que ; N B(e,b;) es no
degenerado y arco conexo. Podemos considerar \; C 5; N B(g, b;) un arco, tal
que )\; tiene como un punto extremo a b;. Caso 2. b; ¢ W(Y). Por (5) se
cumple que h(g(0)) € GNW(Y). Dado que h(g(0)) € h(g([0,1])) por el Lema
4.3 se cumple que h(g(0)) intersecta a cada componente de de G, es decir,
podemos tomar y € h(g(0))NG; C GNB(e, b;). Como G es localmente conexo
y compacto, por el Lema 2.3 se cumple que G; es un continuo localmente
conexo. Por el Lema 4.3 inciso 3., se cumple que G; es no degenerado. Luego,
por el Teorema 2.3 se cumple que G; es arco conexo. Por ende existe \; C G
un arco con puntos finales y, b;. Por la Observacion 5.3 y (5) se cumple que
para cada t € [0,1), h(g(t)) C W(Y), esto implica que G — h(g(1)) C W(Y),
es decir, (G — {by,....,b,}) C W(Y).

Si se cumple el primer, caso entonces \; C W(Y'), asi A\, —{b;} € W(Y). Si
se da el segundo caso, \; — {b;} C G; C —{b;} C (G — {by,....bn}) C W(Y).
Esto implica que sin importar que caso se cumple, podemos asegurar que para
cada i € {1,...,m} que existe un arco \; C B(g,b;) tal que \; — {b;} € W(Y)
y b; es un punto extremo de \;.

Como h es un homeomorfismo, se cumple que h(Bg(e, {p})) es un sub-
conjunto abierto de F,(Y") tal que B € h(Bg(e,{p})). Por ende existe ¢ > 0
tal que B € (B(eg,b1), ..., B(€o, bm))n C h(Bu(e,{p})) v B(co,b;) C B(e,b;).
Tomemos para cada i € {1,...,m}, A\, C \; N B(Eg,b') un subarco de \; que
tenga como punto extremo a b;. Se cumple asi que, existen arcos A\, C B(e, b;)
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tales que A, — {b;} € W(Y) y b; es un punto extremo de J);; y ademés
</\/17 e )‘;n>n - h(BH(57 {p}))

Veamos que (A} — {b1}, .., A, — {bm})n N (Fu(Y) — Foa(Y)) C R(E) =
DNG,(Y). Sea K € (N] —{b1}, ..., X, = {bm })n N (F(Y) — F,—1(Y)), entonces
por la Observacion 5.3, se cumple que K € G, (Y). Como cada X, es un arco,
es posible considerar una funcién continua e inyectiva p : [0,1] — (A} —
{b1}, .. AL, — {bm})n tal que p(0) = K, u(l) = B y para cada t € [0,1)
se cumpla que u(t) € (N} —{b1}, ... A, — {bmt)n N (FL(Y) — F,1(Y)) C
h(Bg(0,{p})). Por lo tanto, Im p es un subcontinuo de h(By(J, {p})) tal que
B € Im p, entonces Im pu C D, asi, K € D, porende K € Im ungG,(Y) = h(€).
Por lo tanto, (\] — {b1},...; AL, — {bm})n N (En(Y) — Fo1(Y)) C R(E)(H).

Obtendremos una contradiccion de (2), probando que con lo construido
hasta ahora, h(€) no es conexo. Para ello consideremos los siguientes conjun-
tos:

Ki={K € h(€): KN B(e,b) tiene exactamente n — m + 1 elementos},

m

Ko={Keh():Kn (U B(e, b;)) tiene al menos m elementos}.

i=2
Sean A, B € (] — {b1},...; AL, — {bm})n tales que |[AN (N} — {b1})]

n—m+1, |BON —{bi})| = n—m, [BNA;—{b:})| = 2, [AN (A= {bi})]
para toda i € {2,...,m} y [B N (X\; — {b;})| = 1 para toda j € {3,...,m}.

— I

Note que [ANB(g,b)| = [AN (A, = {1 })| =n—m+1, |Bﬂ(UB(€,bi))| =

1=2

IBOX,—{bo}) |+ [BAN;—{b;})| = 2+(m—2) = m. Como |A| = n = |B],
=3
por (5) se cumple que A € K1 y B € K. Es decir, K; y K5 son no vacios.
Veamos ahora que K1 N Ky = 0. Sea K € K;, como K € h(€) C G,(Y),
entonces |K| = n, adeas |K N B(e,by)| = n —m + 1, como las bolas B(e, b;)

m

son ajenas dos a dos, entonces |K N (U B(g,b;))| = m—1, por ende K ¢ Ko,
i=2

asi Iy NGy, = 0.
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Ahora veamos que h(€) = Ky UK,. Es claro que K, UKy C h(E). Sea K €

m

h(€), entonces K € (B(e, by, ..., B(g,by)))n v | K| = n. Si [KN (] B(e, b)) >
i=2
m, entonces K € Ky. Si |K N (U B(e,b;))| < m, como |K N B(e,b;)| > 1
i=2
para toda i € {1,....,m}, entonces m — 1 < |K N (U B(e,b;))|. Entonces,
i=2

KN (| B(e, b)) =m—1. Como |K N (| JB(e,b))| = ny las bolas B(e,b;)
i=2 i=1

son ajenas dos a dos, se cumple que |K N B(g,by)| + (m — 1) = n, entonces

KN B(e,b1)| =n—m+ 1, por ende K € K. Por lo tanto, h(€) = Ky U Ks.

Sea K € K. Supongamos que para todo r > 0 se cumple que By (r, K)N
Ky # 0. Como K N B(e,by) = {k1,...,kn—m+1} es finito, podemos tomar
ro = min{d(z,y) : x,y € K N B(e, b)) y * # y}, note que 1y > 0. Para cada
ie{l,..,n—m+ 1}, existe r; > 0 tal que B(r;, k;) C B(e, by). Tomemos
R =min{rg,r1, ..., "n_mas1}- Es claro que, R > 0. Entonces BH(g,K) Ny #
(. Sea A € BH(g,K) N Ka, note que, A € h(E), por lo que |A| = n. Como
K C N(%,A), entonces para cada i € {1,...,n —m + 1} existe a; € A tal
que d(k;,a;) < % < r;, entonces a; € B(%,kzi) C B(ri, ki) C B(e,by). Como
& <%0 entonces B(%, k;) N B(%,k;) = 0 para todo 4,5 € {1,....,n —m + 1}
con i # j. Esto implica que |A N B(e,by)] > n—m + 1, como A € Ky

entonces |[AN (U B(e,b;))| > m. Dado que las bolas B(e, b;) son ajenas dos
i=2

a dos, se cumple que |A N (U B(e, b)) >n—m+1+m =n+1, lo cual
i=1

es una contradicciéon ya que |A| = n. Por ende, debe existir 7’ > 0 tal que

By (', K) N Ky = 0. Esto implica que By (r', K) N h(E) C Ky, por lo tanto

K1 es un subconjunto abierto de h(E).

Tomemos ahora K € Ky y supongamos que para todo r» > 0 se cumple
que By(r, K) N Ky # 0. Como K € K, existe j € {2,...,m} tal que |[K N
B(e,b;)| > 2. Supongamos que KNB(e,b;) = {ky, ...,k }, con | > 2. Tomemos
ro = min{d(z,y) : z,y € K N B(e,b;) y x # y}, note que o > 0. Para
cada i € {1,...,7}, existe r; > 0 tal que B(r;,k;) C B(e,b;). Tomemos R =
min{rg,r1,...,7}. Es claro que, R > 0. Entonces BH(§,K) N Ky # (. Sea
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A€ By(% K)N Ky, como A € K; se debe cumplir que [A N B(e, b;)| = 1.
Como K C N(%,A)7 entonces para cada i € {1,...,1} existe a; € A tal que
d(k;,a;) < & < r;, entonces a; € B(%,k;) C B(ri,k;) C B(e,b;). Como
£ < 10 entonces B(%,ks) N B(%,kzt) = () para todo s,t € {1,...,1} con

5?7% t. 2Esto implica que |A N B(e,b;)| > 1 > 2, lo cual es una contradiccion.
Por ende, debe existir ' > 0 tal que By (', K) N K; = (). Esto implica que
Bu(r', K) N h(€) C Ky, por lo tanto Ky es un subconjunto abierto de h(E).
Esto da como resultado una disconexion para h(€), lo cual contradice (2).
Por lo tanto m =1 o m = n.

Afirmacién 3. m = 1.

Supongamos que m = n. Sea By = clx(/3), es claro que fy C B(2d,p) C U,
como p € By y fo es conexo, entonces 5y C «. Luego, por (1) se cumple
que By es homeomorfo a un arco, entonces (), es cerrado y por el Le-
ma 2.4 es conexo. Tomemos M = U{G : G € h((5o)n)}. Como h({5o)n) C
F(X) N 2%, es compacto y conexo; y ademas B € h({By)n) N Cp(X), en-
tonces por los Lemas 2.5 y 4.3 se cumple que M es un subconjunto de
X loaclmente conexo, compacto y tiene a lo més m componentes. Como
Bo C B(20,p) entonces h(fy) C h(Bm(26,{p})) C Bu(e,B). Dado que
By(e,B) = (B(g,b1), ..., B(g,by))n, se tiene que M € (B(e,by), ..., B(g,by))n
por ende M tiene exactamente m componentes, ya que las bolas con cen-
tro en b; y de radio € son ajenas dos a dos. Méas aun, las componentes de
M, son los conjuntos M; = M N B(e, b;) para cada i € {1,...,m}. Como M
es localmente conexo y compacto, por el Lema 2.3 se cumple que M; es un
continuo localmente conexo. Sea N = U{S : S € h(€)}. Como h(E) C 2%
es arco conexo y por (4) h(€) C (B(e,by),..., B(¢,by)), aplicando el Lema
4.3 inciso 1. se cumple que N tiene exactamente m componentes. Note que
h(E) = h({B)n NGn(X)) C h({Bo)n), asi N C M. Esto implica que las com-
ponentes de N son de la forma N; = B(e,b;) " N y N; C M.

Afirmacién 4. Para cada i € {1,...,n} se cumple que N; es abierto en
M; y cada elemento de y € N; tiene una vecindad en N; que es homeomorfa
a[0,1) 0 (0,1).

Seani € {1,...,n} yy € N;= NNB(e, b;). Como y € N existe Ay € &, tal
que y € h(Ap), por (4) h(Ag) € W(Y). Por el Lema 4.3 y como n = m, enton-
ces h(Ap) N N; = {y}. Note que y € W(Y'), entonces existe V' un subconjunto
abierto de Y, tal que la componente 6 de V tal que y € € es un alambre, es
decir, 6 es homeomorfo a [0,1) o (0,1). Como & C C C Bg(6,{p}), entonces
h(Ao) € h(Bg(6,{p})). Dado que h es un homeomorfismo y Bpy(d, {p}) es
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abierto, entonces h(Bg(d,{p})) es abierto, por tanto existe d; > 0 tal que
By (61,h(Ag)) C h(By(0,{p})). Por otro lado, y € S; C B(e,b;), asi que
y € VN B(g,b;), por lo que existe ds tal que B(d2,y) C VN B(e,b;). Tomemos
dp = min{dy, d2}. Sea p la componente de B(dy,y) tal que y € pu. Dado que
i C V es un conexo tal que y € u, debe ocurrir que p C 6. Por el Teorema
3.2 se tiene que p es no degenerado y no es cerrado, por ende p es homemorfo

a (0,1) o [0,1).
Consideremos el conjunto R ={(h(A ) {y}) U{z} : z € u}. Note que, si
h(Ayp) {h1y s hic1, Yy Rigry ooy B} entonces

= ({h1}, ..., {hie 1} ty {hix1}tes {hn }> Luego cada elemento de R tiene
exactamente n elementos, ya que h; € B(e,b;) para cada j € {1,...,m} — {i},
y i C B(g,b;). También, por el Lema 2.4 se cumple que R es conexo. Como
h(Ag) C W(Y) y p es un alambre, se tiene que R C F,,(W(Y")). Esto implica,
por el Teorema 5.2 inciso 3. que R C G,(Y). A su vez, dado que u C B(do, y),
entonces R C By(dg, h(Ag)) y como &y < 6y, entonces R C h(Bg (6, {p})).
Por lo tanto, R C G,(Y) N h(Bu(9,{p})).

Se sigue que h™!(R) es un subconjunto conexo de G,(X) N By (4, {p}) tal
que Ag € h™(R). Como £ C C, entonces Ay € h"'(R)NC C By (d,{p}), ya
que C es la componente de By (6, {p}) tal que {p} € C, por ello mismo se debe
cumplir que h=}(R) C C. Esto implica, por la Afirmacién 1. y por (3), que
Y R) C G, (X)NC =G,(X)N{B), = E. De esto que, R C h(E). Entonces,
para cada z € pu, existe A € £ tal que h(A) = (h(4o) —{y})U{z} € N. Dado
que p C B(e,b;) se cumple que z € N;, por ende u C N; C M;. Note que, en
particular, esto prueba que M; es no degenerado.

Veamos que p es una vecindad de y en N;. Como M; es localmente conexo
y y € M; N B(do,y), existe @ un subconjunto de M; abierto y conexo, tal que
y € Q C M;N B(dy,y). Como p es la componente de B(dy,y), tal que y € p,
se cumple que y € Q C u C N; C M; por lo que p es una vecindad de y en
N;. Ademas, para cada y € Nj, existe un abierto en M, que tiene a y, y se
queda contenido en N;, es decir, N; es abierto en M;. Esto termina la prueba
de la Afirmacion 4.

Sea i € {1,...,n}. Probaremos que b, € W(Y). Como consecuencia de
la Afirmaciéon 4, tenemos N; es una variedad 1—dimensional. Es decir, ca-
da punto de N; tiene una vecindad que es homeomorfa a un intervalo de la
recta real. Por [6, Teorema 1, pp. 208|, se tiene que N; es homeomorfo a
[0,1],]0,1),(0,1) o S*. Veamos que cly(N;) = M;. Para ello, primero probe-
mos que cly(N) = M. Sean x € M y r > 0. Existe A € (5y), = (clx(8))n
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tal que = € h(A). Supongamos que A = {ay,...,a;}, como h es continua
en A, existe v > 0 tal que h((B(v,a1),..., B(v,a;))n) C Bu(r,h(A)). No-
te que, a; € A C clx(B), entonces B(vy,a;) N 5 # 0. Podemos tomar a €
B(v,a;) N B. Entonces A" = {ay,...,a;} € (B(v,a1), ..., B(7y,@))n, por lo que,
U= (B(v,a1),..., B(v,a;))n N F,(B) es no vaci6. Por el Lema 5.4, se cumple
que U N (F(B) — Fr_1(B)) # 0. Tomemos E € U N (F,(3) — F,_1(B)), note
que E € &, entonces h(E) C N. Por otro lado, como E € U se cumple que
h(E) € Bg(r,h(A)), esto implica que x € h(A) C N(r, h(FE)), es decir, existe
e € h(FE) C N tal que d(z,e) < r, de modo que B(r,z) N N # ), por lo

que x € cly(N). Luego, M = cly(N) = Ucly(Ni). Como M; es cerrado, se
i=1

cumple que cly (N;) C M;. Supongamos que existe p € M; —cly (NN;), entonces
existe j =# i tal que p € cly(N;) C M;, esto implica que M; N M; # 0, lo
cual es una contradiccion. Por ende cly (V;) = M;. De esta manera, se cumple
que M; es homeomorfo a [0, 1] o S*.

Sea r; = didm (M;), como M; C B(e,b;) entonces r; < 2e. Tomemos
7 =% < 5. Note que, M; N (Y — B(y1,0;)) # 0. Como h(Bp (6, {p})) es
abiertoy B € h(Bgy(d,{p})) existe y2 > 0 tal que By (2, B) C h(Bu(9,{p})).
Sea vo = min{~;, 72}, es claro que vy < €. Sea D; la componente de B(~y, b;)
tal que b; € D;. Consideremos M, = {(B — {b;}) U{z} : z € D;}. Note que
M; = {b1}, ... {bi_1}, Diy {bis1}, ..., {bn})n, entonces por el Lema 2.4 se cum-
ple que M; es conexo. Dado que D; C B(vo, b;), entonces M; C By (v, B) C
h(By(5,{p})) vy B € M,. Esto implica que h=*(M;) C By(5,{p}) es co-
nexo y {p} = h"'(B) € h"'(M,), por ende h™'(M;) C C, ya que C es
la componente. De esta manera, M; C h(C) y por la Afirmacion 1 se tie-
ne que M; C h(C) = h({6)n) C h({Bo)n), esto implica que UM,; C M.
Sea d € D;, por como de define M;, es claro que d € UM;, por ende
d € M, es decir, D; C M. Como D; C B(~,b;) C B(e,b;), se cumple que
D; € M N B(e,b;) = M;. Como el didm (D;) < 2vyy < 27, = § < didm (M;),
entonces D; # M;. Por el Teorema 3.2 se cumple que D; no es cerrado y es
no degenerado. Por lo tanto D; es homeomorfo a [0,1) o (0,1). Esto prueba
que D; es un alambre y por lo tanto b; € W(Y'). Por ende, B C W(Y).

Como m = n, por el Teorema 5.2 inciso 3. se cumple que B € G,(Y).
Entonces, {p} = h™1(B) € h"1(G.(Y)) = G,.(X), esto contradice el Teorema
5.2 inciso 2. Por lo tanto, m = 1, es decir, h({p}) = {b}. De este modo
WAV (X)) C F(Y), por lo que h(F (X)) = h(FA(Y)).
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]

Corolario 5.8. Sean X un continuo yn € N tal quen > 4. Si X es alambrado
entonces, X tiene hiperespacio F,(X) dnico.

Corolario 5.9. Sean X un continuo yn € N tal quen > 4. Si X es alambrado
entonces, F,(X) es rigido.

6 Agradecimientos

Los autores agradecen a los arbitros por el tiempo dedicado a la revision,
sus sugerencias y correcciones contribuyeron a mejorar el capitulo.

Bibliografia

[1] | D. Curtis, N.T. Nhu, Hyperspaces of finite subsets which are ho-
meomorphic to No-dimensional linear metric spaces, Topology Appl. 19
(1985) 251-260.

[2] K. Borsuk, S. Ulam, On symmetric products of topological space, Bull.
Amer. Math. Soc. (N.S.) 37 (1931) 875-882.

[3] W. Hurewickz, H. Wallman, Dimension Theory, Princeton University
Press, Princeton, NJ, 1974, ninth printing.

[4] J.M. Martinez-Montejano, Mutual aposyndesis of symmetric products,
Topol. Proc. 24 (1999), 203-213.

[5] J.J. Charatonik, A. Illanes, Local connectedness in hyperspaces, Rocky
Mountain J. Math. 36 (2006) 811-856

[6] V. Guillemin, A. Pollack, Differential Topology, Prentice Hall, Inc., En-
glewood Cliff, 1974.

[7] Alejandro Illanes y Sam B. Nadler Jr., Hyperspaces. Fundamentals and
Recent Advances, Marcel Dekker, New york, Basel (1999).

[8] A. Illanes, Models of Hyperspaces, Topol. Proc. 41 (2013), 39-64.

Matemdticas y sus aplicaciones 22, Capitulo 6, paginas 139-164



Felipe de Jestis Aguilar Romero, David Herrera Carrasco, Fernando
164 Macias Romero

[9] Sam B. Nadler Jr., Continuum Theory: An Introduction, Marcel Dekker,
New york, Basel (1992).

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP
Avenida San Claudio y 18 Sur, Colonia San Manuel,
Puebla, Pue. C.P. 72570

felipe.aguilarr@alumno.buap.mx
dherrera@fcfm.buap.mx
fmacias@fcfm.buap.mx

Matemdticas y sus aplicaciones 22, Capitulo 6, paginas 139-164


mailto:felipe.aguilarr@alumno.buap.mx
mailto:dherrera@fcfm.buap.mx
mailto:fmacias@fcfm.buap.mx

Matematicas y sus aplicaciones 22, Textos Cientificos, Fomento
Editorial de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, ISBN:
978-607-5914-53-4

Capitulo 7

El n-ésimo producto simétrico suspension

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero y
Leonardo Ramirez Aparicio
FCFM, BUAP

Resumen

En 2010, F. Barragan define el n-ésimo producto simétrico suspen-
sion para un continuo X como el espacio cociente F,(X)/F1(X), con la
topologia cociente y lo denota por SF,(X), donde n € Ny n > 2. En
este capitulo veremos que SF,(X) tiene la propiedad (b) y que SF,(X)
es unicoherente, cuando n € N y n > 3. También, se estudian algunas
condiciones necesarias que debe cumplir el continuo X para que su n-
ésimo producto simétrico suspension sea arco conexo.

1 Preliminares

Un continuo X es un espacio métrico con méas de un punto, conexo y
compacto. Un subconjunto ¥ de X es un subcontinuo de X si Y es un
continuo o Y es un conjunto de un punto. Dado un continuo X, mientras no
se diga lo contrario, denotamos por d a la métrica de X. Ademas, si p € X,
A C X y e > 0, la bola abierta con centro en p y radio €, serd denotada
por By (€,p). La enube de A (o la nube con centro en Ay radio ¢ >0
), es Ng(e,A) = {x € X: existe a € A tal que d(z,a) < €}. Si A es un
subconjunto de X, al interior de A en X lo denotamos como intx(A). El
conjunto de los niimeros naturales es denotado por N, asi como el conjunto
vacio por ). El simbolo |A] denota la cardinalidad del conjunto A. Cuando A
sea un subconjunto propio de un conjunto B, escribiremos A C B. Denotamos
por R™ al n-espacio euclidiano y para cada punto z = (z;)"; € R", se define
Su norma como:

=

o]l = (i 27)2 -

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 165



David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Leonardo Ramirez
166 Aparicio

Definicion 1.1. Una n-esfera es un espacio que es homeomorfo a la esfera
n-dimesional S™ en R"!, donde

S"={z eR" :||z|]| =1} conn=1,2,...

En este trabajo, la dimension se considera definida como en [23, (0.44),
péagina 21]. El simbolo dim seré usado para denotar la dimension. Si dim(X) €
N U {—1,0}, escribiremos dim(X) < oo y dim(X) = oo en otro caso.

Definicion 1.2. Sean X un continuo, A un subconjunto no vacio de X y
B un nimero cardinal. Se dice que A es de orden menor o igual que (5
en X, denotado por ord (A, X) < B, si para cualquier conjunto abierto V
de X con A C V, existe un conjunto abierto U de X tal que AC U CV y
IBdx (U)] < B. Si A = {z} se escribird que ord (x, X)) < [ en lugar de escribir
ord ({z},X) < B. Se dice también que A es de orden  en X, denotado por
ord (A, X) = 3, st ord (A, X) < 8 y para cualquier nimero cardinal o < f3,
se tiene que ord (A, X) £ a.

Definicion 1.3. Sea X un continuo. Un punto x en X es un punto de ra-
mificacion de X si, ord (x, X) > 2.

Si X es un continuo, denotaremos por:
R(X)={x € X : x es un punto de ramificacion },

al conjunto de puntos de ramificacion de X.
Para un continuo X, consideraremos el siguiente hiperespacio de X:

2X={AC X : A#(y Aes cerrado de X}.

La familia 2% se le conoce como el hiperespacio de los subconjuntos
cerrados de X. A este hiperespacio se le dota de la topologia de Vietoris:

Definicién 1.4. Para un continuo X, la topologia de Vietoris para 2% es
la topologia mds pequena, Ty tal que 2% tiene las siguientes propiedades: (1)
{A€2X: AC U} € 1v, para todo abierto U de X y (2) 2X\{A€2¥: AC
B} € 1y, para todo cerrado B en X.
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Si Uy, ..., U, son abiertos de X, entonces

(Ul,...,Um>:{A€2X:ACUUZ-yAﬂUi#@pamcadaie{l,...,m}}

i=1
es un basico para la topologia de Vietoris (véase [16, Teorema 1.2]).

Como subespacio de 2% de un continuo X, para cada n € N, tenemos a
F.(X)={A€2* : A tiene a los mas n puntos}.

que denota el n-ésimo producto simétrico de X. Por lo tanto, el primer pro-
ducto simétrico de X es el hiperespacio F;(X) de los subconjuntos singulares
de X, y por las definiciones tenemos X es homeomorfo a F;(X). El concepto
de producto simétrico lo introdujeron K. Borsuk y S. M. Ulam en [5]. Ver [16,
(0.48), pag. 23] y [23, pag. 6 y 7|.

Al hiperespacio 2% se le considera dotado con la métrica de Hausdorft,
inducida por la métrica d de X, con la cual resulta ser un espacio métrico, ver
[16, Teorema 2.2|. Esta métrica se define de la siguiente manera: H (A, B) =
inf{e > 0: A C Ng(B,e) y BC Ny(A,¢€)}, con A, B € 2X. Observemos que
la restriccion de la métrica de Hausdorff a F), (X) lo hace un espacio métrico.

Definicién 1.5. Dados X un continuo, n € N y Uy,U,y, ..., U, C X. FEl
vietorico de Uy, U, ..., U, en F,(X) estd dado de la siguiente manera:

(U,Us, ..., Up), ={A€F,(X): ACc Ui yANU; #0, para cada
i=1
ie{l,...,n}}.

Definicion 1.6. Sean un continuo X y n € N, con n > 2. El n-ésimo
producto simétrico suspensidon del continuo X, denotado por SF,(X),
es el espacio cociente F,(X)/F1(X), con la topologia cociente que se obtiene
de F,,(X) al identificar F1(X) a un conjunto de un punto.

El estudio del n-ésimo hiperespacio producto simétrico suspension,
se ha abordado en [1], [2], [3], [6], [7], [8]. 9], [14], [22].

Dados un continuo X y n € N, con n > 2, la respectiva funcién cociente
de SF,(X) se denota por gx: F,(X) — SF,(X) y estd dada de siguiente
manera;
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{A} si Ae F,(X)\ Fi(X),

ax(4) = { Fy siAe FR(X).

Cuando consideramos el espacio cociente SF,,(X), acordamos que gx (F1(X)) =
{Fx}. De este modo:

SFL(X) = {{A}: A€ Fu(X)\ Fy(X)} U{Fx}.

Observacion 1.7. Como la funcion qx [ g, (x)\mx): Fa(X)\F1(X) = SFL(X)\
{Fx} es biyectiva, continua y abierta, es un homeomorfismo; la denotamos

por qx.
Este trabajo se encuentra dentro del siguiente problema general:

Problema 1.8. 5i X es un continuo yn € N, con n > 2, ;qué propiedades
topoldgicas cumple SF,(X)?

En relacion al Problema 1, probamos lo siguiente:

(a) Si X es un continuo arco conexoy n € N, con n > 2, entonces SF,,(X)
es un continuo arco conexo. (ver Teorema 5.3).

(b) Si X es un continuo y n € N, con n > 2, entonces SF,(X) tiene la
propiedad (b). (ver Teorema 5.5).

(c) Si X es un continuo y n € N, con n > 2, entonces SF,,(X) es un
continuo unicoherente (ver Teorema 5.6).

2 Definiciones generales

Este capitulo tiene como finalidad enlistar algunas de las definiciones que
usaremos mas adelante.

Definicion 2.1. Un arco es un espacio topologico homeomorfo al intervalo
cerrado [0,1] con la topologia euclideana. Sea h: [0,1] — « un homeomorfis-
mo, decimos que h(0) y h(1) son los puntos extremos del arco c.

Definicion 2.2. Una curva cerrada simple es un espacio topologico ho-
meomorfo a la circunferencia unitaria con la topologia euclideana.
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Definicion 2.3. Un continuo X se dice que es arco conero, si para cua-
lesquiera dos puntos x,y € X tales que x # vy, existe un arco o en X con
extremos x Y y.

Definicion 2.4. Sean X un espacio topologico y x € X. Se dice que V' es
una vecindad de x en X, si 'V es un subconjunto de X para el cual existe
un conjunto abierto U de X tal que x € U C V.

Definicion 2.5. Un espacio topologico X es localmente conexo en un
punto v € X si para cada vecindad V de x en X, existe U un conjunto
abierto y conexo de X tal que x € U C V. Cuando X es localmente conexo
en cada uno de sus puntos, decimos que es localmente conexo.

Definicién 2.6. Sean un continuo X y p,q € X. Se dice que X es apos-
indético en p con respecto a ¢, st existe un subcontinuo K de X tal que
p € intx(K) ¢ K € X — {q}. Se dice que X es aposindético en p si
es aposindético en p con respecto a cualquier punto q distinto de p y que es
aposindético si es aposindético en cualquier punto de X.

Definiciéon 2.7. Sean X, Y dos espacios topoldgicos e I = [0, 1]. Entonces,
dos funciones continuas f,g de X a'Y se llaman homotdpicas, si existe una
aplicacion continua h: X X I — 'Y tal que

h(z,0) = f(x) y h(z,1) = g(z), para cada z € X.

Definicion 2.8. Un continuo X tiene la propiedad (b) siempre que cada
funcion continua de X en el circulo unitario S* es homotdpica a una funcion
constante.

Definicion 2.9. Una funcion continua entre dos continuos X yY es llama-
da monotona siempre que la imagen inversa de cada punto y de Y, es un
subconjunto conexo de X.

Definicion 2.10. Un continuo X es unicoherente siempre que para cada
par A y B de subcontinuos de X tal que X = AU B, se tiene que AN B es
CONETo.

Definicién 2.11. Sea F una coleccion finita de subconjuntos de un continuo
X. Entonces X es llamado finitamente aposindetico si para cada x € X y
cada F € F tal que x ¢ F, existe un subcontinuo W de X tal que x € intx (W)
yWNE=0.
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Definicion 2.12. Una grdfica finita es un continuo que se puede escribir
como la union de un numero finito de arcos tales que dos a dos son ajenos o
se intersectan solamente en uno o ambos puntos extremos.

Definiciéon 2.13. Un n-odo simple es un continuo X que es la union de n
arcos o, Qa, ..., o, con n € N tal que existe p € X con la propiedad de que
a; Ny = {p}, cuando i # j, y p es un punto extremo de cada uno de los
arcos .

Definicién 2.14. Dado un continuo X, denotemos por H(X) un hiperespacio
de X. Una clase de continuos C es H-cerrada si X € C yY es un continuo
tal que H(X) es homeomorfo a H(Y'), entonces Y € C.

Definiciéon 2.15. Sean un continuo X y un hiperespacio H(X) de X, se dice
que el continuo X tiene hiperespacio unico H(X) si, para cada continuo Y
tal que H(X) es homeomorfo a H(Y'), entonces X es homeomorfo a Y.

Definicion 2.16. Un subconjunto cerrado A de un espacio topoldgico Y es
un retracto de Y si, la funcion identidad Idy en A tieme una extension
continua a Y. Un espacio normal X es un retracto absoluto (AR) si, para
cada espacio normal Y y cada subconjunto cerrado B de Y homeomorfo a X,
se satisface que B es un retracto de Y .

Definiciéon 2.17. Se dice que un continuo X tiene la propiedad del punto
fijo si para cualquier funcion continua f: X — X, existe un punto p € X tal
que f(p) = p. Al punto p se le llama punto fijo de f.

Definicién 2.18. Sean I = I x I y Dy = {{(0,1 —y),(L,y)} : 0 <y <
IJU{{l—-2,0),(z, )} :0<z<1}JU{{(z,y)} : 0 <2< 1,0<y<1}.
El continuo (I*/ Dy, 7(Dy)) se conoce como el plano proyectivo real y se
denota por RP?.

Definicion 2.19. Se dice que un continuo X es descomponible, si existen
subcontinuos propios A y B de X tales que X = AU B.

Los continuos que no son descomponibles son llamados indescomponi-

bles.

Definicion 2.20. Un continuo es llamado hereditariamente indescom-
ponible si todos sus subcontinuos son indescomponibles.
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3 Ejemplos

Exponemos brevemente algunos modelos para el segundo producto simé-
trico de un continuo X; esto cuando X es un arco, una curva cerrada simple
o un triodo simple. Resaltamos que no siempre se cumple que el n-ésimo
producto simétrico de un continuo es homeomorfo a su n-ésimo producto
simétrico suspension.

Ejemplo 3.1. Sea X = [0, 1]. En (8, pag. 51| se demuestra que un modelo para
el hiperespacio F5(X) es el tridngulo en el plano con vértices en (0,0), (0,1)
y (1,1), (una 2-celda), donde Fy(X) es homeomorfo a el segmento que une el
punto (0,0) con el punto (1,1). St identificamos Fy(X) a un punto, obtenemos
un espacio homeomorfo a este triangulo. Asi, el hiperespacio SFy(X), también
es una 2-celda. La Figura 1 ilustra lo dicho.

Fi(X)

“qx (F1(X))
X Fy(X) SFy)(X) = Fy(X)/Fi(X)

Figura 1: El segundo producto simétrico suspension del arco.

Ejemplo 3.2. Sea T el triodo simple. En |8, pag. 55| se demuestra que un
modelo para el hiperespacio Fy(T) es el espacio que se muestra en la Figura
2, el cual es una 2-celda Dy que contiene tres 2-celdas, D1, Dy y D3, pegadas
de tal manera que Do D; es un arco para cada i € {1,2,3} y la interseccion
Dy N Dy N Dy es un punto p. Ademds Fy(T') estd contenido en la frontera
como variedad de Dy, Dy, D3 y F\(T) N Dy = {p}. Asi, al identificar F\(T) a
un punto, obtenemos un espacio homeomorfo a F»(T). Por tanto, SF»(T) es
homeomorfo a Fy(T). En la Figura 2 podemos observar un bosquejo de como
se llega al espacio SFy(T).
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o

T Fa(T) SFy(T) = Fa(T) /A (T)

Figura 2: Segundo producto simétrico suspension del triodo simple.

En los Ejemplos 3.1 y 3.2, se dan continuos tales que sus respectivos segun-
do producto simétrico y segundo producto simétrico suspensiéon son homeo-
morfos. Podemos pensar que esto simpre sucede. Sin embargo, en el Ejemplo
3.3 se prob6 que no siempre pasa eso. Este ejemplo es una de las razones por
lo cual es importante el estudio del n-ésimo producto simétrico suspension de
un continuo.

Ejemplo 3.3. Sea S' la circunferencia unitaria en el plano centrada en el
origen. En |8, pag. 23| se demuestra que un modelo para F5(S') es el espacio
conocido como la Banda de Moebius, donde Fi(S*) es homeomorfo a la fron-
tera como variedad de la Banda de Moebius. Asi, al identificar Fy(S') a un
punto, obtenemos el plano proyectivo real RP?. Ast, SF5(S") es homeomorfo
a RP?. El espacio S* es un continuo no unicoherente tal que Fy(S') no es
unicoherente, ver [13] y |15, Teorema 1.6|. Por |25, pag. 197|, tenemos que
SFy(S') es unicoherente. Por tanto, F5(S') no es homeomorfo a SFy(S').

4 Propiedades en SF,(X)

Esta seccion tiene como intencién mostrar algunos resultados interesan-
tes que se conocen en la literatura sobre el n-ésimo producto simétrico y
el n-ésimo producto simétrico suspension pero que no demostramos en este
capitulo, y solo daremos la referencia respectiva.

Lema 4.1. |10, Lema 6.1| Sean X un espacio de Hausdorff compacto, n,r € N

conr <mn,ysea A= {ay,...,a.} € F,(X), donde ay ...,a, son distintos.
Sea Uy, ..., U, subconjuntos abiertos ajenos por pares de X tal que a; € U;
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para cadai € {1,...,r} yC C (Un,...,U,), NF,(X) tal que A € C. Entonces
los siguientes enunciados se cumplen.

(a) SiC es un abierto de F,(X), entonces UC es un abierto de X.

(b) SiC es conexo, entonces (UC) NU; es conexo para cada i € {1,...,1}.

Lema 4.2. [19, Lema 2| Sean un continuo X y n € N. Entonces X es local-
mente conexo si y solo si F,(X) es localmente conezxo.

Teorema 4.3. [19, Teorema 4| Si X es un continuo y n € N, con n > 2,
entonces F,,(X) es colocalmente conezxo. En particular, F,,(X) es aposindético.

Teorema 4.4. |18, Teorema 3, Pagina 230 Cada subconjunto abierto de un
espacio localmente conexo es localmente conezxo.

Proposicion 4.5. [10, Proposicion 2.7] Sean Y wun espacio topoldgico de
Hausdorff, X un espacio topoldgico arco conexo y f: X — Y wuna funcion
continua y sobreyectiva, entonces Y es arco conezxo.

Teorema 4.6. [20, Teorema 8| Sean X un continuo yn € N, conn > 3, en-
tonces cada funcion continua de F,(X) al circulo unitario S, es homotdpica
a una funcion constante.

Lema 4.7. |21, Lema 4.7] Sea X un espacio métrico conexo. Si X tiene la
propiedad (b), entonces X es unicoherente.

Corolario 4.8. [4, Corolario 1| Si X es un continuo unicoherente y aposin-
dético, entonces X es finitamente aposindético.

Teorema 4.9. [16, Teorema 12.12| Sea un continuo X. Entonces X, contiene
un subcontinuo propio con mds de un punto. Mds ain, st A es un subcontinuo
propio de X y U es un subconjunto abierto de X tal que A C U, entonces
existe un subcontinuo B de X tal que AC B C U.

Proposicion 4.10. |8, Proposicion 3.1 Si X es un continuo de dimension
finita y n € N, con n > 2, entonces F,,(X) y SF,(X) son continuos de
dimension finita.

Lema 4.11. [8, Lema 3.5] Si X es un continuo de dimension finita yn € N,
con n > 3, entonces F,(X) y SF,(X) no contienen subconjuntos de dimen-
s10n 2 con interior no vacio.

Matemadticas y sus aplicaciones 22, Capitulo 7, paginas 165-181



David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Leonardo Ramirez
174 Aparicio

Teorema 4.12. |8, Teorema 4.1] Si X es un continuo, entonces para cada
n €N, conn>2, F,(X) y SF,(X) no son homeomorfos a S*.

Teorema 4.13. [8, Teorema 4.2 Sea X un continuo. Sin > 2 yn # 3,
entonces F,(X) y SEF,(X) no son homeomorfos a S™, para cada 2 < m < n.

Teorema 4.14. [8, Teorema 4.3] Sea X un continuo. Los siguientes enun-
ctados se cumplen:

(a) sin =1, entonces F,,(X) es homeomorfo a S* si y sélo si X es homeo-
morfo a S*;

(b) F,.(X) es homeomorfo a S™, para algin m < n si y sélo sin = 3 o
n=1,yX =S5

Lema 4.15. [8, Lema 4.5| Si T' un triodo simple, entonces F3(T) y SF5(T)
no se pueden encajar en R3.

Lema 4.16. (8, Lema 4.6] Si X es homeomorfo a un arco o una curva cerrada
simple, entonces F5(X) no es homeomorfo a SF5(X).

Teorema 4.17. |8, Teorema 4.7] Si X es un continuo, entonces SF3(X) no
es homeomorfo a S3.

Teorema 4.18. [8, Corolario 4.8] Si X es un continuo yn € N, conn > 2,
entonces SF,(X) no es homeomorfo a S™, para cada 2 < m < n.

Teorema 4.19. |1, Ejemplo 3.5] Sea n € N, conn > 2. Si Q es el cubo de
Hilbert, entonces SF,(Q) es el cubo de Hilbert.

Teorema 4.20. [1, Teorema 3.6] Si X es un retracto absoluto y n € N, con
n > 2, entonces SF,(X) es un retracto absoluto.

Corolario 4.21. [1, Corolario 3.7] Si X es un retracto absoluto yn € N, con
n > 2, entonces SF,(X) tiene la propiedad del punto fijo.

Lema 4.22. |1, Lema 4.3| Sea X un continuo y sean A, B, M subcontinuos
de X tales que X = AU B y AN B es disconexo. Si existe una componente
K de AN B tal que K N M = (), entonces el espacio cociente X/M no es
unicoherente.
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Teorema 4.23. [1, Teorema 6.2| Sean un continuo X yn € N, conn > 2.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) X contiene un arco;
(b) F.(X) contiene un arco;
(c) SF,.(X) contiene un arco.

Observemos que como consecuencia del Teorema 4.23, si X es el pseudo-
arco, o X es hereditarimente indescomponible, entonces SF,(X) no es arco
conexo.

El teorema siguiente prueba que el inverso del Teorema 5.3 no es cierto.

Teorema 4.24. [1, Teorema 6.4] Si X es una compactificacion de [0, 00)
con un continuo arco conexo L como residuo, y n € N con n > 2, entonces
SF,(X) es un continuo arco conezxo.

Teorema 4.25. |1, Teorema 6.8] Sea X un continuo y sean € N, conn > 2.
Si existen dos diferentes arco componentes cerradas de X, entonces SF, (X)
no €es arco conexo.

Lema 4.26. |7, Lema 5.10] Sea X una grdfica finita. Si F»(X) es homeomorfo
a SFy(X), entonces X tiene a lo mds un punto de ramificacion.

Teorema 4.27. |7, Teorema 5.11| Sea X una grdfica finita. Entonces Fy(X)
es homeomorfo a SFy(X) si y sdlo si X es un arco o un n-odo simple.

El siguiente resultado nos dice que la clase de las gréficas finitas cuyo
conjunto de puntos de ramificacion es distinto del vacio, es SF),-cerrada, para
cadan € N, con n > 2.

Lema 4.28. [14, Lema 3.8] Seann € N, conn >2 y X yY continuos tales
que R(X) £ 0 y RYY) # 0. Si SF,(X) es homeomorfo a SF,(Y), entonces

X es una grdafica finita si y solo si'Y es una grdfica finita.

Teorema 4.29. [14, Teorema 6.5 Sean € N, conn > 2. Si X es una grdfica
finita, entonces X tiene hiperespacio unico SF,(X).

Lema 4.30. |22, lema 2.4] Sean € N, conn > 4. Si Y es un continuo local-
mente conexo y casi enrejado, entonces ninguna vecindad de Fy en SF,(Y)
puede encajarse en R™.
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Lema 4.31. |22, lema 2.4] Sean € N con n > 2 y sea X un continuo.
(a) Si SE,(X) es homeomorfo a SF,(]0,1]), entonces X es un arco.

(a) SiSF,(X) es homeomorfo a SF,(S'), entonces X es una curva cerrada
simple.

Se sabe que si X es un continuo y n € N, con n > 2, entonces SF,,(X) es
un continuo unicoherente; este resultado fue probado por Franco Barragan en
2010, véase |1, Teorema 4.1|. Por otro lado, la unicoherencia de los productos
simétricos se ha estudiado desde 1954, véase [13]. Y se sabe que:

(a) si X esuncontinuoyn € N, conn > 3, entonces F,(X) es unicoherente,
véase |20, Teorema 8|;

(b) si X es un continuo localmente conexo, entonces F5(X) es unicoherente
si y so6lo X es unicoherente (véase [13] y [15, Teorema 1.6].

(c) existe un continuo unicoherente X tal que F3(X) no es unicoherente,
véase [6].

Se esperaria el n-ésimo producto simétrico suspension no es unicoherente
para n = 2. Sin embargo, en 2015, Enrique Castaneda y Alejandro Illanes
probaron el siguiente teorema.

Teorema 4.32. [9, Teorema 2.2| Si X es un continuo, entonces SFy(X) es
unicoherente.

5 Conexidad local, unicoherencia y arco cone-
xidad

En esta secciéon, demostramos algunos de los resultados para el n-ésimo
producto simétrico suspension que se encuentran en [1], [3].

Teorema 5.1. Sean un continuo X yn € N, conn > 2. Si F,,(X) \ Fi(X)
es localmente conexo, entonces X es localmente conexo.
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Demostracion. Sean x € X y U un abierto de X tal que x € U. Sea § > 0
tal que x € By(z,0) C U. Como {x} es un subcontinuo propio de X vy
By(z,0) es un abierto de X, por el Teorema 4.9, existe K un subcontinuo
de X tal que {#} € K C By(z,6). Sea y € K tal que  # y. Sea € > 0
tal que Bg(x,€) N By(y,e€) = 0. Sean A = {z,y} y ¢ < min{d, € }. Sean
Uy = By(z,€) y Uy = By(y, €). Entonces, (U, Us), N (F,(X) \ F1(X)) es un
abierto no vacio de F,(X) \ Fi(X) tal que A € (Uy,Us), N (Fn(X) \ F1(X)).
Como F,(X) \ F1(X) es localmente conexo, existe un abierto y conexo C de
Fo(X)\Fi(X) talque A € C C (U, Uy), N(F.(X) \ F1(X)). Por el Lema 4.1,
|JC es un subconjunto abierto de X y (|JC) N U; es un subconjunto conexo.
Esto implica que, (|JC) N U; es un subconjunto abierto y conexo de X tal
que z € (UC)NU; C U. Por lo tanto, X es localmente conexo. O

Teorema 5.2. Sean un continuo X yn € N, con n > 2. Entonces X es
localmente conexo si y solo si SF,(X) es localmente conezxo.

Demostracion. Supongamos que X es un continuo localmente conexo, por el
Lema 4.2, F,(X) es localmente conexo. Como ¢x (F,(X)) = SF,(X), por
|24, Corolario 8.17|, SF,(X) es localmente conexo.

Ahora, supongamos que SF,(X) es localmente conexo, Como SF,(X) \
{Fx} es un subconjunto abierto de SF,(X), por el Teorema 4.4, SF,(X) \
{Fx} es localmente conexo. Como SF,(X)\ {Fx} es homeomorfo a F,(X)\
Fi(X), entonces F,(X) \ F1(X) es localmente conexo. Asi, por el Teorema
5.1, X es localmente conexo. ]

Teorema 5.3. Sean un continuo X yn € N, conn > 2. §i X es arco conezxo,
entonces SF,(X) es un continuo arco conezo.

Demostracion. Como X es un continuo arco conexo, F,(X) es arco conexo.
Como gx es una funciéon continua y sobreyectiva, y X y SF, (X ) son continuos,
por la Proposicion 4.5 SF,(X) es un continuo arco conexo. O

El siguiente corolario es consecuencia del Teorema 4.25 y [12, Pag. 30].

Corolario 5.4. Sea X una compactificacion de [0,00) con un continuo local-
mente conexo como residuo, y sea n € N conn > 2, entonces SF,(X) es un
continuo arco conexo

Teorema 5.5. Sean un continuo X yn € N, con n > 3, entonces SF,(X)
tiene la propiedad (b).
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Demostracion. Por 4.6, F,,(X) tiene la propiedad (b). Como ¢y es una fun-
cion mondtona continua, por [18, Teorema 2, Pagina 434|, SF,(X) tiene la

propiedad (b). O

Como consecuencia del Teorema 5.5 y el Lema 4.7, se obtiene el siguiente
teorema.

Teorema 5.6. Sean un continuo X yn € N, con n > 3, entonces SF,(X)
es un continuo unicoherente.

Teorema 5.7. Sean un continuo X yn € N, con n > 2. Los siquientes
enunciados son ciertos:

(a) SF,(X) es aposindético en Fx;

(b) Si A€ SE,(X)\{Fx}, entonces SF,(X) es aposindético en A respecto
a cualquier punto de SF,(X)\ {Fx, A}.

Demostracion. Probemos (a). Sea B € SF,(X) \ {Fx}. Como SF,(X) es
de Hausdorff, existen I' y A subconjuntos abiertos de SF,(X) tales que
Fx e, Be AyI'nA=10.Sea B € F,(X)\ Fi(X) tal que gqx(B) = B.
Como ¢y es continua, (¢yx) ' (A) es un subconjunto abierto de F,(X) tal
que B € (qy) ' (A) C (4x) " (SF.(X)\T) C (ax) " (SF(X)\ {Fx}) =
F.(X) \ Fi(X). Por el Teorema 4.3, F,,(X) es colocalmente conexo. Co-
mo B € F,(X) \ Fi(X), existe un subconjunto abierto U de F,(X) tal
que B € U C (qy) " (A) € Fo(X)\ Fi(X) y Fo(X)\ U es conexo. Lue-
go, U es un abierto de F,(X) \ Fi(X). Por la Observacion 1.7, ¢ (U) es
un abierto de SF,(X) \ {Fx} y por ende, de SF,(X). Observemos que,
ax (F(X)\U) = SFn(X)\qgg). Luego, SF,(X) \qg(u) es un cerrado y conexo
de SF,(X), entonces SF,(X) \ ¢x (i) es un subcontinuo de SF,(X). Como
Fx e C SF,(X)\ A C SF,(X)\ ¢gx (U) y T es un subconjunto abierto de
SFn(X), asi, F'y € intgpn(x) (SFn(X) \ qX(L{))
C SF,(X)\ gx (U) C SF,(X) \ {B}. Por lo tanto, SF,(X) es aposindético
en Fly.

Por un argumento similar se demuestra (b). O

Con ayuda del Teorema 5.7, obtenemos el resultado siguiente.
Teorema 5.8. Sean un continuo X yn € N, con n > 3, entonces SF,(X)

es aposindético.
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Utilizando el Teorema 5.6, el Teorema 5.8 y el Corolario 4.8, obtenemos
el siguiente resultado.

Corolario 5.9. Sean un continuo X yn € N, con n > 3, entonces SF,(X)
es finitamente aposindético.
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