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Capitulo 1
Moédulos ciclicos propios y la propiedad (P)

Luis Enrique Pineda Ramirez!, César Cejudo Castilla',
Alejandro Alvarado Garcia?
'FCFM, BUAP:; %Facultad de Ciencias, UNAM

Resumen

En este capitulo se estudia de manera breve la estructura de anillos R que
satisfacen la propiedad (P), es decir, de aquellos anillos R que satisfacen la
condicion de que sus R-modulos izquierdos ciclicos propios (R-moédulos
izquierdos ciclicos que no son isomorfos al moédulo grR) son imagenes
homomorfas de R-mo6dulos izquierdos inyectivos. El objetivo es exhibir
que, para un anillo R, satisfacer la propiedad (P) es equivalente a ser
cuasi-Frobenius, siempre que R sea una K-algebra de Artin.

1 Introduccion

A lo largo del actual capitulo, R denotaré a un anillo asociativo con identidad.
Los R-moédulos se consideraran izquierdos, a no ser que explicitamente se diga
lo contrario. Si M es un modulo, entonces E(M) denota a su capsula inyecti-
va, zoc(M) denota al zoclo de M, rad(M) denota al radical de M (en el caso
de R, suradical es denotado por J(R)), Le(M) denota a la longitud de M (en
el sentido de existencia de series de composicion en M), y si N < M, entonces
N <.s M denota que N es esencial en M y N << M denota que N es su-
perfluo en M. Ademés, R-Mod (Mod-R) denota a la categoria de R-modulos
izquierdos (derechos) y R-mod (mod-R) denota a la categoria de R-modulos
izquierdos (derechos) finitamente generados. El morfismo identidad en M es
denotado por 1,; y, en general, los morfismos inclusiéon son denotados por .
Un resultado conocido dentro de la teoria de modulos es que todo R-mddulo
se puede sumergir (ademaés, esencialmente) en un R-moédulo inyectivo, sin em-
bargo, no siempre ocurre que todo R-moédulo es imagen homomorfa (cociente)

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5
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de algin R-moédulo inyectivo. De hecho, los anillos que cumplen la propiedad
de que todos sus modulos son imagenes homomorfas de moédulos inyectivos
son precisamente los anillos cuasi-Frobenius. Tal caracterizacion de los anillos
cuasi-Frobenius lleva a preguntarse qué sucede cuando esto se restringe a los
modulos ciclicos propios, es decir, preguntarse qué clases de anillos pueden
ser caracterizadas por la propiedad de que sus modulos ciclicos propios son
imagenes homomorfas de médulos inyectivos. En 2021, se publicoé un articu-
lo [8] de Elif Tugge Meri¢ llamado “When proper cyclics are homomorphic
image of injectives” en el cual se estudian anillos R con la propiedad de
que los R-modulos ciclicos propios son imagenes homomorfas de R-mddulos
inyectivos, siendo este trabajo la principal referencia para los resultados pre-
sentados en este capitulo, pues explicar estos con mayor profundidad es uno
de los principales objetivos de este trabajo. Inicialmente, en la Seccion 2 se
definira la propiedad (P) y se presentaran algunas primeras consecuencias
de tal definicién. En la Seccién 3 se exhibird un ejemplo importante de un
anillo artiniano izquierdo que satisface (P) pero no es cuasi-Frobenius. En
la Seccion 4 se desarrollardn algunos resultados auxiliares sobre dualidades
entre ciertas categorias de modulos, los cuales serdn de suma importancia
para la demostracion del teorema principal del capitulo. Finalmente, en la
Seccién 5, se establecera que para una K-algebra de Artin es equivalente ser
cuasi-Frobenius y satisfacer la propiedad (P).

2 La propiedad (P)

Un anillo R es cuasi-Frobenius (es decir, autoinyectivo izquierdo y noetheriano
izquierdo) si y solo si los R-modulos son imégenes homomorfas de R-modulos
inyectivos. Para demostrar este resultado se enuncia el siguiente teorema cuya
demostracion se puede consultar en [5, Teorema 13.6.1]:

Teorema 2.1 (Faith-Walker). Las siguientes condiciones son equivalentes
para un anillo R:

(1) R es cuasi-Frobenius.
(2) Todo R-mddulo izquierdo (derecho) proyectivo es inyectivo.

(3) Todo R-mddulo izquierdo (derecho) inyectivo es proyectivo.

Matem&ticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 1, paginas 5-40



Moédulos ciclicos propios y la propiedad (P) 7

Corolario 2.2. R es cuasi-Frobenius si y solo si los R-maodulos son imdgenes
homomorfas de R-mddulos inyectivos.

Demostracion. [=] Dado que todo R-modulo libre es proyectivo y todo R-
modulo proyectivo es inyectivo (Teorema 2.1), entonces todo R-moédulo es
cociente de un inyectivo ya que todo R-moédulo es cociente de un modulo
libre.

[«<] Sea P un R-mo6dulo proyectivo. Entonces, por hipotesis, P = I/H con [
un modulo inyectivo y H < I. Se sigue que I/H es proyectivo, lo cual implica
que H es sumando directo de I y por ende existe L < [ tal que H ® L = 1.
Entonces L = [/H = P, de ahi que P es inyectivo ya que L lo es. Por lo
tanto, todo R-moddulo proyectivo es inyectivo, es decir, por el Teorema 2.1, R
es cuasi-Frobenius. O]

Definiciéon 2.3. Se dice que el R-modulo C' es ciclico propio si C es ciclico
y no es isomorfo a rR.

Inspirados en el Corolario 2.2, restringiendo la hipodtesis a los médulos
ciclicos propios, se tiene la siguiente definicion:

Definiciéon 2.4. Decimos que R satisface propiedad (P) si cada R-mddulo
izquierdo es imagen homomorfa de algin R-mddulo izquierdo inyectivo. A
menudo solo decimos que R satisface (P).

Definicion 2.5. Sean M y N R-mddulos. Se dice que M es N-subinyectivo
si para cada morfismo f: N — M existe un morfismo f : E(N) — M tal

que fly = f.

Proposicion 2.6. Si N es un mddulo proyectivo, entonces cada imagen ho-
momorfa de un modulo N -subinyectivo es N -subinyectivo.

Demostracion. Supongamos que N es un modulo proyectivo y sean M un
modulo N-subinyectivo, g : M — X un epimorfismo y f : N — X un
morfismo. Dado que N es proyectivo, entonces existe un morfismo h: N —
M tal que gh = f. Como M es N-subinyectivo, entonces h se puede extender
a un morfismo h : E(N) — M. Entonces gh : E(N) — X cumple que
para cada n € N, gh(n) = g(h(n)) = g(h(n)) = (gh)(n) = f(n). Por lo tanto
gh|x = f, es decir, X es N-subinyectivo. O

Lema 2.7. R satisface (P) si y solo si todo R-mddulo ciclico propio es grR-
subinyectivo.

Matem&ticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 1, paginas 5-40
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Demostracion. [=] Supongamos que R satisface (P) y sea C' un R-modulo
ciclico propio. Entonces C' es la imagen homomorfa de algin médulo inyectivo
E. Sea f :gkR — E un morfismo. Como £ es inyectivo, existe un morfismo
g : E(rR) — FE tal que g|g = f, es decir, g hace conmutativo al siguiente
diagrama:

RR ;L) E(RR)

lf //g/
L
E.

Entonces, E es R-subinyectivo. Ya que rR es proyectivo y C es imagen
homomorfa de E, entonces, por la Proposicién 2.6, se sigue que C es rR-
subinyectivo.

[«<] Supongamos que todo R-moédulo ciclico propio es R-subinyectivo.
Entonces, para cada ciclico propio C' = Rx, el epimorfismo

o: rRR—C

=TT

se puede extender a un morfismo ¢ : E(rR) — C. Dado que o es epimor-
fismo, entonces ¢ también lo es y asi C' es imagen homomorfa del R-modulo
inyectivo E(rR). Por lo tanto, R satisface (P). O

El siguiente lema nos da una ttil descomposicion de los modulos ciclicos
propios, pero para ello sera necesaria la siguiente definicion:

Definicién 2.8. Sea M un R-modulo.

(1) Un elemento m € M se dice que es un elemento singular de M si
el ideal izquierdo ann,(m) == {r € Rlrm = 0} es esencial en rR. El
conjunto de todos los elementos singulares de M es denotado por Z(M).

(2) Decimos que M es un mdodulo singular si Z(M) = M.

(3) Se dice que M es un mddulo no-singular si Z(M) = 0. En particular,
decimos que R es un anillo no-singular izquierdo si Z(rR) = 0.

Obsérvese que si N < M, entonces Z(N) = NNZ(M). Ademas, Z(Z(M))
= Z(M). Entonces se tiene que submoédulos de modulos singulares son sin-
gulares y submodulos de moédulos no-singulares son no-singulares.

Matem&ticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 1, paginas 5-40
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Lema 2.9. Si R es un anillo que satisface (P), entonces todo R-mddulo ciclico
propio es suma directa de un mddulo singular y un maodulo inyectivo.

Demostracion. Sea C' un R-modulo ciclico propio. Dado que R satisface (P),
existe un moédulo inyectivo £y un epimorfismo f : E — C. Si A es una
clausura esencial de Kerf en F (es decir, A es un elemento maximo del
conjunto {N < E|Kerf <., N}, donde la demostracion de la existencia de
A es una consecuencia del lema de Zorn y se puede consultar en |9, Teorema
1.1.3]), entonces A es un sumando directo de E (ya que, por definicion de
A, no existe U < E tal que A < U y A <. U, es decir, A es un moédulo
cerrado en E y como E es inyectivo entonces £ coincide con su cépsula
inyectiva y por (3) de la Proposicion 6.32 de |7] se tiene que A es sumando
directo de FE). Entonces existe B < E tal que £ = A & B. Consideremos la
funcion ¢ : A® B — (A/Kerf) @ B definida por ¢(a + b) = (a + Kerf,b).
Entonces ¢ es un morfismo de R-modulos que evidentemente es suprayectivo.
Es claro que Kerf < Kery (pues Kerf < A) ysixz = a+b € Kery,
cona € Ay b€ B, entonces (0 + Kerf,0) = p(z) = (a + Kerf,b), lo
cual implica que b = 0 y x = a € Kerf. Por lo tanto Kerp = Kerf y,
por el primer teorema de isomorfismos, (A& B)/Kerf = (A® B)/Kerp =
(A/Kerf) & B. Ademés, como f es epimorfismo, entonces C' = E/Kerf,
donde E/Kerf = (A® B)/Kerf = (A/Kerf) ® B. Por la definicion de A
se tiene que Kerf <. A, asi que A/Kerf es un modulo singular (ver |7,
Ejemplos 7.6-(3)]). Ademaés, B es inyectivo ya que es un sumando directo de
E. Ya que C = (A/Kerf) @ B, se concluye que C es suma directa de un
modulo singular y un moédulo inyectivo. O

Corolario 2.10. Si R es un anillo que satisface (P), entonces todo R-mddulo
simple proyectivo es inyectivo.

Demostracion. Sea C' un R-modulo simple proyectivo. Entonces Z(C') # C
(ver [3, Proposicion 1.24|) y, dado que C' es simple, se sigue que Z(C') = 0,
es decir, C' es no-singular. Por otro lado, C' es ciclico por ser simple y cumple
uno (y solo uno) de los siguientes dos casos:

1. Si C' es isomorfo a g R, entonces g R es simple. Se sigue que g R es inyec-

tivo (todo modulo sobre un anillo semisimple es inyectivo, [5, Corolario
8.2.2|) y por lo tanto C' también lo es.

Matem&ticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 1, paginas 5-40
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2. Si C' no es isomorfo a g R, entonces C' es ciclico propio y, por el Lema 2.9,
C = S® F donde S es un moédulo singular y £ es un médulo inyectivo.
Como C es no-singular, entonces S es no-singular (recordar que Z(S) =
SN Z(C)), lo cual implica que S = 0 (pues S es, simultdneamente, un
modulo singular y no-singular). Entonces C' = E y se concluye que C'
es inyectivo.

]

Corolario 2.11. Sea R un anillo no-singular izquierdo que satisface (P).
Entonces cada ideal 1zquierdo simple de R es inyectivo.

Demostracion. Sea S un ideal izquierdo simple de R. Dado que zR es no-
singular, entonces S es no-singular y se sigue que S es proyectivo ([3, Corolario
1.25]). Por el Corolario 2.10, se concluye que S es inyectivo. ]

Lema 2.12. Supongamos que R satisface (P) y que no es autoinyectivo iz-
quierdo. Si existen ideales izquierdos A y B de R tales que rRR = A @ B,
entonces A ¢ B es semisimple y el otro es isomorfo a rR.

Demostracion. Supongamos que R satisface (P) y que no es autoinyectivo iz-
quierdo. Ademaés, supongamos que existen A, B <pR tales que pRR = A® B.
La demostracion se hara en los siguientes dos pasos:

Paso 1. Vamos a demostrar que si alguno de A y B no es semisimple entonces
el otro es inyectivo. Supongamos que A no es semisimple. Entonces existe un
submodulo propio A’ de A que no es un sumando directo de A. Notese que
rR/A’ no es un modulo proyectivo, ya que en caso contrario se tendria que A’
es sumando directo de rpR y existiria B’ <gR tal que RR = A’® B’, luego, por
la ley modular, A= ANR=AN(A®B')=A® (B 'NA) lo que contradice
que A’ no es sumando directo de A. Entonces pR/A’ no es isomorfo a gR,
es decir, R/A’ es ciclico propio. Por el Lema 2.7, pR/A" es gR-subinyectivo
y en consecuencia el epimorfismo natural v :gkR —rR/A’ se puede extender
a un morfismo v : E(rR) —rR/A" que también es epimorfismo ya que v lo
es. Ahora, como rR/A" = (A® B)/A" = (A/A’") & B (donde el isomorfismo
(A® B)/A = (A/A") @ B se puede demostrar de manera analoga a como se
demostro el isomorfismo (A@ B)/Kerf = (A/Kerf)® B en la demostracion
del Lema 2.9), entonces existe un epimorfismo ¢ :gR/A’ — B. Se sigue que
el epimorfismo ¢v : F(grR) — B se escinde (es decir, Ker(pr) es sumando
directo de E(rR)) ya que B es proyectivo por ser sumando directo de gR.

Matem&ticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 1, paginas 5-40



Moédulos ciclicos propios y la propiedad (P) 11

Entonces F(rR) = Ker(¢pv) @ N para algin N < FE(gR). Por el primer
teorema de isomorfismos, B = E(grR)/Ker(¢v) = N. Asi, B es inyectivo por
ser isomorfo a N que es un sumando directo del modulo inyectivo E(gR).
Paso 2. Ahora vamos a concluir que alguno de A y B es semisimple y el otro
isomorfo a grR. Notese que alguno de A y B debe ser semisimple pues, en
caso contrario, si A y B no son semisimples entonces el Paso 1 implica que
Ay B son inyectivos y en consecuencia gR = A @ B es inyectivo, pero esto
contradice a la hipotesis de que R no es autoinyectivo izquierdo. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que A es semisimple. Resta demostrar que B es
isomorfo a rR. Supongamos que B no es isomorfo a gR y lleguemos a una
contradiccion. Como B = R/A, entonces B es ciclico y como B no es iso-
morfo a pR se sigue que B es ciclico propio y debe ser la imagen homomorfa
de algiin moédulo inyectivo E, asi que existe un epimorfismo f : £ — B.
Dado que B es proyectivo (por ser sumando directo de grR), entonces existe
H < F tal que £ = Kerf @& H y, por el primer teorema de isomorfismos,
se tiene que B = E/Kerf = H. Entonces B es inyectivo por ser isomorfo
a un sumando directo de E. Notese que A también es ciclico propio ya que
A =ZgR/B, y A no puede ser isomorfo a grR pues, A ZrR implica que rR
serfa semisimple y en consecuencia seria autoinyectivo izquierdo, pero esto
contradice nuestra hipotesis sobre R. Ahora, como A es semisimple y proyec-
tivo, entonces Z(A) es semisimple y proyectivo (pues Z(A) es un sumando
directo de A). Si Z(A) # 0, entonces existe S < Z(A) tal que S es simple.
Obsérvese que S es singular y proyectivo (pues Z(A) es semisimple, singular
y proyectivo), lo cual no es posible (ver |3, Proposicion 1.24]). Por lo tanto,
Z(A) = 0, es decir, A es no-singular. Por el Lema 2.9, A = N & T con N
singular y 7" inyectivo. Entonces N es no-singular (pues A es no-singular) y
singular simultdneamente, de ahi que N = 0 y en consecuencia A es inyectivo.
Dado que gkR = A® B, donde A y B son inyectivos, entonces se tiene que R
es inyectivo, pero esto contradice la hipotesis de que R no es autoinyectivo
izquierdo. Por lo tanto, B es isomorfo a grR. ]

Corolario 2.13. Si R satisface (P) y no es autoinyectivo izquierdo, entonces
todo ideal izquierdo inyectivo de R es semisimple.

Demostracion. Supongamos que R no es autoinyectivo izquierdo y que satis-

face (P). Sea I un ideal izquierdo inyectivo de R. Entonces, de la inyectividad
de I se sigue que existe un ideal izquierdo J tal que gkR = I & J. El Lema 2.12
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implica que I es semisimple o isomorfo a gkR. Como R no es autoinyectivo
izquierdo, I no es isomorfo a g R. Por lo tanto, I es semisimple. O]

3 Anillos artinianos y la propiedad (P)

Esta seccion tiene como objetivo exhibir un ejemplo de un anillo artiniano
izquierdo que satisface (P) pero que no es cuasi-Frobenius. Para ello, a con-
tinuacién se enuncia un teorema dentro de la clase de los anillos artinianos
izquierdos, el cual caracteriza a los anillos que satisfacen la propiedad (P).

Teorema 3.1. Supongamos que R es artiniano izquierdo. Entonces R satis-

face (P) siy solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones:
(7) R es un anillo cuasi-Frobenius;

(77) R es un anillo local tal que J(R) = Z(grR) y

(a) zoc(rR) essimpley rR/zoc(gR) es sumando directo de E(gR)/zoc(gR),
0

(b) zoc(grR) es suma directa de dos modulos simples, y para cada ideal
izquierdo simple S <grR, se tiene que gR/S es inyectivo.

La demostracion del Teorema 3.1 es considerablemente larga, sin embargo,
si es de interés encontrarla de manera explicita se puede consultar en [9]. El
siguiente ejemplo muestra la existencia de anillos R artinianos izquierdos,
de cadena izquierdos (es decir, los ideales izquierdos de R estan totalmente
ordenados por la inclusion) tales que no son artinianos derechos y zoc(grR) =
J(R) = Z(grR). Estos tipos de anillos son usados para el Ejemplo 3.3, el cual
es el motivo principal de esta seccion.

Ejemplo 3.2. Sea K un campo que contiene un subcampo L con la propiedad
de que dim, K = oo (la dimension es de espacio vectorial) y tales que existe
un isomorfismo de campos ¢ : K — L (por ejemplo, K = Q(x1,22,...) y
L = Q(x2, x3,...)). Definimos un anillo R = K x K con las operaciones

(@,y) + (@ y) = (@ + 2y +¢) y (z,y)(@y) = (e(y)z + 2"y, yy').
Entonces, haciendo los respectivos cdlculos, se tiene que R es un anillo con
neutros (0,0) y (0,1) para la suma y el producto, respectivamente. Ahora
veamos que R tiene exactamente tres ideales izquierdos. Sea 0 # (xg,yo) € R
arbitrario pero fijo y sea z = (xo,Y0). Entonces tenemos los siquientes dos
casos:

Matem&ticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 1, paginas 5-40



Moédulos ciclicos propios y la propiedad (P) 13

(1) Supongamos que yo # 0. Se sigue que existen inversos multiplicativos
yo !ty o(yo)~t en K deyo y (o), respectivamente. Entonces (—p(yo) ™!
2o Yo L v ) (o, o) = (0,1). Por lo tanto, Rz contiene al neutro multi-
plicativo de R, de ahi que Rz =grR.

(17) Supongamos que yo = 0. Se sigue que xoy # 0 y si (z,y) € R, entonces
(,y)(z0,y0) = (0y,0) € K x {0} <grR. Asi, Rz < K x {0}. A la in-
versa, si (x,0) € K x {0}, entonces (z, 25" x) (20, y0) = (7,0). Entonces
(z,0) € Rz. Por lo tanto K x {0} = Rz.

Dado que para cada I <gpR, I = >, Rm, entonces de (i) y (ii) se si-
mel
gue que los unicos ideales izquierdos de R son {0}, K x {0} y gR. Veamos

que K x {0} = zoc(rR) = J(R) = Z(gR). Como R tiene exactamente
tres ideales izquierdos, es claro que K x {0} = J(R) = zoc(gR). Como
R # 0, entonces Z(rR) <rR (1 ¢ Z(rR) ya que ann,(1) = {0} y {0}
no es esencial en rR). Si a = (1,0) € K x {0}, entonces a* = (0,0), asi que
a € anng(a). Como a # (0,0), entonces anng(a) # {(0,0)} y anny(a) #rR,
es decir, anng(a) = K x {0}, donde K x {0} <.grR (pues R solo tiene
tres ideales izquierdos). Por lo tanto, (0,0) # a € Z(rR) <gR, de ahi
que K x {0} = Z(grR). Entonces, hemos demostrado que R es artiniano
izquierdo, de cadena izquierdo y zoc(grR) = J(R) = Z(rR). Finalmente mos-
tremos que R no es artiniano derecho. Para cada (x,y) € R, se tiene que
(x,y) € ann,.(a) = ann,((1,0)) < (1,0)(z,y) = (0,0) < (¢(y)1 + 20,0y) =
(p(y),0) = (0,0) & ¢(y) =0 < y =0 (donde ann,(a) := {r € Rlar = 0}).
Entonces, K x {0} = ann,(a). Ahora, para cada z € K, sea zZ .= (z,0) € R,
entonces R = {(z,0)(z,y)[(z,y) € R} = {(¢(y)z,0)ly € K} = {(z1,0)|l €
L} (donde la esta iltima igualdad se debe a que, en particular, ¢ es su-
prayectivo). Entonces, como L-mddulos, se tiene que ZR = zL. Por otro
lado, si ann,.(a) es finitamente generado como R-mddulo derecho, enton-
ces existen zy,...,z, € K tales que cada z; # 0 y si z; := (2;,0), entonces
ann,(a) = Z1R + ... + Z, R (recordar que ann,(a) = K x {0}, por ello los Z;
tienen esa forma). Como se vio antes, Z;R = z; L. como L-mddulos, asi que
para i =1,...,n, existen isomorfismos de L-mddulos )\ 2zl — zzR lo cual

implica que existe un epimorfismo de L-mddulos \ : @ 2L — Z Z; R defini-

i=1 =1
n

do por N(z1ly, ..., znln) = >° Ni(zl;). Dado que @ziL =~ L™ como L-mddulos

i=1 =1
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y > zZiR = ann,.(a), de X se sigue que existe un epimorfismo de L-mddulos
i=1

L™ — ann,(a), lo cual implica que ann,.(a) = K x {0} es finitamente ge-
nerado como L-mddulo. Pero K = K x {0} como L-mddulos, entonces K
es finitamente generado como L-mddulo, pero esto contradice la hipdtesis de
que dim K = oo. Por lo tanto, ann,(a) no es finitamente generado como
R-modulo derecho, lo cual implica que R mno es noetheriano derecho y en
consecuencia no es artiniano derecho (pues todo anillo artiniano derecho es
noetheriano derecho).

4 Dualidades

En esta seccion se abordan resultados auxiliares, pero de vital importancia,
para la demostracion del teorema principal de la siguiente seccién (Teorema
5.17), los cuales son sobre dualidades entre ciertas categorias de modulos. Es
prudente indicar que la notaciéon de transformaciones naturales es tomada de
[4], aunque suele ser una notacion estandar.

Definicion 4.1. Una subcategoria A de una categoria B se dice que es una
subcategoria plena si para cada M, N € Ob(A) (donde Ob(A) denota a la
clase de objetos de A), se cumple que hom (M, N) = homg(M, N).

Definiciéon 4.2. Sean C' y D subcategorias plenas de R-Mod y S-Mod, res-
pectivamente. Se dice que el funtor covariante (o contravariante) T : C — D
es aditivo si para cada M,N € Ob(C), y para cada par de morfismos f, g :
M — N, se cumple que

T(f+g)=T(f)+T(g).

La definicion de funtor aditivo es més general, sin embargo, los funtores
aditivos que se consideraran en la seccidon son solo como en la Definicion 4.2.

Definicion 4.3. Sean A y B categorias y F : A — By G : B — A
funtores contravariantes. Se dice que el par (F,G) es una dualidad entre A
yBsiGF =214y FG =1 (14 y 1 son funtores identidad).

Observacion 4.4. Sean gC y Dg subcategorias plenas de R-Mod y Mod-S,
Es muy importante destacar que en el resto de la secciéon se utilizard

constantemente la notacién dada en la Observacion 4.4.
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Proposicion 4.5. Sean F': RC — Dg y G : Dg —rC funtores contrava-
riantes aditivos tales que son una dualidad entre las respectivas subcategorias
plenas gC y Dg de R-Mod y Mod-S. Entonces para cada My, My € Ob(gC) y
cada Ny, Ny € Ob(Dg),

FMl,Mg: HO??’LR(Ml, Mg) — HOms(F(MQ>, F(Ml))
[ E(f)

Gn, N, 2 Homp(Ny, No) — Homg(G(N2), G(Ny))
g Glg)
son isomorfismos de grupos abelianos. Ademds, F(f) es un monomorfismo
(epimorfismo) en Dg si y solo si [ es epimorfismo (monomorfismo) en gC.

Andlogamente, G(g) es monomorfismo (epimorfismo) en gC si y solo si g es
epimorfismo (monomorfismo) en Dg.

La demostracion de la Proposicion 4.5 se puede consultar en |1, Proposi-
cion 23.3] o en [9, Proposicion 4.2.5]. El siguiente lema es bastante técnico,
pero muy importante para resultados posteriores, por lo que solo es enuncia-

do, sin embargo, su prueba se puede consultar en [1, Lema 23.4| o en |9, Lema
1.2.6].

Lema 4.6. Sean F' : gC — Ds y G : Dg —r C funtores contravariantes
aditivos tales que son una dualidad entre las subcategorias plenas rRC y Dg de
R-Mod y Mod-S, respectivamente. Entonces con la notacion de la Observacion
4.4, los morfismos

a,, v Homg(N, F(M)) — Homgp(M,G(N))
By : Homg(F(M),N) — Homg(G(N), M)

son isomorfismos de grupos abelianos. Ademds, si My, My € Ob(rC) y
Ny, Ny € Ob(Dg), entonces para cada

v e Homg(Nl, F(M1)>, o€ HOms(F(M2)7N2>
’7 S HomR(Ml,G(Nl)), 56 HOmR(G(N2>,M2)

f € Homg(Ms, My), g € Homg(Na, Ny)

Matem&ticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 1, paginas 5-40



Luis Enrique Pineda Ramirez, César Cejudo Castilla, Alejandro Alvarado
16 Garcia

se cumplen las siguientes identidades: (1) a,  (F(f)vg) = G(g)ay, (V)]
(2) By s (90F(£)) = fBosy 1, (0)G9)- (3) 0} (Glo)7f) = F(Hay,., ().
(4) 51\_/111% (f6G(g)) = gﬂ;@lM (8)F(f). Finalmente, Uy, (7) es monomorfis-
mo (epimorfismo) en gC si y solo si y es epimorfismo (monomorfismo) en
Ds y By, n,(0) es monomorfismo (epimorfismo) en grC si y solo si & es epi-
morfismo (monomorfismo) en Dg.

Notacion. Sean M y N modulos tales que N < M. En los siguientes
resultados del capitulo frecuentemente se usara la siguiente notacion:

o denotara al epimorfismo natural M — M/N.

V]\/I/N

® ., _,, denotara al morfismo inclusion N — M.

Proposicion 4.7. Sea (F,G) una dualidad entre las subcategorias plenas rC
y Ds de R-Mod y Mod-S, respectivamente, con F' y G aditivos, donde las
clases Ob(gC) y Ob(Ds) son cerradas bajo submddulos, los monomorfismos
y epimorfismos en grC y Dg son también monomorfismos y epimorfismos,
respectivamente, en R-Mod y Mod-S. Ahora, supongamos que My, Mo, M3 €
Ob(rC). Entonces una sucesion

g
0 > My > Mo > M3 > 0
es exacta st y solo si la sucesion

F(g) £

0 —— F(M;) F(M,) F(M;) —— 0

es exacta.

Demostracion. Se tomaré la notacion de la Observacion 4.4. [=] Supongamos

que 0 > My !
la Proposicion 4.5, F(f) es epimorfismo en Dg y F(g) es monomorfismo en
Ds (pues f es monomorfismo en R-Mod, asi que en particular es monomorfis-
mo en gC. Similarmente, g es epimorfismo en R-Mod, asi que en particular es
epimorfismo en rC), asi que de la hipotesis se sigue que F(f) es suprayectivo y
F(g) inyectivo. Resta demostrar en esta implicacion que KerF(f) = ImF(g).
Obsérvese que 0 = F(0) = F(gf) = F(f)F(g9) (donde F(0) = 0 es con-
secuencia de que F' es aditivo), entonces ImF(g) < KerF(f). Ahora, sea

g .,
> M, > M » 0 es una sucesion exacta. Por
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N = KerF(f). Entonces la composicion de morfismos F'(f)¢ es igual

al morfismo 0, de ahi que

Vasy o (F(F)lycriangy) = Cary w0 (0) 1= G(O)n,, - = 0 =0 (1)

(notese que, por definicién, para que los subindices de @,, y tengan sentido,
se debe tener que el primer subindice es objeto de rC y el segundo de Dg,
donde M; € Ob(gC) y como F(Ms) € Ob(Ds) y N < F(My), la hipotesis de
que Ob(Dg) es cerrada bajo submoddulos implica que N € Ob(Dg), asi que no
hay problema con los subindices de «,, )y, por la identidad (1) del Lema
4.6,

QN (F(f)LNSF(JWQ)) = aMl,N(F(f)LNgF(MQ)lN) = G(lN)aMQ,N(LNSF(NIQ))f

= 1G(N)aM2,N (LNSF(IWQ) )f

N<F(Mgy)

My,N

= QN (LNSF(MQ))f'
(2)
De (4.4) y (4.5) se sigue que @, \(typ,)f =0y por ende
Kerg=Imf < Ker(aMz,N(LNSFWZ))). (3)

Por hipétesis ¢ es suprayectiva, asi que existe un morfismo h : M3 — G(N)
tal que el siguiente tridngulo

a]VIQ,N(LNgF(]\/IZ))
\

2
2

2

conmuta (ver [5, Teorema 3.4.7]). Entonces a,, \(typr,) = hg implica

Unern) = a&;N(hg) = O‘;,;N(lG(N)hg> = O‘;/[;N(GON)hg)
= F(g)a;i,N(h)lN (4)
= F(g)ay,}  (h),

M3, N

donde la igualdad senialada con * se debe a la identidad (3) del Lema 4.6.
Entonces, de (4.7) se tiene que
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KerF(f)=: N=1Im( = Im(F(g)at (h)) <ImF(g).

NSF(M2)) Mg, N

[<] Supongamos que la sucesion

0= F(Ms) 29 rov) 2% p(M) = 0 (5)

es exacta. De manera similar a lo realizado en “[=]”, al suponer que la suce-
sion en (4.8) es exacta entonces se tiene que la sucesion

GF(f) GF(g)

0 — GF(M,) GF(M,) GF(M;) — 0

es exacta. De la naturalidad del isomorfismo natural n : GF — 1. se
obtiene el siguiente diagrama conmutativo:

GF()) GF(g)

0 —— GFOL) Z arn) GE GR(My) —— 0
g Mty (oY (6)
0 y M, 7 > M, 7 > M > 0.

Dado que la fila superior de (4.9) es exacta y cada Ny, con i = 1,2,3, es
isomorfismo, entonces la fila inferior de (4.9) es exacta, es decir, la sucesion

0—>M1L>M21>M3—>Oesexacta. ]

Lema 4.8. Sean gC y Ds subcategorias plenas de R-Mod y Mod-S, respecti-
vamente, tales que las clases Ob(gC) y Ob(Dg) son cerradas bajo submddulos,
cerradas bajo cocientes y los monomorfismos y epimorfismos en rC y Dg son
también monomorfismos y epimorfismo en R-Mod y Mod-S, respectivamente.
Si (F,G) es una dualidad entre gC y Dg con F y G aditivos, entonces para
cada M € Ob(gC), la reticula de submddulos de M y la reticula de submddu-
los de F(M) son anti-isomorfas. De manera andloga, se tiene que para cada
N € Ob(Dg), la reticula de submddulos de N y la reticula de submddulos de
G(N) son anti-isomorfas.

Demostracion. Para la demostracion se adoptaran las notaciones de la Obser-
vacion 4.4 y de la Proposicion 4.5. Sea M € Ob(rC). Recordar que £ (gM) y
Z(F(M)g) denotan a las reticulas de submodulos de M y de F(M), respec-
tivamente. Vamos a demostrar que existe una funcion invertible de £ (g M)
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a L (F(M)s) que invierte el orden, cuya inversa también invierte el orden.
Definimos la funcion

Ay: L(rM) - L (F(M)s)
X — Ker(F(LXSM)).

Sean X1, Xo < M tales que X5 < X;. Entonces

Ay (X1) = KerF(vy ) < Ker(F(c F(u

= KerF(LXQSM) = Ay (Xs)

X2§X1) X1§M)> = KeTF(Lxlgkfbng)(l)

(donde es oportuno hacer notar que la hipotesis de que Ob(gC) es cerrada
bajo submodulos es clave, pues implica que X;, Xy € Ob(gC) y por ende
tienen sentido expresiones como F(¢y _ )). Por lo tanto Ay invierte orden.
Ahora, definimos la funcién

N — Ker(a,, (¢

M,N( NSF(M)))'

Sean Ni, Ny < F(M) tales que Ny < N;. Entonces

'y (Ny) = Ker(a L < Ker(G(: a L

M,N1< ngF(M))) N2§N1) ]W,Nl( ngF(M)))

= K6T<G(LN2§N1 )CYM,N1 (szlgF(M))lM) = KGT(QM,NQ (F<1M)LN1§F(M) Lny<ny ))
= Ke,r(alw,Nz (lF(M) Ly, <rany by <y )) = Kerr(aM,NQ (LNl <r)UNg<ny ))
= Ke/r(al\l,Ng (LNQSF(M)>> = I (N2),

donde la igualdad senialada con * se debe a la identidad (1) del Lema 4.6.
Por lo tanto, I'); invierte orden. Ahora sean X < M y N := Ap(X). Dado
que v, . es epimorfismo en gC (pues lo es en R-Mod), entonces F(v,, )
es monomorfismo en Dg (Proposicion 4.5) y por hipotesis es monomorfismo

en Mod-S, asi que si h := F(I/M/X)|ImF(VM/X) entonces h es isomorfismo y el
triangulo
F(”M/X)
F(M/X) F(M)
> LImF(uM/X)gF(M) (7)
ImF(VM/X)
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conmuta (recordar que ¢ es el morfismo inclusion). Dado que

ImF(v )5 ) SF(M)

Yvyx

Lx<m .,
0> X —mM » M/X — 0 es una sucesiéon exacta, entonces, por la

Proposicion 4.7, 0 — F(M/X)
de ahi que ImF (v
ver como

F(v ) F(u )
YL F(M) —=5 F(X) — 0 es exacta,
= KerF(t,_,,) = N y el diagrama (4.10) se puede

wyx)

F(M/X) -
\ T N<F(M) (8)

Ahora, se tienen las siguientes igualdades:

G(h)aMN(LN (M)) = G(h)aM,N(LNgF(M))lM = Qyy F(M/X)( (1M Ly<pn )

h) = O‘M,F(M/X)(LNSF(M) h) &y F(M/X)(F( ))

1 )= G(1

MF(M/X)( ( M/x) F(M/X) F(M/X)

MF(M/X ( F(M) N<F(M)

v

)aM/X,F(AJ/X) (1F(M/X) ) M/X

F(M/X)

= 1 F(M/X) M/X,F(M/X)<1F(M/X)>VM/X = Oé]w/X,F(]M/X)(1F(M/X))VJ\/I/X7

(9)

donde las igualdades sefialadas con * se deben a la identidad (1) del Lema
4.6 y la igualdad senialada con ** se debe al triangulo conmutativo de (4.11).
Dado que h es isomorfismo (en R-Mod y por ende en gC) entonces G(h) es
isomorfismo en rC (y por tanto es isomorfismo en R-Mod). Por el Lema 4.6,
Xy par) ) (1p(a/x)) es bimorfismo en zC (es decir, epimorfismo y monomor-
fismo en grC) ya que 1 rorsx) €8 monomorfismo y epimorfismo en Dg, entonces
la hipétesis implica que @, .. x (1r(uy/x)) es bimorfismo en R-Mod, es
decir, es isomorfismo en R-Mod (y por ende también en rC). Entonces

*%k

= KGT(G(h)azw,N( N§F<M))) -
= Kerv,,, = X,

KGT(QAI,N (
Ker(a

L 2

N<F(M) ))

1 v

M/X,F(M/X) ( F(M/X) ) M/X)

donde las igualdades senialadas con * se deben, respectivamente, a que G(h) y
@ xronsx (L xy ) SO isomorfismos, mientras que la igualdad sefialada con
** se debe a (4.12). Por lo tanto,

TyAn(X) =Ty (N) = Ker(a = X. (10)

M,N ([’NSF(M) ))
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Ahora, sean N < F(M) y X :=T'y(N). Dado que ¢ _,,, es monomorfismo
en Dg, entonces a,, \(Ly_p ) €s epimorfismo en pC (Lema 4.6) y por hipo-
tesis es epimorfismo en R-Mod. Por el primer teorema de isomorfismos, existe
un isomorfismo v : M/X — G(N) tal que el triangulo

a (¢ )
M M,N\*N<F(M) G(N)
-1
Vv x // (11)

M/X

conmuta. Entonces, se tienen las siguientes igualdades:

* -1

bn<ran N (F)/VM/X) = a;[,lN(lG'(N)FyVM/X) = a]\_LlN (G(1N>7VM/X>

. N _ (12)
= F(VM/X)onix’N (M1y = F<VM/X)O‘M}X,N (),

donde la igualdad senialada con * se debe a (4.14) y la igualdad senialada con
** se debe a la identidad (3) del Lema 4.6. Como v = O‘M/X,N(O‘EX,NW)) con
7 isomorfismo (en particular, v es monomorfismo y epimorfismo en gC), en-
tonces el Lema 4.6 implica que aM}X (7) es bimorfismo (monomorfismo y epi-
morfismo) en rC y entonces por hipotesis es isomorfismo en R-Mod, entonces

de (4.15) se sigue que Im(¢ =Im(F(v,, ot (v)) =ImF(v

.. M/X,N ]\4/X>‘
Por la Proposicion 4.7,

NSF(M)) M/X

( M/X) (tx<nr

0= F(M/X) 2 povy 2520 poxy g

es una sucesion exacta, asi que KerF(c,_,,) = ImF (v Entonces

M/X)'

Ay Ty (N) = Ay (X) i= KerF(1y.,,) = ImF (v, ) = Im( )= N.

(13)

M/X N<F(M)

De (4.13) y (4.16) se sigue que Ay, es biyectiva y su inversa es I'p;. Como
Ay vy Ty invierten orden, se concluye que Aj; es un anti-isomorfismo de
reticulas. O

Corolario 4.9. Supongamos que tenemos las hipdtesis del Lema 4.8. Enton-
ces, para cada M € Ob(grC), M es de longitud finita si y solo si F(M) es
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de longitud finita. Ademds, Le(M) = Le(F(M)). Por otro lado, M es ines-
cindible si y solo si F(M) es inescindible. Tales afirmaciones son vdlidas si
consideramos a N € Ob(Dgs) en lugar de M y a G en lugar de F.

Demostracion. Sea M € Ob(gC). Por el Lema 4.8, Z(rM) y L (F(M)s) son

anti-isomorfas, asi que
0=My <M, <..<M,=M
es una serie de composicion en M si y solo si, bajo la notacion del Lema 4.8,
0=Ay(M) =An(M,) < Apy(My—y) < .o < Ay (M) = Ay (0) = F(M)

es una serie de composicion en F'(M) (notese que, en efecto, 0 = Ay (M),
pues Ay (M) = Ker(F(i,,.,,)) = Ker(F(ly)) = Ker(1par) = 0; ade-
mas, F(t,_,,) : F(M) — F(0), donde F(0) = 0 ya que F aditivo, asi que
Ay (0) := KerF(t,_,,) = F(M)), de ahi que M es de longitud finita si y solo
si (M) es de longitud finita y se cumple que Le(M) = Le(F(M)). Por otro
lado, M no es inescindible si y solo si Z(grM) tiene una subreticula de la
forma

M/M\
N

My

y esto ocurre si y solo si

T

(M) = An(0)

/ \
Anr(My) Anr(Ms)
\ /

0=

A (M)

es una subreticula de Z(F(M)g), es decir, si y solo si F'(M) no es inescindible.
[

Matem&ticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 1, paginas 5-40



Moédulos ciclicos propios y la propiedad (P) 23

Proposicion 4.10. Sean rC y Dg subcategorias plenas de R-Mod y Mod-
S, respectivamente. Si (F,G) es una dualidad entre RC y Ds con F y G
aditivos, entonces M es inyectivo (resp. proyectivo) en gC si y solo si F'(M)
es proyectivo (resp. inyectivo) en Dg. Similarmente, N es inyectivo (resp.
proyectivo) en Dg si y solo si G(N) es proyectivo (resp. inyectivo) en gC.

Demostracion. Se mostrara que M es inyectivo en gC si y solo si F'(M) es
proyectivo en Dg; la afirmacion dual se prueba de manera similar. La demos-
tracion hara uso de la notacion de la Observacion 4.4.

[=] Supongamos que M es inyectivo en gC. Cabe senialar que M no necesa-
riamente es inyectivo en R-Mod. Sean A : F(M) — Ny un morfismo en Dg
y a : N; — Ny un epimorfismo en Dg. Por la Proposicion 4.5 se tiene que
G(a) es un monomorfismo en gC, entonces como M es inyectivo en gC existe
un morfismo vy : G(N;) — M tal que el siguiente triangulo conmuta:

G(Ny) — 2 (V)

GF(M) (14)

donde 7,, es un isomorfismo ya que 1 : GF' — 1,¢ es un isomorfismo natural.
Ahora definimos p : G(N;) — GF(M) como p :=n_'v. De (4.17) obtenemos
el siguiente tridngulo conmutativo:

G(/\)l / (15)

GF(M).
Aplicando F' a (4.18) se obtiene el siguiente triangulo conmutativo:

FGF(M)

K/////' lFG (16)
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Dado que € : FG — 1p, es un isomorfismo natural, se tienen los siguientes
dos diagramas conmutativos:

FGF(M) 9% p(a)
FG(A)l lx (17)
FG NQ) T> N2

FG(N) — 2 N,
FG(a)l la (18)
FG(Ny) —25 N,.
Sea f : F(M) — N; definido como [ := eNlF(p)e;(1M>. Entonces de (4.19),
(4.20) y (4.21) se sigue que
af = aey Flp)e, |, = (e, )F(p)e, | = (€, FG(a))F (P)E;(lM)
= €y, (FG(a)F(p))e, ., = €, FG(N)e, LFGN)e,

F(M) F(M) ( F(M>

= (e

es decir, se tiene el siguiente tridangulo conmutativo:

_1 — )\’

F(M)) F(M)

N1 — NQ.

Por lo tanto, F'(M) es proyectivo en Dg.

[«<] Supongamos que F(M) es proyectivo en Dg. Sean 6 : M; — M un
morfismo en gC y p : My — Ms un monomorfismo en rC. Por la Proposi-
cion 4.5, se tiene que F'(u) es epimorfismo en Dg, entonces como F(M) es
proyectivo en Dg se sigue que existe un morfismo o : F(M) — F(Ms) tal
que el triangulo

F(M)
o " lF(O) (19)

o
F(My) —r F(My)
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conmuta. Aplicando G a (4.22) se tiene el siguiente triangulo conmutativo:

ar(My) Y ar(M,)
aro) G(o) (20)

GF(M).

Dado que 1 : GF — 1,¢ es un isomorfismo natural, entonces tenemos los
siguientes diagramas conmutativos:

GF(My) — M,
GF(G)l le (21)
GF(M) —2 M

an (M1
lu B lcp (22)

Mty

MQ — GF(MQ)

Sea § : My — M definido como & := n,,G(o)n;;!. Entonces de (4.23), (4.24) y
(4.25) se tiene oy = (n,, G(o)n;, ) = n,,G(o )(UM2M) =1,,G(o)(GF(u)ny,! ) =
1 (GO)GE ()} = n,GFO)n,! = (n,GFO)n,, = On,, ), =0,

decir, se tiene el siguiente tridngulo conmutativo:

M1L>M2

Por lo tanto, M es inyectivo en gC. [

5 K-algebras de Artin y la propiedad (P)

En esta seccion se presenta el resultado mas importante del capitulo, el cual
afirma que los anillos que son K-dlgebras de Artin satisfacen (P) si y solo
si son cuasi-Frobenius. En el Ejemplo 3.3 se vio que tal equivalencia no es
verdadera en general.
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Definicion 5.1. Sea K un anillo conmutativo con identidad. El anillo R,
gunto con un morfismo de anillos unitarios ¢ : K — R, es una K-dlgebra
si el subanillo p(K) de R estd contenido en el centro de R.

La siguiente Proposicion no es dificil de demostrar, asi que solo se enuncia
debido a que sera ttil en los siguiente resultados.

Proposicién 5.2. Sea R una K-dlgebra junto con el morfismo de anillos
unitarios ¢ : K — R. Entonces todo R-mddulo izquierdo (respectivamente
derecho) M es también un K-maodulo, con la multiplicacion por elementos de
K definida de la siguiente manera:

Vk € K, Ym € M: km := @(k)m (respectivamente para el caso derecho,
km :=mep(k)).

En consecuencia, todo morfismo de R-mddulos izquierdos o derechos es tam-
bién morfismo de K-mdodulos.

Definicion 5.3. Sea R, con el morfismo de anillos unitarios ¢ : K — R,
una K -dlgebra. Consideremos a R como K -madulo tal como en la Proposicion
5.2. Entonces, se dice que R es una K-dlgebra de Artin st K es un anillo
artiniano y R es un K-maodulo finitamente generado.

Proposicion 5.4. Si R es una K-dlgebra de Artin, entonces R es artiniano.

Demostracion. Dado que R es finitamente generado como K-moédulo con K
artiniano, entonces R es artiniano como K-moédulo [5, Corolario 6.1.3]. Por
la Proposicion 5.2, todo ideal izquierdo y todo ideal derecho de R es un K-
modulo, asi que cualquier cadena ascendente de ideales izquierdos o de ideales
derechos de R es, a su vez, una cadena ascendente de K-submoédulos de R que
se estaciona por ser R un K-moédulo artiniano. Por lo tanto, R es artiniano
izquierdo y artiniano derecho, es decir, R es artiniano. [

Observacion 5.5. Si K es un anillo conmutativo artiniano, entonces
K/J(K) es un anillo artiniano, asi que K es semilocal (ver [6 , Definicion
20.1]). Como K es conmutativo, entonces tiene un nimero finito de idea-
les mdzimos (ver [6, Proposicion 20.2]). Entonces solo hay un nimero finito
de clases de isomorfismo de K-modulos simples, pues todo K-modulo sim-
ple es isomorfo a K/ con M un ideal mdximo de K. Sea {T1,...,T,} un
conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de los K-mddulos
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simples. Como K es artiniano, todo K-mddulo no cero inyectivo e inescindi-
ble es la capsula inyectiva de un K-maodulo simple y no puede contener mds de
un K-maodulo simple (ver [5, Corolario 6.6.3]). Se sigue que hay un nimero
finito de clases de isomorfismos de K-mddulos no cero inyectivos e inescin-
dibles, donde un conjunto de representantes de tales clases de isomorfismo es
{E(T1), ..., E(T,)}. Entonces se tiene el siguiente K-mddulo inyectivo:

n
Ex =@ E(T).
i=1
Observacion 5.6. A partir de ahora y en el resto de la seccion, K denotard a
anillo artiniano conmutativo con identidad y R denotard a una K-dlgebra de
Artin. Ademds, por el resto del capitulo, se trabajard constantemente con la
notacion de la Observacion 5.5, principalmente con el K-modulo Ey.

Observacion 5.7. Dado que K es conmutativo, entonces para cada par
de K-mddulos M y N se tiene que Homg(M,N) es un K-mddulo, donde
(kf)(m) := f(km) para cada k € K, cada f € Homg(M,N) y cada m € M.
Entonces para cada K-mddulo A se tiene el funtor

Homg (A, ): K-Mod — K-Mod
y el funtor contravariante
Homg( ,A): K-Mod — K-Mod,

donde se enfatiza que el codominio de tales funtores Homy es K-Mod, en
lugar de la categoria de grupos abelianos (ver [10, Proposicion 2.4]).

La demostracion del siguiente teorema se puede consultar en [2, Teorema
3.1]

Teorema 5.8. Sea X un K-mddulo finitamente generado. Entonces se cum-
ple lo siguiente:

(a) Homg (X, Er) es de longitud finita y Le(Homy (X, Fr)) = Le(X).

(b) La funcion ¢ : X — Homg(Homg (X, Ex), Ex) definida por ¢(a) =
¢q para cada a € X, donde ¢o(f) = f(a) para cada f € Homg (X, Ex),
es un isomorfismo de K-mddulos.
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Lema 5.9. Sea M un R-mddulo izquierdo (respectivamente derecho) y su-
pongamos que el morfismo de anillos unitarios ¢ : K — R es el que hace a
R una K-dlgebra de Artin. Si consideramos a M como un K-mddulo como
en la Proposicion 5.2, entonces M es finitamente generado como R-mddulo
izquierdo (respectivamente derecho) si y solo si M es finitamente generado
como K-maodulo.

Demostracion. Primero, notemos que como R es finitamente generado como
t

K-moédulo, entonces R = ) Kr; para algunos ry,...,7, € R. Se demostrara
i=1
el caso cuando M es un R-moédulo izquierdo; la demostracion es similar en el

caso en el que M es un R-modulo derecho. [=] Supongamos que M = > Rm;

=1
para algunos my,...,m, € M. Sim € M, entonces existen Ay, ..., A\, € R tales
que

=1

Se sigue que para cada A;, con i € {1,...,n}, existen k; 1, ..., k;; € K tales que

t t
A= kigri =Y o(kij)r;. (24)
P =1

n t

De (5.1) y (5.2) se tiene que m = Zn:( tlgo(ki,j)rj)mi = > (plkij)rj)m; =

i=1 j= i=1j=1
n i n i
Yo wlkij)(rymi) = > > ki j(rym;). Por lo tanto, M como K-moédulo esta
i=1j=1 i=1j=1
generado por el conjunto {r;m;li = 1,...,n;j = 1,...,t}. [«<] Supongamos
que M = > Km,; para algunos my,...,m, € M. Si m € M, entonces existen
i=1
ki, ...k, € K tales que m = Y k;m; = >_ p(ki)m; € > Rm;. Por lo tanto
i=1 i=1 i=1

n
M =>" Rm,, es decir, M es finitamente generado como R-moédulo. O]
i=1

Proposicién 5.10. Sea X un R-modulo izquierdo finitamente generado. Por
la Proposicion 5.2, X es un K-mddulo. Entonces, Homy (X, Ex) es un R-
modulo derecho finitamente generado con la multiplicacion por elementos de
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R definida por:

fr: X — Ex
a— f(ra)

para cada r € R y cada f € Homg (X, Ek).

Demostracion. Sean f € Homg (X, Ex) y v € R. Primero vamos a mostrar
que fr € Homg(X, Fk). Sia,b € X y k € K, entonces se tiene lo siguiente:

o (fr)(a+b) = f(r(a+b)) = f(ra+rb) = f(ra)+f(rb) = (fr)(a)+(fr)(0).

o (fr)(ka) = f(r(ka)) = f(r(p(k)a)) = f((re(k))a) = f((p(k)r)a) =
fle(k)(ra)) = f(k(ra)) = kf(ra) = k(fr)(a),

donde la igualdad senalada con * se debe a que, por definicion, ¢(K) esta

contenido en el centro de R. Por lo tanto, fr € Homg (X, Ex). Ahora veamos
que, con la multiplicacién por elementos de R propuesta, Homg (X, Ef) es
un R-modulo derecho. Sean f,g € Homg (X, Fx) y r,s € R. Entonces para
cada a € X se cumple lo siguiente:

(r+s)a) = f(ra+ sa) = f(ra) + f(sa) = (fr)(a) +

(f +9)r)(a) = (f +g)(ra) = f(ra) + g(ra) = (fr)(a) + (gr)(a) =
)
Por lo tanto (fr)s = f(rs), flg = f, f(r+s) = fr+ fsy (f+g)r =
fr+ gr, asi que Homg (X, Ex) es un R-modulo derecho (pues es facil ver
que Homg (X, Ex) es un grupo abeliano). Finalmente, se demostrara que
Homg (X, Fk) es finitamente generado como R-moédulo derecho. Dado que,
por hipotesis, X es un R-moédulo izquierdo finitamente generado, entonces X
es finitamente generado como K-moédulo (Lema 5.9). Claramente, como K

es conmutativo, Homg (X, Ex) tiene una estructura “natural” de K-modulo
(sik € K, f € Homg(X, Ex), entonces kf se define por (kf)(a) = f(ka)
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para cada a € X). Por el Teorema 5.8, Homg (X, Ex) con su estructura “na-
tural” de K-modulo es de longitud finita, lo cual implica que, en particular,
Homg (X, Fk) es noetheriano (como K-modulo), de ahi que Homg (X, Ek)
con su estructura “natural” de K-moédulo es finitamente generado. Sin embar-
go, como hemos demostrado hasta este punto, Homg (X, F) tiene estructura
de R-modulo derecho, asi que por la Proposicion 5.2, Hom g (X, Ex ) tiene una
estructura de K-modulo que es inducida por el morfismo de anillos unitarios
¢ : K — R. Obsérvese que para Homg (X, Fr), su estructura “natural” de
K-mo6dulo y su estructura de K-moédulo inducida por ¢ coinciden, pues si
f € Homg(X, Ek), k € Ky a € X entonces se tiene lo siguiente:

e En la estructura “natural” de K-modulo de Homg (X, Ex) se tiene que
(kf)(a) = f(ka) = f(p(k)a) (pues por la Proposicion 5.2, X es K-
modulo via el morfismo ¢ : K — R, donde ka := ¢(k)a para cada
a€ X ycadakeK).

e En la estructura de K-modulo de Homg (X, Ek) inducida por ¢, con-
siderando a Homg (X, Fx) como R-moédulo derecho con la operacion
propuesta en el enunciado de esta proposicion, se tiene que (kf)(a) =

(feo(k))(a) = fp(k)a).

Por lo tanto, para Homg (X, Ex) se tiene que su estructura “natural” de
K-moédulo y su estructura de K-modulo inducida por ¢ coinciden. Dado
que Homg (X, Fk) en su estructura “natural” de K-modulo es finitamente
generado, entonces Homg (X, Fi) con su estructura de K-modulo inducida
por ¢ es finitamente generado; el Lema 5.9 garantiza que Homg (X, Fr) es
finitamente generado como R-moédulo derecho. [

También se tiene un resultado simétrico al de la Proposicién 5.10.

Proposicién 5.11. Sea X un R-modulo derecho finitamente generado. En-
tonces Homg (X, Ex) es un R-mddulo izquierdo finitamente generado con la
multiplicacion por elementos de R definida por:

Tfi X — EK
ar— f(ar),

para cada r € R y cada f € Homg (X, Fk).
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Proposicion 5.12. La categoria R-mod (respectivamente mod-R) es cerrada
bajo submaodulos y cerrada bajo cocientes. Ademds, los monomorfismo en R-
mod (respectivamente en mod-R) son inyectivos y los epimorfismos en R-mod
(respectivamente en mod-R) son suprayectivos.

Demostracion. Sea M un R-moédulo izquierdo finitamente generado y N <
M. Por la Proposicion 5.4, R es artiniano y en consecuencia es noetheriano,
asi que M es noetheriano y por ende N es finitamente generado. Es claro
que cocientes de modulos finitamente generados son finitamente generados.
Ahora, sea f : M; — My un morfismo de R-mo6dulos izquierdos con M y
M, finitamente generados. Supongamos que f es monomorfismo en R-mod y
que f(z) = f(y) con z,y € M. Sea z := x —y. Consideremos a los morfismos
g1, 92 : Rz — M, donde g; es el morfismo inclusion y g es el morfismo cero.
Entonces, para cada r € R, se tiene que

f9i(r2)) = f(rz) = rf(z) = rf(z —y) =r0 = 0= f(0) = f(ga(r2)),

es decir, fg1 = fgo, lo cual implica que g; = g, (pues f es monomorfismo en R-
mod). Se sigue que z = ¢1(z) = g2(2) = 0, es decir, z = 0, o bien, x = y. Ahora
supongamos que f es epimorfismo en R-mod. Sean v : My — Ms/Imf el
epimorfismo natural y v : My — Ms/Imf el morfismo cero. Entonces v y
~ son morfismos en R-mod tales que vf = 0 = v f. Por la hipotesis se sigue
que v = 7, es decir, My = Imf. O

Observacion 5.13. Sea M un maodulo inyectivo en R-mod. Como R es arti-
niano por ser K-dlgebra de Artin, entonces R es noetheriano y por ende todo
ideal izquierdo no cero I de R es finitamente generado. Entonces para cada
morfismo f : I — M, donde I es un ideal izquierdo de R, la inyectividad
de M en R-mod implica que existe un morfismo h :gkR — M tal que el
siquiente tridngulo conmuta:

I;)RR

Por el criterio de Baer, M también es inyectivo en R-Mod. Similarmente se

tiene que st un maodulo es inyectivo en mod-R entonces también es inyectivo
en Mod-R.
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Ahora, supongamos que P es proyectivo en R-mod. Sean f : B — C un
eptmorfismo en R-Mod y 1 : P — C un morfismo de R-maodulos izquierdos.
Para algin n € N, existe A : R" — P un epimorfismo en R-Mod (que, en
particular, debe ser epimorfismo en R-mod), pues P es finitamente genera-
do. Dado que R" es finitamente generado y P proyectivo en R-mod, entonces
existe un morfismo v : P — R" tal que A\y = 1p. Ahora, como R" es pro-
yectiwo en R-Mod, entonces existe k : R* — B tal que el siguiente diagrama
conmuta:

Rn

P
lw

BT>C'

Sea o : P — B definido como o := k. Entonces,

fa = Bry =YXy =l = 1.
Por lo tanto, P también es proyectivo en R-Mod.

Observacion 5.14. Se define el siguiente funtor contravariante aditivo: Dy :
R-mod — mod-R.

o En objetos: Dy(X) = Homg (X, Ex) para cada X € Ob(R-mod), donde
Homg (X, Ex) es R-mddulo derecho finitamente generado tal como en
la Proposicion 5.10.

o FEn morfismos: St f : X — Y es un morfismo en R-mod, entonces
Dy(f) es el morfismo en mod-R definido de la siguiente manera:

Dg(f)i HomK(Y, EK> — HomK(X, EK)
h— hf.

Veamos que en efecto Dy(f) es un morfismo en mod-R. Sean v € R y h €
Homg (Y, Ex). Entonces, Dy(f)(hr) = (hr)f y (De(f)(h))r = (hf)r. Ahora,
para cada x € X,
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((hr)f)(x) = (hr)(f(x)) = h(rf(z)) = h(f(rz)) = (hf)(rz) = ((hf)r)(z).
Por lo tanto, (hr)f = (hf)r y por ende Dy(f)(hr) = (D¢(f)(h))r. De manera
similar a lo anterior, definimos el siguiente funtor contravariante aditivo:
D, : mod-R — R-mod.

e Fn objetos: D,.(X) = Homg (X, Fx) para cada X € Ob(mod-R), donde
Homg (X, Ex) es R-mddulo izquierdo finitamente generado tal como en
la Proposicion 5.11.

o En morfismos: St f: X — Y es un morfismo en mod-R, entonces

D,(f): Homg(Y, Ex) — Homg (X, Fk)
h— hf.
Simétricamente a lo realizado con Dy(f) se puede mostrar que D, (f) es
un morfismo en R-mod.
La razon de definir a los funtores D, y D, es que nos dan una dualidad entre
las categorias R-mod y mod-R, la cual sera bastante tutil en la prueba del

teorema principal de la seccion (Teorema 5.17). Esta notacion y definicion de
Dy v D, se utilizara por el resto de la seccion.

Proposicion 5.15. El par de funtores contravariantes (Dy, D,) es una dua-
lidad entre las categorias R-mod y mod-R.

Demostracion. Veamos que 1goq = D,.D,. Notese que el funtor (que es
covariante por ser la composicién de dos contravariantes)

D,.D;: R-mod — R-mod
asigna lo siguiente:

e En objetos: D, Dy(X) = Homg(Homg (X, Ex), Ex).

e En morfismos: Si f : X — Y es un morfismo en R-mod, entonces
D, Dy(f) esta definido de la siguiente manera:
D, Dy(f): Homyg(Homg (X, Ex), Ex) — Homg(Homg (Y, Ex), Ex)
g—g
donde
g: Homg (Y, Ex) — Ex
h— g(hf).
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Definimos la transformacion natural 7 : 1gmeq — D, Dy como n(X) = n,
para cada X € Ob(R-mod), donde 7, es un morfismo en R-mod definido de
la siguiente manera:

Ny: X = Homg(Homg (X, Ex), Ex)

a1, (a)

ny(a): Homg (X, Fx) = Ex
f= fla).

Mostremos que, en efecto, 7, es morfismo en R-mod. Por (b) del Teore-
ma 5.8, se tiene que 7, es isomorfismo de K-moédulos (recordar que, por el
Lema 5.9, X es también un K-modulo finitamente generado), asi que para
ver que 7, es morfismo en R-mod resta demostrar que para cada a € X
y cada r € R se cumple que 7, (ra) = rn,(a). Dado que X es un R-
modulo izquierdo finitamente generado, entonces, por la Proposiciéon 5.10,
Hompg (X, Ex) es un R-modulo derecho finitamente generado tal que sir € R
y f € Homg(X, Ek) entonces el morfismo de K-modulos fr : X — FEy
esté definido por (fr)(a) = f(ra) para cada a € X. Por la Proposicion 5.11,
Homyg(Homg (X, Ex), Ex) es un R-modulo izquierdo finitamente generado
tal que si & € Homg(Homg (X, Ex),Ex) vy r € R entonces el morfismo
ra . Homx (X, Ex) — Ek esta definido por (ra)(f) = a(fr) para cada
f € Homg(X, Ex). Ahora, si a € X y r € R entonces 1, (ra),rn,(a) €
Homg(Homg (X, Ey), Ex) y para cada f € Homg (X, Ex) se cumple que

0 (ra)(f) = f(ra) = (fr)(a) = n,(@)(fr) = (rny(a))(f) (25)

donde la igualdad senalada con * se debe a como se le da estructura de

R-modulo derecho a Homg (X, Ex) en la Proposicion 5.10, mientras que la
igualdad senalada con ** se debe a como se le da estructura de R-modulo
izquierdo a Homy(Homg (X, Fr), Ex) en razon de la Proposicion 5.11. En-
tonces, por (5.3), se tiene que 7, (ra) = rn,(a) y en consecuencia 7, es
morfismo en R-mod. Como 7, es isomorfismo de K-mddulos entonces es una
funcién biyectiva, lo cual implica que 77, es isomorfismo de R-moédulos. Final-
mente, mostremos la naturalidad de n comprobando que para cada morfismo
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f: X — Y en R-mod se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

X —2 Homy(Homy(X, Ex), Ex)
fl lDrDe(f) (26)
Y —>77 HomK(HomK(Y, EK>,EK)

Y

Sea a € X. Entonces el morfismo 1, (a) : Homg (X, Ex) — Ek en K-
mod esta definido por 71, (a)(g) = g(a) para cada g € Homg (X, Ex). Luego,
D, Dy(f)(ny(a)) : Homg(Y, Ex) — Ek esta definido por

(DrDe(f)(nx(a))(h) = 1y (a)(hf) = (hf)(a)

para cada h € Homg(Y, Ex) (recordar que al principio de esta demostra-
cion se hizo notar lo que asigna en morfismos el funtor D,D;). Por otro
lado, f(a) € Y, asi que n,(f(a)) : Homg(Y,Ex) — FEk esta definido
por n,.(f(a))(h) = h(f(a)). Por lo tanto, para cada a € X se tiene que
D, Di(f)(ny(a)) = n,(f(a)), es decir, el diagrama en (5.4) conmuta. Por lo
tanto, 1 es un isomorfismo natural y se concluye que 1g.,00 = D, Dy. Ahora,
definimos la transformacion natural € : 1,008 —> D;D, como €¢(X) = ¢,
para cada X € mod-R, donde

€y X — HO?TLK(HOTTLK<X, EK),EK)
a— e, (a)

€y (a) : HomK(X, EK) — EK
[ fla).
Similarmente a lo que se hizo con 7, con un argumento simétrico se tiene
que € es un isomorfismo natural, lo cual implica que 1,,,0.r = D,D,. Por lo

tanto, el par de funtores contravariantes (Dy, D,) es una dualidad entre las
categorias R-mod y mod-R. [

Lema 5.16. Sea R una K-dlgebra de Artin y supongamos que R no es cuasi-
Frobenius. Si R satisface (P) entonces zoc(rR) es simple 6 zoc(Rg) es simple.
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Demostracion. Sea R una K-éalgebra de Artin tal que no es un anillo cuasi-
Frobenius pero satisface (P). Supongamos que zoc(gR) no es simple y mos-
tremos que zoc(Rpg) es simple. Por el Teorema 3.1, R es local y existen Sy y
Sy ideales izquierdos simples de R tales que zoc(grR) = S1 & S y rR/S: es
un R-modulo izquierdo inyectivo. Si gR/S; = (A/S1) @ (B/S1) para algunos
A, B <gpR, entonces A+ B =gR y por ende 1 = a+ b para algina € Ay
algin b € B, lo cual implica que a 6 b es unidad de R (ya que R es local). Asi
A =gR 6 B =R, de ahi que gR/S] es un R-moddulo izquierdo inescindible.
Dado que gR/S) es inyectivo e inescindible no cero, entonces rR/S; es cap-
sula inyectiva de su submodulo (S; @ S3)/S; (ver |5, Teorema 6.6.2]), donde
(S1 @ S3)/S1 = S,. Ahora, supongamos que I # 0 es un R-modulo izquierdo
finitamente generado inescindible que es inyectivo en R-mod. Por la Observa-
cion 5.13 se tiene que I es también inyectivo en R-Mod, asi que como gR es
artiniano, I es la capsula inyectiva de algiin R-mo6dulo izquierdo simple S (ver
[5, Corolario 6.6.3]). Como R es local, entonces todos los R-médulos izquier-
dos simples son isomorfos entre si (ya que todos los R-modulos izquierdos
simples son isomorfos a pR/J(R)), de ahi que S = (S; @ S3)/S1 y en con-
secuencia sus capsulas inyectivas son isomorfas, es decir, I =gR/S;. Por lo
tanto, rRR/S; es el tnico inyectivo inescindible no cero (salvo isomorfismo) en
R-mod. Ahora, rpR es proyectivo y, por ser local, es inescindible. Supongamos
que P # 0 es un R-modulo izquierdo finitamente generado inescindible que
es proyectivo en R-mod. Dado que R es local y P también es proyectivo en
R-Mod (ver Observacion 5.13), entonces P es libre (ver [1, Corolario 26.7]),
lo cual implica que P = R" para algin entero positivo n (pues P es libre
finitamente generado). Como P es inescindible se sigue que n = 1, es decir,
P =RrR. Por lo tanto, gR es el tnico proyectivo inescindible no cero (salvo
isomorfismo) en R-mod. Obsérvese que Dy(rR) # 0 pues, en caso contrario,
si Dy(grR) = 0 entonces D, Dy(grR) = D,(0), donde D,(0) = 0 por ser un
funtor aditivo y D, Dy(rR) =R ya que D, Dy = 1g. 04, €s decir, se tendria
que rR = 0, lo cual no es posible pues R # 0. En general, similarmente se
puede mostrar que Dy(M) = 0 si y solo si M = 0 para cada M € Ob(R-mod);
ademas D,(N) = 0 si y solo si N = 0, para cada N € Ob(mod-R). Por
la Proposicion 5.12, la dualidad (Dy, D,) entre R-mod y mod-R satisface las
hipotesis del Lema 4.8 y por ende el Corolario 4.9 implica que Dy(grR) es ines-
cindible y, por la Proposicion 4.10, es inyectivo en mod-R. Notese que Dy(rR)
es el unico (salvo isomorfismo) inyectivo inescindible no cero en mod-R, ya
que si H es inyectivo inescindible no cero en mod-R entonces, por el Corola-
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rio 4.9 y por la Proposicion 4.10, D,.(H) es proyectivo inescindible no cero en
R-mod, lo cual implica que D,.(H) =gR (pues ya se mostrd que gR es el uni-
co proyectivo inescindible en R-mod) y por ende Dy(rR) = D,D,(H) = H,
donde D,D,(H) = H se debe a que DyD, = 1,,,4.r. Dado que 0 # D;(rR) es
inyectivo inescindible en mod-R entonces, por la Observacion 5.13, es inyecti-
vo inescindible en Mod-R. Dado que Rpg es artiniano, entonces Dy(rR) es la
capsula inyectiva de algin R-modulo derecho simple (ver |5, Corolario 6.6.3])
y como todos los R-moédulos derechos simples son isomorfos al R-moédulo de-
recho Rr/J(R) (ya que R es local), entonces Dy(grR) = E(Rgr/J(R)). Por
otro lado, por el Corolario 4.9 y por la Proposicion 4.10, Dy(rR/S1) es pro-
yectivo inescindible no cero en mod-R y es tnico (salvo isomorfismo) con esta
propiedad en mod-R, pues si L es proyectivo inescindible no cero en mod-R,
entonces, nuevamente por el Corolario 4.9 y por la Proposicion 4.10, D,(L)
es inyectivo inescindible no cero en R-mod y por ende D,.(L) =ZrR/S; (pre-
viamente en la demostracion ya se vio que gR/S; es el inico inyectivo ines-
cindible, salvo isomorfismo, en R-mod), asi que D;(grR/S1) = D¢D,(L) = L,
donde el segundo isomorfismo se sigue de que D,D, = 1,,,4r. Entonces,
dado que Rpg es proyectivo inescindible (es inescindible por ser local) en mod-
R, se tiene que Dy(rR/S1) = Rg. Si v :gkR —gR/S; es el epimorfismo
natural, entonces, por la Proposicion 4.5, Dy(v) : Dy(rR/S1) — D¢(rR)
es un monomorfismo en mod-R y es inyectivo por la Proposiciéon 5.12. De
los isomorfismos D¢(rR/S1) = Rg, Di(rR) = E(Rg/J(R)) y del morfismo
inyectivo Dy(v) : Dy(rR/S1) — De(rR) se tiene que debe existir un mor-
fismo inyectivo de R-modulos derechos o : R — E(Rg/J(R)). Ademas,
zoc(E(Rg/J(R))) = zoc(Rr/J(R)) = Rgr/J(R), donde Rr/J(R) es simple
por ser R local (recordar que, en general, el zoclo de un médulo coincide con
el zoclo de su capsula inyectiva). Dado que a(zoc(Rg)) < zoc(E(Rgr/J(R)) =
Rr/J(R), se sigue que a(zoc(Rg)) = 0 o bien a(zoc(Rg)) = Rr/J(R) (pues
Rr/J(R) es simple). Ya que « es morfismo inyectivo, a(zoc(Rg)) = 0 im-

plica que zoc(Rgr) = 0, lo cual no es posible (ya que, por ser artiniano,
R tiene un al menos un ideal derecho simple). Entonces debe ocurrir que
zoc(RRr) = Rg/J(R), es decir, zoc(Rg) es simple. O

Teorema 5.17. Una K-dlgebra de Artin R satisface (P) si y solo si R es
cuasi-Frobenius.

Demostracion. [<] Si R es cuasi-Frobenius entonces, en particular, R es auto-
inyectivo izquierdo y en consecuencia satisface (P) (pues todos los R-modulos

Matem&ticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 1, paginas 5-40



Luis Enrique Pineda Ramirez, César Cejudo Castilla, Alejandro Alvarado
38 Garcia

ciclicos son cociente de rR).

[=] (Por contradiccion.) Sea R, junto con el morfismo de anillos unitarios
¢ : K — R, una K-algebra de Artin que satisface (P) pero que no es cuasi-
Frobenius. Como R es artiniano, entonces R no es autoinyectivo izquierdo ni
autoinyectivo derecho (en caso contrario R seria cuasi-Frobenius). Por el Le-
ma 5.16, zoc(Rg) es simple 6 zoc(gR) es simple. Supongamos que zoc(Rpg) es
un R-moédulo derecho simple. Como R es artiniano, todos los ideales derechos
no cero de R contienen un ideal simple, de ahi que zoc(Rp) esta contenido
en todos los ideales derechos no cero de R y en consecuencia zoc(Rg) <.sRg.
Entonces E(zoc(Rg)) = E(Rg) (va que zoc(RRg) <es Rr <es E(Rg) implica
que zoc(RR) <.s E(Rg)), lo cual implica que E(Rpg) es inescindible (ver [5,
Corolario 6.6.3-(a)]). Por el Teorema 3.1 se tiene que R es local, entonces
rR es proyectivo inescindible y, por el Corolario 4.9 y por la Proposicion
4.10, Dy(rR) es inyectivo inescindible no cero en mod-R y en consecuencia,
por la Observacion 5.13, también es inyectivo inescindible en Mod-R. Dado
que R es local, todos los R-mo6dulos derechos simples son isomorfos entre si
(ya que todo R-modulo derecho simple es isomorfo a Rg/J(R)) y, como R
es artiniano, cada R-modulo derecho inyectivo inescindible no cero es cap-
sula inyectiva de algin R-moédulo derecho simple (ver [5, Corolario 6.6.3]),
asi que todos los R-mo6dulos derechos inyectivos inescindibles no cero son iso-
morfos entre si. Asi, Dy(rR) = E(Rpg) ya que ambos R-modulos derechos
son no cero inyectivos e inescindibles. Entonces existe un monomorfismo de
R-modulos derechos f : Rg — Dy(rR). También se tiene que f es mono-
morfismo de K-moédulos, pues f es inyectiva y si k € K y a € R entonces
f(ka) = f(ap(k)) = f(a)p(k) = kf(a), donde la primera y la ultima igual-
dad se deben a como se define la estructura de K-modulo en Rg y Dy(grR),
respectivamente, en razéon de la Proposicion 5.2. Notese que, por la Proposi-
cion 5.2, RR y Rpg tienen estructura de K-modulo que es inducida por ¢, sin
embargo, son el mismo K-moédulo, pues gkR yRp obviamente son el mismo
conjunto y para cada x € Ry k € K se tiene que

kr=p(k)z y  kx=zp(),

donde la primera igualdad es como se define kx en el K-médulo zR y la
segunda igualdad es como se define kx en el K-modulo Ry (ver Proposicion
5.2), pero p(k)z = zp(k) ya que, por definicion, ¢(K) esta contenido en el
centro de R. Por lo inmediato anterior, Rr v grR son el mismo K-modulo y
por ende sus longitudes de K-mo6dulo coinciden, es decir, Le(Rg) = Le(rR)
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(notese que todo K-modulo finitamente generado es un K-modulo artiniano
y noetheriano, ya que K es artiniano y por ende también noetheriano, es
decir, todo K-modulo finitamente generado tiene longitud finita, asi que g R
como K-modulo tiene longitud finita ya que es finitamente generado como K-
modulo por el Lema 5.9), donde por (a) del Teorema 5.8 se tiene que Le(grR) =
Le(Homk(rR, Ex)) = Le(D¢(gR)), lo cual implica que f es isomorfismo
de K-modulos (pues f es monomorfismo de K-modulos y las longitudes de
K-modulo de su dominio y codominio coinciden), asi que f es biyectiva y
por ende también es isomorfismo de R-moédulos derechos. Entonces Rr =
Dy(rR) = E(Rpg), pero esto contradice que R no es autoinyectivo derecho.
Simétricamente se llega a una contradiccion si zoc(gR) es simple. O
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Capitulo 2

Conjuntos g-cerrados

Armando Martinez Garcia
FCFM-BUAP

Resumen

Este capitulo tiene como objetivo presentar y estudiar algunas propieda-
des de los conjuntos g-cerrados.

1 Introduccion

En la seccion 2 daremos los resultados generales necesarios para llevar a buen
término este trabajo; en la seccién 3 presentamos la definicion de conjunto
g-cerrado que da titulo a este trabajo, asi como algunas propiedades que satis-
facen este tipo de conjuntos, en la secciéon 4 presentamos el comportamiento
de los conjuntos g-cerrados en algunas clases de espacios, finalizaremos este
trabajo presentando en la secciéon 5 la definiciéon de conjunto g-abiertos asi
como algunas propiedades de estos conjuntos.

2 Resultados generales

En esta seccion daremos las definiciones y resultados necesarios para desarro-
llar este trabajo.

Definicion 2.1. Sea (X, 1) un espacio topoldgico, AC X yx € X.
(1) A es un conjunto cerrado si X \ A € 7.

(2) La cerradura de A es

cdA(A)={x € X :UNA# 0 para todo U € 7 tal que x € U}.
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(3) El derivado del conjunto A es el conjunto que denotaremos como d(A)
es

d(A) ={z € X : (U\ {z}) N A #0 para todo U € 7 tal que x € U}.

(4) El interior de A el cual denotaremos como int(A) es el conjunto

int(A) =U{U e 7:U C A}.

(5) El kernel de A el cual denotaremos como es ker(A) es el conjunto
ker(A)=n{U et: ACU}.
Lema 2.2. Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico X, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes
(1) A es un conjunto cerrado.
(2) A=cl(A).

Demostracion. (1) implica (2) Sean x € Ay U € 7 con z € U, entonces
ANU # 0 lo cual implica que x € cl(A). Por lo tanto, A C cl(A).

Ahorasix ¢ A, entonces z € X\ A, es claro que X\A € 7y (X\A)NA =10
lo cual implica = ¢ cl(A). Por lo tanto, cl(A) C A. O

Lema 2.3. Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico X, entonces
(1) cl(A) = Aud(A).
(2) Si O €T estal que d(A) C O, entonces d(d(A)) C O.

Demostracion. (1) Es inmediato.

(2) Supongamos que existe z € d(d(A)) tal que x ¢ O, entonces x ¢ d(A)
lo cual implica que existe U € 7 tal que v € Uy ANU C {z}. Como
x € d(d(A)) implica que existe y € d(A)NUNX \ {z} de dondey e ONU,
yedlA)yD#ANONUNX\{y} Cc ANU C {z}, se sigue que z € O lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto, d(d(A)) C O. O

Lema 2.4. Sea A un subconjunto de un espacio topologico X, entonces

cd(A)=n{F:ACF yF esun conjunto cerrado}.
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Demostracion. Six ¢ {F : A C F y F es un conjunto cerrado}, entonces
existe un conjunto cerrado F tal que x ¢ F'y A C F. Es claro que x € X\ F,
X\Fery (X\F)nA=1(,lo cual implica que = ¢ cl(A). Por lo tanto,
c(A) CN{F:ACFyF esun conjunto cerrado}.

Si x ¢ cl(A), entonces existe U € 7 tal que x € Uy UNA = 0. Es
claro que A € X \ U, X \ U es un conjunto cerrado y = ¢ X \ U lo cual
implica que = ¢ {F : A C F y F es un conjunto cerrado}. Por lo tanto,
{F:ACFyF esun conjunto cerrado} C cl(A). O

Lema 2.5. Sea A un subconjunto de un espacio topologico X, las siguientes
afirmaciones son equivalentes

(1) Aer.
(1) A =int(A).
Demostracion. Es inmediato. [
Lema 2.6. Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico X, entonces
int(A) = X \ (X \ A).

Demostracion. Six ¢ X \ cl(X \ A), entonces z € cl(X \ A) lo cual implica
que para todo U € T tal que z € U y UN (X \ A) # 0 de donde z ¢ int(A).
Por lo tanto, int(A) C X \ cl(X \ A).

Ahora sea x € X \ cl(X \ A), entonces z # cl(X \ A) de donde existe
Uerttalquex e Uy UN(X\ A) lo cual implica z € U C A. Por lo tanto,
X\ (X \A) Cint(A). O

Definicién 2.7. Sea (X, T) un espacio topoldgico, Y C X y A CY entonces
(1) La topologia relativa en 'Y la cual denotaremos como Ty es

v ={0ONY :0 e}

(2) La cerradura de A en'Y la cual denotaremos como cly A) es

cly(A) =cl(A)NY.
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La definicién 2.8 incisos (1) y definicion 2.10 aparecen en [8, definicion
4.1] el inciso (2) aparece en |5, definicion 8.1] y el inciso (3) y definicion (2.9)
aparecen en |6, definicion 3.1 y teorema 4.8|.

Definicion 2.8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, entonces

(1) X es localmente indiscreto si

U es un conjunto cerrado para todo U € T.

(2) X es un espacio topoldgico simétrico si

z € cl({y}) implica y € cl({z}) para todo x,y € X.

(3) X es de Alexandrof f si la interseccion arbitraria de conjuntos abiertos
es un conjunto abierto.

Si (X, 7) es un espacio topologico de Alexandrof f consideremos los con-
juntos

(1) M ={z € X : z es elemento maximal de X }.
(1) m = {z € X : x es elemento minimal de X}.

Definicién 2.9. Sea (X, 7) un espacio topoldgico de Alexandroff yx € X,
entonces

(1) El conjunto U, = {y € X : x <y} es el abierto minimo que contiene a
T.

(2) El conjunto V, ={y € X 1y <z} satisface que clx{z} =V,.
(3) Six e m, entonces cl({z}) = {x}.
(4) Six e M, entonces U, = {x}.

Definicion 2.10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, entonces

(1) X Un espacio topoldgico es Tp si para todo x € X, existen un conjunto
abierto U y un conjunto cerrado F' tales que

{z} =UNF.
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(2) X Un espacio topoldgico es submaximal si
D es un conjunto abierto para todo conjunto denso D de X.
(3) A es un conjunto localmente cerrado si existen un conjunto abierto U y
un conjunto cerrado F' C X tales que
A=UnNF.
Teorema 2.11. Sea (X, 7) un espacio topoldgico las siguientes afirmaciones
son equivalentes

(1) (X, 7) es un espacio topologico Tp.

(2) Para todo x € X eziste U € T tal que {x} = U Ncl({z}).
Demostracion. (1) implica (2) Sea x € X como (X, 7) es un espacio topolo-
gico Tp existen U € 7y un conjunto cerrado F C X tal que {z} =UNF.

Como {z} = UNF, entonces {z} C Uy {z} C F lo cual implica {z} C U
y {z} C cl({z}) de donde se sigue que
{z} cUncd{z}) cUNF = {z}.
Por lo tanto,
{z} =Und({z}).
(2) implica (1) Es inmediato. ]
Teorema 2.12. Sean (X,7) un espacio topoldgico y A C X las siguientes

afirmaciones son equivalentes

(1) A es un conjunto localmente cerrado.

(2) Existe U € 7 tal que A=UNcl(A).

Demostracion. (1) implica (2) Sea A un conjunto localmente cerrado.

Como A es un conjunto localmente cerrado de la definicion 2.10 existen
U € 7 y un conjunto cerrado F' C X tales que A = U N F' lo cual implica que
ACUyACF,entoncesy A C cl(A) C F de donde

A=ANUcCUNC(A) CUNF = A.

Por lo tanto,
A=Uncd(A).

(2) implica (1) Es inmediato. O
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Corolario 2.13. Sea (X, T) un espacio topoldgico, entonces
(1) Para todo U € 7, U es localmente cerrado.
(2) Para todo conjunto cerrado F' C X, F' es localmente cerrado.

El teorema 2.14 aparece en |6, teorema 4.5 y el teorema 2.15 aparece en
19].
Teorema 2.14. Sea (X, T) un espacio topoldgico las siguientes afirmaciones
son equivalentes

(1) (X, 7) es un espacio topoldgico submazimal
(2) Para todo conjunto A C X, A es un conjunto localmente cerrado.

Demostracion. (1) implica (2) Sean (X, 7) un espacio topologico submazximal
yACX.

Sicl(A) = X, entonces A € 7 de donde A = ANcl(A).

Sicl(A) # X, entonces AU (X \ ¢l(A)) es un conjunto denso, de donde

AUX\d(A)eTy A=[AU (X \ c(A))]Ncl(A).

Por lo tanto, A es un conjunto localmente cerrado.

(2) implica (1) Sea A C X un conjunto denso.

Como A un conjunto denso, entonces cl/(A) = X y A es un conjunto
localmente cerrado. Aplicando el teorema 2.11 existe U € 7 tal que A =
UNcl(A) y como cl(A) = X se tiene que A =UNX = U lo cual implica que
Aer.

Por lo tanto, (X, 7) es un espacio topologico submazximal. ]

Teorema 2.15. Sea (X, 7) un espacio topoldgico de Alexandrof f las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes

(1) (X,7) es un espacio topoldgico Submazximal.
(2) X =MUm.

Demostracion. (1) implica (2) Sea (X, 7) un espacio topologico Submazimal.
Supongamos que existe £ € X que no es minimal ni maximal, entonces
existen y, z € X tales que z < x < y.
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Como z < y, de la definicién 2.10 se tiene y € U, lo cual implica z €
cd({y}) C (X \ {x}). Por lo tanto, el conjunto D = X \ {z} es denso en
X, ademés es claro que z € D y como z < x de la Definicién 2.10 se tiene
x € U, \ D de donde z ¢ Int(D) implica que D no es un conjunto abierto es
decir (X, 7) no es un espacio topologico submazximal.

(2) implica (1) Sean X = M Um y D C X un conjunto denso.

Como D C X es un conjunto denso, como para todo x € M de la Defi-
nicion 2.10 se tiene U, = {x} y U, N D # (), que implica 2 € D, entonces
M C D y para cada x € D\ M existe y, € X tal que x < y, se sigue que
Yy € X \m C M, entonces y, € D. Por lo tanto, para todo = € D, se sigue
que U, C D de donde D = U,epUs,.

Por lo tanto, (X, 7) es un espacio topolégico submazximal. ]
Definiciéon 2.16. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X

(1) A es un conjunto preabierto si

A Cintlcl(A)].
(2) X es un espacio puerta si para todo conjunto A C X
A=int(A) o A=cl(A).
(3) X es un espacio hiperconezo si para todo V € T tal que V # )
c(V) = X.

Teorema 2.17. Sea (X, 7) un espacio topoldgico de las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes

(1) (X,7) es un espacio topolégico localmente indiscreto.
(2) Para todo conjunto A C X, A es un conjunto preabierto.
)

(3) Para todo v € X, {x} es un conjunto preabierto.

(4) Para todo conjunto cerrado ' C X, F' es un conjunto preabierto.

Teorema 2.18. Sea (X, 7) un espacio topoldgico hiperconexo las siguientes
afirmaciones son equivalentes

(1) (X, 7) es un espacio topoldgico Submaximal.

(2) (X,7) es un espacio topoldgico puerta.
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3 Conjuntos g-cerrados

Iniciaremos esta seccién dando la definicion de conjunto g-cerrado asi como
otras definiciones que nos seran ttiles en esta secciéon. Las definicion 3.1 inciso
(1) aparece en [5, definicion 2.1] y el inciso (2) y Observacion 1 aparecen en
[4, definicion 3.2], el teorema 3.2 aparece en |2, teorema 2.2|.

Definicion 3.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X definimos
(1) A es un conjunto g-cerrado si

cl(A) C U para cada conjunto abierto U C X tal que A C U.

(2) La g cerradura de A la cual denotaremos como cly(A) es el conjunto

cly(A) =n{F C X :ACF con F un conjunto g-cerrado}.

Observacion 1. Es claro que si A C X es un conjunto cerrado, entonces
(1) A es un conjunto g-cerrado.
(2) c,(A) = A.
(3) No todo conjunto g-cerrado es cerrado como lo muestra el siguiente

ejemplo.
Ejemplo 1. Sean
X ={a,b,c},7={0,{a}, X}y A= {a,b}.
Es claro que A es un conjunto g-cerrado pero no cerrado.

Teorema 3.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, entonces para todo v € X,
{z} es un conjunto cerrado o X \ {x} es un conjunto g-cerrado.

Demostracion. Sea x € X si {z} no es un conjunto cerrado, entonces X \ {z}
no es un conjunto abierto de donde se sigue que el tinico conjunto abierto que
lo contiene es X de donde se sigue que cl(X \ {z}) C X.

Por lo tanto, para todo z € X

{z} es un conjunto cerrado o X \ {x} es un conjunto g- cerrado.
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Los resultados de 3.3-3.8 aparecen en |5, teo 2.9, teo 2.4, teo 2.6, cor 2.7
y teo 2.9].

Teorema 3.3. Sean (X, T) un espacio topoldgico, Y C X con (Y,7y) un
subespacio y A C'Y un conjunto g- cerrado en X, entonces A es un conjunto
g-cerrado en Y .

Demostracion. Sea V € 1y tal que A C V.

Como V' € 7y, de la Definicién 2.7 existe O € 7 tal que V. =0NY de
donde A C ONY en particular A C O lo cual implica que cl(A) C O es decir
c(A)NY C ONY con lo cual obtenemos cly (A) C V.

Por lo tanto,

A es un conjunto g-cerrado en Y.

[

Teorema 3.4. Sean (X,7) un espacio topolégico y A,B C X con A y B
conjuntos g-cerrados, entonces AU B es un conjunto g-cerrado.

Demostracion. Sean A, B C X conjuntos g-cerrados y O € 7 tal que AUB C
0.

Como AUB C O entonces A C Oy B C O y dado que A, B son conjuntos
g-cerrados de la Definicion 3.1, se sigue que cl(A) C Oy cl(B) C O y como
cl(A)Ucl(B) = cl(AU B), entonces cl(AU B) C O.

Por lo tanto, de la Definiciéon 3.1 se tiene que A U B es un conjunto g-
cerrado. [

Sin embargo la intersecciéon de conjuntos g-cerrados no necesariamente es
g-cerrado para lo cual basta dar un ejemplo.

Ejemplo 3.5. Sean
X ={a,b,c}, 7 ={0,{a}, X}, A={a,b} y B={a,c}.

Es claro que A y B son conjuntos g-cerrados pero AN B no es g-cerrado.

Teorema 3.6. Sean (X, T) un espacio topoldgico y B C A C X tales que B
es un conjunto g-cerrado en A y A es un conjunto g-cerrado en X, entonces
B es un conjunto g-cerrado en X.

Demostracion. Sean B C A C X tales que
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(1) B es un conjunto g-cerrado en A,

(2) A es un conjunto g-cerrado en X y
(3) O €1 tal que B C O.

Como B C Oy B C A, entonces B C ANO y de la Definiciéon 2.7, AN O
es un abierto relativo en A y como B es un conjunto g-cerrado en A de la
Definicion 3.1 se sigue que cls(B) € AN O es decir ANcl(B) C ANO en
particular AN cl(B) C O de donde,

(ANc(B)U(X \c(B) CcOU(X\d(B))
entonces A C O U (X \ ¢l(B)) con lo cual,
c(A) cOU (X \d(B))

y dado que B C A tenemos que cl(B) C OU(X \ cl(B)), entonces cl(B) C O.
Por lo tanto, de la definiciéon 3.1, se tiene que

B es un conjunto g-cerrado en X.

O

En el Ejemplo 7?7 se demostré que intersecciéon de conjuntos g-cerrados
no necesariamente es un conjunto g-cerrado, sin embargo si uno de estos
conjuntos es cerrado y el otro es g-cerrado la intersecciéon es g-cerrado como
nos lo muestra el siguiente resultado que se sigue del teorema 3.6.

Corolario 3.7. Sean (X, T) un espacio topoldgico y A, F' C X tales que A
es un conjunto g-cerrado y F un conjunto cerrado, entonces AN F es un
congunto g-cerrado.

Demostracion. Sean A es un conjunto g-cerrado y F' un conjunto cerrado.

Como A es un conjunto g-cerrado y F' un conjunto cerrado, AN F' es un
conjunto cerrado en A, de donde es un conjunto g-cerrado en A, y aplicando
el teorema 3.4, obtenemos que

AN F es un conjunto g-cerrado.
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Teorema 3.8. Sean (X, T) un espacio topoldgico y A, B C X tales que
(1) BCACcd(B)y
(2) B un conjunto g-cerrado,

entonces A es un conjunto g-cerrado.

Demostracion. Sean A, B C X tales que B C A C cl(B) con B un conjunto
g-cerrado y O € T tal que A C O.

Como B C Ay A C O, entonces B C O y dado que B es un conjunto
g-cerrado de la Definicion 3.1 se tiene que cl(B) C O y como A C cl(B) se
sigue que cl(A) C O.

Por lo tanto, de la Definicién 3.1 se tiene que

A es un conjunto g- cerrado.

]

Teorema 3.9. Sean (X, 7) un espacio topoldgico localmente indiscreto, en-
tonces todo conjunto A C X es un conjunto g-cerrado.

Demostracion. Sean A C X y O € 1 tal que A C O. Luego, cl(A) C cl(O),
y como X es localmente indiscreto, se sigue que cl(O) = O, con lo cual
cl(A) C O.
Por lo tanto,
A es un conjunto g-cerrado .

De los teoremas 2.17 y 3.9 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.10. Sea (X,T) un espacio topoldgico, entonces todo conjunto
A C X, es un conjunto g-cerrado si satisface cualquiera de las siguientes
condiciones.

(1) A es un conjunto preabierto.
(2) Para todo x € X, {x} es un conjunto preabierto.

(3) Todo conjunto cerrado F C X, es un conjunto preabierto.
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La siguiente definicién junto con la observaciéon que se da a continuacion
nos permite decir cuando un conjunto A C X es un conjunto g-cerrado.

Definiciéon 3.11. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X diremos que

La T cerradura de A que denotaremos como clr(A) es el conjunto
cr(A) ={z € X : cly,(U)NA# 0 para todo U € 7 tal que x € U}
A es un conjunto g-T cerrado si
clr(A) C U para todo conjunto abierto U C X tal que A C U.
La 0 cerradura de A la cual denotaremos como clg(A) es el conjunto
cg(A) ={x e X :c(U)NA#0 para todo U € 7 tal que x € U}

A es un conjunto 0 cerrado si A = clp(A).

A es un conjunto g-0 cerrado si
clg(A) C U para cada U € 7 tal que A C U.
Observacion 2. Si A C X, entonces
(1) ACcly(A) Ccl(A) C clr(A).
(2) ACcly(A) Ccl(A) C clg(A).

Corolario 3.12. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X un conjunto,
entonces A es un conjunto g cerrado si satisface cualquiera de las siguientes
condiciones

(1) A es un conjunto g-T cerrado.
(2) A es un conjunto g-0 cerrado.

El teorema 3.13 aparece en |1, teorema 2.2| y el teorema 3.14 aparece en
[3, teorema 2.2].

Teorema 3.13. Sean (X, T) un espacio topologico y v = {F C X : F =
cl(F)}, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) 7=1.
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(2) Todo conjunto A C X es un conjunto g-cerrado.

Demostracion. (1) implica (2) Supongamos que 7 =~vysean AC X yO €1
tales que A C O.

Como 7 =y O € 7 son tales que A C O, entonces cl(A) C cl(O) = O
lo cual implica que cl(A) C O.

Definicién 3.1, se tiene que

A es un conjunto g-cerrado.

(2) implica (1) Supongamos que todo conjunto A C X es un conjunto
g-cerrado.

Sea O € 7, como O C Oy O es un conjunto g- cerrado, entonces cl(O) C O
y como O C ¢l(O), entonces O = cl(O).

Asi 7 C 7. En forma analoga podemos demostrar que v C 7.

Por lo tanto, 7 = 7. ]

Teorema 3.14. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) A es un conjunto g-cerrado.
(2) cd({z})NA#0D para cada x € cl(A).
(3) cl(A)\ A no contiene conjuntos cerrados no vacios.

Demostracion. (1) implica (2) Sea A es un conjunto g-cerrado.

Supongamos que existe z € cl(A) tal que cl({z}) N A = (), entonces
A C X\ c({z}) y dado que A es un conjunto g-cerrado de la Definicion 3.1
se sigue que cl(A) C X \ cl({z}) lo cual implica que z € X \ cl({z}) lo que
es una contradiccion.

Por lo tanto,

c({z}) N A # () para cada x € cl(A).

(2) implica (3) Supongamos que existe un conjunto cerrado F' C cl(A)\ A
tal que F # ().

Como F # () existe x € F de donde {z} C F, entonces cl({z}) C F'y
como F' C cl(A) \ A tenemos que

0+£cd({z})NACFNAC(cd(A)\A)NA
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que es una contradiccion.
Por lo tanto,

Si F C cl(A)\ A es un conjunto cerrado, entonces F' = ().

(3) implica (1) Supongamos que cl(A) \ A no contiene conjuntos cerrados
no vacios.

Sea U € 7 tal que A C U, es claro que cl(A) N (X \ U) es un conjunto
cerrado tal que

cd(A)N(X\U) Ccl(A)\ A.

entonces cl(A) N (X \ U) = 0 lo cual implica que cl(A) C U.
De la Definicion 3.1 se tiene que A es un conjunto g-cerrado. ]

Teorema 3.15. Sean (X, T) un espacio topolégico y A C X, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) A es un conjunto g-cerrado.
(2) cl(A) C ker(A).

Demostracion. (1) implica (2) Sea A es un conjunto g-cerrado de la Definicion
3.1, cl(A) C U para todo U € 7, tal que A C U, de donde

cd(A)c {Uer:ACU}.
De la Definicién 2.1, tenemos que
cl(A) C ker(A).

(2) implica (1) Supongamos que cl(A) C ker(A).
Como cl(A) C ker(A), entonces cl(A) C U para todo U € 7 tal que
AcCU.

De la Definicién 3.1 tenemos que A es un conjunto g cerrado. [

En los teoremas damos algunas equivalencias al hecho de que para cada
x € X, {x} sea un conjunto g-cerrado.

Teorema 3.16. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, entonces las siguientes afir-
mactones son equivalentes

(1) X es un espacio topoldgico simétrico.
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(2) Para todo x € X, {x} es un conjunto g-cerrado.

Demostracion. (1) implica (2) Sea (X, 7) un espacio topologico simétrico y
supongamos que existe x € X tal que {z} no es un conjunto g-cerrado.

Como {z} no es un conjunto g-cerrado entonces existe O € 7 tal que
{z} C Oy cl({z}) no esta contenido en O.

Como cl({z}) no esta contenido en O, entonces cl({z})N (X \ O) # 0, que
implica que existe y € cl({z}) N (X \ O) es decir y € cl({z}) yy € (X \ O)
y dado que (X, 7) es un espacio topologico simétrico. Por definiciéon 2.8, x €
cl({y}) lo cual implica que = € cl({y}) C (X \ O), es decir, {z} C (X \ O)
que es una contradiccion.

Por lo tanto,

para todo x € X, {x} es un conjunto g-cerrado.

(2) implica (1) Supongamos que para todo x € X, {z} es un conjunto
g-cerrado y que (X, 7) no es un espacio topolégico simétrico.
Como (X, 7) no es un espacio topologico simétrico existen z,y € X tales

que x € cl({y}) y y & cl({z}).
Dado que y ¢ cl({z}), entonces {y} C (X \cl({z}) y hipotesis se sigue que

cd({y}) C (X \ cd({z}) de donde z € (X \ cl({x}) que es una contradiccion.
Por lo tanto,

(X, 7) es un espacio topolégico simétrico.

Los teoremas 3.17 y 3.18 son consecuencia de |7, lemas 4.2 y 4.3|.

Teorema 3.17. Sea (X, 7) un espacio topolégico, entonces las siguientes afir-
mactones son equivalentes

(1) Para todo x € X, {x} es un conjunto g-cerrado.
(2) U=\ {F CU:F=clF)} para todo U € T.

Demostracion. (1) implica (2) Supongamos que para todo z € X, {x} es un
conjunto g-cerrado.

Como para todo = € X, {x} es un conjunto g-cerrado, cl({z}) C U para
todo U € 7 tal que z € U, entonces U = | J{cl({z}) : x € U}.
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(2) implica (1) Supongamos que U = |J{F C U : F = cl(F)} para todo
Uer.

Sean U € 7y x € U, entonces por hipotesis existe F' C U tal que F =
cl(F)yx € F de donde se sigue que cl({z}) C F' lo cual implica que cl({z}) C
U.

Por lo tanto, para todo z € X, {} es un conjunto g-cerrado. ]

Teorema 3.18. Sea (X, ) un espacio topoldgico, entonces las siguientes afir-
mactones son equivalentes

(1) Para todo v € X, {x} es un conjunto g-cerrado.
(2) ker(F) = F para todo conjunto cerrado F C X.

Demostracion. (1) implica (2) Supongamos que para todo xz € X, {z} es un
conjunto g-cerrado, entonces por el teorema 3.16 esto es equivalente a que

U:U{FC U:F =cl(F)} para todo U € 7.

Sea F' C X un conjunto cerrado, entonces X \ F' € 7 lo cual implica que
X\F=U{CCX\F:dC)=C}

es decir F=({X\C:FcCX\C}.
Por lo tanto,
ker(F) = F.

(2) implica (1) Supongamos que ker(F') = F para todo conjunto cerrado
FcX.

Sea U € 1, entonces X \ U es un conjunto cerrado lo cual implica que
ker(X \ U) = X \ U implica que U es unién de conjuntos cerrados.

Del teorema 3.16, para todo x € X, {x} es un conjunto g-cerrado. ]

En los resultados damos algunos equivalencias que nos aseguran cuando
un conjunto g-cerrado es cerrado.

Corolario 3.19. Sean (X, T) un espacio topoldgico y A C X un conjunto g-
cerrado, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) A es un conjunto cerrado.
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(2) cl(A)\ A es un conjunto cerrado.

Demostracion. (1) implica (2) Es inmediato.

(2) implica (1) Supongamos que cl(A) \ A es un conjunto cerrado.

Como A es un conjunto g-cerrado, aplicando el teorema 3.13, cl(A)\ A = ()
lo cual implica cl(A) = A.

Por lo tanto, A es un conjunto cerrado. O]

Teorema 3.20. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X, un conjunto g-
cerrado entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) A es un conjunto cerrado.
(2) A es un conjunto localmente cerrado.

Demostracion. (1) implica (2) Es inmediato.

(2) implica (1) Sea A un conjunto localmente cerrado.

Como A es un conjunto localmente cerrado del teorema 2.12 existe un
conjunto O € 7 tal que A = O Ncl(A), entonces A C O y como A es un
conjunto g- cerrado, de la Definicién 3.1 se tiene que cl(A) C O de donde
A=0nNcl(A) = cl(A).

Por lo tanto,

A =cl(A).

]

Corolario 3.21. Sean (X,7) un espacio topoldgico tal que todo conjunto
A C X, es un conjunto g- cerrado entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) A es un conjunto cerrado.
(2) X es un espacio topoldgico submaximal.

Demostracion. (1) implica (2): Se sigue del teorema 2.14 y corolario 2.13.
(2) implica (1): Se sigue de los teoremas. O

De los teoremas 2.14, 2.15 y 2.18 se tiene los siguientes 2 corolarios.

Corolario 3.22. Sea (X, 7) un espacio topolégico hiperconezo tal que todo
conjunto A C X, es un conjunto g-cerrado, entonces las siguientes afirma-
crones son equivalentes
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(1) A es un conjunto cerrado.

(2) X es un espacio topoldgico puerta.

Corolario 3.23. Sean (X, T) un espacio topoldgico de Alexandrof f tal que
todo conjunto A C X, es un conjunto g-cerrado entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes

(1) A es un conjunto cerrado.
(2) X =MUm.
De los teoremas 2.11 y 3.15 tenemos los siguientes resultados.

Corolario 3.24. Sean (X,7) un espacio topoldgico tal que para todo x €
X, {z} es un conjunto g-cerrado, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) X es un espacio topoldgico Tp.
(1) Para todo x € X, {x} es un conjunto cerrado.

Corolario 3.25. Sean (X,7) un espacio topoldgico tal que para todo x €
X, {z} es un conjunto g-cerrado, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) X es un espacio topoldgico Tp.
(1) U=UH{F CX:F=clF)} para todo U € 7.

Finalizaremos esta seccion dando resultados bajo los cuales la imagen de
un conjunto g-cerrado es un conjunto g-cerrado.

Teorema 3.26. Sean (X, 7x), (Y, 7y) espacios topoldgicos, f : X — Y conti-
nua y cerrada y A C X un conjunto g-cerrado, entonces f(A) es un conjunto
g-cerrado.

Demostracion. Sea O € 71 tal que f(A) C O, entonces A C f~1(0) y dado
que A es un conjunto g- cerrado y f~1(O) € 7 se sigue que cl(A) C f71(O) y
como

c(f(A)) C c(flcl(A)]) = flel(A)] C O

implica que cl(f(A)) C O.
Por lo tanto, f(A) es un conjunto g-cerrado. ]
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Teorema 3.27. Sean (X, 7x), (Y, 7y) espacios topoldgicos, f : X =Y con-
tinua, abierta, sobre y B C'Y un conjunto g- cerrado, entonces f~1(B) es un
conjunto g-cerrado.

Demostracién. Sean B C Y un conjunto g- cerrado y U € 7 tal que f~1(B) C
U. Como f~}(B) C U se sigue que B C f(f~1(B)) C f(U) y dado que f es
abierta y B es un conjunto g-cerrado se tiene que cl(B) C f(U) y como f es
continua y sobre tenemos que cl[f(B)] C f(cl(B)) C f~Y(f(U)) = U es decir
cd(f~(B)) cU.

Por lo tanto, f~!(B) es un conjunto g-cerrado. ]

4 Conjuntos g-cerrados en clases de espacios

Es conocido que si A C X es un conjunto cerrado y (X, 7) es un espacio
compacto o numerablemente compacto o Lindeloff o paracompacto, entonces
A es compacto, numerablemente compacto, Lindeloff, paracompacto respec-
tivamente veremos que si A C X es un conjunto g-cerrado y (X, 7) es un
espacio compacto o numerablemente compacto o Lindeloff o paracompacto,
entonces A es compacto, numerablemente compacto, Lindeloff, paracompacto
respectivamente. Los resultados de es ta seccionpueden ser consultados en |5,
teorems 3.1 y 3.2].

Teorema 4.1. Sean (X, T) un espacio topologico y A C X un conjunto g-
cerrado, entonces

(1) Si (X, 7) un espacio topoldgico compacto, entonces A es compacto.

(2) Si (X,7) un espacio topoldgico numerablemente compacto, entonces A
es numerablemente compacto.

(3) Si (X, 7) un espacio topoldgico Lindeloff, entonces A es Lindeloff.

(4) Si (X, T) un espacio topoldgico para compacto, entonces A es para com-
pacto.

Demostracion. (1) Sea A C X un conjunto g-cerrado y U una cubierta abierta
de A.

Como U una cubierta abierta de A se sigue que A C U{O : O € U} y
aplicando la Definicion 3.1 se sigue que cl(A) C U{O : O € U} y como X
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es compacto cl(A) es compacto de donde existen Oy,...,0, € U tales que
cl(A) CU{O; :i=1,...,n}, sesigue que A C U{O; :i=1,...,n}.
Por lo tanto,
A es compacto.

Las demostraciones de (2), (3) y (4) son analogas. O

Teorema 4.2. Sean (X, ) un espacio topolégico y A C X, entonces d(A) es
un conjunto g- cerrado.

Demostracion. Sea A C X y O € 7 tal que d(A) C O. Como d(A) C O
del Lema 2.1 se tiene que d(d(A)) C Oy como cl(d(A)) = d(A) U d(d(A)),
entonces

cl(d(A)) Cc O
Por lo tanto, d(A) es un conjunto g-cerrado. O

Corolario 4.3. Sea A un subconjunto de un espacio topologico X, entonces
d(A) es un conjunto compacto.

Demostracion. Sea A C X. Por el teorema 4.2 d(A), es un conjunto g-cerrado
y como X es compacto, entonces por el teorema 4.1, se tiene que d(A) es
compacto. 0

Teorema 4.4. Sean (X, T) un espacio topoldgico reqular y A C X compacto,
entonces A es un conjunto g-cerrado.

Demostracion. Sea A C X compactoy O € 7 tal que A C O.

Como A C Oy X es regular existe O; € T tal que A C O; C cl(Oy) C O
de donde se sigue que cl(A) C O.

Por lo tanto, A es un conjunto g-cerrado. ]

Teorema 4.5. Sean (X,7) un espacio topoldgico normal y A, F C X con
F un compacto, A un conjunto g-cerrado y F N A = (), entonces existen
01,05 € 7 tales que F C O, AC Oy y O, N0y = 0.

Demostracion. Sean A, ' C X con F' un compacto, A un conjunto g-cerrado
tales que FNA=(.

Como F' C X con F compacto y X normal, entonces F' es un conjunto
cerrado y dado que FNA = (), entonces A C (X' \ F) y como A es un conjunto
g-cerrado de la Definicion 3.1 se tiene que cl(A) C (X \ F) lo cual implica
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que cl(A)NF = y dado que X es un espacio normal se sigue que existen
01,05 € 7 tales que F C Oy, cl(A) C Oy y O1 N Oy =0y como A C cl(A).

Por lo tanto,
existen 01,0y € T tales que F C O1,AC Oy y O1N Oy = 0.
]

En general conjuntos g-cerrados ajenos en un espacio normal no pueden ser
separados por conjuntos a abiertos para lo cual es suficiente dar un ejemplo.
Ejemplo 3. Sean

X ={a,b,c},7={0,{a}, X}, A= {b} y B ={c}.

es claro que AN B = (), A y B son conjuntos g-cerrados y no pueden ser
separados por conjuntos abiertos.

Teorema 4.6. Sean (X, 7) un espacio topolégico normal y Y C X un con-
Junto g-cerrado, entonces (Y, Ty) es un espacio normal.

Demostracion. Sean E, F C X conjuntos cerrado en X tales que (Y N E)N
(YNF)=0.

Como (YNE)N(YNF) =0 sesigue que Y C X\ (ENF) lo cual implica
que c(Y)C X\ (ENF), entonces (cl(Y)NE)N (cl(Y)NF) = 0.

Como (X, 7) un espacio topolégico normal, existen O, O, € T tales que

OlﬂOQZQ,Cl(Y)ﬂECOlycl(Y)ﬂFCOQ

sesigneque YNECO NYyYNEFCONY.
Por lo tanto, (Y, 7y) es un espacio normal. O

Teorema 4.7. Sean (X, 7) un espacio topoldgico Localmente Indiscreto, en-
tonces A es un conjunto g-cerrado para todo A C X.

Demostracion. Sea A C X y O € 7 tal que A C O.

Como (X, 7) un espacio topologico Localmente Indiscreto y O € 7, O =
cl(0), y dado que A C O sigue que cl(A) C O.
Por lo tanto, A es un conjunto g-cerrado. O
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5 Conjuntos g-abiertos

Definiciéon 5.1. Sean (X, T) un espacio topoldgico y A C X, entonces A es
un conjunto g-abierto si X \ A es un conjunto g-cerrado. Los resultados de
esta seccion pueden ser consultados en [5, definicion 4.1, teoremas 4.2, 4.3,

4.5, 4.8, 4.9 y corolario 4.4].

Teorema 5.2. Sean (X,7) un espacio topoldgico y A C X, entonces las
sigutentes afirmaciones son equivalentes

(1) A es un conjunto g-abierto.

(2) Para todo conjunto cerrado F C X tal que F' C A implica que F C
int(A).

Demostracion. (1) implica (2) Sea A es un conjunto g-abierto y F' C X un
conjunto cerrado tal que F' C A.

Como A es un conjunto g-abierto, entonces X \ A es un conjunto g-cerrado
y dado que F' C X es un conjunto cerrado tal que F' C A se sigue que
X\ A C X\ F lo cual implica c/(X \ A) C X \ F con lo cual obtenemos que
FCX\cdX\A).

Por lo tanto,

F Cint(A).

(2) implica (1) Supongamos que para todo conjunto cerrado F' C X tal que
F C Aimplica que F' C Int(A) yseaU € 7 tal que X \ A C U.

Como X\ A C U sesigue que X \U C A lo cual implica que X \U C int(A)
de donde X \ int(A) C U y dado que X \ A C X \ int(A) C U se sigue que
cd(X\A) cCU.

Por lo tanto, A es un conjunto g-abierto. ]

Teorema 5.3. Sean (X,7) un espacio topoldgico y A,B C X, conjuntos
separado, g-abiertos entonces AU B es un conjunto g-abierto.

Demostracion. Sean A, B C X, conjuntos separados, g-abiertos y F' un con-
junto cerrado tal que F' C AU B.

Como A, B C X, son conjuntos separados y F© C A U B, entonces F'N
cl(A) C Ay FNc(B) C By dado que Ay B son conjuntos g-abiertos, se
sigue que

Fnec(A) cint(A)y FNel(B) Cint(B).
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Ahora como
F=FNn(AUB)C (FNndc(A)N(Fnc(B)) Cint(A)UB Cint(AU B),

se sigue que F' C int(AU B).
Por lo tanto, AU B es un conjunto g-abierto. O

En general la unién de conjuntos g-abiertos no necesariamente es g-abierto
para lo cual es suficiente recordar el Ejemplo 3.5, sin embargo, si estos conjun-
tos son separados la interseccion de estos conjuntos si es un conjunto g-cerrado
como nos lo muestra el siguiente resultado.

Corolario 5.4. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A, B C X, conjuntos g-
cerrados tales que X \ A y X \ B son separados entonces AN B es un conjunto
g-cerrado.

Demostracion. Como A, B C X, son conjuntos g-cerrados y A = X'\ (X'\ A)
y B = X\ (X \ B), entonces (X \ A) y (X \ B) son conjuntos g-abiertos
separados, de donde del teorema anterior, (X \ A) U (X \ B) es un conjunto
g-abierto y dado que (X \ A)U (X \ B) = X\ (AN B) implica que X \ (AN B)
es un conjunto g-abierto.

Por lo tanto, AN B es un conjunto g-cerrado. [

Teorema 5.5. Sean (X,7) un espacio topolégico y A C X, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) A es un conjunto g- abierto.
(1) Siint(A)U(X \A) C O con O €T, entonces O = X.

Demostracion. (1) implica (2) Sea A es un conjunto g- abierto y int(A) U
(X\A) COconOer.
Como int(A)U (X \ A) C O, entonces

(X\O)Ccad(X\NA)NA=c(X\A)\(X\A).
Como X \ A es g-cerrado y X \ O es cerrado, del teorema 3.10, se sigue
que X \ O = 0.

Por lo tanto,
0 =X.
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(2) implica (1) Sea F' un conjunto cerrado tal que F' C A.

Como F C A, entonces (X \ A) C (X \ F)) de donde int(A) U (X \ A) C
int(A)U(X\ F) lo cual implica que int(A)U(X\ F) = X es decir F' C int(A).

Por lo tanto, A es un conjunto g-abierto. O

Teorema 5.6. Sean A y B subconjuntos de un espacio topoldgico X tales que
int(A) C B C A con A un conjunto g-abierto, entonces B es un conjunto
g-abierto.

Demostracion. Sean A, B C X tales que int(A) C B C A con A un conjunto
g-abierto.

Como int(A) C B C Ay A un conjunto g-abierto, entonces (X \ A) C
(X\B) Cc(X\A)ydado que (X \ A) es un conjunto g-cerrado, entonces
(X \ B) es un conjunto g-cerrado.

Por lo tanto, B es un conjunto g-cerrado. 0]

Teorema 5.7. Sean (X,7) un espacio topologico y A C X, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) A es un conjunto g-cerrado

1. (2)] cl(A) \ A es un conjunto g-abierto.

Demostracion. (1) implica (2): Sea A es un conjunto g-cerrado y F' un con-
junto cerrado tal que F' C cl(A) \ A de donde se sigue que F = () lo cual
implica que F' C int(cl(A) \ A) de donde aplicando el Teorema .

Por lo tanto,

cl(A) \ A es un conjunto g-abierto.

(2) implica (1): Sean cl(A) \ A es un conjunto g-abierto y O € 7 tal que
ACO.
Es claro que

(1) cl(A) N (X \ O) es un conjunto cerrado y
(1) cd(A)N(X\O)Ccd(A)N(X\A) =cl(A)\ A
y dado que cl(A) \ A es un conjunto g-abierto se sigue que
A(A)N(X\O) Cint(cl(A)\A) =0

de donde cl(A) N (X \ O) =0, es decir, cl(A) C O.
Por lo tanto, A es un conjunto g-cerrado. O
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Abstract

In this work we aim to formalize and show the equivalence between the
Arrow’s Imposibility Theorem and the Gibbard-Satterhwaite’s Manipu-
lability Theorem, as a second and final part of Chapter 3 published in
"Matematicas y sus Aplicaciones 21" (2023). As in the previous chap-
ter, we show techniques and equivalences which are crucial to prove the
equivalence between the Arrow’s Impossibility Theorem and the Gibbard-
Satterhwaite’s Manipulability Theorem. We analyze different versions of
the Impossibility and Manipulability Theorems according to several func-
tions in social choice theory, namely social choice functions, social welfare
functions and voting rules. Moreover, we prove several equivalences in-
cluding relevant fundamentals of the different versions of the Impossibility
theorem and the Manipulability theorem (relations and classical proof)
according to the results by D. Makinson.

1 Introduction

As mentioned in Cuevas et al. [1], the Social Choice Theory’s subject
matter are the procedures to choose candidates given the voters’ preferences.
Such procedures are analyzed and classified according to features, considered
rational. Kelly et al. [2] present an introductory approach to this theory,
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which started with the doctoral dissertation by Arrow, entitled “Social choice
and individual values” [3], where the electoral procedures are standardized,
transforming the voters’ preferences into a social preference. Arrow [3] used
the term social welfare function to refer to the relation transforming each
set of individual’s total pre-orders into a total pre-order (voting global prefer-
ences), concluding that there does not exist any social welfare function with a
minimum number of rational properties unless it is a dictatorship. Arrow did
not consider, which are the manipulability situations for electoral processes,
where a voter can lie to obtain a more convenient result than the one ob-
tained voting honestly. In this line of thoughts, the Gibbard-Satterthwaite’s
manipulability theorem, established that all choice functions satisfying a set
of desirable properties are necessarily manipulable, as mentioned in Cuevas
et al. [1].

In this chapter we focus on formalizing the equivalence between both theo-
rems [1]. To this aim, we need to delve into several proofs, in addition to
the different versions of the Impossibility and Manipulability Theorems, ac-
cording to social choice and social welfare functions and voting rules. We
introduce the Arrow’s theorem versions to analyze its interrelations and clas-
sic proof, subsequently, we introduce different versions of the manipulability
theorem, highlighting those carried out by Makinson et al. [4]. From the
latter, we show the equivalences between the impossibility and the manipula-
bility theorems from the techniques shown in the preceding sections [5], with
the aim to thoroughly show the equivalence between the Arrow’s impossi-
bility theorem and the Gibbard-Satterthwaite’s manipulability theorem. We
continuosly recall the work by Cuevas et al. [1] in chapter 3 in "Matematicas
y sus Aplicaciones 21 del ano 2023". A significant part of the results in this
work rely on the work by Cuevas et al. [1], and hereinafter we will refer to
several definitions, theorems and lemmas in such work.

2 Basic concepts of Impossibility and Manipu-
lability

The social choice theory studies thoroughly the set preferences of an
individual over a set of determined alternatives, to provide a global preference
or the best alternatives, where the main goal is to establish which choice
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systems are fair or appropriate, satisfying the society as a set, expressing the
preferences as total pre-orders (Def. 2.1 to 2.3 in Cuevas et al. [1]). We bear
in mind that reflexivity is not included since it is derived immediately from the
totality of the relation. In addition to these results in [1], we set the following
notation: a~b denotes that a is "indifferent to" b. We use a>b, to denote that
a is "less strict than" b, and a*=b, denotes that a "is as good as" b. Likewise,
PT denotes the total pre-orders set and OL the set of linear orders. We will
refer to the subject study individuals set as N, the set of alternatives X, and
Z*(X) the set of alternatives (where * is used by convention to stand for
the non-empty power set of X), V denotes the collection of subsets of Z7*(X)
(which we will call "agenda"), and to denote the set of the best alternatives in
V according to the preferences in u, we use f(u, V) where f, (V') and f(u,V)
are equivalent. In Social Choice Theory is necessary to define social choice
functions, social welfare functions, and voting rules.

Definition 2.1. Let X denote a set of alternatives. A social choice function
f is a function of the form
[ PT"x2*(X) — P*(X) such as f(u,V)CV.

Definition 2.2. A deterministic social welfare function is manipulable-fbs if
there exists an individual i, a profile uw and an order =* satisfying

o f(u)=(x1,29,  xp,a,.. .,)T,
o f(u[>*/i]) = (z1,22,...,2p,b,.. .)T,
) i Q.

We establish some choice rules for the social choice functions:

Simple Majority Rule: Let X = {z,y}, N = {1,...,n} and consider the
pairs of the form (u, V') with w € PT"™. We define:

{z}, iflieN:z > y|>lie N:y>; o,
fu (V) =< {y}, iflieN:y>= z|>lie N:x >y, (1)
{z,y}, otherwise.

Absolute Majority Rule: Proceeding analogously as in the simple majority
rule, we define:
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{z}, if i€ N:x =yl >3,
fu (V) =< {y}, if [ieN:y = z|>3, (2)

{z,y}, otherwise.

Projection Rule: Let i denote an individual, u a profile and V' an agenda.
Hence, without loss of generality, we define:

fu(V) = max (V, =) . (3)

Borda Rule: Let u = {’=, =5, =3, ..., =}, for each x € X, x is associated
with a natural number 7;(z), corresponding to the position of z in the total
pre-order =; where r; (z) m<m is the largest integer such as there exists
x1,T2,..., Ty € X with z; >; ;41 and 2, = . We define:

n

ru(2) =) ri(), (4)

EV)={zeVir (@) >r.(y) VyeV}. (5)

The previously mentioned rules of Absolute Majoritory, Projection and Borda
are widely related to Def. 2.5 to 2.21 in Cuevas et al. [1| as properties
of the social choice functions to provide a notion of manipulability, which
essentially manifests that an individual ¢ which we will refer to as manipulator,
obtains better results by lying over telling the truth. The latter leads to the
interpretation of individual 7 as a manipulator, obtaining a set with at least a
better element than the best element in the true preferences set, to enunciate
the manipulability in a pessimistic fashion. These arguments state that the
manipulator obtains a set in which the worst element of the set represents
the lie. In this context, it is necessary to define Social Welfare Functions [1].
We highlight that in the social welfare functions, the input is a profile and
the output the individuals’ global preferences. The transition between social
choice and social welfare functions is given by assigning a pre-order to the
winning alternatives in the social choice function, i.e.

fu (V) =70 (6)

The whole path from the beginning of the chapter by Cuevas et al. [1] to set
the foundations to define social welfare functions, is continued here, where we
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remain to enunciate several rules and properties for social welfare functions
equivalent to the rules and properties enunciated for social choice functions,
both in the construction, structure, and notation (nomenclature). In the
deterministic case a Social Welfare Function f : OL" — OL is said to be
deterministic if f(u) = »=, where = is a linear order. We proceed at this
point to focus on Voting Rules since there exists a transition between them
and the social welfare functions. We recall that the winner for the Borda rule
is given by the pre-order top which is the image of the social welfare function.
In Definitions. 2.22 to 2.28 in Cuevas et al. [1], they show the properties for
the individual ¢ considered as dictator-rv, voting rules- f, dictatorial voting
rules-rv, and Pareto-rv. The latter are required to establish the Arrow’s
Impossibility Theorem, and its proof depends on Definitions. 3.2 and 3.3 in
Cuevas et al. [1], which give place to the following Lemmas (shown in [1] pp.

74-75):

Lemma 2.3. Let [ be a social choice function satisfying transitive explana-
tions, IIA and Pareto then z 3=, y if and only if v € f,({z,y}).

Lemma 2.4. First contagion result. Let f be a social choice function
satisfying Standard Domain, Transitive Fxplanations, IIA and Pareto. Then,
if tDgy = x D%z for every z € X with z # x and z # y.

Lemma 2.5. Second contagion result. Let f be a social choice function
satisfying Standard Domain, Transitive Ezplanations, IIA and Pareto. If it
holds xDgy, then wD%y for any w € X with w # x and w # y.

Lemma 2.6. General Contagion Theorem. Let f be a social choice func-
tion satisfying Standard Domain, Transitive Fxplanations, IIA and Pareto.
Hence, if it satisfies xDgy for given z,y € X, then wD%z for any pair w, 2
with w # z, which means S is decisive.

We bear in mind that Lemmas 2.4, 2.5 and 2.6 refer to techniques by Salcedo
et al. [6] and Kelly et al. [2], that allow us to denote S as locally decisive
for = against y and use xD,y. We recall that if f satisfies Pareto, then N is
locally decisive. To denote that S is globally decisive for x against y we use
xD%y and it D%y for any pair of alternatives z,y, we will simply refer to
S as decisive, implying that if f satisfies Pareto, then N is globally decisive.
From the latter, it follows that:
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Theorem 2.7. Let [ : PT"xZ*(X) — Z*(X) a social choice function,
satisfying standard domain, transitive explanations, IIA — fes, and Pareto.
Then f is dictatorial ("Arrow’s Impossibility Theorem").

Proof. Following the hypothesis and since f satisfies Pareto, we have that N
is decisive. Thus, we consider the set .# := {M C N : M is decisive}, where
it can be noticed straighforwardly that .# # () since N € .#. Subsequently,
we can consider S € . such as |S|<|M| for every M € .#, ie. S has a
minimal size. Hence, if |S| = 1, then S = {i} for a given individual i € N, a
dictator.

Now, we aim to show that indeed there exists a dictator for which we can
proceed by contradiction. Hence, |S|>2, and without loss of generality we
can consider ¢ € S and S\{i} € N. Subsequently, given that |S|>2 and
using the hypothesis S\{i} # 0. Since f satisfies Standard Domain, we can
consider the agenda V' = {x,y, z} and the profile u such as,

T

<
[N
ISR\

ul{z,y, 2} = (7)

N
&
<

- =~ =~
{i}  S\{i} N\S
Subsequently, we focus on f,({y, z}) and consider the following: since S is
decisive, then z # f,({y,z}), it follows that y >, z. Moreover, focusing

on r =, y, by contradiction, we can assume that it holds that y >, x, i.e.
r # fu({y,z}) and we notice that:

x y x
ul {z,y} = \gi./ \,./ y : (8)

T S\ NS

Since f satisfies Transitive Explanations, it follows that if  # f,({z,y}),
then x # f,(V) for every agenda V such as y € V. Indeed, y =, =, and
similarly, by Transitive Explanations f, (V) = max(V,=,), from which it
follows that if y € V then = # f,(V). Hence, since x >~ y for every k €
(N\S)U{i} Ay >,z (for every j € S\{i}). On the other hand, by the
hypothesis it holds = # f,({z,y}), and by Transitive Explanations it follows
that for every agenda with x € V' and x # max(V, =,), then yD ¢ (;yy.
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By Lemma 2.6 it follows that S\ {i} is decisive, which contradicts the min-
imal size of S, i.e. |S|<|M]| for every M € ., thus x =, y. On the other
hand, since y >, z Az %=, y then = >, 2z, which means that z # f, ({z, z}),
and noticing that:

T z

z
ul{ezp = o o ) (9)

{i} S\{ip N\S

Since z =, x for every k € N\{i} AN = >; 2z 2 # f.({z,2}), then xDpz.
By virtue of Lemma 2.6 it follows that {i} is decisive, which contradicts the
minimality of S. Hence, |S| = 1, which means there exists a dictator. O

As a consequence of Theorem 2.7 we have the following result for Social
Welfare Functions

Theorem 2.8. Version for social welfare functions. Let f be a social
welfare function of the form f : PT"—PT which satisfies simultaneously
Pareto-fbs and Independence of Irrelevant Alternatives IIA-fbs. Hence, f is
dictatorial-fbs.

Subsequently, we focus on the Gibbard-Satterthwaite’s theorem. To this aim,
we need the results in the Definitions, Lemmas and Corollaries 3.9 to 3.17
(their proofs are provided in Cuevas et al. [1] (pp. 78-80). From these results,
we give the following Theorem as a consequence of Theorem 2.8.

Theorem 2.9. Let f: OL" — P*(X) be a deterministic voting rule satis-
fying MIIA and Pareto-rv, then f is Dictatorial-rv.

At this point, from Theorems 2.8 and 2.9, along with the results in Cuevas et
al. [1] in Definitions, Lemmas and Propositions 3.20 to 3.36, it follows that:

Lemma 2.10. Let f : OL™ — X be a deterministic voting rule satisfying
downward monotonicity and Pareto, S C N with a,b,c € X two by two
different alternatives. If aSb and S = TUU for TNU = (), then aTc or cUb.

Proof. We will consider a profile u such as a>;b>;c for every i € T, c>;a> ;b
for every j € U, and b>,;c~;a for every k € N\S. Hence, u is as follows,
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a b c
b a

ul{zyp=| ¢ b a |. (10)

T U N\

On the other hand, since a>;x, b>;x and c>;x for every ¢ € N and for every
x € X\{a,b,c}, by Pareto it follows that f(u) ¢ X\{a,b,c}, implying that
f(u) € {a,b,c}. By hypothesis, we have that aSb, implying straightforwardly
that f(u) # b, giving place to the possibilities f(u) = a or f(u) = c.

Thus, if f(u) = a, by Lemma 3.28 in Cuevas et al. [1] (page 83) (Existence
Lemma) it follows that a7'c since for every ¢ € T it follows that a>;c and for
every j € N\T we have that ¢~;a. Similarly, if f(u) = ¢, by Lemma 3.28 in
Cuevas et al. [1] (page 83) it follows that cUb since for every j € U it holds
that ¢>;b and for every i € N\U it follows that b>;c. O

Lemma 2.11. Let f : OL™ — X be a deterministic voting rule satisfying
Pareto. If S is an Oligarchy (Def. 3.20, page 81 in Cuevas et al. [1]), then
there exists i € S such as {i} is an Oligarchy. In particular, since N is
an Oligarchy (by Pareto), then there exists a voter which is a dictator for f
[2, 15, 16].

The following result (Gibbard-Satterthwaite’s Manipulability Theorem) is a
direct consequence (Corollary) of Lemma 2.11 (which also depends on Lemma
2.10)

Theorem 2.12. Let f : OL™ — X be a deterministic voting rule satisfy-
ing non-manipulability and Pareto-rv, then f is a voting rule Dictatorial-rv
(Gibbard-Satterthwaite’s Manipulability Theorem).

These results also allow us to enunciate another version of Theorem 2.12,
for example, in Theorem 2.13 we will provide a version of Theorem 2.12 for
voting rules (the proof is provided in Cuevas et al. [1| page 84).

Theorem 2.13. A wvoting rule f : OL" — P*(X) is non-Manipulable,
non-Impositive and deterministic iof and only if, it is Dictatorial.

Theorem 2.14. Let f : OL" — Z7*(X) be a voting rule satisfying non-
manipulability and non-imposition, then f is a dictatorial voting rule.
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By virtue of the previous results, we have the required tools to obtain the fol-
lowing result, enunciated and proved by Jhon Duggan and Thomas Schwartz
in 1993 and formally published in 2000 [17].

Theorem 2.15. (Version for non-deterministic voting rules and non-
linear orders). Let f : OL" — Z*(X) be a voting rule satisfying non-
manipulability either in a pessimistic or optimistic way, and non-imposition.
Then f is a dictatorial weakly inclusive voting rule.

Theorem 2.15 is very important. Indeed, other versions of such theorem are
obtained from Theorem 2.15. We mention some of the most relevant versions
hereinafter.

Theorem 2.16. (Version of Theorem 2.12 for social welfare func-
tions). Let f : OL™ — PT be a deterministic social welfare function satisfy-
ing non-manipulability-fbs and non-imposition by pairs, then f is dictatorial-

fbs [17].

Theorem 2.17. (Version of Theorem 2.12 for deterministic social
choice functions and non-linear orders). Let f : OL"x2Z*(X) —
P*(X) be a deterministic social choice function satisfying non-manipulability-
fes and non-imposition by pairs, then f is dictatorial-fes [5, 18].

Theorem 2.18. (Version of Theorem 2.12 for non-deterministic so-
cial choice functions and non-linear orders).

Let f: OL"xZ7*(X) — Z7*(X) be a non-deterministic social choice func-
tion satisfying non-manipulability-fes either in a optimistic or pessimistic
way, and non-imposition by pairs, then f is dictatorial-fes [5, 18, 19].

3 Proof of the Equivalence between Arrow’s and
Gibbard Satterthwaite’s theorems

In this section, we accomplish the main goal of this chapter, proving
the equivalence between Theorem 2.7 (Arrow’s Impossibility Theorem) and
Theorem 2.12 (Gibbard-Satterthwaite’s Manipulability Theorem). As a first
step, we will enunciate special versions of the theorems by means of the
previous results, as well as other useful results to reach our goal.
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Theorem 3.1. (Arrow’s Special Theorem, special version of Theo-
rem 2.7). Let [ : OL" — Z*(X) be a deterministic voting rule satisfying
Pareto and MIIA (Def. 3.17, page 80 in Cuevas et al. [1]), then f has a
dictator [3, 20).

Theorem 3.2. (Gibbard-Satterthwaite’s Special Theorem, special ver-
sion of Theorem 2.12). Let f: OL™ — 27*(X) be a deterministic non-
impositive and non-manipulable voting rule, then f has a dictator [21, 19].

By means of Theorems 3.1 and 3.2 we obtain the following version of Theorem
2.7

Theorem 3.3. (Second Arrow’s Special Theorem, special version of
Theorem 2.7). Let [ : OL™ — 27*(X) be a voting rule satisfying Pareto,
ITA and downward monotonicity, then [ has a dictator [22].

Since the conclusion is the same in both Theorems 3.2 and 3.3, it will suffice
to show that the premises are equivalent. In order to achieve this, we will
enunciate the following results:

Lemma 3.4. Every voting rule f : OL™ — *(X) satisfying IIA and Pareto
is deterministic [5, 6].

Proof. We will proceed by contradiction. Let f be non-deterministic, u a
profile and a,b,c € X with |X| > 3 such as a,b € f(u). Subsequently, we
assume N = AUB with A={ie N:a=; b}, B={i € N:b>;a}, 4 new
profiles defined from u as follows:

e u; = u . (placing ¢ in the bottom),

a
e up =uy|c [A| (for ¢ between a and b in the set A),

e us=uy|a JA| (for cin the top of A),
b
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b
e uy=uz|c /B| (placing c between a and b for set B),

a

as a straightforward consequence, the following statements hold:

L. ¢ ¢ f(ur) ANa,b} C f(u),

(1) (u1)
2. c & flus) Aa,b} C flus),
3. ¢ ¢ f(us) A{a,b} C f(us),
4. c ¢ fug) A{a, b} C f(ug).

Clearly, for statement 1 and by Pareto ¢ ¢ f(u;) since by contradiction, it
holds that {a,b} € f(u1), therefore u|(ery = wil(esy if ¢ ¢ {e, f}. On the
other hand, a # c and e # ¢ = |4} = U1|{ae} and without loss of generality
a ¢ f(u) Ne € f(uq). Restricting profiles u and u; to the alternatives a and
e, we have two equal profiles with a ¢ f(u;) and a € f(u) which contradicts
ITA.

For statement 2, for both A and B it follows that a =; ¢ V 7. If we restrict
uy and ug to alternatives a and ¢, we obtain two equal profiles, and by ITA,
since ¢ ¢ f(uy) it follows that ¢ ¢ f(us). By contradiction, {a,b} € f(u2) =
Ur|{e,r} = Ua|{e,5} if ¢ & {e, f}, given that a # cand e # ¢ = u1|{q,e} = U2l{a,e}-
Assuming a ¢ f(uz) A e € f(uz) and restricting the profiles u; and uy to
the alternatives a and e, we obtain two equal profiles with a ¢ f(us) and
a € f(uy), which contradicts ITA.

For statement 3, if we restrict us and ug to alternatives ¢ and b, it follows
that us|(pep = us|(p,c}. Subsequently, since ¢ & f(uz) Ab € f(uz) and by the
ITA hypothesis it follows that ¢ ¢ f(u3). To show that {a,b} C f(u3), we
assume by contradiction that {a,b} € f(us), therefore us|ie ;y = uslie sy if
c ¢ {e,f}. Since a # c and e # c, thus us|{ae} = Us|{a,e}, Without loss of
generality, we may assume a ¢ f(us) A e € f(uz) and restricting profiles uy
and ug to alternatives a and e we obtain two equal profiles with a ¢ f(u3)
and a € f(uz), which contradicts ITA.

For statement 4, if we restrict us and uy to alternatives b and c, it follows
that us|(,cy = ua|(p,cy. Moreover, ¢ ¢ f(us) Ab € f(us) by the IIA hypothesis,
it follows that ¢ ¢ f(u4). Subsequently, we will show that {a,b} C f(us).
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To this aim, we proceed by contradiction. It follows that {a,b} € f(ua4),
therefore us|(e,ry = ualie,sy if ¢ € {e, f}. Moreover, a # c and e # ¢ =
U3lfa,er = Ual{ae}. We assume that a ¢ f(us) Ae € f(usg) and restrict the
profiles uz and uy4 to alternatives a and e, which results in two equal profiles
with a ¢ f(u3) and a € f(ug) which contradicts IIA. Hence, we have proved
the 4 statements. We notice that in statement 4, we obtained that a € f(uy4)
which contradicts Pareto, since in this profile c>a for every 1.

Hence, |f(u)|= 1, which means f is deterministic. O

We will see that in the deterministic case, the definition of MITA is equivalent
to ITA along with downward monotonicity; which can be seen in the following
results (this proof follows from the Propositions 3.5 to 3.6, 3.8, Lemma 3.10
in Cuevas et al. [1] page 87), recalling Theorem 3.7.

Proposition 3.5. Let f be a deterministic voting rule satisfying MIIA, then
f satisfies downward monotonicity.

Proposition 3.6. Let f : OL" — 2*(X) be a deterministic voting rule sat-
isfying Pareto, then MIIA is equivalent to IIA with downward monotonicity.

Proof. We will show in the first place that MIIA implies IIA and downward
monotonicity. Hence, let us suppose that f satisfies MITA. By Proposition
3.5 f satisfies downward monotonicity. For the IIA case, we will assume that
ulg, y =Wl s f(u) ={a}. Hence, by contradiction, if f is deterministic it
follows that f(u’) = {b} and by MIIA implies that there exists ¢ such as a>;b
and a>;b, which is a contradiction.

In the case that downward monotonicity and ITA implies MITA, we will sup-
pose that ITA and downward monotonicity hold, and assume that f(u) = {a}
and f(u') = {b} with a # b. Hence, proceeding by contradiction, let A =
{k:a>,b} and B = {k : b>;€a}. By Pareto and given that the preferences
are linear, we have that A and B are non-empty sets, and by construction
AN B =0 and thus B C N\A.

However, if B = N\A it follows that ul,, , = u[, , and by IIA b & f(u)
which contradicts the hypothesis of f(u') = {b}. If B € N\A, then N\A =
BUA', where for every j € A’ it follows that a;b. Hence, by downward
monotonicity the individuals’ preferences in A’ can be changed by placing b
over a, resulting in profile u” such as f(u”) = b. However, by construction
u|{:1:,y} = u”]{w}, which by ITA follows that b ¢ f(u”), which is a contradic-
tion. O]
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Theorem 3.7. Let f : OL™ — P*(X) be a voting rule satisfying Pareto,
then the following are equivalents: (i) f is deterministic and non-manipulable,
(ii) f is deterministic and satisfies MIIA, and (iii) f satisfies [IA and down-
ward monotonicity [2, 3, 6, 23].

Recalling our main objective, we need to prove that the premises in Theorems
2.7 and 2.12 are equivalent. To prove such equivalence, we will establish a
series of definitions, propositions and lemmas, hereinafter:

Proposition 3.8. Fvery voting rule f : PT" — 27*(X) satisfying Pareto,
also satisfies Unanimity (Def. 3.30, page 84 in Cuevas et al. [1]).

Corollary 3.9. Every voting rule satisfying Pareto, satisfies non-imposition.

Lemma 3.10. Let f : OL" — P*(X) be a deterministic non-manipulable
and non-impositive voting rule, then f satisfies Pareto.

Proof. In order to show that f satisfies Pareto, we need to see that for a
profile u, if x>;y for every i, then y # f(u).

Proceeding by contradiction, we will assume that f(u) = y. Hence, since f
is deterministic and non-manipulable, by Lemma 3.25 in Cuevas et al. |[1]
(page 81) f satisfies downward monotonicity. By Lemma 3.27 in Cuevas et
al. [1] (page 82), we are able to assume that all preferences in u are of the
form z>-y>=xo>- - =145 (for k the number of alternatives).

Since f is non-impositive, we can consider a profile v’ such as f(u') = x. By
virtue of Lemma 3.26 in Cuevas et al. [1| (page 82), we can assume that all
preferences in u' are of the form x>y>xo>-+->x1_o. Thus, u = u/, however,
f(u) # f(u'), which is a contradiction. Therefore, f satisfies Pareto. O

From the previous results in Lemma 3.10, Corollary 3.9, and Proposition 3.8
(along with all the previous results from Theorem 2.18), we can prove the
equivalence, enunciated in the following theorem:

Theorem 3.11. Let f: OL™ — Z7*(X) be a voting rule, then the following
are equivalent:

(i) [ satisfies Pareto, IIA and downward monotonicity,
(i1) f is deterministic, satisfies Pareto and MIIA,

(i11) f is deterministic, non-impostitive and non-manipulable.
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Proof. (i) < (ii) It is a consequence of applying Theorem 3.7.

(ii) = (iii) Since f satisfies Pareto, by Corollary 3.9 it follows that f is non-
impositive. Moreover, by Theorem 3.7, it follows that f is non-manipulable.
Hence, f is non-impositive and non-manipulable.

(iii) = (ii) On the other hand, since f is deterministic, non-impositive and
non-manipulable, by virtue of Lemma 3.10 it follows that f satisfies Pareto.
Hence, since f satisfies Pareto, it is also deterministic and non-manipulable,
and by Theorem 3.7 f satisfies MIIA. Thus, f is deterministic, satisfies Pareto
and MIIA. O

As a Corollary of Theorem 3.11, we have the equivalence between the Ar-
row’s Impossibility Theorem (Theorem 2.7) and the Gibbard-Satterthwaite’s
Manipulability Theorem for voting rules (Theorem 2.13).

Finally, as a corollary of this equivalence and by Theorem 2.13, we have proved
Theorem 2.9. The equivalence between these two theorems follows from these
results, complementing the previously published chapter by Cuevas et al. [1].

4 Miscellany of problems/examples

In general, probability is not a popular area in science, despite it is in-
directly used in research projects in several areas in mathematics, physics,
biology, etc. Most specifically, the social choice functions and voting rules
could include a probabilistic idea of a dictator variable. There are elements
and tools used in a small research circle, namely the social choice theory,
which have the additional aim of reaching out a broader readers’ audience
that could potentially use the Arrow’s Imposibility Theorem and Gibbard-
Satterthwaite’s Manipulability Theorem, and intuitively think of their equiv-
alence. We have included a series of examples/problems applying such ele-
ments of social choice theory to relate this chapter to research works in the
literature, also related to probability.

Ejemplo 4.1. Let u = (%=1, =2, ..., =) be a profile and =, a total pre-order
assigned to the profile u defined as follows

T =y Y = Tu(x) =1y (y).
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Hence, it follows that fB(V) = max(V,=,) by virtue of the definition in the
Borda Rule and following the pre-order properties. Therefore, the Borda Rule
satisfies Transitive Explanations.

Ejemplo 4.2. Let us consider a profile and an agenda V, satisfying:

e rcV,

o Foreveryi e Nz >; y.

We will show that y & fB(V). By hypothesis it follows that x =; y for every
i € N where ri(z) > r;(y). Thus,

ri(x) > Y ri(y), Vi € N. (11)
i=1 i=1
The latter implies that r,(x) > r,(y). Hence, since v € V and by definition
of fB(V) it follows that y & f2(V). In consequence, the Borda rule satisfies
Pareto.

Problem 4.3. We prove a manipulation situation considering X = {x,y, z},
n = 3, a social choice function (in this case the Borda Rule) f : PT3 x
PH(X) — P*(X) and a profile u defined as follows

xy z x
z Y z
u =
z Y
~— ~ N ,
=1 =2 =3

Proof. Let > be a profile, defined as a lie, which follows:
2T,

using the Projection rule, we define ¢, (X) = max(f,(X), >). From such pre-
order > and the Projection rule it follows that g,(X) = {z}. By the Borda
rule it follows that

e r,(x) =6,
o 7,(y) =5,
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e r,(2) =6,

where fB(X) = {x,z}. Let us assume that individual 1 changes preferences
in such a manner that profile u transforms into

W {l\z < 8
Y {& @ w
j{<@ w8

—_~

Moreover, by the Burda rule, it holds that

o ry(z) =17,
hd Tu’<y) =9,
o ry(z) =6,

where f5(X) = {z}. On the other hand, if we define g,/ (X) = max(f,/(X), =
), it follows that g, (X) = {x}. Hence, if we denote by =" the pre-order
satisfying = »" y ' z, we notice that ' is indeed u[>" /1]. However, we
recall that in the true preferences of individual 1 it follow that x =1 z, where

g(ulz" /1)) = g(v') = x =1 2 = g(u).

This represents a manipulation situation for g, since individual 1 obtains
better results lying. O]

Ejemplo 4.4. Let X = {x,y,z} and the profile

T Ty Y
Y T
u = )
z z z
R N
1 =2 =3

by virtue of the Borda rule it follows
o r,(x)=1,
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b Tu(y) - 7;
o 1,(2) =3,

where fB(u) = (xzy)

We notice that in this example x >=; z, y >=; z and x =, z, Y =y 2. The
latter illustrates that the Borda rule satisfies Pareto, which was proved in
Cuevas et al. [1].

Problem 4.5. We show that the Borda rule does not satisfy IIA-fbs forn = 3,
X ={z,y,2} and the following profiles

Yy z Yy
z T z
u =
Y T
~— ) N~
1 2 =3
and
Yy x Yy
z z T
u = )
Y z
—~ o =~
1 =2 =3

Proof. If we restrict profiles u and u’ to alternatives {x,y}, we obtain

Ty €z )

u r{w,y}: ~—~ 4 , \l‘/ ’
71 F2 73
ry z Y

/ —

u r{fC»y}_ ~—~ 4 , \l‘/
F1 72 73

We notice that u' [ 1= v [{z,. We observe that using the Borda rule for
each profile u, we obtain
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e r,(x) =5,
e ry(y) =6,
o r,(z) =6,

where f(u) = (yz, z, )T. Hence, for profile o/

o ry(x) =17,
hd TU’(:y) = 67
o 7.(2) =4,

where f(u/) = (z,y,2)". Thus, f(u) # f(u'). Hence, the Borda rule does not

satisfy IIA-fbs. W
Ejemplo 4.6. Let us consider the profiles u = (=1, =2, ..., =n) and u' = (3=}
L Ehy =) Such as for any alternatives x,y, U [{z 0= U {2y}

In particular, =1z =" {2y} Hence, f(u) = f(u').

In consequence, the Projection Rule satisfies IIA-fbs.

Ejemplo 4.7. Let n =3 and X = {x,y,z}. Let us assume

T x TYz
Y z
u =
z Yy
~~ N , ~—
=1 =2 =3

From example /.4, we recall that the image of the social welfare function is
the pre-order

X

Fu= | Y2

Hence, fP(u) = top(i=y). Thus, f2(u) = {x}.
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Ejemplo 4.8. We have seen in the definition of social choice functions (Sec-
tion 2 in Cuevas et al. [1]) that the Borda rule satisfies Pareto. We illustrate
this situation recalling Example 4.4.

Considering the top of the resulting pre-order in the mentioned example, by
virtue of the Borda definition it follows that fB(u) = {x,y}. We recall that
x=; 2 and y =; z for every i € N and also z ¢ fB(u). In consequence, the
Borda rule satisfies Pareto.

Problem 4.9. Prove that the Borda Rule does not satisfy IIA-rv for n = 3,
X ={z,y,2} and the following profiles

Yy z Yy
z T z
u =
Y T
~—~— ) N~
1 2 =3
and
Yy x )
z z x
u = .
Y z
~— ;N
1 2 =3

Yy z Y

U [ ay)= —~ Y \‘T,./ )
71 F2 73
Yy z Y

U oy = - L)

1 =2 =3

We recall that «' [{ 3= U [{s,4}, and using the Borda rule for each profile we
obtain profile u
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e r,(x) =5,
e r,(y) =6,
e 1r,(z) =6,

o ry(x) =17,
® Ty (y) = 6a
o 1,(2) =4,

where f(u') = {z}. We notice that x ¢ f(u) and = € f(u') which contradicts
ITA-rv. Hence, in this case, the Borda rule does not satisfy IIA-rv. ]

Problem 4.10. Show that the Borda rule holds under the consideration of
X ={z,y,z}, n =3, avoting rule f : PT?*— 22*(X) and a profile u defined
as follows

Ty z x
z Y z
u =
z Y
~— ~ . ,
F1 72 73

Proof. Let = be a pre-order, which we defined as a lie and satisfying the
following:

zZ-T Y.

Using the Projection rule, we define g(u) = max(f(u), =*). Hence, from such
pre-order > and the Projection rule it follows that g(u) = {z}. By virtue of
the Borda rule it holds:

e r,(x) =6,
o 7,(y) =5,
e 1,(z) =6,

Matemadticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 3, paginas 69-93



Implications, equivalence and special versions of the Arrow’s Impossibility
Theorem and the Gibbard-Satterthwaite’s Manipulability Theorem 89

Where f(u) = {x, z}. Subsequently, we assume individual 1 changes prefer-
ences in such manner that profile u transforms into
x
z
(Y
~—~
73

lY(N@&
QY{&@N

In addition, by virtue of the Borda rule, it follows that

o ry(x) =17,
L4 ru’(y) = 5a
e ry(z) =6,

Where f(u') = {z}. On the other hand, if we define g(v') = max(f(u'), =*)
it follows that g(u') = {z}. Thus, if we denote by 3=’ the pre-order satisfying
x ="y ' z, we notice that u’ is indeed u[>=" /1]. However, we recall that in
the true preferences of individual 1, it follows that x =1 z, where

g(ulz" /1)) = g(u') = x =1 2 = g(u).

The latter represents a manipulation situation for g, since individual 1 obtains
better results lying. O]

5 Conclusions

After going through several versions of the impossibility and manipula-
bility theorems, we were able to establish a narrow bridge between a version
of the impossibility theorem and the manipulability theorem, constituted by
versions for voting rules. We think we have clarified the picture of the dif-
ferent Arrow’s theorem versions and its relations, as well as the outlook of
different versions of the manipulability theorem. So far, we do not know if
more complex manipulability versions for social choice functions are equiva-
lent to any version of the Arrow’s theorem, which constitutes an interesting
work to carry out.
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Finally, in this chapter, we give a proof of the equivalence between the im-
possibility and the manipulability theorem. To this aim, we need to prove
additional versions of the equivalence theorem for voting rules and the dicta-
tor definition, as well as the consideration of such dictator in the context of
contagion rules. The miscellany aims to reach out a broader reader’s audience
in diverse areas.
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Prediccion del precio de la mezcla mexicana de
crudo de exportaciéon: modelo discreto vs.
modelo continuo

Carlos Manuel Garcia Remigio, Ambrosio Ortiz Ramirez

Escuela Superior de Economia, Instituto Politécnico
Nacional

Resumen

En este trabajo se ejecuta el prondstico de precio de la mezcla mexicana
petroleo crudo de exportacion (MME) mediante dos metodologias. La
primera consiste en la identificacién, la estimacion y validacion de un
modelo de series de tiempo ARMA (p,q). Se elije un modelo ARMA(2,0,2)
por obtener el valor minimo de tres criterios de informacion AIC, BIC,
HQIC y de la raiz cuadrada del error cuadratico medio (RECM). En
segundo lugar se estiman los parametros de tendencia y volatilidad de
la ecuacion diferencial estocastica (EDE) de un movimiento geométrico
browniano (MGB) y se ejecutan predicciones por simulacion Monte Carlo
con 20,000 trayectorias. De acuerdo con la evidencia empirica analizada
al comparar las medidas de desempenio RECM de ambos modelos, con
el ARMA(2,0,2) se obtuvo un valor de 1.27, mientras que con el MGB
se obtuvo un valor de 35. En este sentido las ventajas y limitaciones de
los modelos propuestos son distintas, por lo que se concluye que para
periodos cortos de tiempo los modelos discretos son mas eficientes que
los modelos en tiempo continuo.

1 Introducciéon

El menester de ejecutar pronodsticos confiables esta presente en todas las dis-
ciplinas. Con frecuencia las empresas que se dedican al estudio de mercado
sobre un determinado producto ejecutan pronodsticos considerando factores re-
levantes como la demanda, precio, posicionamiento de la marca, entre otros.
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En los entes econémicos que disenian estrategias de inversion para los diferen-
tes productos que ofrecen a sus clientes, se tiene la necesidad de fundamentar
las expectativas sobre determinado activo o conjunto de activos y de esta
manera tomar decisiones que en el futuro cercano se veran reflejadas en los
estados financieros. En el sector publico los generadores de indicadores finan-
cieros recurren a menudo a hacer pronésticos sobre una determinada variable
que es clave en finanzas publicas, por ejemplo, el tipo de cambio al que se
venderéd determinada materia prima, el nivel estimado de cambio del produc-
to interno bruto o el nivel de la inflacién, por mencionar algunos. En ambos
escenarios se tienen que hacer un estimado con la informacién disponible y
las caracteristicas propias del objeto en cuestiéon. Si por alguna razén no se
contara con un antecedente de precios o niveles asociados historicos, estos se
podrian estimar al compararlos con otros con caracteristicas similares y sobre
la marcha hacer los ajustes necesarios mediante consenso en un intercambio
de informacién con todas las areas interesadas. Una manera clasica de hacer
pronosticos es con un anélisis de series de tiempo o con modelos en tiempo
continuo.

En [12] se define una serie de tiempo como una secuencia de informacion
que asigna un periodo de tiempo a cada dato. El dato puede ser cualquier
cosa medible que dependa del tiempo de alguna manera, como precios, pro-
ducto interno bruto, inflacién, temperatura, humedad, nimero de personas
que acuden a un cajero automaético, etc. Siempre que los valores que se re-
gistren sean validos, cualquier conjunto de datos podria modelarse como una
serie de tiempo. No existen limitaciones con respecto al periodo de tiempo
total de la serie de tiempo, podria ser un segundo, un minuto, una hora, un
dia, un mes, un ano o incluso una década.

Se necesita dos puntos: inicial y final. Por lo general, hay muchos otros
puntos entre el inicial y el final de una serie de tiempo. El intervalo de tiempo
entre el registro de un punto de la serie y el siguiente se denomina periodo
de tiempo. La frecuencia con la que se registran los valores del conjunto de
datos se denomina frecuencia del conjunto de datos. Para analizar una serie
de tiempo de manera efectiva, todos los periodos deben ser iguales y estar cla-
ramente definidos, lo que resulta en una frecuencia constante. Esta frecuencia
es una medida del tiempo y puede variar, por ejemplo, desde unos milise-
gundos hasta décadas. Sin embargo, los mas usuales son diarios, mensuales,
trimestrales y anuales. Ademas, se espera que los patrones observados en la
serie de tiempo persistan en el futuro. Frecuentemente se intenta predecir el
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futuro analizando los valores historicos [12].

En [14] se define “un analisis con series de tiempo requiere establecer sus
componentes, aplicar técnicas estadisticas y efectuar las proyecciones. En una
serie de tiempo pueden existir cuatro componentes o tipos de variacion: ten-
dencia secular, variaciéon estacional, variacion ciclica y variacion irregular o
aleatoria. Estos cuatro componentes no actiian en forma independiente, lo
hacen de manera simultdnea y provocan un efecto que puede ser aditivo o
multiplicativo en la variable que se examina. Se aplica un modelo aditivo
cuando la variacion estacional no depende de los otros componentes. El mo-
delo multiplicativo se aplica cuando la estacionalidad varia con la tendencia’.

La utilidad del analisis de series de tiempo se basa en los pronosticos.
Es imprescindible que, dichos pronésticos sean lo mas precisos y confiables
posibles. Segun [7] “...pronosticar consiste en comprimir el rango de incer-
tidumbre dentro del cual se toman las decisiones que afectan el futuro del
negocio y con él a todas las partes involucradas, aunque, el pronéstico no
sustituye el juicio administrativo en la toma de decisiones, simplemente es
una ayuda en ese proceso...”. En [8] se ejecuta un pronostico para los casos de
nuevos contagios y decesos en México debido al virus SARS-COV2 mediante
la metodologia Prophet que estd basado en un modelo aditivo para series de
tiempo ajustando tendencias no lineales. Sus resultados indican que los casos
nuevos de contagios pueden ascender a los niveles registrados en julio de 2022
para el cierre de dicho ano, mientras que para los nuevos decesos se observa
un aumento para septiembre de 2022, pero en menor proporciéon a los picos
previamente registrados.

En los que se refiere a modelos en tiempo continuo existen varias referen-
cias; en [4] se estima un modelo de volatilidad estocastica con saltos con el
método de momentos a los principales indices europeos. Sus resultados re-
saltan el hecho de que no obstante el modelo propuesto tiende a exagerar la
asimetria negativa en relacién con los momentos muestrales, se mejora la ca-
pacidad para replicar la curtosis muestral de los indices analizados. En [6] se
analiza el desempeno del MGB en el pronoéstico del precio de la accion Nestlé
en la crisis del Covid-19, con un periodo de entrenamiento de 16 semanas y
dos periodos de prueba: una semana y cuatro semanas. Los autores concluyen
que durante la pandemia del Covid-19, la prediccion a corto plazo con MGB
es mas eficiente que la prediccion a largo plazo, ya que el valor minimo del
error cuadratico medio (ECM) se obtiene en el periodo de una semana. Otros
trabajos relacionados son [11], [15], por mencionar algunos.
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Este capitulo esta organizado como sigue, en la siguiente secciéon se pre-
senta la teoria sobre series de tiempo, sus componentes, la definiciéon y carac-
teristicas teoricas sobre los procesos de medias moviles de orden ¢ denotados
por MA(q), los procesos autoregresivos de orden p, denotados por AR(p), los
procesos autoregresivos ARMA(p, ¢). Asimismo, se describe la ecuacion di-
ferencial estocéastica que conduce la dinamica de un movimiento geométrico
Browniano y la estimacion de parametros por méaxima verosimilitud. En el
transcurso de la seccion 3 se presenta el analisis de resultados de la aplica-
cion de las metodologias propuestas, por lo que se presentan los resultados
de la estimacion de los modelos discretos que mejor se ajustaron a la serie
de precios con los criterios de informacién AIC, BIC, HQIC y una medida
de desempeno: raiz cuadrada del error cuadratico medio: RECM en la pre-
dicciones. En el caso del M.G.B. se ejecuta la estimacion de pardmetros y la
prediccion por simulacion Monte Carlo con 20,000 trayectorias. Por ultimo,
en la seccion 4 se presentan las conclusiones del presente trabajo junto con
algunas extensiones por explorar en la agenda futura de investigacion.

2 Teoria de series de tiempo

En la era big data el mundo esta lleno de varios tipos de datos, las series de
tiempo son uno de los tipos de datos mas comunes. Existe una gran cantidad
de datos en series de tiempo tanto en la vida cotidiana como en todos campos
de la ciencia y la tecnologia. Sin embargo, ;qué es una serie de tiempo? En
pocas palabras, una serie de tiempo (en adelante ST) es una secuencia de
datos de un proceso natural o social observado a lo largo del tiempo. Por lo
tanto, esta ordenado en “tiempo” y no se debe intercambiar las posiciones de
dos valores cualesquiera.

Hay muchos ejemplos de series de tiempo en nuestra vida cotidiana. Por
ejemplo, el peso corporal de una persona medido un mismo dia de la semana en
un ano genera una ST el precio de cierre diario de la acciéon de una empresa
que cotiza en bolsa también lo es. El primer paso en cualquier anélisis de
series de tiempo es graficar los datos y hacer un analisis exploratorio. En un
sistema de coordenadas, el tiempo denotado por ¢ esté en el eje horizontal
y el valor observado en el eje vertical. Por tanto, los datos de las series de
tiempo dependen del tiempo en su respectiva frecuencia. Es facil de hacer y es
un primer paso para analizar series de tiempo. El comportamiento incluye la
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tendencia y /o estacionalidad (periodo) de la ST. Una definicion es la siguiente:

Definicion 2.1. Una serie de tiempo es una sucesion ordenada de varia-
bles aleatorias {X;}, donde t representa el indice de tiempo y t € T =
{..,—n,...,=1,0,1,...,n,...}. Los valores de la ST se denominan reali-
zacion, muestra u observacion.

Obviamente, la ST esta ordenada y también se le denomina proceso esto-
céstico (discreto). En este contexto, una realizacion, muestra u observacion de
la ST también se denomina simplemente ST y, con frecuencia, se denotar por
{1} ={z 4t =1,2,..., n} ya que el nimero de observaciones es finito.
En algunos casos se denota {a : b} para representar {a,a+1,...,b} para cual-
quier namero entero a < by x1.,, = {x1.,} para representar {xy,Zs,..., Ty} =
{z;t=1,2,...,n}.

Funciones momento y estacionariedad de series de tiempo

En esta seccion, se definen varios conceptos importantes sobre series de tiem-
po, tales como estacionariedad, funcién de auto-covarianza, funciéon de auto-
correlacion. También se presentan dos modelos bésicos de series temporales:
ruido blanco y caminata aleatoria.

Funciones asociadas a momentos

Para describir la estructura de probabilidad de una serie de tiempo {X;} se
debe conocer su distribuciones de dimension finita, es decir, para cualquier
entero positivo n, y en puntos de tiempo arbitrarios ¢, s, ..., t,, se tienen las
siguientes funciones de distribucion:

Ftlzn(wlzn) = Ftl,tz,.--,tn(flf’bﬂ?% s 7$n>
= P(th S l’17Xt2 S Loy« ’th S :L‘n) (1)

donde z; € R,i =1,2,...,n. En este punto, se dice que {X;} sigue una dis-
tribucion dada. Sin embargo, en general es muy dificil obtener tales funciones.
Afortunadamente, gran parte de la informacién de estas distribuciones multi-
variadas se puede describir en términos de sus momentos: media, desviacion
estandar, etc.

Matemadticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 4, paginas 97-130



102 Carlos Manuel Garcia Remigio, Ambrosio Ortiz Ramirez

Definicion 2.2. (1) La funcion media (primer momento) de una ST se define
como:

pe = BE(Xy) (2)

FEsto es, u; es la esperanza de la ST al tiempo t. (2) La funcion varianza
(segundo momento central) de una ST define como:

op = Var(X;) = E[(X; — p1)’] (3)

Ademds, o, = \/o? se denomina funcion desviacion estdndar.

En general, las funciones anteriores pueden tener variar con el tiempo.
Ademas, son extensiones naturales de los conceptos relacionados en la esta-
distica clasica y poseen propiedades similares.

Definicion 2.3. La funcion autocovarianza de una ST se define como:
V(s,t) = Cov(Xs, Xy) = E[(Xs — ) (X — )] (4)
La funcion de autocorrelacion de una ST:

(s, t)  Cov(X,, X¢)
Ts0¢ \/Var s)Var(X;)

p(s,t) = Corr(Xs, X;) = (5)

Tanto las funciones de autocovarianza como de autocorrelacion miden la co-
rrelacion (lineal) entre dos puntos X, y Xy en la misma serie, pero esta iltima
no tiene dimensiones y es mds facil de usar e interpretar. Las propiedades
que se usan Son:

7(t7t) = 0-?; 7(S7t) = V(t’ S); |7(37t)| < 040%. (6)
p(t,t) =15 p(s,t) = p(t,s); |p(s, )] < 1. (7)

Estacionariedad y Ergodicidad

Estacionariedad. Si una ST posee esta propiedad, entonces esta en algin tipo
de equilibrio estadistico. Hay dos tipos de estacionariedad:

Definicion 2.4. Una ST {X;} es estrictamente estacionaria o tiene estacio-
nariedad estricta si {X1,..., Xn} v { X1k, -, Xnar} tienen la misma dis-
tribucion conjunta para cualquier entero n > 1 y cualquier nimero entero
k.
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Evidentemente, la estacionariedad estricta es una condicién muy restric-
tiva y, a menudo, dificil de verificar. Existe otra forma que se denomina esta-
cionariedad débil y es relativamente fécil de probar.

Definicion 2.5. Una ST {X,} es débilmente estacionaria o tiene estaciona-
riedad débil si (1) E(X:) = p es una constante y (2) para cualquier tiempo t,
E(X?) < oo y Cov(Xy, Xi1r) = v(k) es independiente de t para cada entero
k.

Definicion 2.6. Suponga que {X;} es una ST estacionaria con media p y
varianza o>

(1) {X,} es ergodica en media si:

n—oo

lim E[(% S°X, - )] =0, (8)

(2) {X.} es ergddica en varianza si:

n

JLI&E[E;(Xt_M) ~ P =0 (9)

(3) {X.} es ergddica si es ergddica tanto en media como en varianza.

Es evidente que las series de tiempo a menudo pueden observarse sélo una
vez durante un periodo determinado y suele estar correlacionada en diferentes
momentos de tiempo. Por tanto, hay que aplicar algunas condiciones a las
series de tiempo para estimar sus parametros. De ahora en adelante, se supone
que todas las ST estacionarias estudiadas son ergddicas. Por lo tanto, para
cualquier ST estacionaria en la media p y la varianza o2, se puede estimar p
y 02 con una muestra suficientemente grande {z;;1 <t < n}.

Funcién de autocorrelacién muestral

En la practica p, v(k),y p(k) no son conocidos y deben estimarse a partir de
los datos. Esto conduce a la siguiente definicion:

Definicion 2.7. Sea {x;;1 <t < n} una muestra de tamano n de una ST

{Xi}-
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(1) z =+ 3 x se denomina media muestral de {X,}.
=1

n—k
(2) o == 21 (x44r — Z)(x — &) se conoce como funcion de autocovarianza
t—
muestral de {X,;}.

(3) re = 2 es la funcion de autocorrelacion muestral de {X;}.

Observaciones:

e Como la mayoria de la literatura, se utiliza ACF para indicar la funcion
de autocorrelacion muestral asi como la funcién de autocorrelacion, por
lo que la ACF se puede identificar facilmente en contexto.

e (g es la varianza muestral de { X, }. Ademas, ry = 2 =1y para cualquier
entero k, |ri| < 1.

e Graficar la ACF (1) versus el retraso k es facil pero muy util para
analizar muestras de series de tiempo. La grafica de la ACF se conoce
como correlograma.

e Si {X;} es estacionaria con E (X;) = 0y pr = 0 para todo k # 0, es
decir, es una serie de ruido blanco, entonces la distribucién muestral de
r, es asintoticamente normal con media 0 y varianza % Por lo tanto,
hay aproximadamente un 95 % de probabilidad de que r; esté dentro

del intervalo
[—1.96/+/n,1.96/+/n] .

En resumen: (1) si el grafico de una serie de tiempo muestra una tendencia
y/o estacionalidad explicitas, seguramente no es estacionaria; (2) si la ACF
rr disminuye muy lentamente o apenas disminuye a medida que aumenta el
retraso k, la serie de tiempo tampoco deberia ser estacionaria.

Ruido blanco y caminata aleatoria

El ruido blanco actiia como componente basico y es importante en el analisis
de ST. Su definicién es:

Definicion 2.8. W, es una serie tipo ruido blanco o una serie puramente
aleatoria si satisface las siguientes condiciones:
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(1) Para todo t, E(W;) = p es constante.
(2) Para todo t, Var(W;) = o2 es constante.

(3) No existe correlacion en diferentes tiempos, es decir, sit # s, entonces
COV(Wt, WS) =0.

En los modelos de series de tiempo, el ruido blanco refleja informacién no
observable y a veces, se denomina término de innovaciéon. En diversas aplica-
ciones de ingenieria, el ruido blanco se utiliza como modelo para el ruido y
una senal aleatoria que tiene la misma intensidad en diferentes frecuencias.
Se denota como W; ~ RB(u,02). Ademas, se requiere que el ruido blanco
sea independiente e idénticamente distribuido (iid), y se distingue al escribir
W, ~ iid(u, 02). Es més, si la distribucién es normal y W; son iid se denota
el ruido blanco como W; ~ N (u,02). Sin pérdida de generalidad, se supo-
ne que la media E(W;) = u = 0. Explicitamente, W, es estacionario y su
autocorrelacion tiene la siguiente propiedad:

B 1 sik=0.
Pk = 0 e.o.c.

Definicion 2.9. {X;} es una caminata aleatoria si es conducida por
Xt = Xt_l + Wt (10)

donde Wy es un ruido blanco y para todo t, y no existe correlacion entre W,
y X1

donde W, es ruido blanco y para todo t, W; y X;_1 no estan correlaciona-
dos.

Si W, son v.a. iid y W ~ N(0, 02) entonces {X;} es una caminata aleato-
ria normal. De acuerdo con la ecuacion anterior el valor de {X,} al tiempo ¢
es el valor de la serie en el tiempo ¢ — 1 mas un valor completamente aleatorio
generado por el ruido blanco {W;} por lo que se sigue que:

X=X 1+W, =X o0+ W4+ Wy = = Xg+ Wi+ Wo+-- -+ W1 + W,
(11)

Por tanto, para todo t, E(X;) = E(Xjy) es una constante, es decir, la
caminata aleatoria es estacionaria. Por otro lado, sin embargo, se tiene

Var(X;) = Var(X,_1) + 02 > Var(X; ;)
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Por tanto, la caminata aleatoria no es estacionaria en varianza. Naturalmen-
te, es probable que no sea estacionaria. Por lo tanto, la caminata aleatoria
es una ST no estacionaria que no tiene tendencia determinista ni estaciona-
lidad determinista. La figura siguiente muestra tres trayectorias simuladas
de una caminata aleatoria normal estandar (02 = 1). Las trayectorias pare-

cen diferentes, pero en realidad todas son generadas por la misma caminata
aleatoria.

Figura 1: Simulacién de tres trayectorias de una caminata aleatoria normal
estandar.

20

10

10

0 50 100 150 200 250 300

Fuente: elaboracién propia en Python.

Funciones de autocorrelaciéon parcial

Anteriormente se presento el concepto de funcion de autocorrelacion (ACF) y
sus propiedades. Con una muestra de una ST se calcula su ACF y se representa
por un correlograma. Otro concepto de correlaciéon en el anélisis de ST es la
funcion de autocorrelacion parcial (PACF).

Definiciéon 2.10. La funcion de autocorrelacion parcial (PACF) en el rezago
k de una serie de tiempo estacionaria {X;} con F(X;) =0 es

Cov(X;_1, X
¢11 = Corr(X;—1, Xy) = (X1, X) 1z = 1
[Var(X,_1) Var(Xy)]
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Yy

b = Corr(Zy_y,, Z,) = Cov(Zi—k, Z1) > o

VarlZey) Var(Z)]2

Segun la propiedad del coeficiente de correlacion |¢ x| < 1, véase [2].

Definiciéon 2.11. El operador de retroceso (o rezago) opera a una serie de
tiempo {X;}. Si B representa un rezago, se define el operador de rezago

BX; =X

Es decir, B tiene el efecto de regresar los datos un paso atras cuando opera
en {X;}. En general

B"X, = B"Y(BX,) = X,_,

para cualquier niimero enteron > 1y B°X, = X, las propiedades del operador
B en si, son similares a las de una matriz. Por ejemplo, para cualquier nimero
real a y By cualquier serie de tiempo {X;} v {V;}:

B(aX, + BY;) = B(aX,) + B(3Y)) = aX,_1 + BY,_,

n n

1-B)'X,=>_ (1) BX, = > (1)

P (n —1) — (n—1)!

n! n!

X

Con B, una caminata aleatoria se puede escribir como (1 — B)X; = W, con

W, ~ RB(0, 02)

Modelos de promedio moévil

Para modelar estadisticamente datos de series de tiempo, se han propuesto
muchos modelos desde la década de 1920, en los que el modelo de media moévil
introducido por primera vez en [17| en 1937.

Definicion 2.12. La siguiente ecuacion se denomina modelo de media movil
de orden q y se denota por MA(q):

Xt = u + &+ 915,5,1 -+ 92&},2 + ...+ qutfq (12)
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donde {&;} ~ RB(0,0?) es decir, {&;} es una serie de ruido blanco y
@, 01, ...,60, son parametros (coeficientes) de valor real con 6, # 0 Si una
serie de tiempo {X;} es estacionaria y satisface una ecuacion (12), entonces
se le denomina proceso MA(q). Observaciones:

e En la practica, se supone que el intercepto (término constante) pu = 0;
en otro caso, considerar {X; — p}.

e Se debe distinguir el concepto de modelos MA del concepto de procesos
MA.

e A veces g; en (12) se conoce como término de innovacion.

e La serie {X,} generada por (12) o el modelo MA(q) siempre es estacio-
nario.

Ademas, al utilizar el operador B, el modelo MA(q) se denota como

Donde 0(z) =14 60,2 + ... + 0,29 es el polinomio MA.

Definicion 2.13. Si la ST {X;} generada por un modelo es estacionaria,
entonces se dice que el modelo es estacionario.

La definicién anterior no es solamente para el modelo MA sino para cual-
quier modelo que pueda generar una ST. De acuerdo con esto, el modelo
MA(q) es siempre estacionario y es una propiedad importante.

Propiedades de los modelos MA
Se enuncia una definiciéon sobre las propiedades de ACF y PACF:

Definicion 2.14. (1) Si existe h tal que la ACF pp, # 0 y para todo k > h,
pr = 0 entonces se dice que la ACF se corta después del rezago h. De
manera similar, si existe h tal que la PACF ¢n, # 0 y para todo k > h,
ore = 0 entonces se dice que la PACF se corta después del rezago h.

(2) Si para cualquier n > 0, existe m > n tal que la ACF p,, # 0 (PACF
Gmm # 0), entonces se dice que la ACF (PACF) disminuye.

Matemadticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 4, paginas 97-130



Prediccion del precio de la mezcla mexicana de crudo de exportacion:
modelo discreto vs. modelo continuo 109

Ademas de la anterior, un modelo MA tiene las siguientes propiedades.
Sea {X;} un modelo MA(q). Entonces

(1) E(Xy) = p
(2) 7o = Var(X,) = (1+ 8+ + 8)o
(3) La funcion de autocovarianza:

0 sik>q
= Cov(Xy, Xiyk) = 4 |
Y (Xe, Xegw) {02 Z;zz—éf 00,1, si0<k<gq

donde 6, = 1.

(4) La funcion de autocorrelacion:

17 sik= 0,
Pk = Corr(Xt7Xt+k) = 0, sik > q,
Z?j 0:0;rr) > 1,07, si0<k<gq.

Las propiedades anteriores confirman que todos los modelos de media
movil son estacionarios. Observe que para todos los k > ¢, pr = 0, esto
es, la ACF de los modelos MA(q) se corta después del rezago ¢, lo cual
es muy util para construir modelos MA.

Modelos AutoRegresivos

El modelo autoregresivo (AR) fue propuesto por Yule, quien utilizé el modelo
AR para ajustar la serie numérica de manchas solares en [20]. Es uno de los
modelos fundamentales en el analisis de series de tiempo.

Definicion 2.15. La siguiente ecuacion es de un modelo autoregresivo de
orden p y se denota por AR(p):

Xi=po+ o1 Xi1 + Xy o+ ...+ pp Xy + & (13)

donde {&;} ~ RB(0,02), E(Xse;) =081 8 <ty ©o,Q1,---,%p SO0 para-
metros (coeficientes) de valor real con ¢, # 0 .

Si una serie de tiempo {X;} es estacionaria y satisface (13), entonces se
denomina proceso AR(p). Observaciones:
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e Se supone que el intercepto (término constante) ¢q = 0 otro caso, con-
siderar {X; — u}.

e Se debe distinguir el concepto de modelos AR del concepto de procesos
AR. Los modelos AR pueden ser estacionarios o no y los procesos AR
deben ser estacionarios.

o E(X,e) =0, (s < t) significa que X, en el pasado no tiene relacion con
g, al tiempo t.

e Aligual que la definicion de modelos MA, a veces ¢, en (13) se denomina
término de innovacion o shock.

Ademas, utilizando el operador de rezago B, el modelo AR(p) se puede rees-

cribir como
0(B)X; = &

donde ¢(z) =1—¢12 —...—p,z se llama polinomio AR y a ¢(B) polinomio
de rezago AR.

Propiedades de los modelos AR

Del modelo AR(p) en (13) se observa que tiene la misma estructura que un
modelo de regresion lineal multiple. Sin embargo, su presente se explica por
su informacién pasada. Dado que

{X(t—p):(t—l)} - {x(t—p):(t—l)}
se tiene
BE(Xy | X—p)it—1)) = Qo + @124—1 + @2mi—2 + ... + ©pTip
Esto sugiere que, dado el pasado, el lado derecho de la ecuacion anterior es
una buena estimacion de X;. Ademas
Var(X,|Xpy.-1) = Var(e,) = o2
Ahora suponga que el modelo AR(p). es estacionario; entonces se tiene

(1) La esperanza:
%o
I=p1—... =)
Por lo tanto, la esperanza del modelo ¢ = 0 si y solo si ¢g = 0.

E(X)) =p=
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(2) Si la esperanza es cero 6 @y = 0 ((3) y (4) a continuacion tienen el
mismo supuesto), considerando que E(X,e;) = o2, multiplicar (13) por
X3, se calcula esperanza y se obtiene

Var(X;) =y =01 + @272+ + o + o?

ademas )

O¢

1_901P1_302p2_---_90p/)p).

70:(

(3) Para todo k > p, la autocorrelacion parcial ¢y, = 0, es decir, la PACF
de los modelos AR(p) se corta después del rezago p, lo cual es muy util
para identificar un modelo AR. De hecho, en este punto, el predictor o
la regresion de X; sobre {X; gi1.4-1} es

Xi=o1 Xi 1+ o1 Xk

Por lo tanto; X; — X; = &;. Més atn, X;_p — X;_, es una funciéon de
{X¢ ki-1}, y € no estéa correlacionado con {X;_j.;_1}. Por lo tanto

COV(Xt,k — Xt,k, Xt — Xt> = COV(Xt,k — Xt,k, Et) =0.
Por definicion de funcién de autocorrelacion parcial PACF ¢ = 0.

(4) Al multiplicar (13) por X; , al calcular la esperanza, dividir por o y
obtener la relacion recursiva entre las autocorrelaciones para k > 1

Pk = QP1Pk—1 + ©2Pr—2+ ... + OpPr—p (14)

en la ecuacién anterior sea k = 1,2,...,p, se obtiene un conjunto
de ecuaciones en diferencia, que se conocen como ecuaciones de Yule-
Walker. Si se dan las ACF {p;.,}, entonces se resuelven las ecuaciones
de Yule-Walker para obtener las estimaciones de {p1.,}, y las soluciones
se conocen como estimadores de Yule-Walker.

Modelos AutoRegresivos de Media Mévil (ARMA)

Los modelos AutoRegresivos de media moévil (ARMA) se forman al combinar
modelos AR y MA. Si se trabaja con solo un modelo AR o MA para ajustar

Matemadticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 4, paginas 97-130



112 Carlos Manuel Garcia Remigio, Ambrosio Ortiz Ramirez

una serie de tiempo, a veces se tiene un modelo AR de varios componentes
o un modelo MA de un componente. Por otro lado, es deseable contar con
un modelo parsimonioso que se ajuste a los datos, por ello al combinar mo-
delos AR y MA se obtiene un modelo diferente y parsimonioso que posee
propiedades interesantes.

Definicion 2.16. La siguiente ecuacion es de un modelo autoregresivo de
orden (p,q) y se denota por ARMA(p,q):

Xi=po+ o1 Xe 1+ .+ pXe ptert0ie 1+ ...+ 046 (15)

donde {g;} ~ RB(0,02), E(X,&) = 0sis <t,y {¢r} vy {0x} son para-
metros (coeficientes) de valor real con {pr # 0} y {0} # 0. Si una serie de
tiempo {X;} es estacionaria y satisface (15), entonces se denomina proceso
ARMA(p, q).

Se supone que el intercepto (término constante) ¢q = 0 . Al aplicar el
operador de rezago B, el modelo ARMA(p, q). se reescribe como:

©(B)X; = 6(B)g,

donde p(z) =1 — 12 — ... — py2? es el polinomio AR y 0(z) = 1+ 612 +
...+ 6,27 es el polinomio MA. Se supone que ¢ (2) y 6 (2) no tienen factores
comunes. Ademas, p(B)X; = & y se denominan componentes AR y MA
respectivamente, del modelo ARMA(p, ¢). Por supuesto, tanto el modelo AR
como el modelo MA son dos casos especiales del modelo ARMA: AR(p) =
ARMA(p,0) y MA(q) = ARMA(0, q).

Propiedades de los modelos ARMA

En cuanto a la estacionariedad, invertibilidad y causalidad, se puede verificar:

(1) Un proceso ARMA(p,q) es estacionario si y solo si su parte AR es
estacionaria.

(2) Un proceso ARMA(p, q) es invertible si y solo si su parte MA es inver-
tible.

(3) Un proceso ARMA(p, q) es causal si y solo si su parte AR es causal.

Para los coeficientes {;} en la representaciéon AR(co) y los coeficientes {v;}
en la representacion MA(oo), es facil probar las siguientes proposiciones.
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e Si un modelo ARMA(p, q) definido por (15) invertible, entonces su re-
presentacion AR(co) es

&t = Zﬂ'th_j = (Z 7Tij> Xt
j=0 j=0

donde my =1y para j > 1

j
M= =) Ok — @
k=1

donde 0), = 0 para k > ¢, ¢; = 0 para j > p.

e Si un modelo ARMA(p, q) definido por (15) es causal, entonces su re-
presentacion MA(oo) es

X = ijgtfj = (Z %’B]) Et
§=0 =0

donde Yy =1y y para j > 1

J
ORI
k=1
donde ¢y, = 0 para k > p, 0; = 0 para j > q.

Modelos en tiempo continuo: movimiento geométrico brow-
niano

De acuerdo con [18] una ecuacion diferencial estocéstica (EDE) es una ecua-
cion diferencial en la que uno o més de los términos tiene un componente
aleatorio. En el estudio de finanzas matematicas, las EDE se utilizan para
modelar diversos fendémenos como precios de acciones, tasas de interés o vola-
tilidad, por nombrar sélo algunos. Por lo general, las EDE presentan trayec-
torias continuas con componentes aleatorios y no aleatorios, para incorporar
el componente aleatorio del modelo, se agrega un proceso de Wiener. Algu-
nas extensiones suponen otro tipo de componentes aleatorios ademas de un
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proceso de Wiener, como el proceso de Poisson al modelar saltos discontinuos
en [13| o modelar los saltos mediante una distribucion exponencial asimétrica
doble como en [9], entre otros.

Definicion 2.17. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. y sea {W; : t > 0}
un proceso de Wiener estandard. Suponga que la dindmica de Sy es conducida
por un movimiento geométrico browniano en la siguiente EDE:
a5,
S,

Para resolver esta EDE sea Y; = In S; y la expansion d(In S;) en serie de
Taylor y aplicando el Lema de Ito [1]:

= pdt + odW,

d(hl St) = Edst 252 (d5t>
1 1
(/LStdt + O'Stth) 5a2 (,uStdt + O'Stth)2
St 25;
= pdt + odW,; — SZ (0?57 dt)
Por lo tanto: .
d(In S;) = (u — 502> dt 4+ odW,. (16)

Al integrar la expresion anterior en el intervalo (¢,7):

T T 1 T
/ d(InS,) = / (,u — —a2>du +/ adW,
t t 2 t

1
InSr—1InS;, = <,u— §U2> (T —t)+ o (Wr —Wy)

lIlST . ( _1
hlSt -\ 2

O'2> (T — t) —|—O'WT,t

se tiene que:

ST — Ste(u_%gg)(T_t)‘i‘UWT,t (17)
donde Wy — Wy = Wr_y ~ N(0,T —t), St es lognormal (LN), por lo tanto:

Sy ~ LN [111 S, + (M - %#) (T — 1), 6%(T — ) (18)
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la esperanza de Sy dado que S; = x es:

E(S7]S = z) = el @t (n=50?)(T—t)+50%(T~)

— ret(T—1)

y la varianza:

Var (ST|St _ l‘) _ (602(T—t) . 1) o2 lnm+2(uf%02)(Tft)+02(T7t)

— ;2 <€a2(T—t) i 1) p21(T—t)

Estimacion de parametros del MGB

Sea Sy, Siiat, Str2aty - - -, Stenar con At = (T'— t)N una sucesion de valores
observados en intervalos regulares de tiempo At > 0, con el supuesto que
estas observaciones provienen de un MGB. Mediante maxima verosimilitud
[16] se procedera a desarrollar y obtener los estimadores maximo verosimiles

(EMV) del MGB.
Con los supuestos anteriores y a partir de (16) se integra:

t+At t+At 1 t+At
/ d(In S,) = / <u - 502) du + / odW,
t t t

S 1
In < tg“) = <,u — 502> At + ocWay

t

donde Way ~ N (0, At) .
Por lo tanto:

In <St+At) ~N K,u — 102) At + UQAt} :
St 2

Al seguir el método de méaxima verosimilitud se tiene que la funciéon de den-
sidad conjunta de

Sttt Sitant St+3At S+ NAL
In In p (2EsAr) gy (oAt
S Stiat Straat Si4(N-1)At
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es el producto de sus funciones de densidad marginales dado por:

02) At

[ Sitine _ 1
l(,u U) = IJ_V[ ; B 1 In <St+(ifl)At) ('u 2
7 2 oV AL

1 '__ R — (u—L1o%) At
B 11 oV 2w At P i ( oV At )]

Sty ‘
R, = n(tJr—At), parai=1,2,..., N.
Str(i-1)At

DO | —

con

Al calcular el logaritmo de la funcion I(u, o) y simplificar se tiene que

- N; _1 Ri_(ﬂ_%UQ)At
lnzwa)—ln(gamexp[?( oVAt >D

N 1 < 1 ?
_ 2
=—Nlno — 5 In(2rAt) — 52N E (Ri — <u — 50 ) At)

i=1

Para determinar los EMV se deriva Inl(u, o) con respecto a p y o como sigue:

olnl 1 « ( ( 1 2) )
8,u —gzzl Ri_ ,u—§O' At
N

Olml N 1 ( < 12> )2
do 0+03Atz s =37 At

i=1
1 1
(1))
e 2

Al igualar a cero y desarrollar:

=

Ol 1 «

ol _ 1 - _lz) )_
o _JZZ<RZ (# 27 At) =0

i=1
(A 2/\ )
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Al simplificar se obtiene que el estimador para u es:
1 1 &
. = =\ 2
= —_— — 7 1
fi t<R+2NZ.ZI(R )) (19)
dlnl N 1N< < 2) )2
= —— R; - = At
do o o3At ; =57
| X
3 (B (5 go?) At) =0
o
De donde
N N
N 1 9 1 _
—;+&3At;(&—3) —g;(Ri—R) =0
1 R L, _
- (N— &QN;(RZ-—R) +;(R1—R)> =0
Al simplificar resulta que
G = ii(Rz—R)Q (20)
nAt 4

donde:

1

3 Analisis y discusién de resultados

Con informacion del portal de Banxico se extrae la serie de precios de la
Mezcla Mexicana de Exportacion del periodo 31/12/2019 al 23/02/2024 con
un total de 1077 observaciones. Las unidades son el ddlares americanos por
barril. En la figura (2) se muestra la evolucion del precio de la MME, se
observa una tendencia bajista a inicios del 2020 hasta tocar un valor minimo
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en 6.55 el dia 27 de abril de 2020, a partir de ahi tiene una tendencia alcista
hasta tocar un maximo en 119.62 el 08/03/2022 posiblemente influenciado
por el conflicto de Ucrania y Rusia.

Figura 2: Serie histérica de precio de la MME.

120 — MME

100

Precio

2020-01-01  202007-01  2021-01-01 20210701 20220101  2022-07-01 20230101 2023-07-01  2024-01-01

Fecha

Fuente: elaboraciéon propia.

Estacionariedad

La estacionariedad es importante porque si la serie no es estacionaria, entonces
todos los resultados del analisis son incorrectos. Por lo tanto, se utiliza una
prueba de raiz unitaria para probar la no estacionariedad y la existencia de
una raiz unitaria en la serie de tiempo original. La prueba de raiz unitaria a
utilizar es la prueba Dickey-Fuller Aumentada (DFA), las hipotesis para la
prueba ADF son:

e Hj: La serie no es estacionaria y tiene raiz unitaria,
e H: La serie es estacionaria y no tiene raiz unitaria.

La mayoria de las series de tiempo econémicas y financieras presentan ten-
dencia y no son estacionarias, lo que indica una media y una varianza no
constantes en la serie. Se calcula la primera diferencia de la serie de datos pa-
ra eliminar su varianza y luego ejecutar la prueba DFA. En la figura siguiente
se muestra la primera diferencia de la serie:
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Figura 3: Primera diferencia de la serie de precios de la MME.
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6n propia.

Luego, se realiza la identificacion y estimacioniz unitaria de DFA a la
primera diferencia de la serie, el resultado de la prueba es:

Cuadro 1: Resultado de la prueba DFA para la primera diferencia de precios

de MME.

Prueba DFA Estadistica | valor-p
Con constante -16.0414 5.9E-29
Con constante y tendencia | -16.0338 1.12E-22
Sin constante y tendencia | -16.0468 8.88E-28

Fuente: elaboracion propia.

La prueba de raiz unitaria de la serie MME muestra un resultado signifi-
cativo del valor p a un nivel de significancia del 5 %, lo que indica que la serie
es estacionaria y no tiene raiz unitaria en la primera diferencia. los modelos
a estimar serfan AR(p), MA(q), ARMA(p, q) vy el siguiente paso sera decidir
los 6rdenes p y ¢. Para el anélisis se dividiran los datos en dos partes: entre-
namiento y prueba, con un porcentaje para el conjunto de entrenamiento del
95 % y para el de prueba del 5 %, de esta manera las observaciones son desde
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2019-12-31 al 2024-02-23 con 1077 observaciones. El periodo de entrenamien-
to abarca del 2019-12-31 al 2023-04-19 con 1023 observaciones y por ultimo el
periodo de prueba es del 2023-04-20 al 2024-02-23 con 54 observaciones. Para
elegir el modelo que mejor se ajusta a los datos se calcularan tres medidas de
desempernio: error medio absoluto (EMA), error cuadréatico medio (ECM) y
raiz cuadrada del error cuadréatico medio (RECM), pero se toma esta ultima
medida y los criterios de informacion para elegir el mejor modelo.

Identificacién y estimaciéon

Antes de identificar, estimar y diagnosticar los modelos, se comenzara con
un modelo de promedios moévil simple. Este modelo esta basado en una me-
dia movil aritmética, es decir, pronostica los siguientes valores utilizando un
promedio fijo n, de los valores anteriores. La figura siguiente muestra los re-
sultados con n = 8 y el RECM que se obtiene.

Figura 4: Promedio mévil simple con n = 8.

120

—— Entrena

RECM-= 2.8399 / — Test
\ — SMA

100

Promedio movil simple

202001 2020-07 202101 2021-07 202201 2022-07 202301 2023-07 2024-01

Fecha

Fuente: elaboracién propia.

Es pertinente mencionar que al ejecutar la ventana movil, no es necesario
usar la particion de entrena y prueba, ya que se abarca todo el periodo de la
muestra. Ademés, no se ha hecho sobre la serie estacionaria, pero posterior-
mente se estimaran modelos de series de tiempo y es imperativo que la serie
sea estacionaria.
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En primer lugar, se trata con un MA(q), el orden ¢, se elegira al examinar
la funciéon de autocorrelacion y para elegir el niimero de rezagos se aplicara
la Regla de corte exponencial:

1. Observar el correlograma de la serie de tiempo.

2. Identificar el primer rezago donde la autocorrelacién cae por debajo de
dos veces el error estandar de la autocorrelacion (lineas punteadas en el
grafico).

3. Seleccionar ese rezago como el ntmero de rezagos (¢) para el proceso
MA(q).

Las figuras de la funcion de autocorrelacion (ACF) y el corte exponencial se
muestran a continuacion:

Figura 5: Funciéon de autocorrelacion y corte exponencial
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((a)) Funcion de autocorrelacion. ((b)) Corte exponencial.

Fuente: elaboracion propia.

De acuerdo con la funcion de autocorrelacion (ACF) y la regla de corte
exponencial, se elige un modelo MA(0, 0,2), cuyos coeficientes son:

X = 0.0133 + 0.1006€;—1 — 0.0524;_» (21)

Para un proceso autoregresivo AR(p), el orden p, se elegira al examinar la fun-
cion de autocorrelacion parcial y para elegir el nimero de rezagos se aplicara
la Regla de corte exponencial:
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1. Observar la funcion de autocorrelacion parcial (PACF) de la serie de
tiempo.

2. Identificar el primer rezago donde la PACF cae por debajo de dos veces
el error estandar de la PACF (lineas punteadas en el grafico).

3. Seleccionar ese rezago como el numero de rezagos (p) para el proceso
AR(p).

Las figuras de la funciéon de autocorrelacion parcial (PACF) y el corte expo-
nencial se muestran a continuacion:

Figura 6: Funcion de autocorrelacion parcial y corte exponencial.
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cial.

Fuente: elaboracion propia.

De acuerdo con la funciéon de autocorrelacion parcial y la regla de corte
exponencial, se elige un modelo AR(2,0,0), cuyos coeficientes son:

Xy =0.0133 + 0.1020X;_1 — 0.0734X;_ + & (22)

Para un proceso autoregresivo de media mévil ARMA(p, q), los p, q, se elegiran
al examinar las funciones de autocorrelacion y de autocorrelacion parcial y
para elegir el nimero de rezagos se aplicara la Regla de corte exponencial:

1. Observar la funcion de autocorrelacion parcial (PACF) y el correlograma
de la serie de tiempo.
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2. Identificar el primer rezago donde la PACF y el correlograma caen por
debajo de dos veces el error estandar (lineas punteadas en las graficas).

3. Considerar los siguientes casos:

e Si solo la PACF cae por debajo del limite, elegir ese rezago como

p (orden AR).

e Si solo el correlograma cae por debajo del limite, elegir ese rezago
como ¢ (orden MA).

e Si ambos caen por debajo del limite en el mismo rezago, elegir ese
rezago como p y ¢ (orden ARMA).

4. Ajustar un modelo ARMA(p, ¢) con los valores de p y ¢ seleccionados.

Como ambos rezagos cumplen con la condicién de caer por debajo del limite,
entonces elegimos un modelo ARMA(2,0,2) cuyos coeficientes son:

X; =0.0134 — 1.0170X, 1 — 0.7391X;_5 + &, + 1.1392¢;,_1 + 0.8039¢,_5 (23)

donde {g;} ~ RB(0, 3.3983).

Diagnéstico

A partir de las figuras de las funciones FAC y FACP, se observa que hay
unos picos que estan dentro las bandas que caen después del quinto rezago.
Esto indica que se pueden tener desde AR(5), MA(5) hasta un AR(2), MA(2).
Entonces, los posibles modelos con los diferentes criterios de informacion se
presentan a continuacion.

Cuadro 2: Estadisticas de diferentes parametros ARMA.

Modelo MA | AR | AIC BIC HQIC

ARMA(0,0,2) | 2 0 4177.76 | 4197.48 | 4185.25
ARMA(2,0,0) | O 2 4177.05 | 4196.77 | 4184.54
ARMA(2,0,2) | 2 2 4162.65 | 4192.23 | 4173.88

Fuente: elaboracion propia.
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Segtn el cuadro anterior, el modelo AR(2,0,2) se considera el mejor mo-
delo porque los valores de los criterios: Criterio de Informacion Akaike (AIC),
criterio de Schwartz (BIC) y criterio de informacién de Hannan-Quinn maés
pequenos. Un AR(2,0,2) se considera el modelo apropiado para el presente
analisis de series de tiempo sobre la MME, por ser un modelo que cumple
con los criterios de seleccion anteriores, aunque podria haber un problema
de sobreajuste. De esta manera, se evalian los modelos si cumplen o no un
diagnostico con una prueba. Si el modelo no cumple la prueba, es necesario
identificar un modelo mas apropiado.

Al hacer la prueba de Durbin-Watson, se obtiene un valor de 2.0138, lo
que indica que no existe autocorrelacion en los residuales. Sin embargo los
residuales no pasan la prueba de normalidad. Significa que los residuos del
modelo AR seleccionado no tienen autocorrelacién pero no son ruido blanco.
Esto implica que se necesita hacer un analisis més profundo al hacer pruebas
de heterocedasticidad.

Por dltimo, para investigar la eficiencia del ajuste de los modelos para la
prediccion de los datos, se elige como medida de desempeno la raiz cuadrada
del error cuadratico medio (RECM), de esta manera el modelo con el valor
minimo es el modelo AR(2,0,2). Los resultados de la eficiencia se muestran
en seguida:

Cuadro 3: Valores del RECM para modelos propuestos.

Modelo | AR(2,0,0) | ARMA(2,0,2) | MA(0,0,2) | Promedio Movil S.
RECM 1.2845 1.2763 1.2820 2.8399

Fuente: elaboracion propia.

Con los resultados del cuadro anterior se observa que con el modelo
ARMA(2,0,2) se obtiene el menor valor del RECM.

MGB: estimacion de parametros y prediccion

En este apartado, con el supuesto que el precio de la MME es conducido por la
EDE del MGB,; se estiman los parametros por maxima verosimilitud partir de
una serie de precios que comprende el periodo 31/12/2019 al 23/02/2024 con
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un total de 1077 observaciones. Se dividen los datos en los mismos periodos
de entrenamiento y prueba que en la primera subseccion de esta seccion.
Se simulan trayectorias y se ejecutan predicciones, por tltimo se evaltua la
eficiencia de la prediccion con RECM.

El cuadro (4) muestra la estadistica descriptiva de los rendimientos sim-
ples del precio de la MME, en el periodo de la muestra se observa un precio
promedio de 65.47, una desviacion estandar de 21.42. La curtosis es alta de
47.33, lo que indica que hay valores extremos en la serie. Respecto al coefi-
ciente de asimetria tiene un valor positivo, lo que indica que su distribucién
es sesgada hacia la derecha.

Cuadro 4: Estadistica descriptiva de los rendimientos de PMME.

@ | o | Mediana | Moda | Rango | min | max | sesgo | curtosis n
R; | 65| 21 67 69 113 7 120 1 47 1077

Fuente: elaboracién propia

Figura 7: Histograma y grafica cuantil-cuantil de rendimientos MME.

[ Rendimientos MME
—— Ajuste My, 0)
((a)) Histograma de rendimientos ((b)) Grafica quantil-quantil.

MME.

Fuente: elaboracion propia.

Al ejecutar la prueba de normalidad de los rendimientos con Jarque-Bera
al 5% de significancia, se obtiene una estadistica de prueba de 95794.4017 con
un valor-p de 0.0, por lo que es que se rechaza tal supuesto. Se concluye que
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hay evidencia suficiente para afirmar que los rendimientos tienen asimetria y
curtosis que son significativamente diferentes de una distribuciéon normal, esto
se verifica con el histograma de rendimientos y la figura (7) (cuantil-cuantil).

Para ejecutar la prediccion del precio de la MME a 58 dias se siguen los
siguiente pasos:

1. Estimar los parametros del MGB por méaxima verosimiltud: y y o.
2. Elegir un nimero n y generar trayectorias con la EDE asociada al MGB.
3. Dividir el periodo en dos partes: entrenamiento y prueba.

4. Elegir la ponderacién para las predicciones: en este caso se elige 0.5 para
el maximo y 0.5 para el minimo.

5. Generar predicciones de precios y comparar con los precios reales.
6. Calcular el RECM.
Al ejecutar el procedimiento anterior se obtiene p = 0.001257 y o = 0.045824,

con n = 20,000 trayectorias se obtiene un RECM=34.79. La siguiente figura
muestra los precios predecidos y los observados:

Figura 8: Precios predecidos y observados n = 20000.

RaizC Error Cuadritico Medio (RECM): 34.79

MXP/USD

2023-12:01 2023-12-15 2024-01-01 2024-01-15 2024-02-01 2024-02-15

—— Precios observados Precios predecidos

Fuente: elaboracién propia.
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4 Conclusiones

Modelar la dinamica de los precios de los diferentes instrumentos que se ne-
gocian en los mercados financieros es una tarea compleja, en particular para
series de tiempo de tipo financiero, porque los datos muestran tendencias en
diferentes puntos del tiempo y no son estacionarios. Asimismo, exhiben patro-
nes de volatilidad causados por diferentes eventos que provocan rendimientos
inesperados, por ello, es fundamental que los participantes disefien estrategias
para tomar decisiones acertadas en el mercado. Existen diferentes métodos
que pueden usarse como herramientas de modelado para hacer predicciones y
evaluar su desempeno, en la aplicacion de esas técnicas el desempeno implica
contar con el menor error posible. En este trabajo se abordan dos enfoques
para ejecutar predicciones: la primera con series de tiempo en un modelo AR-
MA y la segunda con un modelo en tiempo continuo: movimiento geométrico
browniano.

Con informacion del portal de Banxico de precios de la Mezcla Mexicana
de Exportacion del periodo 31/12/2019 al 23/02/2024 con un total de 1077
observaciones. Se rechaza el supuesto de normalidad con la prueba de Jarque-
Bera para la series de precios de la MME y de la primera diferencia. Se estiman
un modelo de promedio mévil simple con una ventana movil de 8 dias y tres
modelos de series de tiempo. Se hace la prueba de Dickey-Fuller a la primera
diferencia interpretando que la serie es estacionaria y no tiene raiz unitaria.
Se identifican, estiman y se validan los modelos de series de tiempo siguientes:
AR(2,0,0), MA(0,0,2) y ARMA(2,0,2). El analisis de los resultados indica
que se elige el modelo AR(2, 0, 2) por tener los valores minimos de los criterios
de informacion AIC, BIC, HQIC y el valor minimo de RECM (1.27) en la
eficiencia de conjunto de datos de entrenamiento y prueba. Respecto al MGB
se estimaron los pardmetros a partir de los mismos datos, periodos de prueba y
entrenamiento, se elige 0.5 para los valores maximo y minimo en ponderaciéon
en las predicciones, el RECM resulté en 35. Se concluye que periodos cortos
de tiempo los modelos discretos son mas eficientes que los modelos en tiempo
continuo.

En futuras lineas de investigacion se pretende modelar la dindmica del
precio con modelos auto regresivos de heterocestascidad condicional y sus
diferentes variantes con su correspondiente identificacion, estimacion y vali-
dacion. Respecto a los modelos en tiempo continuo se podria anadir dos EDE
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de tal manera que se pueda modelar tanto la tasa de interés o la volatilidad
de la volatilidad con o sin reversion a la media.
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Capitulo 5

Sobre la descomposicién scs de un continuo y la
construcciéon del cono topolégico

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero,
David Rodriguez Hernandez

FCFM, BUAP.

Resumen

En este capitulo se trata de la descomposicién scs de un espacio topo-
logico, especificamente de la descomposicion scs de los espacios métricos
no vacios compactos y conexos, es decir, de los continuos. daremos una
breve revisada a los axiomas de separacién y daremos algunos ejemplos
clasicos de continuos. Se hablara de algunos resultados de las particiones
y veremos bajo que condiciones la descomposicién de un continuo es tam-
bien un continuo, hablaremos de la descomposicién scs y demostraremos
que toda descomposiciéon scs de un continuo es un continuo, hablaremos
sobre una tecnica para construir particiones scs y finalmente daremos una
definicon de el cono topolégico mediante este tipo especial de particion.

1 Introduccion

En la teoria de los espacios métricos vista desde un enfoque topologico apare-
cen conceptos tales como los de compacidad y conexidad que no nos podemos
permitir pasar por desapercibidos, dichos conceptos dan lugar a lo que se co-
noce como continuos. La teoria de los continuos surge contemporaneamente
junto a las primeras nociones de los espacios topolédgicos en el siglo XIX con
los trabajos de G. Cantor en donde el introduce el termino de continuo como
un conjunto X contenido en R™ para algiin n € N tal que para cada a,b € X
y € >0, exiten a = x1,...,xr = b elementos de X donde |z; — ;41| < € para
cada i =1,..,k — 1. A saber, si a esta definicion se le agrega la compacidad,
entonces obtenemos la definicién actual de continuo.
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Como ejemplos de continuos destacamos algunos sencillos tales como el ar-
co, la circunferencia o la 2-celda. A saber, en la teoria de los continuos
exiten diversas formas de construir continuos a partir de otros, el presente
trabajo nos muestra una forma interesante de construir continuos mediante
un tipo especial de particion, la llamada particiéon semicontinua superior.

2 Preliminares

Compacidad y conexidad

Definiciéon 2.1. Sea Y C X. SiY C U U, con U, conjunto abierto en X;

acl
a la familia {U,}aer se le llama cubierta abierta de Y .

SiI' C I estal queY C U U,, entonces decimos que la subfamilia {Uy}aer

acl’
es una subcubierta de Y .

Si ademds I' es un conjunto finito, diremos que la subfamilia es una sub-
cubierta finita de Y .

Definicion 2.2. Sea X un espacio métrico y Y C X. Decimos que Y es
compacto si toda cubierta abierta de 'Y admite una subcubierta finita.

Ejemplo 2.3. Sea Y = {0} U {2 :n € Z*} CR, a saber, Y es compacto.

Demostracion: Sea A una cubierta abierta de Y, luego debe existir un
abierto U de A que contiene al 0 y por la forma en que esta definido Y el
conjunto U debe contener a todos los puntos de la forma % excepto a un ni-
mero finito de ellos; digamos 1, . . ., yx. Ahora, para cada una de estos puntos
que no estan en U, tomemos un elemento de A que los contenga, digamos
Ay, ..., Ag. Luego UU{A;}%_ | es una subcubierta abierta para Y y por tanto
Y es compacto. =

Intuitivamente un espacio acotado es aquel que no se extiende indefinida-
mente, en otras palabras cuando se mantiene dentro de ciertos limites.
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Definicion 2.4. Sea Y un subconjunto no vacio de (X, d) un espacio métrico.
Decimos que Y es acotado si existe k € R tal que para todo x,y € Y se tiene
que d(x,y) < k.

El teorema que a continuacién se enuncia relaciona los intervalos acotados
y cerrados de R con el concepto de compacidad.

Teorema 2.5. Cada intervalo cerrado y acotado de R es compacto.

Demostracion. Sea [a,b] un intervalo cerrado de R y sea {U,}aer una
cubierta para dicho intervalo, consideremos a

B ={c € [a,b] : {Us}acr admite una subcubierta finita para [a,c|}

consideremos a S = sup{B}, a saber si S < b, entonces debe existir Ug de
{Us}aer tal que S € Ug, luego al ser U abierto debe existir un € > 0 tal que
(S—¢e,84¢)CUs yalser S—e <8, elintervalo [0,S — ¢] puede cubrirse
con una cantidad finita de elementos de {U,}aecs v asi el intervalo [0, S + %]
con los elementos que cubren a [0,S — ¢] junto com Up, lo que implicaria
que S no es el supremo de B, por tanto debe suceder que S = b y asi [a, b]
puede cubrirse con una cantidad de elementos de {U, }aes. Por tanto [a, b] es
compacto. ™

El siguiente resultado se utiliza muchas veces a lo largo de este trabajo,
por eso, aunque es una propiedad basica, se considera importante su mencion.

Teorema 2.6. Si (X, d) es un espacio métrico compacto y C' un subconjunto
cerrado de X, entonces C' es compacto.

Demostracion. Sea {U, }.c; una cubierta abierta para C, luego al ser C'
cerrado, tenemos que C° es abierto, notese que {U, }aer U CC es una cubierta
abierta para X y al ser X compacto, este admite una subcubierta finita. A
saber, existe k € N tal que {U,,,...,U,,} es una subcubierta finita para X,
en particular {U,,, ..., U,,, C°} también es subcubierta finita para X es decir
X cUr, U, uCeycomo C C X, conC ¢ C°entonces C C |Jr_, Uy, v por
tanto C' compacto. =

Siguiendo ahora con el concepto de conexidad. La definicién actual de es-
ta fue introducida en 1893 por C. Jordan (1838-1922) para la clase de los
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subconjuntos del plano. El estudio sistemético de la conexidad fue iniciado
en 1914, por F. Hausdorff (1878-1973), y en 1921 por B. Knaster (1893-1980)
y K. Kuratowski (1896-1980).

Siempre podemos pensar de manera intuitiva a un conjunto conexo como
un conjunto de una sola pieza (que no se puede dividir), pero en términos méas
precisos y a manera de no generar ambigiiedad, se tiene la siguiente definicion.

Definicion 2.7. Sea X un espacio métrico y sean P y () subconjuntos abier-
tos no wvacios de X. Diremos que P Y () son una separacion de X si
X=PUQyPnNnQ=0.

Diremos que X es disconexo si existe una separacion de X y en caso contra-
rio diremos que X es conexo, o bien. X es conexo si no puede ser descrito
como union disjunta de dos conjuntos abiertos.

Ademads, siY C X, entoncesY es disconexo o conexo si lo es como subespacio
con la topologia relativa.

Proposicion 2.8. Sean C' un subespacio métrico conexo de X. Si C' C B C
C, entonces B es conexo.

Demostracion. Supongamos que B es disconexo, entonces deben existir
M y N abiertos tales que B = MUN y M NN = (. Luego como C es
conexo, C debe ser subconjunto de M o bien de N, sin perdida de generalidad
supongamos que C' C M, entoces C' C M por lo que CN N = (. Y como
B C C se tiene que BN N = 0, luego N = (), pero esto es una contradiccion.
Por lo tanto, B es conexo. n

A continuaciéon un teorema que caracteriza los subconjuntos conexos del
espacio R.

Teorema 2.9. Un subconjunto I de R es conexo si y solo si I es un intervalo
o un subconjunto unitario.

Demostracion: Primero Supongamos que I C R es conexo. En caso
de que sea un conjunto unitario no hay nada que probar, asi pues supongamos
que no es unitario y también que no es un intervalo, luego deben existir a,b € I
tales que [a, b] ¢ I, asi existe ¢ € (a, b) tal que ¢ ¢ I, Considerese los conjuntos

P=(-oc0,c)NI y Q= (c,00)NI
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luego I = PUQ con P y() separados, pero esto contradice que I conexo. por
tanto I debe ser un intervalo.

Ahora bien, si I unitario no tenemos nada que probar, supongamos pues
que [ es un intervalo y no es conexo. Luego, deben existir P, () C R no vacios
y separados tales que I = PU Q. Sean x € Py y € () y supongase que
x < y, al ser I un intervalo podemos asegurar que [x,y] C I. Asi pues, sea
R = [z,y]N P, notemos que R # () y tiene como cota superior a y, luego debe
exitir o = supR.

Ahora bien, se tiene que x < o < y por lo que « € [z,y], entonces « € P o
bien o € () pero no en ambos, supongamos que « € P, entonces a < y.
Pero al ser P abierto en I debe existir D abierto en R con la propiedad de
que P = D N1, entonces o € D por lo que debe exitir un ¢ > 0 tal que
(o —e,a+¢€) C Dy como a < y podemos tomar € > 0 a manera de que
a+e<y,asia+e €, luego a+¢e € P lo que contradice que a = supR, lo
mismo para el caso en que a € (). Por tanto I conexo. =

Notese que la uniéon de conjuntos conexos puede ser un conjunto no cone-
x0, pero si la interseccion de estos conjuntos es al menos un punto, entonces
la unién daré como resultado un conjunto conexo.

El siguiente teorema generaliza esta idea.

Teorema 2.10. [7, Teorema (2.A.10)] Si {X;}52, es una familia de subcon-
jguntos conexos en un espacio topologico X tales que para i # j, se cumple
que X; N X; # 0, entonces | J;=, X; es conezo.

Axiomas de separaciéon

En la topologia existen propiedades que pueden satisfacer los espacios topolo-
gicos en funciéon de que tantos puntos o subconjuntos cerrados de X se pueden
separar por medio de conjuntos abiertos, para esto, es fundamental hablar de
los axiomas de separacion. Entender los axiomas de separacion es esencial
para el estudio de diversas estructuras matematicas. Existen varios axiomas
de separacion cada uno con caracteristicas y propiedades tinicas acorde a su
utilidad en algunas aplicaciones, se vera durante el desarrollo de este trabajo
que es necesario enunciarlos por la utilidad que a estos se les da en teoremas
consecuentes.
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Definicion 2.11. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que:

o X es Ty (o de Kolmogdrov) si y solo si para cualquier par de puntos
x,y € X existe un abierto U que contiene uno de los puntos pero no al
otro punto.

e X es Ty (o de Fréchet) si y solo si para cada par de puntos x,y € X
existen abiertos U y V tales que x € U peroy & U, y ademds y € V
perox & V.

o X es Ty (o de Hausdorff) si y solo si para cualquier par de puntos
x,y € X existen abiertos U y V' ajenos tales que x € U yy € V.

e X es Tz (o regular) si y solo si para cada punto v € X y cualquier
cerrado F' C X tal que x € I existen abiertos U y V' ajenos tales que
reUyFCV.

e X es Ty (o normal) si y solo si para cada par de cerrados F,G C X
ajenos existen abiertos U y V' ajenos tales que F C U y G C V.

L;/,-\\ U/"\ Al V
: \ / 7\ \\
s * X /, * Y ( OX( ey
N _ 7 U/”\\ /’"\y \\ \/\/ //
TO / \ /7 \ - T T1
[ ex gl ey
\ /\ /
U/,-\\ /,-\\V N__ /S N_ _~ U/~\\ /——\\\/
/ / ||/ /
\ \ \ \
[ ex | | f E | G
\ RN / \ / \ /
N N N__~ N~
T3 T4

Espacios T;
Se puede llegar a probar que si X es un espacio métrico T; para ¢ €

{1,2,3,4} se cumple que T; = T;_;, a continuacién enunciamos y demostra-
mos algunos lemas que seran utiles méas adelante.
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Lema 2.12. Sea X un espacio de Hausdorff, st K C X compacto, entonces
K es cerrado.

Demostracion: Sean X un espacio de Hausdorft y K C X compacto,
sea r € X — K un elemento cualquiera, luego para cada k € K deben existir
Ur v Vi abiertos ajenos de k y x respectivamente tales que k € Uy y © € Vj,
(notese que U C X —Vj,) a saber los abiertos Uy forman una cubierta abierta
para K, luego al ser K compacto, este admite una subcubierta finita, digamos

n

{Uk, },, definamos V = ﬂ Vi, notese que V' es una vecindad de x que no
1= 1

intersecta a K, pueSKCUUk CUX Vi,) = X —V, de ahi que V es

=1 =1
una vecindad de z contemda en X — K de donde K debe ser cerrado. -

Lema 2.13. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, entonces X es Ty

Demostracion: Sea X un espacio T> compacto, consideremos C C X
un cerrado de X, sea x € X — C como X es de Hausdorff se tiene que para
cada ¢ € (' existen abiertos ajenos U. y V. de ¢ y = respectivamente tales
que c € U,y z € V,, ahora bien, como C' C X es cerrado, tenemos que C' es
compacto, por lo que debe existir una cublerta finita  que cubre a C, digamos

{U,,}"_,, similar al lema anterior U = U U,y V= ﬂ V., son abiertos ajenos

=1 =1
que contienen a C'y x respectivamente, de donde se afirma que X es Ts.

Ahora consideremos C'y D dos cerrados ajenos de X, como hemos verificado

que X es T3 tenemos entonces que para cada d € D existen abiertos ajenos

Uy v Vg que contienen a C'y d respectivamente. Ahora bien, dado que D es

cerrado de X, D es compacto, por lo que admite una cubierta finita, digamos
n

{Vg,},, es claro que D C V = U Vg, v observese que C' C U,, para cada

i=1
n

d; 1 =1,2,...,n por lo que si tomamos ,U = ﬂ Ug,, también es claro que
i=1

C Cc U, ycomo V y U son abiertos ajenos que contienen a D y C' respectiva-

mente, entonces tenemos que X es 7}. =
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To

Espacios T;

3 Continuos

La primera definicion de continuo fue dada en 1883 por G. Cantor (1845-1918)
y nos dice que un continuo es un subconjunto cerrado y denso en si mismo
y conexo en un espacio Euclidiano. Pero esta definicién habia sido formulada
sobre la base del estudio de otro objeto de investigaciéon matematica: El con-
cepto de linea o curva, las cuales eran mas importantes en esa época (Ver en
|2, pag. 225-226]). Sin embargo la nocién actual de continuo se formaliza en el
siglo XX con los trabajos de Borel, Hausdorff, Urysohn, Alexandroff y Fréchet.

Para esta parte comezaremos con la definicién formal de un continuo, daremos
algunos ejemplos clasicos de estos y hablaremos un poco de como construir
continuos a partir de algunos ya dados.

Antes de dar la definicion formal de un continuo tengamos en consideracion
lo siguiente:

e Decimos que un conjunto es no degenerado. si dicho conjunto tiene
mas de un punto.

e Decimos que un conjunto es numerable si es finito o si tiene cardina-
lidad igual a la del conjunto N.
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e Se entiende que un subconjunto D de un espacio métrico X es denso
en X, si cada subconjunto abierto y no vacio en X intersecta a D.

e Decimos que un espacio topologico X es separable si este contiene un
subconjunto denso y numerable.

Definicion 3.1. Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto y no
vacio. Ademds si X es un continuo yY C X se dird que Y es un subcontinuo
de X, st también Y es un continuo.

Nota: Con los puntos anteriores y dado que cada espacio métrico com-
pacto es separable, (Ver en [1, pag. 62-63]), se tiene que los continuos son
separables.

Ejemplo 3.2. Sean a,b € R, donde a < b, el intervalo [a,b] es un continuo.
Pues [a,b] es conezo y compacto.

Ejemplo 3.3. Sea X = {(z,y) € R? : d((0,0),(z,y)) = 1} donde d es la
métrica usual de R?. X es la circunferencia unitaria y es un continuo.

Circunferencia unitaria.

Ejemplo 3.4. Si W = {(z,sen()) € R? : 0 < z < 1}, entonces X = we

es un continuo llamado la curva sinoidal del topologo. Observe que

WY —Wu{(0,y) eR?: —1<y <1},

El continuo X se puede observar de manera aproximada en la siquiente figura.
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>

—

T T T T T T IS

Continuo sen(2)

xT

Llegados a este punto es valido hacernos la pregunta: ;La unién de con-
tinuos es un continuo? y aunque la respuesta es que no necesariamente, el
siguiente teorema nos dice bajo que condiciones esto es posible.

Teorema 3.5. La union de dos continuos es un continuo siempre que tengan
un punto en comun.

Definicion 3.6. Un arco es un espacio topoldgico homeomorfo al intervalo

[0,1].
Sea A un arco. Para cualquier homeomorfismo f: [0,1] — A, se tiene que

{p,q} = {f(0), f(1)}. Por esto, los puntos extremos del arco A son p y q.
Podemos decir que A es un arco de p a g o de ¢ a p.

Arco.

El intervalo [0, 1] es un continuo, asi un arco es un continuo.

Definicion 3.7. Una curva cerrada simple es un espacio topologico ho-
meomorfo a la circunferencia unitaria.
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Curva cerrada simple.

Definiciéon 3.8. Dadon € N definimos una n—celda como un espacio topolo-
gico homeomorfo a la bola cerrada de dimensionn. B" = {x € R™ : ||z|| < 1},
en particular una 2—celda es un espacio topoldgico homeomorfo a [0, 1]x[0, 1].

2-celda.

Definicion 3.9. Sean X eY dos espacios topologicos, diremos que f : X —'Y
es una funcion abierta si para cada abierto U de X se tiene que f(U) es
abierto en Y. De igual manera diremos que es una funcion cerrada si para
cada cerrado C' de X se tiene que f(C') es cerrado en 'Y .

4 Espacios de descomposiciéon

Ya que nuestro estudio tiene que ver con la particién semicontinua superior
de espacios, en esta seccion empezaremos por definir que es una particion y
algunos conceptos que de ella surgen para mas adelante hablar de la descom-
posicion scs.

Definicién 4.1. Sea (X, T) un espacio topoldgico, diremos que una coleccion
G de subconjuntos de X es una particion de X si los elementos de G son
ajenos dos a dos y ademds su union es iqual a X . St ademds los miembros de
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la particion G son cerrados en X, diremos que G es una particion cerrada

de X.

1\

Particion de X.

Ahora consideremos (X, 7) un espacio topologico, G una particion y defi-
namos 7(G) ={U C G:JU € 7}.

A saber 7(G) es una topologia para G, en efecto, pues al ser G una parti-
cion de X se tiene de antemano que | JG = X € 7y asi G € 7(G), claramente
como @ C G es tal que | J@ = @ € 7 y asi tenemos que @ € 7(G). Ahora
consideremos U y V en 7(G), es claro que UNYV C G y se tiene que sild y V son
subcolecciones de la particion se cumple la igualdad U NV) = JU NV
luego como JU y JV son elementos de 7 entonces |J(U NV) € 7 y por
tanto U NV € 7(G). Finalmente consideremos F una coleccion arbitraria de
elementos en 7(G), notemos que |JF = U (UU), y como para cada U € F,

UeF
se tiene que (JU € 7, entonces |JF € 7(G).

Nota: Diremos que el epacio topologico (G,7(G)) es un espacio de des-
composiciéon de X.

Observacion: Lo anterior nos dice que cada vez que tomemos una parti-
cion de un espacio topologico, podemos dotarla de una topologia.

Notese que por la manera en que una particion estd definida cada vez que
consideramos un elemento = de X este es seleccionado de un tinico elemento
de la particion G asi pues consideremos la siguiente definicion.

Definiciéon 4.2. Llamaremos mapeo natural a la funcion
X =G
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que asigna a x elemento de X su unico elemento de G que lo contiene. Notese
que T es sobreyectiva y continua.

Mapeo natural

Los espacios de descomposicién son muy importantes en la teoria de los
continuos y seran de gran importancia en este capitulo cuando definamos el
cono topologico, asi pues vale la pena analizar la siguiente pregunta ; El espa-
cio de descomposicién de un continuo es también un continuo? La respuesta
es que no necesariamente y para verificar esto, un ejemplo.

Ejemplo 4.3. Consideremos al continuo X = [—1,1] y sea G una particion
de X dada por G = {{z, -z} : -1 <z < 1}U{{-1},{1}}, A4 saber (G,7(G))
no es un continuo, pues puede verificarse que (G, 7(G)) no es un espacio de
Hausdorff y por tanto no es metrizable. [Ver Teorema 4.6]

Como hemos visto, si G es una particiéon de un continuo X no necesaria-
mente sucede que (G, 7(G)) es un continuo. ;Cuando si?. Los teoremas que a
continuacion se enuncian son clave para hablar de esto, [Ver Teorema 4.7].

Lema 4.4. Sean X y Y espacios topologicos con X compacto yY de Haus-
dorff. Consideremos f : X — Y, si f es una funcion continua, entonces f es
cerrada.

Demostracion: Sea C' un cerrado de X. Por hipotesis tenemos que X
es compacto, luego C' debe ser compacto y al ser f continua, tenemos que
f(C) debe ser compacto de Y y dado que por hipétesis Y es de Hausdorff,
entonces por el Lema 2.12 tenemos que f(C) es cerrado en Y. Por tanto, f
es una funciéon cerrada.
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Lema 4.5. Sean X y Y espacios topoldgicos con X compacto yY de Haus-
dorff. Consideremos f : X — Y, si f es continua y suprayectiva, entonces Y
es metrizable.

Demostracion: Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva con
X compacto y Y de Hausdorff, a saber el Lema 4.4 nos dice que f es cerrada.
Consideremos a C una base numerable para X, luego para cada subconjun-

to finito £ de C definamos £, =Y — f | X — U L | . Es claro que U L
LeL LeL
es abierto de X por lo que X — U L es cerrado de X y en consecuencia
Lel

f (X — U L) es cerrado en Y pues no perdamos de vista que f es cerrada,

LeL
luego E, es abierto en Y para cada £ subconjunto finito de C.

iAfirmacion! P = {E; : L es un subconjunto finito de C} es una base
numerable para Y.

En efecto, observese que al ser C numerable, también se tiene que P es nu-
merable. Ahora, sean U un abierto de Y y p un elemento de U, f~*({p}) es
cerrado en X y f~1(U) es abierto en X pues como sabemos f es continua,
luego como X compacto, se sigue que f~*({p}) es también compacto, obser-
vese que f~'({p}) C f~1(U), entonces debe existir un subconjunto finito £’
de C tal que:

iy c Y Leriw).

Lel’

Afirmamos que p es un elemento de E., pues de lo contrario, si p € E, se

tendria que p € f| X — U L | y entonces deberia existir z € X — U L
LeL LeL
tal que f(z) = p luego z € f1({p}) C U L lo cual es una contradiccion.

LeL!
Por ultimo noétese que al ser f continua y suprayectiva debe suceder que Y

es compacto al igual que X. Asi Y compacto y de Hausdorff, entonces por el
Teorema 2.13 Y es normal y en consecuencia Y regular con base ntimerable
por lo que Y es metrizable (Ver en [4, pag. 241]).
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Teorema 4.6. Sea X un espacio métrico compacto, un espacio de descom-
posicion (G, 7(G)) es metrizable si y solo si es de Hausdorff.

Demostracion: Es claro que si (G, 7(G)) es metrizable, entonces debe
ser de Hausdorft.
Ahora supongamos que (G,7(G)) es de Hausdorff, como 7 : X — G es
sobreyectiva y continua tenemos entonces por el Lema 4.5 que (G, 7(G)) tiene
que ser metrizable. -

Teorema 4.7. Sea X un continuo, un espacio de descomposicion (G, 7(G))
es un continuo si y solo si es de Hausdorff.

Demostraciéon:=]Sea (G, 7(G)) un continuo, de donde sabemos que en-
tonces es espacio métrico y en consecuencia de Hausdorff.
Ahora supongamos que (G, 7(G)) es de Hausdorff, entonces por el Teore-
ma 4.6 se tiene que es metrizable, mas atn, como 7 : X — G es continua no
perdamos de vista que la compacidad y conexidad son invariantes topologi-
cos por lo que G tiene que ser compacto y conexo. Por tanto (G, 7(G)) es un
continuo. -

Este tltimo teorema nos dice como a partir de un continuo construir otros
nuevos, sin embargo requiere la condicion de que los espacios de descomposi-
cion sean de Hausdorff. Ahora hablemos de un tipo especial de particién, la
llamada semicontinua superior; esta nos facilitara la construcciéon de nuevos
continuos a partir de otros.

Definicion 4.8. Sean (X, T) un espacio topoldgico y G una particion de X,
diremos que G es semicontinua superior si siempre que D € G, U € 7 y
D C U, existe VeT con D CV tal que si A € Gy ANV # &, entonces
AcCU.
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X

Particiéon semicontinua superior

Definicion 4.9. Sea (G,7(G)) un espacio de descomposicion de un espacio
topoldgico X, diremos que A C X es G-saturado si existe una subcoleccion

C de elementos de G tal que A = U C.
cec

Ejemplo 4.10. Si X un conjunto con G una particion y consideramos 7 :
X — G el mapeo natural, dado B C G se tiene que 7 (B) es G — saturado,

pues 7 H(B) = U B.

BeB

Teorema 4.11. Sea (G,7(G)) un espacio de descomposicion de un espacio
topoldgico X, A C X es G — saturado si y solo si 7~ (mw(A)) = A.

Demostracion: Sea A C X y supongamos que A es G — saturado,

entonces existe una subcoleccion C de G tal que A = U C, noétese que
cec
m(A) ={n(z) : 2 € A} = C, luego 7 ' (7(A)) =7 1C) = {r € X : 7(x) €
Cy=JC=Ayasir(n(4)) = A.
cecC

Ahora supongamos que 7 '(m(A)) = A, claramente m(A) es un sub-
conjunto de G y del Ejemplo 4.10 tenemos entonces que su preimagen debe
ser G — saturado de ahi que A es G — saturado. -

El siguiente teorema nos dice que pasa con los abiertos de X si estos a su vez
son G — saturados.

Teorema 4.12. Sea X un espacio topoldgico y sea (G, 7(G)) un espacio de
descomposicion de X, si U es G — saturado y abierto en X , entonces w(U)
es abierto en G.
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Demostracion: Consideremos U G — saturado y abierto en X, entonces
por el Teorema 4.11 tenemos que U = 7 '(7(U)), de donde 7 (7(U)) =

U V' es abierto en X, es decir que U V € 7x donde claramente
Ven(U) Ver(U)
m(U) € Gy asi m(U) € 7x(G), es decir que m(U) es un abierto en G n

A continuacién veremos un par de caracterizaciones de la particion semi-
continua superior.

Teorema 4.13. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea (G, 7(G)) un espacio
de descomposicion de X, ademds consideremos am : X — G el mapeo natural,
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) G es una particion semicontinua superior.
(i1) ™ es una funcion cerrada.

(1)) si G € G yU € 7 con G C U, entonces existe V € 7 tal que V es
G — saturado y G CV CU

Demostracion:| (i) = (i7) | Supongamos que G es semicontinua superior

y sea C'un cerrado en X, a saber, primero veamos que 7 (G —7(C)) € 7, en
efecto, sea x € 771G —n(C)), entonces w(x) € G —7(C) luego n(z) C X —C
pues si por el contrario existiera un y € m(x)NC' tendriamos que y € m(y) y en-
tonces m(y)Nm(z) # @ de donde tendria que suceder que 7(x) = w(y) € 7(C)
pues y € C, y esto entra en contradiccion con el hecho de que 7(z) € G—n(C),
notese que X — C es abierto en X y como G es semicontinua superior, de-
be existir V € 7 con w(z) C V tal quesi A € Gy ANV # &, entonces
A C X —C, asabersiv €V notese que w(v) € G y ademéas w(v)NV # & por
lo que 7(v) € X —C. Ahora veamos que 7(V) C G—7(C) sea B € w(V'), debe
existir b € V tal que w(b) = B observese que si sucediera que mw(b) € m(C)
tendriamos que exite y € C tal que m(b) = 7(y) y entonces y € n(b)NC'y
por tanto m(b) no puede estar contenido en X — C' lo cual es una contradic-
cion. Por tanto w(V) C G — m(C) y tomando preimagenes en la contencion,
entonces V' C 7 (G — 7(C)) y dado que x € 7(z) C V entonces tenemos
que 7 G — 7(C)) € 7 luego, del Ejemplo 4.10 sabemos que 7~ (G — 7(C))
es G — saturado y asi por el Teorema 4.12 tenemos que 7(7~1(G — 7(C))) es
abierto en G y dado que 7 es sobreyectiva, entonces G — 7w(C) € 7(G) y asi
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finalmente 7(C') es cerrado en G y por lo tanto 7 es cerrada.

(i) = (i17) |Sean G € Gy U € 7 con G C U y supongamos que 7 es cerrada.

Claramente X —U es cerrado en X por lo que tenemos que w(X —U) es cerra-
doen G, luego G—7(X —U) es abierto en G y dado que 7 es continua tenemos
que 771G — (X —U)) es abierto en X. Haciendo V = 77 1(G —7(X —U)) ya
tenemos que V' € 7y ademas del Ejemplo 4.10 también V' es G — saturado, so-
lo resta probar que G C V' C U, veamos que en efecto G C V', sea z € G como
G € G entonces 7(x) = G, y como por hip6tesis tenemos que G C U, entonces
m(x) C U por lo que 7(z) & (X — U), es decir que, n(z) € G — (X — U)
y entonces x € 7 (G — m(X — U)), es decir que € V por lo tanto G C V
ya solo veamos que V' C U, sea v € V, entonces m(z) € G — n(X — U), lo
cual quiere decir que m(x) = A para algin A € G — (X — U) de donde
A¢m(X —U) por tanto m(x) = A C U y asi « € U, por lo tanto V C U.

(13i) = (i) | Finalmente, sea D € G, U € 7 con D C U por hipotesis te-
nemos que existe V € 7 tal que V es G — saturadoy D C V C U. Sea A € G
con ANV # & como V es G — saturado tenemos que existe una subcoleccion
C de elementos de G tal que V = U C, de donde se sigue que A C V' y asi se

ceC
concluye que A C U y por lo tanto G es una particién semicontinua superior. g

Lema 4.14. Sea X un espacio topoldgico tal que para todo x € X se tiene
que {x} es cerrado en X. Si G es una particion semicontinua de X, entonces
G es una particion cerrada.

Demostracion: Sean A € G un miembro de la particion cualquiera, x € A
y nuevamente consideremos a m el mapeo natural. Se tiene por hipotesis que
{z} es cerrado en X y por el Teorema 4.13 tenemos que 7 es funciéon cerrada,
entonces mw({x}) es cerrado en G, observese que w({z}) = {m(x)} = {A} de
donde {A} es cerrado en G y como 7 continua, entonces 7' ({A}) es cerrado
en X, asaber 7 {({A}) ={r e X :n(x) e {A}}={zeX:n(x)=A}=A
por lo tanto A es cerrado en X y como A fue tomado de manera arbitraria
en G tenemos entonces que G es una particion cerrada. ™

Definicion 4.15. Si (G, 7(G)) es un espacio de descomposicion de un espacio
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topoldgico X tal que G es semicontinua superior. Diremos que (G,7(G)) es una
descomposicion scs.

Lema 4.16. St X un espacio métrico compacto, entonces cualquier descom-
posicion scs de X es metrizable.

Demostracion: Sea § una descomposicion scs de X, queremos ver que ¢
es metrizable. Dado que X es métrico compacto el Teorema 4.6 nos garantiza
que bastara con demostrar que G es de Hausdorff. A saber, sean G1,G2 € G
con 7 # G, asi pues G; NGy = @ y como X es normal, los conjuntos uni-
puntuales son cerrados, por lo que el Lema 4.14 nos asegura que GG; y G son
cerrados, mas ain, existen U; y U, ajenos y abiertos en X tales que G; C U,
y G C U, luego por el Teorema 4.13 existen Vi y Vo G — saturados abiertos
tales que Gy C V; C Uy y Gy C Vo C U,y. Ahora bien sea x € (G, entonces
G1 = 7n(z) € n(Gy) C w(Vh), entonces G; € w(V]) y de manera analoga
Go € 7(Vs), notese que V; y Vo cumplen las hipotesis del Teorema 4.12 por
lo que 7(V}) y w(V3) abiertos en G, también por ser Vi y Vo G — saturados
el Teorema 4.11 nos dice que V; = 7 Y(x(V})) y Vo = 7 (n(V3)), obser-
vese que como U; NU; = I se tiene también que V), NV, = &, de donde
7(Vi) Nm(Vy) = @ y asi G es de Hausdorft. n

Teorema 4.17. Si X es un continuo, entonces cualquier descomposicion scs
de X es un continuo.

Demostracion: Sean X un continuo y G una descomposicion scs. Notese
que al ser X compacto y conexo, se tiene que G tambien lo es pues 7 : X — G
es continua, mas aun, por el Lema 4.16 tenemos que G debe ser metrizable y
por tanto G es un continuo. =

El siguiente teorema nos da una forma interesante de obtener una particién
semicontinua superior a partir de un espacio topologico dado, evidentemente
el plan es obtener un continuo a partir de un continuo dado via su descom-
posicién scs.

Teorema 4.18. Sea (X,7) un espacio topoldgico y sea A un subconjunto
cerrado de X no wvacio, entonces la particion G4 definida como sigue es se-
micontinua Superior.

Ga={A}U{{z}:2€ X — A}
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Demostraciéon: Sean G € G4 y U € 7 con G C U. Primero supongamos
que G=Aysean V=Uy B € Gycon BNV # &, asaber si B = A, se
sigue que B C U y entonces G4 es semicontinua superior, por otro lado si
B = {z} para algin z € X — A, entonces z € V y luego B C U y asi G4 es
semicontinua superior.

Ahora supongamos que G = {z} para algin * € X — A, consideremos
V=UNX-A) €6rtyseaB € Gygcon BNV # &, asaber B # A
pues si sucediera que B = A por un lado tendriamos que ANV # & mientras
que por otro ANV =AN(UN (X — A)) = 2, asi pues B = {z} para algin
z€ X —A, como {z} NV # & setieneque z € V=UN(X—-A) yen
consecuencia {z} = B C U y por tanto G4 es semicontinua superior. n

Nota: Dado (X,7) un espacio topolégico y G4 definida como arriba, de-
notaremos el espacio de descomposicion (G4, 7(G4)) simplemente por X/A, a
saber, podemos pensar intuitivamente a X/A como el espacio obtenido de X
al reducir A a un punto. Ademas en el caso en que X es un espacio métrico
compacto o un continuo, claramente por el Lema 4.16 y por el Teorema 4.17
X/A sera metrizable o un continuo respectivamente.

Definicion 4.19. Consideremos Z = X x [0, 1] con X un espacio topoldgico,
A= {(z,1) : z € X}, definimos y denotamos el cono topolégico sobre X
como TC(X)=Z/A= (X x[0,1])/(X x {1}).

Tengamos en cuenta las siguientes observaciones:

e X x [0,1] es llamado el cilindro de X.

e Notese que en el caso en que X es un continuo, tenemos que T'C(X)
también es un continuo.

e Los puntos de T'C'(X) son de la forma [(z,t)] donde z € X y t € [0, 1].

e Siendo X un espacio topologico , se puede verificar que TC(X) es arco-
CONexo.

A saber, este ultimo punto nos dice que de hecho solo con que X sea un
espacio métrico compacto, se tendra que T'C'(X) es un continuo. Pues como
TC(X) es arco-conexo, se implica que T'C'(X) es conexo y en consecuencia
TC(X) debe ser un continuo.
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Capitulo 6

Algunas técnicas para la construcciéon de
continuos

Daniel Dominguez Malaga, David Herrera Carrasco,
Fernando Macias Romero
FCFM, BUAP

Resumen

En este capitulo se presentan algunos resultados que son de ayuda para
la construcciéon de nuevos continuos, aunque hay varias formas de cons-
truir continuos, aqui solo mostraremos las intersecciones anidadas y
las descomposiciones semi-continuas superiores, esta ultima proporciona
continuos que sirven de contraejemplos para ciertos resultados, expon-
dremos brevemente algunas de las propiedades méas importantes de estas
y algunas de sus caracterizaciones mas importantes.

1 Ejemplos de continuos e intersecciones anida-
das

Definicion 1.1. Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y
conexo. Un subcontinuo es un continuo el cual es un subconjunto de un es-
pacio.

El término continuo no degenerado significa que el espacio consiste de
mds de un punto.

El siguiente resultado establece que la propiedad de “ser un continuo” es
una invariante topolodgica bajo homeomorfismos.

Proposicion 1.2. Sean X un continuo, Y un espacio topologico yh : X —'Y
un homeomorfismo. Entonces Y es un continuo.
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Demostracion. Como X es, en particular, un espacio compacto y conexo.
Dada la continuidad de h, tenemos que, h (X) =Y es compacto y conexo. Y’
es un espacio métrico dado que dy (z,y) = dx (h~(z),h 1 (y)) (donde dx es
una meétrica sobre X) es una métrica sobre Y. [

Arcos

Definicién 1.3. Un arco es cualquier m 7N\
espacio homeomorfo al intervalo cerrado
[0, 1].
Figura 1: Arco
Observacion 1.4. (1) El subespacio [0,1] de R es continuo ya que es ce-
rrado y acotado, asi, por Heine-Borel es compacto, la conexidad se debe
a que los intervalos son los unicos conjuntos conexos en R.

(2) Si X es un espacio homeomorfo a [0, 1], entonces X es un continuo por
la proposicion 1.2. Por tanto todo arco es un continuo.

Definicion 1.5. Sea X un espacio métrico conexo. Un punto p € X es un
punto de corte de X si X \ {p} no es conexo. Si p no es punto de corte de X
entonces llamaremos a p un punto de no corte.

Proposicion 1.6. Sean X, Y espacios métricos conexos y h : X — Y un
homeomorfismo entre ellos, entonces p es un punto de corte de X si y solo si
h(p) es un punto de corte de Y .

Demostracion. Supongamos que h(p) no es un punto de corte de Y entonces
Y \ {h(p)} es conexo, como h~! es continua, h=! (Y \ {h(p)}) es conexo, pero
R (Y \ {h(p)}) = X \ {p} lo que contradice el hecho de que p es un punto
de corte de X.

El reciproco se muestra de manera similar. O

Ejemplo 1.7. Para cada a € (0,1), a es un punto de corte de (0,1) ya que
el conjunto (0,1)\ {a} = (0,a) U (a, 1) no es conezo, asi, (0,1) tiene infinitos
puntos de corte.

Ejemplo 1.8. El intervalo cerrado [0,1] tiene infinitos puntos de corte, pero
0 y 1 son puntos de no corte dado que [0,1]\{0} = (0,1] y [0,1]\ {1} =[0,1)
lo cuales son conexos (ya que siguen siendo intervalos).
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Proposiciéon 1.9. Sea h : [0,1] — [0, 1] un homeomorfismo. Entonces

{h(())? h(l)} = {07 1}‘

Demostracion. Sea x € {h(0),h(1)} entonces z = h(0) o x = h(1). Si x =
h(0) entonces este no puede ser un punto de corte de [0, 1] ya que de ser el
caso tendriamos por el ejemplo 1.8 y la proposicion 1.6 que 0 es un punto de
corte de [0, 1], lo cual no puede ser posible, asi h(0) = 0 o h(0) = 1 y por
tanto = € {0, 1}, luego, dada la inyectividad de h, la igualdad se cumple. [

Lema 1.10. Sean A un arco y h : [0,1] — A un homeomorfismo. Si h' :
[0,1] — A es cualquier otro homeomorfismo, entonces

{n(0), A(1)} = {1'(0), (1)}

Demostracion. Notese que h=' o I/ : [0,1] — [0, 1] es un homeomorfismo, se
sigue por la proposicion 1.9 que {(h~' o #’) (0), (bt o /) (1)} = {0, 1}. Luego

{0(0), h(1)} = h ({0,1})
=h({(h o) (0), (W~ o 1) (1)})
= {r'(0), K'(1)}.

Por tanto, la igualdad se cumple. O

Observacion 1.11. Los puntos h(0) y h(1) son puntos especiales de A, los
cuales se les llama puntos finales de A. Cuando decimos que A es un arco de
h(0) a h(1) queremos decir que A es un arco con puntos finales h(0) y h(1)
(veasé la figura 1).

n-celdas y n-esferas

Definicion 1.12. Un subconjunto K de R™ se dice que es convexo si tienen
la siguiente propiedad: si para cada x,y € K yt € (0,1), el punto

z=1-thr+tye K

Definicion 1.13. Para cada punto & = (z;)!, € R", se define su norma

como.: N
n 2
12l = (Zm?) |
=1
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Sean € N, una n-celda es un espacio topoldgico homeomorfo a la bola cerrada
n-dimensional B" C R™ donde

B"={x e R": ||z|| < 1}.

n
Observacion 1.14. El subespacio B™ de R™ es acotado ya que B™ C [] J;

i=1
donde J; = [—=1,1] para cada i =1,2,...,n y es cerrado, dado que si x € B
entonces existe una sucesion {x,}nen en B" tal que x,, — x cuando n — oo.
Ndtese que la sucesion de nimeros reales {||x,||}nen converge a ||z|| cuando

n — oo y como para cadan € N se tiene que ||z,|| < 1 entonces lim ||z,|| <1
n—oo

ast||z|| < 1 y por tanto x € B™ con lo cual B" = B", se sigue por Heine-Borel
que B™ es compacto.

B"™ es convexo, ya que para cualesquiera T,y € B™ yt € (0,1) el punto
Zy = (1 — )@ + ty también pertenece a B™ dado que

1z = [[(1 = )2 + tg]] < [1 —t][|Z]| + [¢]||7]
<(1—t)+t=1

Por tanto, toda n-celda es un continuo por la proposicion 1.2.

Definicion 1.15. Sea n € N, una n-esfera es un espacio topologico homeo-
morfo a la esfera n-dimesional S™ C R"**, donde

S"={z e R": ||z|| = 1}.
Una 1-esfera es llamada una curva cerrada simple.

Definiciéon 1.16. Sea X un espacio métrico, decimos que X es arco conexo
st para cualesquiera x,y € X con x # y existe un arco contenido en X cuyos
puntos finales sean x, y.

En algunas ocasiones determinar la arco conexidad de un espacio métrico
X es mucho més facil que exhibir su conexidad, el siguiente resultado nos
proporciona una manera util de determinar cuando X es conexo.

Proposicion 1.17. Sea X un espacio métrico, si X es arco conexo entonces
X es conexo.
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Demostracion. Sea x’ un punto arbitrario pero fijo de X, para cualquier otro
punto x € X con x # 2’ existe un arco A, cuyos puntos finales son z, x’.
Sea A ={A,: x € X ya#2a} podemos observar que para cada A, es un
conjunto conexo y ademas X = |J.A con 2’ € A, para cada x € X. Podemos
concluir que X es conexo. O

Observacién 1.18. El subespacio S™ C R es compacto ya que S™ C
n+1
[ Ji, donde J; = [—1,1] para cadai = 1,2,... ,n+1. Veamos que es cerrado,
i=1

sea x € S", entonces existe una sucesion {x,}nen en S™ tal que x, — x
cuando n — 0o, ndtese que la sucesion de nimeros reales {||x,|| }nen converge

a ||z||, pero como para cada n € N, ||z,|| =1 se sigue que lim ||x,|| =1 asi
n—oo
l|[z]| = 1 y por tanto x € S™, con lo cual S™ = S", el resultado se sigue por

el teorema de Hfine-Borel. Es conexo dado S™ es arco conexo, ya que para
cualesquiera a, b € S™, «([0,1]) es un arco contenido en S™ cuyos puntos
finales son @, b donde « es la funcion « : [0,1] — S™ dada por

oy 1o+ 0 —t)[i' |
1tb + (1 — t)a]|

Otros continuos especiales

El siguiente continuo difiere drasticamente de los mostrados anteriormente.

Definicion 1.19. Un cubo de Hilbert es un espacio topolégico homeomorfo al

producto cartesiano numerable H = [ I; donde I,, = [0,1] para cada n € N
neN
con la topologia producto (véase [3, p.147]) .

Observacion 1.20. El cubo de Hilbert es un espacio métrico ya que la funcion
p: H?> = R dada por
1

p(x,y) = Z— Ti — Yil

— 21
=1
donde x = ()2, yy = (vi)i2, es una métrica para H (véase [3, pp.212-

213]), es compacto por el Teorema 4 de [4, p.17] y conexo por el Teorema 11
de [4, p.137], se sigue por 1.2, que todo Cubo de Hilbert es un continuo.
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Definicién 1.21. El continuo sen(1/z) es la cerradura W donde
W ={(z,sen(1/z)) e R*: 0 <z <1}

Observacién 1.22. El subespacio W C R? es cerrado ya que la cerradura
de un conjunto es un conjunto cerrado, W es acotado ya que W C [—1,1] X
[—1,1], se sigue por Heine-Borel que es compacto. Es conexo puesto que W
lo es.

Definicién 1.23. La circunferencia de
Varsovia es el nombre que se le da a cual-
quier espacio topoldgico homeomorfo a 'Y U
Z, donde Y es el continuo sen(1/z) y Z es
la unidn de tres arcos en R?, uno de (0, —1)
a (0,—2), otro de (0,—2) a (1,—2) y el ul-
timo de (1,—2) a (1, sen(1)). Figura 2

Intersecciones anidadas

Una de las técnicas mas importantes para obtener ejemplos interesantes de
continuos es el uso de intersecciones anidadas. De hecho, se puede decir que la
técnica de las intersecciones anidadas es fundamental para la teoria de conti-
nuos. No sélo se utiliza para construir ejemplos, sino que es la idea clave para
las demostraciones de muchos teoremas. Incluso se utiliza en la construccion
de funciones continuas. Los dos resultados siguientes sientan las bases para
utilizar esta técnica.

Proposicion 1.24. Sea { X, }en una sucesion de espacios métricos compac-
tos tal que X,,11 C X,, para cadan € N y sea

X = ﬂ X,
neN

Si U es un subconjunto abierto de X tal que X C U, entonces existe Ny € N
tal que para toda n > Ny se cumple que X,, C U.

Demostracion. Supongamos que para cada n € N existe N(n) > n tal que
Xnwy € U, sea x,, € Xy — U, como N(n) > n entonces Xy C X, por
lo que x,, € X,,. Por tanto, para cada n € N, existe z,, € X,, — U, ndtese que
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la sucesion {x, }nen esté contenida en X; — U, donde este tltimo es cerrado
en X; el cual es compacto, se sigue entonces que X; — U es compacto, asi, la
sucesion {z, }neny admite una sucesion parcial convergente a algin punto en
X, — U, digamos {x,, }ren tal que x,, - x € X; — U cuando k — 0.

Afirmamos que x € [ X,,. Sea n € N, mostraremos que x € X,,. Para el
neN
natural dado n, existe algiin ky de tal manera que para toda k > ky se cumple

que ny > n, observemos que para cada k > ky, z,, € X,, C X,, pues como
ng > n, X, C X,. Sea entonces {x,, }r>k,, 1a cual es una sucesion parcial de
{@n, }ren vy por tanto esta converge a , notese que tal sucesion esta contenida
en X, el cual es cerrado pues este es compacto, se sigue entonces que z € X,,,

como n € N fue arbitrario, se sigue que z € () X,. De esto se sigue que
neN
x € U pues X C U, lo cual no puede ser posible. Por tanto debe existir

N € N tal que X,, C U para cada n > N. O

Corolario 1.25 (Teorema de la interseccion de Cantor). Sea {X,}nen una
sucesion de espacios métricos compactos tal que para cadan € N, X, 11 C X,

y X, # 0. Sea
X:ﬂXn
neN

entonces X # 0 (y por tanto, un espacio métrico compacto).

Demostracion. Supongamos que X = (3, sea U = X el cual es un subconjunto
abierto de X; y es tal que X C U, por 1.24, existe N € N tal que X,, C U
para cada n > N, entonces ) C X,, = ) = U, por lo que X,, = () para cada
n > N lo cual no puede ser posible, por tanto X # ().

Por ltimo, X es un espacio métrico no vacio, ya que este hereda la métrica
de X7, ademas, como cadan € N, X, es compacto, se sigue por el [2, Corolario
7.8] que X, es cerrado, asi X es cerrado en X pues es la interseccion arbitraria
de conjuntos cerrados, se sigue por la |2, Proposicion 7.4] que X es compacto.

[

Teorema 1.26. Sea { X, }neny una sucesion de continuos tal que para cada
neN, X,.1 CX, ysea
X= ) X.

n=€cN

Entonces, X es un continuo.
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Figura 3: Espacios métricos anidados

Demostracion. Por 1.25 X es un espacio métrico compacto no vacio, resta
mostrar que X es conexo, supongamos entonces que no lo es, entonces existen
subconjuntos A y B no vacios, ajenos y cerrados en X tal que X = AU B.
Notese que A y B son cerrados en X7 pues A= X NA"y B= XN B donde
X, A, B’ son cerrados en X, ahora, como X; es un espacio normal, existen
conjuntos V' y W abiertos no vacios y ajenos tales que A C V 'y B C W. Sea
U=V UW, el cual es abierto en X; yestalque X =AUBCVUW =U,
asi, por 1.24 existe N € N tal que Xy C U para cada n > N, en particular,
para el natural N, Xy CcU =V UW.

Afirmamos que los subconjuntos (Xy NV), (Xy NU) de Xy formar una
disconexion de este. Observe que los conjuntos (XyNV'), (XyNU) son abiertos
en Xy, son no vacios puesto que A C Xy NV yBCXyNWcon A#(y
B # (), estas contenciones se deben a que X = AU B C Xy, ademas Xy NV
y Xn NW son ajenos puesto que VN = ) y cuya unién es Xy, pues como
Xy CU =V UW se tiene que

Xy=XyNVUW)=(XynV)u(XynWw).
Esto no puede ser posible puesto que Xy no admite disconexion alguna. Por

tanto, X es conexo, lo cual termina de probar que X es un continuo. O

Construcciéon de continuos a partir de intersecciones ani-
dadas

Definicion 1.27. Un continuo X se dice que es descomponible siempre que
X pueda escribirse como la union de dos subcontinuos propios.
Un continuo que no es descomponible se dice que es indescomponible.
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Puede parecer que todos los continuos son descomponibles (excepto los
continuos de un solo punto). Sin embargo, como muestra el siguiente ejemplo,
este no es el caso. De hecho, una “gran cantidad” de continuos son indescom-
ponibles.

El pseudo arco

Definicion 1.28. Sea (X,7) wun espacio  topoldgico, x,y,
z € X. Una coleccion indexada finita C = {Aq, As, ..., Ay}, donde para cada
1=1,2,...,n, A; es un subconjunto de X decimos que es una cadena simple
de x a z pasando por y siempre que C satisfaga que:

(CS1) AinA; #0 siysolo sili—j| <1;
(CS2) x€ A;siysolosii=1yz€eA; siysolosii=n;
(CS3) y € A; para algin i =1,2,...,n.

A los elementos de C son llamados eslabones.

Figura 4: Cadena simple

Ejemplo 1.29 (Un continuo indescomponible no degenerado). Construimos
un continuo indescomponible no degenerado X en el plano R? de la siquiente
manera. Sean a,b,c € R? construyamos una cadena simple C; cuyos eslabones
son 2 — celdas (véase 1.13 ) de didmetro menor que 1 empezando por a,
pasando por b y terminando en c. dentro de Cy construyamos una cadena
simple Cy de 2 — celdas de didmetro menor que 271 que empiece por b, que
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pase por a y que termine en c, Dentro de Cy construyamos una cadena simple
Cs de 2 — celdas de didmetro menor que 272, empezando por a, pasando por
¢ y terminando en b. Siguiendo asi construyamos cadenas simples C,, cuyos
eslabones son 2 — celdas de diametro menor que 27" tales que.

(1) Para cada n € N se cumple que:

(a) C3ny1 va de a hacia ¢ a través de b.
(b) Csnio va de b hacia ¢ a través de a.

(¢) Canis va de a hacia b a través de c.

(2) Para cadan €N, |JCn1 CUC,

Sea X = ﬂ (UCn), por 1.26 X es un continuo. Notemos que [\ (JCn) C
=1

n=1

ﬂ (UCsny1), pues, de lo contrario existe v € () (UCn) tal que z ¢

n: n=1
ﬂ (UCsn41), ast, existe j € NU{0} tal que x ¢ |JCsj11 es decir © ¢ Csjyq,
-0

pero x € (—, (UCy) en particular x € Csjy1 lo cual es una contradiccion.

Asi se cumple que
AU () (U

n=0

Ahora, veamos que se cumple que [ (UCani1) C ﬂ (UC.), supongamos
n 0

lo contrario, por lo que existe x € ﬂ (UCsn+1) tal que x ¢ ﬂ (UCn), ast
existe j € N tal que x ¢ |JC,, notemos que |JCsj41 C UC] y como T €

o0

N (UCsnt1), entonces x € |JCsji1, asi se cumple que x € |JC; lo cudl es
n=0
una contradiccion. Por lo tanto

N(Ue) =N Uew).

Veamos que no existe un subcontinuo propio Y de X tal que {a,c} C Y.
Supongamos que existe tal Y, como Y C X, entonces sea p € X \Y y
d(p,Y) =¢ > 0 pues Y es compacto. Por la propiedad arquimediana existe
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N € N tal que si k > N, entonces 2% < e. Figemos | > N y supongamos que
el eslabon C de la cadena C341 que contiene a p intersecta a Y. Seat € CNY.
Se tiene que diam(C) < 7 < €. Entonces

d(p,Y) < d(p,t) <e
Lo cual es una contradiccion. Asi, para k > N los eslabones de la cadena Cspyq
que contienen a p no intersectan a'Y. ComoY C ﬂ (UCsnt1) entonces para
>N, Y CUC "

Supongamos que | JCy41 = CLUC,U---UC,, U---UCs donde a € Cy y sea
c € Cy, supongamos que p € Cp,, pero por lo anterior C,, NY = (. Asi

Y=¥YNCUCU:---UCpr)U (Y N(CryU---UCy))

Por lo que Y se escribe como la union de dos conjuntos cerrados, ajenos, y
no vacios, ya que a € (Y N(CLUCU---UCpp1)) yc € (YN(Crpr1U---UCs)),
pero eso es una contradiccion, pues Y es conexo.

Notemos que se puede demostrar que X = [ (UCsni2) y no existe Y sub-
n=0

continuo propio tal que {b,c} CY y ademds X = ﬂ (UCsn+3) y no existe
=0

Y subcontinuo propio tal que {a,b} CY. Asi X es zndescompomble

La carpeta de Sierpinski

Como otro ejemplo de la técnica de interseccion anidada, construimos el si-
guiente continuo.

Ejemplo 1.30 (La curva universal de Sierpinski). Procedemos a dividir el
cuadrado solido S = [0,1] x [0, 1] en nueve cuadrados congruentes y sea

1 2 1 2
X1—5—<§=5)X(§=§)'

Similarmente, partimos cada uno de los ocho cuadrados restantes en otros
nueve cuadrados congruentes y sea Xo el continuo obtenido al eliminar los
interiores de cada uno de los ocho cuadrados centrales resultantes, siguiendo
este proceso, definimos X3, Xy, ...,. Sea

X_ﬁ&
=1
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entonces X es un continuo por 1.26 y es llamado LA CURVA UNIVERSAL
DE SIERPINSKI.

2 Descomposicién de continuos

Empezaremos recordando la definicién de espacio de descomposiciéon en ge-
neral y veremos cuando un espacio de descomposiciéon de un continuo es un
continuo.

Espacios de descomposiciéon

Definicién 2.1. Sean (X, .7) un espacio topoldgico y D una particion de X .
Definamos a 7 (D) y como:

g ={uco:Jue7}. (1)

Y denotamos por py a la funcion py : X — D definida para cada x € X como
po(x) = D donde D es el inico elemento de la particion D que contiene a x.
La funcion py se le conoce como funcion natural o proyeccion natural.

St para cada D € D es cerrado en X, decimos entonces que D es una
particion cerrada.

Al espacio (D, .7 (D)) es llamado espacio de descomposicion de X o sim-
plemente descomposicion de X, la topologia .7 (D) es llamada topologia de
descomposicion y a la Enfatizamos que el término descomposicion significa
una particion de X con la topologia descomposicion.

Proposicion 2.2. Sea (X, .7) un espacio topoldgico y D una particion de X.
La familia 7 (D) es una topologia para D.

Demostracion. (T1) Notemos que ) C .7 (D) y es tal que JO = 0 € 7,
por otra parte, sea U = D, ndtese que U C D de tal manera que

Uu=Unr=Xe7.

(T2) Sean U,V € J(D), denotemos por W = UN V¥, si W = () ya no hay
nada que probar. Ahora, supongamos que W # () si U={U,: s€ S}
y vV ={V,:teT} tales que

(1) u,v C D,
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2) UU,UVie 7.

seS teT

Por (1) se sigue que W C D, ademas;

wW={UNV,: (s,t) eSxT}

No es dificil verificar que:

Uw=J{U.nVi: (s;t) e Sx T}

Ju a|Uv

seS teT

N

Como 7 es topologia para X se sigue por (2) que | J(unNnv) e Ty
por tanto UN YV € (D).

(T3) Sea { U}, g una subfamilia de .7 (D), sea ¥ = |J U, mostraremos que
seS
V € 7 (D), para ello tenemos que verificar que | J ¥ € 7. Notemos que

(a) para cada s € S, U; = {Ugy : t € Ty} C D, es decir, cada Us es
una familia de subconjuntos de X ajena dos a dos, la cual esta
indexada por un conjunto de indices el cual denotamos por 75, y

(b) paracadase S, JUs;= |J Us € 7.

teTs

No es dificil verificar lo siguiente:

v=u={U.teJT}co

ses
donde T ={Ts: s € S}, por lo que
Uv=U{v.:teJT}
- U (U

TseT \teTs
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Si denotamos por Vy, = |J Uy entonces por (b), {Vr,}, o7 es una
teTs ’
subfamilia de conjuntos abiertos de X, como .7 es topologia, se sigue

que v € (D).
Por tanto .7 (D) es una topologia para D. O

Proposicion 2.3. Sea (X,.7) un espacio topoldgico. Entonces (D, T (D)) es
la topologia mas grande para la cual la funcion py es continua.

Demostracion. p,p es continua, sea U un subconjunto abierto de D, afirmamos
que p,' (U) = |JU, en efecto, sea x € p,'(U), entonces py(x) € U, por
definicion de pp, x € pp(z). Por tanto x € | U.

Sea ahora y € |J U, entonces existe U € U tal que y € U, mas atn, U es
el tinico elemento de U tal que y € U, pues si U’ es otro elemento de U para
el cual y € U’, entonces y € U NU’, se sigue necesariamente que U = U’, asi,
po(y) = U € U. Por tanto y € p,' (U).

Se sigue entonces que p,'(U) es abierto en X pues | J U es abierto en X.
Supongamos ahora que (D) es otra topologia para D de tal manera que
hace de py, una funciéon continua, sea ¥ € (D), de manera similar a como
hicimos anteriormente se muestra que p,'(7) = |J¥ € .7 y por tanto, por
como se defini6 7 (D), ¥V € (D), lo cual muestra que (D) C (D). O

Intuitivamente, una descomposicion es el espacio que se obtiene del espa-
cio original identificando todos los puntos de cada miembro de una particion
determinada. Por esta razon, las descomposiciones frecuentemente se denomi-
nan espacios de identificaciéon. También se les suele llamar espacios cocientes
debido a la intima conexién entre las relaciones de equivalencia y las parti-
ciones en la teoria de conjuntos.

Las descomposiciones son una fuente importante de ejemplos, contraejem-
plos y teoremas en la teoria de continuos, sin embargo, nos apresuramos a
senalar que una descomposiciéon de un continuo X puede no ser un continuo,
para evidenciar eso, véase el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. Sea el continuo X = [—1,1] y D la particion cerrada de X
dada por

D={{z,—z}: 1<z <1}U{{-1}{1}}.
En el ejemplo anterior, el espacio de descomposicion (D, .7 (D)) no puede

ser un continuo, ya que no es un espacio de Hausdorff, y por tanto, no es un
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espacio metrizable. Como veremos més adelante en 2.7 el que una descom-
posicion sea un espacio de Hausdorff sera de vital importancia para que una
descomposicién sea un continuo.

Lema 2.5. Sean X un espacio métrico compacto, Y un espacio de Hausdorff,
f: X =Y una funcion continua y suprayectiva. Entonces Y es metrizable.

Demostracion. Obsérvese primeramente que por la continuidad de f el espa-
cio Y es compacto y el cual por hipotesis es de Hausdorff y por tanto es un
espacio normal y en consecuencia un espacio regular.

Asi, para exhibir que el espacio topologico Y es metrizable basta mostrar
por el teorema de la metrizacion de Urysohn que Y admite una base %y
numerable. Como el espacio métrico (X, d) es compacto, este es separable,
se sigue por la [2, Proposicion 3.27] que X es segundo numerable, por tanto
este admite una base Zx numerable. Para cada subfamilia finita A de %y,
definamos

UA) =Y — [ (X - JA) (2)

Afirmamos que la familia Ay de subconjuntos de Y, donde
PBy = {U(A) : A es una subfamilia finita de By }

es una base numerable para Y. Veamos que %y satisface las condiciones de
la [2, Proposicion 1.18];

(1) SeaU(A) € By, como A C Bx C J;donde I, es la topologia generada
por la métrica d, entonces X — | J.A es subconjunto cerrado de X, no es
dificil probar que f es una funcion cerrada, por lo que f (X —[J.A) es
un subconjunto cerrado de Y, asi U(A) € 7.

(2) Sea V un subconjunto abierto de Y y sea y cualquier elemento de V,
notese que f~1(y) € f71(V), pues para x € f~l(y), f(x) =y €V y
por tanto z € f~1(V). Nétese que f~1(y) es un conjunto cerrado y por
tanto tenemos que f _1(y) es compacto, por otro lado como Ay es una

base para X, existe una subcoleccion {U,}.es tal que f~1(V) c | Us,
seS
por lo que

) c YU

ses
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Dada la compacidad de f~!(y), tenemos que existen Uy, U, ..., Usp
tales que

Sea Ay = {Uq1,Usa, ..., Us, }, veamos que U(Ay) es el abierto buscado.
Por definicion, U(Ag) € Ay, ademas, tenemos que

) cJUm c 71V)
por lo que

X\ e x\[JAc X\ ().

Notese que de esta ultima contencion, tenemos que para cada x € X \

UAo, f(x) # y y por tanto y ¢ f (X \|JAg), por lo cual y € Y\
F(X\UAo) = U(Ap). Por otro lado tenemos que

XNV =NV =Y\ V).

Por tanto, tenemos que f~1(Y'\V) C X\ Ao, luego f (f~H(Y\V)) =
Y\VCf(X\UA) conlocual Y\ f(X\UAy) =U(Ay) CV.

Por tanto %y es una base para Y, la cual también es numerable, lo cual
establece el teorema. O

Teorema 2.6. Sean X un espacio métrico compacto y D una descomposicion
de X. D es metrizable si y solo si es un espacio de Hausdorff.

Demostracion. (=) Es de inmediato pues todo espacio métrico es un espacio

de Hausdorfl.

(<) Notese que la funcion p, : X — D es una funcion continua que va de un
espacio métrico compacto a un espacio de Hausdorff, asi por el lema 2.5,
D es metrizable. ]

Teorema 2.7. Sean X un continuo y D una descomposicion de X . Entonces
D es un continuo si y solo si D es un espacio de Hausdorff.
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Demostracion. (=) Como X es un continuo, este es en particular un espacio
métrico compacto, se sigue por el teorema 2.6 que D es un espacio de

Hausdorfl.

(<) Puesto que X es un continuo este es un espacio métrico compacto y
conexo. Notese que la funcién py, : X — D es continua y suprayectiva,
entonces py(X) = D es compacto y conexo. O

3 Descomposiciones semi-continuas superiores

Como ya mencionamos anteriormente queremos usar las descomposiciones de
espacios métricos para construir nuevos espacios métricos, o en este caso, con-
tinuos. No obstante, en algunos casos es inconveniente verificar la condiciéon
en el teorema 2.6 para verificar que el espacio de descomposicion es un espacio
de Hausdorff, y por tanto metrizable.

En esta seccion, buscaremos una condicién ttil para verificar esto tltimo
pero que sea los suficientemente general para poder aplicarlos en muchas
situaciones. Como veremos en el teorema 3.7, la siguiente definicion da tal
condicién, en realidad, esta condicion es necesaria y suficiente.

Definicion 3.1. Sea (X,.7) un espacio topoldgico. Una particion D de X
decimos que es semi-continua superior o usc (upper semi-continuous) si para
cualquier D € D, U € J tal que D C U, existe V € T con D CV tal que si
AeDy ANV £, entonces A C U.

Observe que en la definicién anterior no toma en cuenta a la topologia de
descomposicién, es la propia particiéon que es usc por ella misma, sin embar-
go,cuando una descomposicion sea usc diremos que es una descomposicion
usc teniendo en cuenta la topologia de descomposicion.

Llegados a este punto, nos dirigimos a demostrar los resultados expuestos
en los teoremas 3.7 y 3.8, para simplificar algunas demostraciones sera de
conveniencia la siguiente definicion.

Definicion 3.2. Sea X es un espacio topologico y D una descomposicion,
decimos que un conjunto V C X es D-saturado si se puede representar como
la union de una subcoleccion de D.

Proposicion 3.3. (1) Sipp : X — D es la proyeccion natural entonces
para cualquier C C D, p,'(C) es D-saturado.
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(2)
(3)

Si A C X es un D-saturado si y solo si A = p,* (pp(A)).

Si U C X es abierto y D-saturado entonces pp(U) es abierto en D.

Demostracion. (1) Basta mostrar que p,,'(C) = JC. Sea x € p,'(C), en-

tonces pp(x) € C por tanto py(x) es un elemento de C que contiene a
x, con lo cual z € |J C.

Sea ahora y € |J C, entonces existe un unico elemento C' € C tal que
y € O, por tanto py(x) = C' y asi & € p,'(C).

(=) Mostraremos solamente que p,'(pp(A4)) C A. Sea a € p,'(pp(A)),
entonces pp(a) € pp(A), por lo que existe algin b € A = [JA4
donde 4 C D tal que py(b) = pp(a), por otro lado, también existe
Ay € 4 tal que b € Ay, con lo cual b € py(b) N Ap. Por tanto
Ap = pp(b), con lo cual a € pp(b) = A, C|Ja=A.

(<) Notese que para A C X, pp(A) C D por el inciso anterior tenemos
que p,' (pp(A)) es un D-saturado, asi A lo es.

Afirmamos que | Jpp(U) = U. Sea x € |Jpo(U), entonces existe py(y) €
po(U) tal que x € pp(y), de esto tdltimo se sigue que para algin u €
U, pp(u) = pp(y), pero como U = | J U donde U C D, entonces existe
V' elemento de U tal que u € V, entonces u € pyp(u) NV y por tanto
po(u) =V =pp(y) conlocual z e VCcJu="U.

Sea ahora z € U = | U, entonces existe un inico W elemento de U tal
que z € W C |Ju = U, por lo que pp(z) = W y por tanto z € | po(U).
O

Proposicion 3.4. Sean X un espacio topologico y D es una descomposicion.
Si C' un subconjunto cerrado de X entonces py(C') es cerrado en D si y solo
si ppt (D \ pp(C)) es abierto en X.

Demostracion. (=) Como py es una funcion continua y D\ pp(C') es abierto

en D, entonces p,,' (D \ pp(C)) es abierto en X.

(«=) Por (1) de 3.3 se sigue que p, (D \ pp(C)) es un D-saturado y por

hipétesis es abierto, entonces por (3) de 3.3, ps (pp' (D \ po(C))) =
D\ pp(C) es abierto en D, y asi p,(C) es cerrado. O
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Continuamos dando unas caracterizaciones de las descomposiciones usc
en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.5. Sean X es un espacio topologico y D una descomposicion.
Entonces los siguientes enunciados (1)-(3) son equivalentes:

(1) D es una descomposicion usc.
(2) pp: X — D es una funcion cerrada.

(3) Si D es cualquier elemento de la particion D y U es cualquier sub-
conjunto abierto de X tal que D C U, entonces existe un subconjunto
abierto V de X el cual es D-saturado tal que D C'V C U.

Demostracion. (1) = (2) Sea C' un subconjunto cerrado de X para exhibir
que py(C) es cerrado en D por 3.4 basta mostrar que p,' (D \ pp(C))
es abierto en X. Sea x € p,;' (D \ pp(C)), entonces py(z) € D\ pp(C),
afirmamos que p,(x) C X \ C, supongamos por el contrario que existe
un elemento y € py(x), pero que y ¢ X \ C, entonces y € py(z) N C,
ndtese que po(y) N po(z) # O, pues y € po(z) N po(y), por lo que
necesariamente se tiene que cumplir que py(z) = po(y), como y € C
y es tal que pp(z) = po(y), entonces tenemos que pp(z) € pp(C), lo
cual no puede ser posible. Por tanto py(z) C X \ C donde X \ C' es un
conjunto abierto de X, como la descomposiciéon D es usc se sigue por
3.1 que existe un conjunto abierto V' de X tal que py(z) C V, de tal
manera que si D’ es otro elemento de D tal que D' NV # (), entonces
D" c X'\ C. Podemos notar que de esto tltimo que para cada u € V se
cumple que py(u)NV # 0, pues u € py(u)NV. Por lo que py(u) C X\C.

Por otro lado, tenemos que x € py(x) C V, asi z € V, ademas afir-
mamos que para cada x € V no puede ocurrir que pp(z) € pp(C),en
efecto, supongamos por el contrario que existe un elemento zy € V tal
que po(xo) € po(C), entonces existe ¢ € C' tal que pp(z) = pp(c) con
lo cual ¢ € pp(z) N C y asi pp(x) ¢ X \ C, por la ultima observacion
del parrafo anterior tenemos que xy ¢ V, lo cual no puede ser posible.
Esto ultimo nos permite mostrar que py(V) C D\ pp(C), pues para
cada pp(w) elemento de p,(V) existe v € V tal que pp(w) = pp(v), por
lo anterior pp(w) € D\ pp(C), pues pp(v) ¢ pp(C), de esto podemos
concluir dada la sobreyectividad de p, que

Po (Po(V)) =V Cpy' (D\ pa(C))
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En resumen, para = € p,' (D \ pp(C)) hemos exhibido la existencia de
un conjunto abierto V' de X tal que

eV Cp, (D\po(0)).

Se sigue por 3.4 que pp(C) es cerrado en D, asi, p, es una funcion
cerrada.

(2) = (3) Asumamos (2), sea D un elemento de D y U un subconjunto

abierto de X tal que D C U, dada nuestra suposicion p, (X \ U)
es un conjunto cerrado en 9P, por la continuidad de pyp, el conjunto
V = p,t (D\ pp (X \U)) es abierto en X. Mostraremos que V es el
conjunto buscado, nétese que como D\ pp (X \ U) C D se sigue por (1)
de 3.3 que V' es D-saturado.

Afirmamos ahora que D ¢ p, (X \ U), supongamos lo contrario, enton-
ces existe z € X \ U tal que pp(z) = D, por lo que z € DN (X \U)
y por tanto D ¢ U lo cual no puede ser posible. De esto ultimo se
sigue que pp(D) = {D} C D\ pp (X \ U), podemos notar que D es un
D-saturado, luego

po! (po(D)) = D C py' (D\ po (X \U)) = V.

Sea ahora x € V| entonces pp(z) € D\ pp (X \ U), afirmamos que
po(x) C U, supongamos por el contrario que existe y € pp(x), pero que
y ¢ U, entonces y € ppy(z)N (X \ U), nodtese que pp(z) Npo(y) # 0 pues
Y € po(x) N po(y), luego se tiene que pp(x) = po(y), es decir, y es un
elemento de X \U tal que py(y) = po(z) y por tanto pp(z) € pp (X \ U)
lo cual no puede ser posible, por tanto py(z) C U y asi « € pp(z) C U.

(3) = (1) Sea D un elemento de D y U un subconjunto abierto de X tal que

D C U, dada nuestra suposicion existe un subconjunto V' el cual es
abierto y D-saturado tal que D C V C U.

Por ultimo, sea A otro elemento de D tal que ANV # (), mostraremos
que A C U, asi que sea a € A, como por lo menos existe b € ANV
donde V' = |J % con ¥ C D, entonces existe un elemento B de ¥ tal que
b € B, se sigue que A = B, pues b € AN B, por otro lado, notemos que
po(a) = pp(b), es decir, tanto como a y b estan en el mismo elemento de
la particion, en este caso a,b € B, en particular,a € BC | JV =V CU.

]
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Lema 3.6. Si X es un espacio topoldgico T1 y D es una descomposicion usc
de X, entonces D es una particion cerrada de X.

Demostracion. Sea D un elemento de la particion 2D, tomemos a xy un ele-
mento fijo pero arbitrario de D, notemos que py(xg) = D, por otro lado
como el espacio topologico X es Ti, el conjunto {zy} es cerrado, se sigue
por (2) de 3.5 que pp({zo}) es un conjunto cerrado en D. Afirmamos que
Py (Po({x0})) = D, sea = € py' (po({z0})), entonces po(z) € po({zo}), se
sigue que existe y € {zo} tal que pp(y) = po(z), es decir, pp(r) = po(zo),
de aqui que = € pp(xg) = D. Sea ahora y € D, como zy € D, notemos que
po(20) = po(y) = D con xg € {x0}, por tanto y € p,' (po({z0})).

Puesto que la funcion py, es continua, se sigue que p,,' (po({x0})) es cerrado
en X, es decir, D es cerrado en X. O

Teorema 3.7. Sean X es un espacio métrico compacto y D una descompo-
sicion usc de X, entonces D es metrizable.

Demostracion. Por el teorema 2.6 basta mostrar que D es de Hausdorff. Sean
D1 y Dy elementos de D tales que Dy # D,, como la descomposicion D es
usc, se sigue por el lema 3.6 que D; para ¢ = 1,2 son subconjuntos cerrados
de X. Ahora, como todo espacio métrico es normal, entonces existen U; C X
abiertos tales que D; C U; parai = 1,2y Uy NU; = 0.

Por otro lado, como D es usc se sigue por la proposicion 3.5(3) que existen
conjuntos abiertos V; donde V; es abierto en X los cuales son D-saturados
tales que D; C V; C U; para i = 1,2. Hacemos las siguientes afirmaciones:

(a) D; € pp(V;) para cada i = 1, 2.
(b) po(V;) son abiertos en D para cada i = 1, 2.

(c) po(V1) Npp(Va) = 0.

Probaremos para i = 1, sea z € D; C Vi = p,' (po(V1)), entonces py(x) €
po(V1), por lo que existe y € V tal que pp(y) = po(z), pero como = €
Dy N pp(x), entonces D = py(x). Por lo tanto, py(y) = D donde y € Vi, asi,
Dy € pp(V1) lo cual establece (a).

Ahora, como para i = 1,2, V; es abierto y D-saturado se sigue por (3) de
3.3 que py(V;) para cada i = 1,2 son abiertos en D, esto establece (b).
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Por ltimo notemos que
@C‘/lﬂ‘/QCUlﬂUQZQ

por tanto, Vi NV, = 0, se sigue por (2) de 3.3 que Vi = p,,' (po(V;)), tenemos
lo siguiente

Po(ViNV2) = po (5" (o(V1)) N 15" (p(V2)))
= DPo (pZ)l (pl)(vl) N P@(Vz)))
= p@(Vl) ﬂp@(Vg).

Como V3 NV, = (0, entonces py(V4 N V3) = (), de lo anterior concluimos (c).
En resumen, para cualesquiera D, Dy € D con Dy # Dy mostramos la

existencia de dos conjuntos abiertos y ajenos que cumplen (a), por tanto,

hemos probado que el espacio D es un espacio de Hausdorff. O

Teorema 3.8. 5i X es un continuo y D una descomposicion usc, entonces
D es un continuo.

Demostracion. Como X es compacto, se sigue por el teorema 3.7 que D
es metrizable. Por otro lado, como p, es continua y suprayectiva, entonces
po(X) = D es compacto y conexo. O

4 Continuos a partir de descomposiciones

Ahora, podemos dar algunos ejemplos de como las descomposiciones usc pue-
den dar como resultado continuos interesantes. Los ejemplos 4.1-4.3 son muy
especificos. Los ejemplos del 4.4 en adelante son méas generales.

Ejemplo 4.1 (Espacio n-proyectivo). Para cadan =1,2,..., sea 9 la par-
ticion de S™ (véase 1.15) dada por
9 ={{z,—2}:2€ 85"}

Es facil ver que Z es usc. Se sigue por 3.8 que el espacio de descomposicion
denotado por P" es un continuo, llamado espacio n— proyectivo. Observamos
que aunque P! es una 1 — esfera, los espacios proyectivos de dimensiones
superiores tienen muchas propiedades sorprendentes, especialmente por los
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simples que son. Por ejemplo, P? no contiene una 2 — es fera, ademas tiene la
propiedad de punto fijo, algunas curvas cerradas simples en P? no lo separan y
P? no puede encajarse en R3, pero si en R%. Por otro lado, todos los continuos
P™ son razonablemente buenos en el sentido de que cada P" es una n —
variedad.

Ejemplo 4.2 (La banda de Moebius). Sea Z la particion del cuadrado solido
I? =[0,1] x [0,1] cuyos elementos son

{(z,0),(1 —2,1)} para 0 <2 <1, {(z,y)} para 0 <y <1

Es facil ver que Z es usc. Se de 3.8 que el espacio de descomposiciéon
es continuo. Se le llama banda de Moebius y puede considerarse como un
ejemplo de superficie unilateral en R3.

Ejemplo 4.3 (El M — continuo). Sea X un sen (%) — continuo y sea ¥ una

particion de X cuyos elementos no degenerados son
1
{(0,9), (0,1 —y)} para cada y tal que 0 <y < 3"

Se deduce facilmente que Z es usc. Asi que el espacio de descomposicion
es continuo segin 3.8, el cual se le llama M — continuo.

™

Figura 5: El continuo M

Observemos la siguiente construccion general, pero sencilla que sera de
gran interés.

Ejemplo 4.4 (El espacio X/A). Sea (X, .7) un espacio topoldgico y sea A
un subconjunto cerrado no vacio de X. Sea Da una particion de X dada por

Dy ={A}U{{z} 2 € X — A}.
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Notese que Dy es usc. Llamaremos al espacio de descomposicién como
X/A. Intuitivamente, pensamos en X/A como el espacio obtenido de X al

reducir A a un punto. Si X es un espacio métrico compacto o un continuo,
también lo es X/A por 3.7y 3.8

Ejemplo 4.5 (El cono topologico). Sea Y = X x [0,1] donde X es un es-
pacio topoldgico y 'Y tiene la topologia producto. Sea A = {(z,1) : = € X }.
Entonces el espacio de descomposicion Y /X (véase 4.4) es llamado el cono
topologico sobre X y este se denota por TC(X). El vértice de TC(X) es el
punto A, y la base de TC(X) es el conjunto pp ({(x,0) : x € X }), donde pp
esta definida como (?7) de 2.1, aunque frecuentemente nos referimos a X
como la base de TC(X). Podemos mostrar usando pp que TC(X) es (arco)
conexo. Por tanto, si X es un espacio métrico compacto, TC(X) es un conti-
nuo por 4.4. En el caso cuando X es un espacio métrico compacto, TC(X) y
el llamado cono geométrico son homeomorfos, por tanto, en este caso, nos re-
feriremos a TC(X) como el cono sobre X si no hay confusion. Los conos nos
proporcionan ejemplos y contraejemplos en la teoria de continuos, también
nos ayudan a pensar en NUevas construcciones.

Ejemplo 4.6 (La suspension topologica). Empezamos con el cono topoldgico
TC(X) con base B, la descomposicion del espacio TC(B)/B (véase 4.4) es
llama da la suspension topologica sobre X la cual se denota por T'S(X).
Cuando X es un espacio métrico compacto, T'S(X) es un continuo por 4.4
y 4.5. En este caso, puesto que T'S(X) tiene una descomposicion geométrica
familiar, llamaremos a T'S(X) como la suspension sobre X .

La construcciéon presentada en 4.9 es muy general y es una de las formas
mas importante para obtener nuevos espacios a partir de otros, antes de
presentarla daremos la siguiente:

Definicion 4.7. Sean (X1, %) y (X2, Z) espacios topoldgicos tales que X1 N
Xy = 0. La union libre de X7 y Xo es el espacio topoldgico (X, T) donde
X =X1UXy y T estd definida por la condicion:

UeT siysolosiUNX; €9 para cada i =1, 2.

La union libre de X, y X5 se denota por X; + Xo.

Observacion 4.8. Un subconjunto C' C X1+ Xy es cerrado si y solo si C'NX;
es cerrado en X1 y C'N Xy es cerrado en Xo
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Definicion 4.9. Sean (X1, 71) y (X2, Z5) espacios topoldgicos tales que X1 N
Xy =0, A un subconjunto cerrado no vacio de X1, f : A — Xy una funcion
continua de A a Xy. Sea D la particion de X1 + Xy (véase 4.7) dada por:

D={{}Uf ) :yef(AIUu{{z}: zeX;+X,—[AUf(A)]}

Intuitivamente, X; y X, estan cosidos a lo largo de Ay f(A), identificando
cada a € A con su imagen f(a) € X,. Podemos notar que el espacio expuesto
en 4.4 puede considerarse como un espacio adjunto.

Observacion 4.10. Si (X,.7) y (Y,.7') son espacios topoldgicos como en
4-9,

(1) six es un elemento de X +Y, entonces x pertenece exactamente a uno
y solo uno de los siguientes conjuntos X \ A, A, f(A) o Y \ f(A), ya

que cada uno de esos conjuntos son ajenos entre Si.

(2) Para cada a € A, se cumple que pp(a) = pp(f(a)), pues para a € A,
podemos notar que f(a) € f(A), seab= f(a) como a € f~1(b) tenemos
que

po(a) = {b} U f71(b)
pero para b € f(A), tenemos que
po(b) = {b} U f71(b)
Por tanto, pp(a) = pp(f(a)) v asi pp(X) N pp(Y) # 0.

(3) Un conjunto ¢ C X Uy Y es cerrado si y solo si p~* (C) y ¢~ (C) son
cerrados en X e Y respectivamente, donde p =ppoix : X — X UpY
Yyqg=ppoiy:Y — XUsY.

Proposicion 4.11. Sean (X, 7) y (Y, T') espacios topoldgicos tales que X N
Y =0, A un subconjunto cerrado no vacio de X y f : A — Y wuna funcion

continua. Sea pp : X +Y — X Uy Y la funcion proyeccion natural como en
(7?) de 2.1. Entonces

(a) Para cada C C X +Y se cumple que

Py Po(C)) =CUFCNA)UF T (FICNA)USHCNY)
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(b) Si C C X+Y estal que CNX es cerrado en X, entonces pp(C) es
cerrado en X Up Y siy solo st (CNY)U f(CNA) es cerrado en'Y.

(c) Si f toma subconjuntos cerrados de A sobre subconjuntos cerrados en
Y, entonces X Ur Y es una descomposicion usc de X +Y .

Demostracion.  (a) Sea C C X +7Y,

(C) Parax € p,' (pp(C)), entonces py(x) € pp(C), con lo cual py(z) =
po(c) para algin ¢ € C, notemos que ¢ € py(x), por (1) de 4.10
tenemos los siguientes casos:

(i) Si x € X \ A tenemos que ¢ € pp(xr) = {z}, con lo cual
r=ceC.

(i1) Six € A, entonces f(z) € f(A) CY. Seay = f(x), tenemos
que ¢ € pp(r) = {y}Uf(y), porloque c € {y}oce f(y).
Si ¢ € {y}, entonces f(x) =c € C, con lo cual f(z) e CNY,
ast, v € f7H(CNY), pues v € Ay es tal que f(z) e CNY.
Sice f{(y)={a€ A: fla)=y}, entonces c€ CN Ay es
tal que f(c) = f(x). Por lo que z € f~1 (f(C' N A)).

(iii) Si z € f(A), entonces tenemos que ¢ € py(x) = {z} U f~1(x).
Sic € {z}, entonces x = c€ C.Sice€ fHx) ={a€ A:
f(a) = x }, entonces ¢ € ANC y es tal que f(c) = x. Por
tanto = € f~H(C N A).

(iv) Six € Y\ f(A), tenemos que ¢ € py(x) = {x}, con lo cual
r=ceC.

En cualquiera de los anteriores casos, tenemos que
reCUfICNAUFY(f(CNnA)UfFHCNY).

(D) Seax e CUF(CNA)UfL(f(CNA))USHCNY), tenemos los
siguientes casos:
(I) Si x € f71(CNY), entonces f(z) € CNY, seay = f(x),
notemos que pp(y) = pp(z) por () de (), si tomamos ac =y €
C, tenemos que py(z) € pp(C) y por tanto = € p,' (po(C)).
(I) Siz € f7H(f(CNA)={a€ A: f(a) € f(ANC) }, entonces
x € Ayestal que f(z) € f(CNA), por lo que existe c € CNA
tal que £(z) = £(c), notemos que pu(c) = {£(c)} U f~(£(c),
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pero ademés py(z) = po(f(2)) = po(f(¢)) = po(c) con c € C,
por tanto = € p,' (po(0)).

(III) Si x € f(C'N A), entonces existe ¢ € C'N A tal que f(c) = x,
notemos que = € pp(f(c)) = po(c), se sigue por () de () que
po(c) = pp(z) con ¢ € C, por tanto x € p,' (po(C)).

(IV) Para z € C, notemos que pp(x) € pp(C) y por tanto = €
Po (po(C)).

En cualquiera de los anteriores casos, € py (po(C)).

(b) (=) Supongamos que pp(C) es cerrado en X Uy Y, como p, es una
funcién continua, p,' (pp(C)) es cerrado en X + Y, por 4.8 se
sigue que ¢! (pp(c)) es cerrado en Y, donde ¢ es como en (3) de
4.10. Afirmamos que ¢! (pp(C)) = (CNY)U f(C N A), notese
que por el inciso anterior de esta proposicion tenemos que:

¢ (po(C)) = (o 0 iy) ™ (po(C))
=iy (P (po(C)))
=Y Npy' (po(C))
=Y N(CUfCNAUF(f(ICNA))UFHCNY))
=(CNY)U(f(CNnANY)U(f(f(CNA)NY)
u(fiCny)ny)

pero [THf(CNA))NY =0 =fCNY)NY, por lo tanto
g (po(C)) = (CNY)U f(CNA)

(<) Para mostrar que py(C') es cerrado en X Uy Y, basta mostrar que
P (po(C)) vy ¢ (pon(C)) son cerrados en X e Y respectivamente
donde p y ¢ son como en (3) de 4.10. Ya hemos probado que

¢ (po(C)) = (CNY)U f(CNA)

y dada nuestra suposicion, este es cerrado en Y, por lo que solo
resta mostrar que p~!(py(C)) es cerrado en X, veamos que

P~ (po(C)) = (CNX)UTH(f(CNA)USHCNY).
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Veamos que por el inciso anterior de esta proposiciéon tenemos que:

p_l (p@(C))

= (pooix)” (po(C))

=iy (pp (po(C)))

=X ﬂp; (p@(C'))

=Xn(CufiCnAuUf(f(CnA)ufiCcny))

=(CNX)U(fCnANX)U(fHf(CNA)NX)
U(f(Cny)nXx)

pero f(CNA)NX =0, por tanto
P (po(C)) = (COX)U(fFTHACNA))U(FHCNY)). (3)

Como (CNY)U f(CNA) es cerrado en Y y f es una funcion
continua tenemos que

fenAu@ny) =1 (fCnA)UfHCNY) (4)

es cerrado en A donde este ultimo es un subespacio cerrado de X,
se sigue que el conjunto descrito en (4) es cerrado en X. Por tanto
el conjunto descrito en (3) es cerrado en X.

(¢) Por (2) de 3.5 basta mostrar que la funcion py : X+Y — XU;Y definida
como en (?7?) de 2.1 es cerrada, asi que sea C' C X +Y un subconjunto
cerrado, como X es un subespacio cerrado del espacio X +Y, el conjunto
C'N X es cerrado en X. Para exhibir que py(C') es cerrado en X Uy Y,
por el inciso (b) basta mostrar que el conjunto (CNY)U f(C' N A) es
cerrado en Y.

Notese primeramente que Y es un subespacio cerrado de X + Y, por lo
que C'NY es cerrado en Y, resta mostrar que el conjunto f(C' N A) es
cerrado en Y, obsérvese que A es un subespacio cerrado de X, entonces
C'N A es cerrado en A, como f es una funcion cerrada, f(C' N A) es
cerrado en Y.

]
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Teorema 4.12. Si (X,d) y (Y,d') son espacios métricos compactos no vacios
tales que X NY =0, entonces X Up Y es un espacio métrico compacto.

Demostracion. Mostraremos primeramente que el espacio (X + Y, .7) como
en 4.7 es un espacio compacto. Sea {Us}scs una cubierta abierta de X +Y,
como XY C X +Y, entonces {Us}ses es una cubierta abierta para X e Y
respectivamente, por tanto existen Uy, Us,...,U, y Uj,Us, ..., U/ tales que

X c U yY c | U Notese que la familia {Uy, Us, ..., U,, Uy, Us, ..., U}

es unza 1cubierta ﬁrzlitla de X +Y, por tanto X + Y es compacto.

Veamos ahora que la descomposicion D es semi-continua superior, por (c)
de 4.11 basta mostrar que la funciéon f es cerrada, sea B C A cerrado en A,
como A es cerrado en X, este es compacto, asi B es compacto, y por tanto
f(B) es compacto pues f es continua. Por tanto, f(B) es cerrado en Y. Se
sigue por 3.7 que X Uy Y es un espacio métrico compacto. O

Teorema 4.13. Si (X, .7) y (Y, .T") son continuos disjuntos, entonces XUsY
€s un continuo.

Demostracion. Como (X,.7) y (Y, .7') son continuos, estos en particular son
espacios métricos compactos los cuales son disjuntos, se sigue por 4.12 que
X UsY es un espacio métrico compacto. Resta mostrar que el espacio X Uy Y
es un espacio conexo.

Como la funcién proyeccion natural py : X +Y — X U Y (como en (77)
de 2.1) es continua, py(X) v pp(Y') son conexos, afirmamos que;

(a) p@(X) UPD(Y) =XUpY
(b) po(X)Upsp(Y) es conexo.

Como pp(X) Upp(Y) = po(X +Y) = X Uy Y pues pp es suprayectiva,
lo cual prueba (a). Para (b), por |2, Proposicion 8.12| basta mostrar que
po(X) Npp(Y) # 0, lo cual es de inmediato por (2) de 4.10, lo cual prueba
(b). Por tanto, X Uy Y es un continuo. O

Definicion 4.14. Sean (X,.7) y (Y, T") espacios topoldgicos. Una funcidn
suprayectiva f : X — Y es llamada una funcion cociente (o funcion identifi-
cacion) siempre que 7' sea la topologia mds grande de tal manera que f sea
una funcion continua.
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Proposicion 4.15. Sean (X, .7) y (Y, T’) espacios topoldgicos, si f : X —Y
es una funcion cerrada (abierta) y suprayectiva, entonces f es una funcion
cociente.

Demostracion. Sea <7f’ otra topologia para Y que hace de f una funciéon conti-
nua, mostraremos que J; C 7. Sea V € J}, entonces Y \ V es cerrado en Y
(respecto a .J}), como f es continua (respecto a .77), f~'(Y'\ V) es cerrado en
X (respecto a 7), pero como f es cerrada, tenemos f (f~H (Y \V)) =Y\ X
es cerrado en Y (respecto a .7”’), por lo que V € 7. ]

Lema 4.16 (de transgresion). Sean (X, 7;) espacios topoldgicos para i =
1,2,3, f : Xi = X5 una funcion cociente, y g : X1 — X3 una funcion
continua; entonces, si g es constante en cada fibra f‘l(z) para cada z € Xo
(es decir, go f~1 tiene un solo valor), go f~ es una funcion continua.

Demostracion. Definamos una funcién h : Xo — X3 como

h(y) = al tnico elemento que pertenece
al conjunto g(f~'(y)), Yy € Xs.

h esta bien definida pues para cada y € Xo, g(f~'(y)) es un subconjunto
no vacio, pues como y € Xy = f(X), entonces existe por lo menos un 2’ € X,
tal que f(2') =y y por tanto x € f~1(y) y el cual también es unitario de X3,
denotamos por h(y) a ese punto. Afirmamos ahora que para cada x € Xj,
(ho f)(z) = g(z), sea x € X7, notese que f(x) € Xy, sea y = f(x), aplicando
h a y tenemos que:

h(y) = al tinico elemento que pertenece al conjunto g(f~*(y))

notese que g(z) € g(f~(y)), pues z € f~!(y), por tanto h(y) = g(x), es
decir, h(f(x)) = (ho f)(z) = g(x), esto muestra que ho f =g (%), de esto

se deduce que h = go f~1.

Sea Ty = {V C Xy : f71(V) € F}, la cual es una topologia para X
que hace de f una funciéon continua, pero como f es una funcién cociente,
Ty C T, pues J; es la topologia més grande para la cual f es continua (mas

atn Iy = 7).
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Veamos por ultimo que go f~! : X5 — X3 es una funciéon continua, sea
W C X3 un conjunto abierto de X3 (respecto a .73), como g es una funcion
continua, g~!(T¥) es abierto en X (respecto a 7). Notemos que h™' (W) C
X, y es tal que f~H(h™Y(W)) es abierto en Xi, pues por (x), tenemos que
g tW) = (ho f)*(W) = f~Hh Y(W)), por tanto h™"(W) € T} C D, asi
(go f71)~1(W) es abierto en Xs. O

Proposicion 4.17. Si (X, .7) es un espacio topolégico compacto, (Y, T") un
espacio topologico de Hausdorff, st f : X — Y es una funcion continua y
biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Por |2, Proposicién 3.19]| basta mostrar que f es una fun-
cion cerrada, sea A un subconjunto cerrado de X, entonces A es compacto,
como f es continua, f(A) es un subconjunto compacto de Y el cual es un
espacio de Hausdorff, por tanto, f(A) es cerrado en Y. O

El siguiente teorema muestra como obtener todas las descomposiciones de
un espacio métrico compacto dado. Simultaneamente, este proporciona una
manera para obtener descomposiciones usc especificas.

Teorema 4.18. Sean (X, d), (Y,d') espacios métricos compactos, f : X —Y
una funcion continua y suprayectiva, entonces, si Dy = {f*(y) : y € Y },
Dy es una descomposicion usc de X la cual es homeomorfa a'Y .

Reciprocamente, cualquier descomposicion usc del espacio X es un espacio
métrico compacto el cual es la itmagen de una funcion continua.

Demostracion. Supongamos que la descomposicion Dy de X no es usc, en-
tonces existe un elemento de la descomposicion Dy, digamos f~(yo) € Dy
y un abierto U en X con f~!(yg) C U tal que para cualquier abierto V en
X con f~l(yo) C V, existe fH(y) € Dy tal que f~H(y) NV # 0, pero que
Ty ¢ U

Sea para cada n € N,
() - e ans i <1

el cual es un abierto en X y es tal que f~(yo) C Ny (%, f‘l(yo)) para cada
n € N, entonces, para cada n € N existe f~'(y,) € Dy tal que f~'(y,) N
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Na (£, F (o)) #0y f(yn) € U, por lo que para cada n € N existen

Pn € [ (yn) N Ny (%,fl(yo)) s €S ) ytn e X -U

observamos primeramente que para cada n € N, f(p,) = yn = f(qn).

Ahora, por un lado tenemos que, para cada n € N, p, € Ny (%, ffl(yo))
por lo que d(pn, f1(y)) < %L, como f~1(yo) es cerrado en X (y en conse-
cuencia este también es compacto), para cada n € N existe z,, € f~(yo) tal
que

d(Pn, Tn) = d(pm f_l(yo)) < -

notese que la sucesion {z, }nen esta contenida en f~'(yy), ademés, esta su-
cesion es de Cauchy, pues sea € > 0, por la propiedad Arquimediana existe
N € N tal que % < e, sean m,n > N, nétese que

d(zp, Tm) < d(pn, ) + d(Pr, Tm)
< d(pn, xn) + d(Pns D) + APy T
<

1 <1 1) 12
<=+ (=4+=)+ —
n n

— < e
m m

Asi, la sucesion {x, }n,en converge a algtn punto p € f~'(yo) (pues f~1(yo)
también es completo), afirmamos que la sucesion {p, },en también converge
ap e f~Yyo). Sea & > 0, entonces por la propiedad arquimediana existe

N’ € N tal que % < %, pero también existe N” € N tal que d(z,,p) < &

para n > N” sean > max {N', N"}, tenemos que

g
SR

d(pn,p) < d(pn, Tn) + d(xn, D)
éJ

IN

Y por otro lado, notese que la sucesion {g, }nen estéa contenida en X — U
el cual es cerrado en X y por tanto compacto, entonces esta sucesion admite
una sucesion parcial convergente a algin punto en X — U, digamos ¢,, — q €
X — U cuando k — oc.
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Notese que la sucesion {p,, tren también converge a p € f~!(yp), dada
la continuidad de f, tenemos que f(pn,) — f(p) v f(qn,) — f(g) cuando
k — oo respectivamente, pero como para cada k € N, f(p,,) = f(qn,) se tiene
entonces que f(p) = f(g), como p € f(yo), se sigue que f(p) = 4o = f(q)
y por tanto q € f~!(yo), ademas ¢ € f~ (yo) N (X — U), lo cual muestra que
/~(yo) ¢ U lo que contradice nuestra suposicion inicial, por tanto Dy es usc.

Como X es un espacio compacto y Dy es usc, se sigue por 3.7 que el espacio
de descomposicion Dy es metrizable y por tanto un espacio de Hausdorft,
también Y es un espacio compacto, asi, para establecer un homeomorfismo
h :'Y — D; por 4.17 basta establecer una funcion h continua y biyectiva.
Definamos una funciéon h como sigue, sea y € Y, como f es suprayectiva,
" Hy) # 0, sea z € f~(y), notese que py(x) = f~!(y), denotemos entonces
por h(y) = po(f~'(y)) donde f~1(y) = x. Notese que h esta bien definida, la
suprayectividad de h es evidente, veamos que h es inyectiva, sean y;,ys € Y
tales que h(y1) = h(y2), por lo que po(f~ (1)) = po(f~(y2)), entonces
FH ) N f(y2) # 0y por tanto f~'(y1) = f~'(y2), con lo cual y; = y».

Por ltimo, para ver que h es continua, nétese primeramente que f es una
funcion cerrada (ver la demostracion de 4.17), asi f es una funcion cociente
por 4.15, se sigue por el lema de transgresiéon que h = ppo f~! es una funcion
continua.

Reciprocamente, supongamos que P es una descomposicion usc de X, el
cual es un espacio compacto, por tanto, D es un espacio métrico por 3.7, como
Po : X — D es continua y suprayectiva como en 2.1, tenemos que py(X) = D
es compacto. O]
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Capitulo 7

Limite de conjuntos y teoremas de golpes a la
frontera

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, José
Alberto Ortega Becerril

FCFM, BUAP

Resumen

En este capitulo se presentan algunas propiedades sobre limites de con-
juntos asi como teoremas de golpes a la frontera en un continuo X sobre
su hiperespacio. Se dan propiedades sobre el limite superior e inferior asi
como teoremas de convergencia, teoremas importantes como el del cable
cortado.

1 Preliminares

Dado un conjunto X distinto del vacio, una métrica en X es una funcién
d: X x X — R tal que para todo z,y, z en R satisface las siguientes condi-
ciones:

d(z,y) > 0,

d(x,y) =0 siy solo si z =y,
d(z,y) = d(y, x),

d(z,y) < d(z,z) +d(y, 2)

Definiciéon 1.1. Sean X un conjunto no vacio yd : X x X — R una métrica,
al par (X,d) le llamaremos un espacio métrico.

Definicion 1.2. Sean (X, d) un espacio métrico y zo € X, r € R con r > 0.
La bola abierta con centro en zy y radio r es

B(zp,7) ={z € X : d(x, z) < r}.
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Definicion 1.3. Si A es un subconjunto de un espacio métrico X y
F = {Uj}aer es una familia de subconjuntos de X, entonces:

(1) Decimos que F es una cubierta de A en X si A C |J,cp Ua.

(2) Decimos que F es una cubierta abierta de A en X, si F es una cubierta
y para todo \ € L, Uy es abierto en X.

(3) Si F es una cubierta de A en X. Una subcubierta G de A es una
familia de elementos de F para la cual eviste M C L tal que A C

Usear Un- Si M es finito, decimos que G es una subcubierta finita de
A

Definicion 1.4. Sea A subconjunto de un espacio métrico X . Decimos que A
es compacto en X si toda cubierta de A en X tiene una subcubierta finita.

Definiciéon 1.5. Sea A subconjunto de un espacio métrico X con A # (). Los
conguntos S y T forman una separacion de A si

S£0DyT#0,

S yT son abiertos en A,
SuUT = A,

SNT =9.

Si tales conjuntos existen, el conjunto A se le llama disconexo.
Definiciéon 1.6. El conjunto A es conexo si no es disconexo.

Definicion 1.7. Una sucesion en un conjunto X es una funcion f : N — X.
Para toda n € N, denotamos f(n) =z, y a la sucesion por {z, }nen.

Definicion 1.8. Una sucesion converge en un espacio métrico (X,d) a xq €
X, si dado € > 0 eziste N € N tal que sin > N, d(x,,xq) < €.

Definicion 1.9. St f,g : N — X son sucesiones, decimos que g es una
sucesion parcial o subsucesion de [ si existe h : N — N inyectiva tal que

g= foh.
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2 Introduccion

Definicion 2.1. Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y
CONETo.

Definicion 2.2. Dado un espacio topoldgico X, consideremos los siguientes
conjuntos:

2¥ ={AC X :A#0y A es un cerrado de X},

C(X)={Ac2%: A es conexo}.

Ahora, dado un espacio métrico X con métrica d, para el propdsito de este
capitulo definiremos una métrica adecuada Hy para 2%, para ello, para cada
Ae2X ycada e >0:

Na(e,A) ={z € X : d(z,a) < € para algin a € A}
y para cada A, B € 2%, sea:
Hy(A,B) =inf{e > 0: AC Ny(e,B) y B C Ny(e,A)}.

Veremos en el teorema 2.4 que Hy es una métrica para 2% y en el corolario
2.8 que la topologia obtenida por esta para 2% es un invariante de métricas
equivalentes para X . Los espacios 2% y C(X) con la topologia obtenida de Hy
son los hiperespacios de X; Hy es la métrica de Hausdorff inducida por
d.

Si (X,d) es un espacio métrico compacto y A, B € 2% al conjunto
{e>0: AC Ny(e,B) y B C Ny(e,A)},

lo denotaremos por Ny(A, B).
Sea X un espacio métrico compacto y A € 2%, notese que A C X con A
cerrado y X un conjunto compacto, por tanto A es compacto.

Proposicién 2.3. Sean (X,d) un espacio métrico compacto, K,L € 2% y
x € K entonces existe y € L tal que d(z,y) < Hy(K, L).
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Demostracion. Para cada n € N, sea 9, = %, entonces existe ¢, € Ny(K, L)
tal que
Hd(Ka L) <éen < Hd(K7 L) + 5n

donde
K C Ny(en, L)y L C Ny(en, K).

Sea x € K C Ny(en, L). Existe y,, € L tal que d(z,y,) < &, para cadan € N.
Notese que (yn)nen €s una sucesion contenida en L el cual es secuen-
cialmente compacto, y por tanto esta admite una subsucesion convergente,
digamos (yy, )ken tal que limy,, =y para algin y € L.
Veamos ahora que d(z,y) < Hq(K, L). Notemos que

pero por otro,
d(z,Yn,) < €n, < Hy(K, L) + 6y, (2)

de (1) y (2) tenemos que

Luego;
d(z,y) < lm (Hy(K, L) + d(Yn,, y) + 0n,) = Ha(K, L)
y por tanto d(z,y) < Hy(K, L), asi y € L es el elemento buscado. ]

Teorema 2.4. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. La funcion
Hy: 2% x 2% = R dada en la definicion 2.2 es una métrica para 2.

Demostracion. Mostraremos que la funciéon Hy : 2% x 2% — R satisface que
para cualesquiera A, B,C € 2%:
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Para ver (1) basta notar que 0 es una cota inferior para Ny(A, B) y por tanto
Hy(A,B) > 0. Probemos ahora (2), supongamos que Hy(A,B) = 0 y sea
a € A. Sea para cadan € N, 9, = %, entonces existe e, € Ny(A, B) tal que

Hd(A, B) =0<¢, < Hd(A,B) + 0, = 5n,

y es tal que
A C Ny(en,B) y B C Ny(en, A).

Como a € A entonces para cada n € N, eziste b, € B tal que d(a,b,) < &,,
notese que (by)nen €s una sucesion contenida en B, afirmamos que la sucesion
(bn)nen converge al punto a. Sea € > 0 entonces existe n € N tal que 9, =
% < e, y existe e, € Ny(A, B), tal que para cada n > N se cumple que

d(b,,a) <e, <6, <e.

Por tanto limb, = a y como B es cerrado se sigue que a € B y por tanto
A C B.

Con un argumento similar se muestra que si b € B entonces b € A,
conclutmos entonces que A = B.

Reciprocamente, supongamos que A = B, afirmamos que para cada & >
0, e € Ny(A, B). Sea € > 0, notar que A C Ny(e,B), y que B C Ny(e, A),
por tanto, € € Ny(A, B) para cada € > 0 y por tanto Hy(A, B) = 0.

Para ver (3), notese que Ny(A, B) = Ny(B, A) y por tanto Hy(A, B) =
Hy(B, A). Por ultimo, veamos (4), sean Ny(A, C), Nu(A, B) y Ny(B,C). Sea
cualquier § > 0, afirmamos que ¢ = Hg(A, B) + Hy(B,C) + ¢ pertenece
a Ny(A,C). Sea a € A por la proposicion anterior existe b € B tal que
d(a,b) < Hy(A,B) y de igual manera para b € B existe ¢ € C tal que
d(b,c) < Hy(b,C). Por la desigualdad triangular de la métrica d, tenemos
que

d(a,c) < d(a,b) + d(b,c)
< Hy(A, B) + Hq(B,C)
< Hy(A, B) + Hy(B,C) + 6

= £.

Es decir, dado a € A hemos probado que existe ¢ € C' tal que d(a,c) < €y
por tanto A C Ny(e, C).
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Con un argumento similar se prueba que C' C Ny(e, A) y por tanto € €
Nu(A,C), luego tenemos que

Hy(A,C) < Hy(A,B) + Hy(B,C) + 6,
pero como § > 0 es arbitrario tenemos que
Hy(A,C) < Hy(A,C)+ Hy(B,C).
Por tanto Hy es una métrica para 2. O

Definicion 2.5. Sea X un espacio métrico compacto con topologia T, para
cada U € T, sean:

(1) T(U)={A€2X: ACU}.
(2) AU)={Ae€2X: AnNU#0}.
(3) Para cada Uy,...,U, €T conn < oo, sea

(Uy,...,U,) ={A 2" : ACUUi y ANU; # 0 para cada i}.

i=1
Si X es un espacio métrico compacto y con topologia T', entonces (X) =
2%,

Lema 2.6. Las siguientes relaciones que aparecen en (1) — (3) se cumplen
entre los conjuntos descritos en la definicion 2.5, es decir;

(1) T(W)={U) y A(U) = (X, U).
(2) (Uy, ..., Uy = {r @1 Ul)] N L(:]lA(UZ-)]

(3) SeanU = U; yV =] V; entonces

i=1 =1

Uy, ..., UV, Vi) = (VAUL,..., VAU, UNV, ..., UNV,,).
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Demostracion. (1) Sea A € T'(U) luego A C U y ademés ANU =A#(y
por tanto A € A(U). Asi concluimos que A € (U).

Sea A € (U) luego por definicion de (U) se sigue que A € I'(U).

Por otro lado si A € A(U) entonces ANU # 0 y AN X # (). Por tanto
Ae (X, U).

Por ultimo, sea A € (X,U) entonces AC X UU =Xy ANX #0y
ANU # 0. Por lo tanto A € A(U).

(2) Observe que el conjunto vietdrico se puede ver como sigue
(U, Up, ... . Up) ={A €2 : AC|JU; con i € {1,2,...,n}}

i=1

N{A€2X:ANU;#0 con i€ {1,2,...,n}}

=T (O Ui> N ﬁA(Ui)

Unv=\Un (61/)
Uwvnuy|. (4)

i=1
=1

U

~ Uwnw

Seaw € (Uy,Us, ..., U)yN(Vi, Vs, ... . V,), entonces w € (Uy,Us, ..., U,)
ywe Vi, Vo, ..., Vo).

U

(a) Siw € (Uy,U,,...,U,) entonces se cumple que

wQUUi:U y wNU; para todo i € {1,2,...,n}.

i=1

(b) De forma similar se comprueba para el elemento w € (Vi, Vs, ..., V,)
para obtener

wQUVi:V y wNV; para todo i € {1,2,...,m}.
i=1
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De esto tltimo observemos que w C (U Ui> N (U V;) =UNnV.
i=1

i=1
Pero de acuerdo con la ecuaciéon 3 tenemos que

m

Uwnw)

i=1

n

Uwvnuwy)

=1

w C U

Como w C U se cumple que w = w N U ademas observe que
wNV;=wn(UNV;) # 0 para cada i € {1,2,...,m}. Del mismo
modo se prueba que w N (VN U;) # 0 para todo ¢ € {1,2,...,n}.
Por lo tanto concluimos que

weUnNW,...,UNV,,VNU,...,VNU,).

Por otro lado siw € (UNV4,..., UNV,,,VNU,...,VNU,), luego
por la igualdad (3) tenemos que w C UNV. Tomemos i € {1,2,...,n},
comowN(VNU;) #0,w=wnNVywnU,=wn(VNU;), se tiene que
wNU; # 0. De la misma forma se prueba que wNV; # () para cualquier
i€{1,2,...,m}. Por lo tanto

w € <U1,U2,...,Un>ﬂ(‘/l,‘/g,...,vn>.

Asi,
(U, Uy ..., Un) N (Vi, Voo, Vi)

=VnU,VnU,...,VnU, UNWV,UNVy, ..., UNV,).
O

Teorema 2.7. Sea X un espacio métrico compacto con métrica d y topologia
T. Sean (usando la notacion en 2.5):

(1) € ={(UV1,...,Uy) : U; € T para cadai=1,...,n}.
(2) Z={T(U): UeT}U{AU): UeT}.

Entonces: ¢ es una base para la topologia Ty, obtenida por la métrica de
Hausdorff para 2%, y & es una subbase para tal topologia.
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Demostracion. Sean Uy,Us € € y A € Uy NUs, asi Uy = (Vi,...,V,,) con
VieT:Vie{l,....m},yUy = (Wr,..., W) con W; € T :Vi € {1,...,s}.
Sea

v=Uviyw={w
i=1 =1

Como AcUyNUs = (VWy,..., VW, WNVy,..., WNV,) € € se tiene
que.
rEU=U NU; CULNU,

Luego, para cada A € 2% existe V € ¢ tal que A € V pues A € 2% = (X))
asi que basta considerar V = (X) € €. Asi € es una base para T, que es la
topologia generada por %. Ahora sea

(2] = {ﬂﬁ:ﬁes ﬁnitoyL'Cf@}

Notemos que € C [Z?] pues si U € € entonces

r (U vg) N [ﬁ A(V)

Se cumple ademas que & C €, por otro lado. Sea Y € [Z?] entonces Y = [ L
donde £ C & y L es finito.

U=(V,... V) = c (7]

(a) Sicada A € L es de la forma I'(U) con U € T entonces
rU)NnT(W)=U)ynW)=UnW)e¥

(b) Sicada A € L es de la forma A(U) : U € T, entonces
AU)NAW) =(X, U)N(X, W) €F

(c) Sicada A € L es de la forma I'(U) o A(W) entonces
FU)NAW) =U)N (X, V) e ?.
Asi en cualquiera de los casos Y € € es decir [Z] = €. Asi & es una
subbase para T,.
Ahora probemos que T, = Ty. Para A € 2% y € > 0 sean

By(Aje) ={K €2* : Hy(A K) < &},

d(L,K) =mf{d(z,y): x € L,y € K}.
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Mostremos primero que T, C Ty. Fijemos U € T tal que U # X. Sea
A € I'(U) entonces definimos

e=d(A,X\U) =if{d(a,b):a € Abe X\ U}

Sea K € Bp(A,¢€) entonces Hy(A, K) < d(A, X \ U) y probemos que
K C U. Sea k € K por la proposicion 2.3 existe a € A tal que

d(a, k) < Hy(A, K) < d(A, X \ )
Si k ¢ U entonces k € X \ U asi, tendriamos que
d(a, k) < d(A, X \U) yd(A, X \U) <da,k).

Lo cual es una contradiccion, asi K C U y por lo tanto K € I'(U) eso
implica que By(A,e) C T'(U). Ahora si A € A(U) entonces ANU # ),
seap € ANU y definimos

e=d({p}, X\ U) = inf{d(p,b) : b e X \ U}.

Ahora sea K € Bpy(A,¢) y probemos que K NU # (). Probemoslo por
contradiccion, supongamos que K C X \ U, como p € A entonces existe
k € K tal que

d(p, k) < Ha(A, K) < d({p}, X \U)

pero p € {p} y k € X \ U entonces d({p}, X \ U) < d(p,k) lo cual es
una contradiccion. Ast K NU # () es decir K € A(U) y por lo tanto
Br(A,e) C A(U), pero eso nos dice que I'(U),A(U) € Ty para U € T
con U # X, mas atn ['(X) = A(X) = 2%. Por lo tanto & C Ty y
eso implica que T,, C Ty. Para la siguiente contencion basta probar que
dada una Hy-bola By (A, e) existen Uy, ..., U, abiertos no vacios tales
que

A€ <U1, e Un> C BH<A,€)

Fijemos A € 2% y e > 0. Como A es precompacto, existen ay, . ..,a, € A

tales que
" €
A B (-)
CZLJI ala 5
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Sea U; = By (ai, g), para i € {1,...,n}, es claro que A € (Uy,...,U,)

y didm(U;) < e. Sea K € (Uy, ..., U,) luego, por definicién, para cada
ied{l,...,n}

KcUBd(ai,%) . KﬂBd(ai,%>%®.
i=1

Sea j € {1,...,n} notemos que d(a;, K) < g es decir a; € Ny (%,K),
asi existe k € K tal que d(a;, k) < %

Six e By (aj, g) entonces d(z,a;) < g. Luego,

d(z, k) < d(z,a;) +d(a;, k) < g + % =g,

es decir,
By(ay, %) C N4(e, K) para j € {1,...,n}.

Luego,
" g
AcC U Bi(ai, 5) € Nale, K)

=1
y por otro lado es claro que K C Ny(e, A).
Asi tenemos lo deseado.

]

Corolario 2.8. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, la topologia
obtenida de la métrica de Hausdorff para 2% depende sdlo de la topologia de
X (es decir, si d y D son métricas para X, cada una de las cuales da la
topologia T de X, entonces la topologia para 2% obtenida de Hy y la obtenida
de Hp son idénticas).

Demostracion. Sean d 'y D métricas para X, T, y Tp las topologias obtenidas
por las métricas d y D respectivamente cada una de las cuales da la topologia
T, es decir, Ty = T = Tp. Sean Ty, y Th, las topologias obtenidas por
métricas de Hausdorff H; v Hp respectivamente para 2%, mostraremos que
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Ty, = Th,. Asi X es un espacio métrico compacto con métrica d y topologia
T,. Sea

6q={(U,...,U,) : U, €Ty, Paracadai € {1,...,n} }.

Por el teorema 2.7, 6; es una base para la topologia Tf,. Ahora como X es
un espacio métrico con métrica D y topologia Tp. Sea

¢p ={(Uy,...,U,) : U, € Tp paracadai e {1,...,n} }.

Por el teorema 2.7, €p es una base para la topologia Ty, como Ty = Tp
entonces 6, = ép, entonces Ty, = Th,,. O

El resultado en 2.7 muestra directamente que si los espacios métricos com-
pactos X e Y son homeomorfos entonces 2% y 2% son homeomorfos. Mas aun,
se cumple que:

Teorema 2.9. Sean X e Y espacios métricos compactos con o y B sus mé-
tricas respectivas, y sea h : X — 'Y un homeomorfismo de X a Y. Entonces
existe un homeomorfismo h* de 2% a 2V tal que h*[C(X)] = C(Y).

Demostracion. Sea h* : 2% — 2V definida como h*(A) = h(A) para cada
A € 2%, Noétese que como h es un homeomorfismo, h es una funcién cerrada
y por tanto h(A) € 2V, ademés si A, B € 2% son tales que A = B entonces
h*(A) = h(A) = h(B) = h*(B) por tanto h* esta bien definida.

h* es inyectiva, pues sean A, B € 2% tales que h*(A4) = h*(B), es decir,
h(A) = h(B), por la inyectividad de h tenemos que

A=h"Y(WA) v B=hKDB)),

pero como h(A) = h(B), entonces A = B.
h* es sobreyectiva, pues para cualquier B € 2¥, bastara tomar a h™!(B)
el cual pertenece a 2% ya que h es una funcion continua y es tal que

h*(h™(B)) = h(h™(B)) = B,
por la sobreyectividad de h.

Sea C(X) C 2% y veamos que h*[C(X)] = C(Y), sea B € h*[C(X)]
entonces existe A € C(X) tal que h*(A) = h(A) = B como las funciones
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continuas preservan la conexidad, se sigue que h(A) = B es conexo y asi
B e C(Y), por lo que h*[C(X)] C C(Y).

Por otro lado, C(Y) C 2¥ = h*[2¥]. Sea B € C(Y), entonces existe
A € 2% tal que h*(A) = B, A es conexo, pues h(A) = By h™'(B) =
h=Y(h(A)) = A con h™! una funcién continua y B un conjunto conexo en Y,
por tanto A € C(X), asi A € h*[C(X)], por tanto h*[C(X)] = C(Y).

Resta mostrar la continuidad de h*, pero antes de ello definamos D :
X x X — R como D(z,y) = B(h(x),h(y)) para cada (z,y) € X x X, no es
dificil mostrar que D es una métrica para X. Afirmamos ahora que

Hg(h*(A),h"(B)) = Hp(A, B),

para ello mostraremos que dado cualquier 6 > 0, &1 € Ng(h*(A),h*(B)) y
g9 € Np(A, B) donde &1 = Hp(A,B) + 0 y e2 = Hg(h*(A),h*(B)) + ¢ pues

de ser cierto, tendriamos que

Hg(h*(A),h*(B)) < Hp(A, B) + 0
Hp(A, B) < Hy(h*(A),h*(B)) + 6.

Como ¢ > 0 es arbitrario tendriamos que

lo cual probaria la igualdad.
Veamos que &1 € Nz(h*(A), h*(B)), para ver esto, probaremos que

h*(A) C Ns(e,h*(B)) 'y h*(B) C Ns(e, h*(A))

Sea t € h*(A) = h(A) entonces existe a € A tal que h(a) = t, por la
proposicion 2.3, existe b € B tal que

D(a,b) < Hp(A, B).
Sea [ = h(b) € h*(B) y veamos que

D(a,b) = B(h(a), h(D))
= B(t,1)
< Hp(A, B)
< Hp(A,B)+6=¢
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lo cual que prueba que h*(A) C Ng(e, h*(B)) y con un argumento similar se
prueba que h*(B) C Ng(e, h*(A)) y por tanto g, € Ng(h*(A), h*(B)).

Procediendo de manera similar se prueba que g5 € Np(A, B). Luego,
fijemos A’ € 2" y ¢ > 0y probemos que (h*)~!(By, (A4, €)) es abierto.

Como h* es sobreyectiva existe A € 2% tal que h*(A) = A’, asf notemos que

(h*)*l(BHB(A’,e)) ={Bc2*:h(B)c By, (A' )}

= {B € 2" : h*(B) € By, (h*(A),e)}

= (B 2" - Hy(h'(A),1°(B)) < )

={B€2¥: Hp(A B) <e}

- BH[;(Aa )

El cual es abierto en 2% O

3 Limite inferior, limite superior y limite

Habiendo expresado la topologia de la métrica de Hausdorff para 2% como
en 2.2 en términos de conjuntos abiertos en X, ahora queremos dar una des-
cripcion apropiada de la convergencia con respecto a la métrica de Hausdorff
mediante una nociéon de “convergencia en X

Definicion 3.1. Sea (S,T) un espacio topoldgico, y sea {A;}°, una sucesion
de subconjuntos de S. Definimos lim inf A; y el lim sup A; como sigue

lim inf A; ={x € S: para cada U € T tal que x € U, UNA; # 0

para todos, salvo para un numero finito de i},

lim sup A; ={z € S': para cada U € T tal que x € U, UN A; # ()

para infinitos i}.

Por como se definen los conjuntos, notemos que lim inf A; C lim sup A;.

Definicion 3.2. Sean (S,7T) y {A;}2, como en la definicion anterior, y sea
A CS. Escribimos lim A; = A si

lim inf A; = A = lim sup A;.
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Proposicion 3.3. Sean (S,T') un espacio topoldgico, y {A;}32, cualquier su-
cesion de subconjuntos de S. Entonces

(1) im inf A; y lim sup A; son subconjuntos cerrados de S.
(2) lim inf A; = lim inf A; y lim sup A; = lim sup A;
(3) im A; = lim A; siempre y cuando lim A; o lim A; existan.

Demostracion. (1) Notemos primero que lim sup A; = (2, [UZO:Z Ay }
Sea x € (2, [U;O:l Ak}. Entonces x € |J,, Ay para cada i. Entonces,
para cada U abierto tal que x € U, se cumple que U N (U;2, Ax) # 0,
es decir |J;2, (U N A;) # 0. Pero eso ocurre para cada i. Asi,

x € lim sup A;.

Ahora, si x € lim sup A; para cada U € T tal que x € U, se cumple que
UN(Upe; Ak) # 0, entonces z € Uy A y UN(Up—, Ax) # 0, entonces
z € Upey Ag. Es decir, U N (UZC’:J Ak) # 0, es decir, z € | J;Z; Ay Pero
eso ocurre para cada i. Asi, x € ()2, (Uzozj Ak>.

Asi, lim sup A; = (2, [UZOZZ Ak}.

Probemos que lim sup A; es cerrado. Asi, probemos que X \ lim sup A;
es abierto. Luego:

X \ lim sup A;

Pero | J;—; A; es cerrado en S. Luego, X \ U;—; A; es abierto en S.
Luego | J;2, (X \ <U2°:Z Al>> es abierto en S. Asi, X \lim sup A; es abier-
to en Sy, por lo tanto lim sup A; es cerrado en S.

Ahora veamos que liminfA; es cerrado en S. Sean x € liminfA;,
U e T, tales que x € U. Luego,

UnliminfA; # 0.
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Asi, existe y € U NliminfA;, entonces existe N € N tal que si 1 > N,
UnNA; # 0, asi concluimos que x € liminfA;.

Sean = € limsup A;, U € T, tal que z € U. entonces, U N A; # (), para
infinitos 4, es decir, existen z; € U N A;, y para cada i, tenemos que
UNA; # () para infinitos i, asi x € lim supA;. Ahora sean x € lim sup A;,
U € T, tales que z € U, entonces U N A; # (), para infinitos i. pero
notemos que U N A; C UN A;, asi, UN A; # 0 para infinitas i, por lo
tanto € lfim supA;.

Ahora sean x € liminf A;, U € T tales que = € U, asi existe N € N tal
que si i > N, entonces U N A; # 0, Notemos que U N A; C U N A;, asi
si i > N entonces U N A; # (), es decir, x € liminf A;.

Ahora sean = € liminfA;, U € T, tal que © € U entonces existe
N € N tal que si i > N, se cumple que U N A4; # 0. Luego, existe
y € UNA;, pero eso nos dice que U N A; # 0, con eso podemos concluir
que = € liminfA;. Por ultimo (3) es consecuencia de (2).

]

Lema 3.4. Sean (S,T) un espacio topoldgico, {A;}52, una sucesion de sub-
conguntos de S, y sea A C S. Entonces los siquientes enunciados son equiva-
lentes:

(1)
(2)

AC liminf A; ylim sup A; C A.

Demostracion. (1) = (2) Si lim A; = A entonces lim inf A; = lim sup A;
entonces A C lim inf A; y lim sup A; C A

(2) = (1) Tenemos A C lim inf A; C lim sup A; C A entonces lim inf A; =
lim sup A; por lo tanto lim A; = A ]

Presentamos el siguiente resultado fundamental:

Teorema 3.5. Sea X un espacio métrico compacto, y sea {A;}2, una suce-
sion de subconjuntos no vacios y compacto de X. Entonces lim A; = A si y
solo si {A;}%2, converge a A en 2% con respecto a la métrica de Hausdorff

H,.

Demostracion. Supongamos que lim A; = A. Primero mostremos que A € 2.
Como cada A; # 0, Luego, sea U; = X \ U,—, 4 para cada i = 1,2,...
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Es claro que cada U; es abierto. Supongamos que limsup A; = (. Luego
Niey [Uiozl Ak} = (). Notemos que

X\m

=X

U4
k=i

=X

éG[X\GAi

=1

Pero X es compacto. Asi, existen Uy, ... U, abiertos tales que X C |J;_, Ui.
Notemos que U; C U; si j <. Ademas X =U; = X \ U2, 4i.

:>UA1:(7)

=1

En particular A; = (), que es una contradiccion. Asi limsup A; # (. Por lo
tanto, A # (), por (3.3) como lim sup A; es cerrado se sigue que A € 2.

Ahora probemos que {A4;}°, converge a A con respecto a H. Sean
Ui, ..., U, abiertos en X tales que A € (U;,...,U,). Luego ANU; # 0
para cada j.

Como liminf A; = A, para cada j € {1,...,n}. Existe M; € N tal que
A;NU; # 0 para i > M;. Sea M = max{M; : j € {1,...,n}}. Luego,
A;,NU; # 0 parai> M.

Luego, como A C | Jj_, Uj, existe N € N tal que A; C J;_, U; parai > N
pues, de lo contrario, para cada N € N tal que i > N, pero A; ¢ U?:l U;.
Entonces como Y = X\|J;_, U es compacto, existe { A;, }32; una subsucesion
de {A;} tal que A;, NY # 0.

Luego, {A4;, N Y} es no vacia. Asi limsup(A;, NY) # 0. Ademas,
lim sup (A;, NY) C limsup A; = A. Luego ANY # 0, pero A C U]_, Uj,
lo cual es una contradiccion. Asi. existe N € N tal que si ¢ > N, entonces
A cUj, U

Sea s = max{N, M }. Luego, si i > s, entonces A; €< Uy,...,U, >. Asi,
{A;}32, converge a A en 2%

Matemédticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 7, paginas 189-218



David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, José Alberto Ortega
206 Becerril

Ahora supongamos que {A;}22, converge a A en 2%. Por el lema 3.2, basta
probar que A C liminf A; y lim sup A; C A.

Sean p € Ay U abierto en X tal que p € U. Como {A;} converge a A,
dado € > 0 existe N € N tal que A; € By(A,¢) para i > N. Notar que existe
g0 > 0 tal que p € B(p,e) C U. Si A = {p}, entonces A; € By(p,¢) para
i > N. Es decir, A; C Nyg({p},e€0). Asi, existe a; € A; tal que d(a;,p) < ¢, es
decir a; € By(p,€9) C U parai > N, A;NU # . Es decir, p € liminfA;.

Ahora supongamos que |A| > 1y p € A. Entonces

Ac(UX\{p}) ={Ac2* :AcUUX\{pL,ANU#0#ANX\ {p}}

Como (U, X \ {p}) es abierto en 2% y {4;} converge a A, entonces existe
N € N tal que A; € (U, X{p} para i > N. Entonces A; N U # () para i > N.
Asi p € liminf A;. Ahora demostraremos que lim sup A; C A.

Si A = X, terminamos. Sea x € X \ A C X. Sea W abierto en X tal que
ACWyrd¢W.

Como A € (W) y (W) es abierto en 2%, existe N € N tal que A; € (W)
para ¢ > N. Es decir, A, C Wy A;NW # ) para cada ¢ > N. Por lo tanto
AN (X\W) =0parai> N.Como X \W es abierto y € X \ W, entonces
x € lim sup A;. Asi, lim supA; C A. Asi A =1lim A; ]

4 Teoremas de convergencia

Teorema 4.1. Si X es un espacio métrico compacto, entonces 2~ es com-
pacto

Sea & como en 2.7 por el lema de la subbase de Alexander [2, P.4],
basté mostrar que para cada subcubierta de 2% de elementos de & tiene una
subcubierta finita, supongamos que £ C &, donde

L={TU,):0e€ X} U{A(V,): weQ}
es tal que 2% = |J £, es decir

2% — [U r(U,)

oeY

U

U A

we

Sea Y = X \ [V, : w € Q}, luego, consideremos los siguientes casos:
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1. SiY = (), entonces
X:U{Vw:weﬂ}.

Como X es compacto, entonces existe un subconjunto finito €2y de €2
tal que

X:U{Vw tw e Ql.

Afirmamos que 2% = (J, .o, A(V.,). Sea A € 2%, entonces A C X y Aes
un cerrado en X pero ademas, A C Uweﬂo V., asi que para cada a € A
existe un w, € Qg tal que ANV,,, # 0, porloque A € (X, V) = A(V,,),

ast 2% = J,cq, Voo Por tanto, 2* tiene una subcubierta finita.

2. SiY # (), nétese entonces que Y es cerrado. Luego Y € 2%, afirmamos
que para cualquier w € Q, Y ¢ A(V,,). Supongamos que existe wy € )
tal que Y € A(V,,), entonces, Y NV, # (. Sea y € Y NV, asi
Y € Vi CUpea Vo vy € X\ Upeq Vi Lo cual no puede ocurrir. Ast
Y € U,ex I'(Us), es decir, Y C U, para algiin o € ¥. Luego

X\U, cX\Y=[]JW

we

Mas atn X \ U, C X, con X compacto, entonces X \ U, es compacto,
asi existe un subconjunto finito 3; de ¥ tal que

X\U,c |J V.

weN

Afirmamos que 2¥ = T(U,) U [U, e, A(V)]. Sea A € 2%, si A =Y
ya terminamos, si A # Y procedemos analogo como en el caso anterior.
Por lo tanto 2% es compacto.

Para mas informacion pertinente acerca, consulte |5, 4.24].

Corolario 4.2. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, para cada
sucesion en 2% tiene una sucesion parcial convergente. Mds generalmente Si
{A;}22, es cualquier sucesion de subconjuntos no vacios de X, entonces existe
una sucesion parcial {A;;)}52, de {A;}2, tal que lim Ay existe como en
(3.2) y es tal que lim A;(;) € 2.
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Demostracion. Como 2% es compacto cada sucesién en 2% tiene una sucesién
parcial convergente. Ahora sea {A;}2; una sucesion de subconjuntos de X,
consideremos {4;}%°, que es una sucesiéon de compactos de 2%, asi por 3.5

existe una sucesion parcial convergente en 2% digamos iy — Ac2¥y
ademaés por 3.3 y 3.5 se tiene que
’ e A X
hmAi(j) =lim 4; = Ae?2
[

Definicion 4.3. Sea (X,d) un espacio métrico, y sea € > 0. Una (d,e) —
cadena en X es un subconjunto finito no vacio de X junto con una indexacion,
{z1,...,2,}, tal que

d(x;,xip1) <e para cadai=1,...,n— 1.

Decimos que una (d,€) — cadena {x1,...,2,}, conp=21 yq=1x, vadep a
q (cuando el orden para la indexacion no es importante) o que une a p y q.
Se dice que un subconjunto Z de X esta (d,e) — encadenado (con € > 0
fijo) siempre que dos puntos cualesquiera de Z puedan unirse mediante una
(d,e) — cadena en Z.
Un subconjunto de X que es (d,e) — encadenado para cada € > 0 se dice
que esta d — bien encadenado.

Lema 4.4. Sea (X,d) un espacio métrico compacto, y sea {A;}52, una suce-
sion en 2% convergente a A € 2X. Si para cada A; es un (d,e) — encadenado
donde £; — 0 cuando i — 00, entonces A € C'(X).

Demostracion. Supongamos que A es no conexo, entonces A se puede repre-
sentar como la unién de dos subconjuntos cerrados en A ajenos y no vacios
digamos K y L. Ahora como X es normal entonces existen U y V' subconjuntos
abiertos de X y ajenos tales que K C U, L C V y sin perdida de generalidad
podemos suponer que U NV = (). De aqui obtenemos que A € (U, V) que es
un abierto en 2%,

Como la sucesion {A;}2°, converge a A en 2%, entonces existe N tal que
(1) A; € (U,V) paratodoi > N

Ahora sea
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§=f{d(x,y) v €U yyeV}

Por la compacidad de U y V tenemos que § > 0 . Como ¢; — 0 cuando
i — oo existe K > N tal que ex < 4, asi por (1) tenemos que Ax €
(U,V) entonces Ax NU # 0, Axk NV # 0 y ademas Ax C U UV pero
Ak es (d,e)-encadenado y e <  por lo que existe un conjunto indexado
{z1,29,...,2,} C Ak talesque x;1 € Ax NU y x, € AxNV'y

d(z;,z;y1) para toda i€ {1,2,--- ,n—1}

asi
d(xi,xiJrl) <eg < 0

notemos que z; € U y x,, € V se sigue que § > d(z1,2,) lo que es absurdo
pues €x < 0. ]

Lema 4.5. Sea X un espacio métrico, para cada Z C X y para cada € > 0,
el conjunto,

C(Z,e)={x € X : existe una (d,e)-cadena en X de algin punto de Z a x }
es un conjunto abierto, cerrado y no vacio en X

Demostracion. Sean Z C X y € > 0. y consideremos el conjunto C(Z,¢).
Primero notemos que es no vacio. Como Z # () entonces existe a € Z, ade-
més Z C X entonces consideremos nuestra (d, €)-cadena como {xg,x;} con
Ty = a = x1, luego, d(xg,z1) = d(a,a) = 0 < e. Ahora mostremos que es
abierto. Sea © € C(Z,¢), asi existe n € N tal que {xy,...,2,} es la (d,¢)-

cadena con x; = z y x, = x para algin z € Z y d(z;,z;11) < € para
ie{l,---,n—1} y mostremos que x € B(x,e) C C(Z,¢).
Sea b € B(x,¢), definamos y; = ;811 <j <nyyp1 =b, asi {y1, -, Yn+1}

es una (d,e)-cadena, asi, b € C(Z,¢), es decir, C(Z,e) es un abierto en
X. Por dltimo probemos que es cerrado. Sea b € C(Z,¢). Luego B(b,e) N
C(Z,e) # 0, entonces, existe y € B(b,e)NC(Z,¢), asi existe una (d, £)-cadena
{z1,...,2y_1,y} con &y = z € Z para algin z € Z, luego afirmamos que
{z1,...,2n—1,y,b} es una (d, ¢)-cadena, lo cual es claro pues y € B(b,¢). asi
be C(Z,e). Es decir C(Z,¢) = C(Z,¢), por lo tanto es un cerrado en X. [

Teorema 4.6. Si X es un espacio métrico compacto, entonces C(X) es com-
pacto.
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Demostracion. Como 2% es compacto basta ver que C'(X) es cerrado en 2.
Sea A € 2X tal que A = 1im A; donde cada A; € C(X),

Ahora veamos que como cada A; son conexos entonces son (d,€) bien
encadenados.
Sean x € A; y € > 0, entonces {x} C A;, consideremos, C({z},€) es abierto,
cerrado y no vacio por 4.5 ademas es subconjunto de A; el cudl es conexo asi
la tnica posibilidad es que A; = C({z},€), es decir, A; es bien encadenado.
Luego, por el lema 4.4 se tiene que A € C(X) entonces es cerrado y por lo

tanto compacto.
O]

Corolario 4.7. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces: Para cada
sucesion de subcontinuos de X tiene una sucesion parcial convergente a un
subcontinuo de X, y, de este modo, toda sucesion convergente de un subcon-
tinuo de X tiene un subcontinuo de X como su limite.

Demostracion. Sea {A;}$2, una sucesion de subcontinuos de X, méas atun cada
A; € C(X) el cual es compacto, asi existe una sucesion parcial convergente
en C(X) digamos {A;, }32; a A € C(X), es decir a un subcontinuo de X
ademas por 3.5

lim A A

iGy —

5 Golpes a la frontera

. Todos los continuos no degenerados contienen un subcontinuo propio no
degenerado? Los siguientes pensamientos pueden estar pasando por tu mente:
., Por qué no se me ocurri6 esa pregunta? ;Coémo pude haber leido tanto y no
preguntarme nada al respecto?

Definicion 5.1. Sea S un espacio topologico. Una componente de S es un
subconjunto conexo mazximal de S. Si p € S, entonces C,, definido por

Cp:U{ACS:pEAyA es conexo}

es claramente una componente de S, dado que las componentes de S deben
ser mutuamente disjuntas, llamamos componente de p en S o componente de
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S que contiene p. De manera mds general, si Y C S, la frase componente
de Y en S o el componente de S que contiene a Y significa el subconjunto
conexo maximal de S que contiene a 'Y (si existe). Sin embargo, para Y C S,
la frase componente de Y se refiere a una componente de Y en'Y donde Y
tiene la topologia subespacio. Observamos que cualquier componente de S es
un subconjunto cerrado de S (ya que la cerradura de un conjunto conexo es
conexo) y que todo subconjunto conexo de S estd contenido en una componente

de S.

Teorema 5.2 (Teorema del cable cortado). Sea (X,d) un espacio métrico
compacto y sean A y B subconjuntos cerrados de X . Si ningin subconjunto
conexo de X interseca a A y B (de manera equivalente, ningin componente de
X lo hace), entonces X = X1 U Xy donde X y Xy son subconjuntos cerrados
disjuntos de X con A C X1 y B C Xs.

Demostracion. No sabemos si existe una cadena que una a a € A con b € B,
supongamos que Vi € N existe una (d, %)— cadena K; en X que une un punto
a € A con un punto b € B. Como X es un espacio métrico compacto por 4.2,
existe una sucesion parcial {K;  } de {K;} convergente a K € 2¥ mas atn
KeCX)yKNA#ODyKnNB#(0puessac ANK ybe BNK lo cual
es una contradiccion. Luego, existe ¢ > 0 tal que C(A,e) N B = (). Haciendo
X1 =C(A,e) y Xo =X —C(A,¢) tal que X = X; N X, cerrados y ajenos tal
que AC X;y BC X, O]

Los siguientes resultados son llamados teoremas de golpes en la frontera
porque dicen que en condiciones leves, una componente de un conjunto debe
“golpear (intersectar) a la frontera” del conjunto. La nocién (topologica) de
frontera se define de la siguiente manera.

Definiciéon 5.3 (Definicion de Frontera). Sea S un espacio topoldgico, y sea
H C S. Entonces la frontera de H (en S),denotada por Bds(H) o de manera
mds simple, como Bd(H), se define por

Bd(H)=HnN(S—H).
Cabe destacar que cuando decimos frontera de H y escribimos Bd(H), nos

referimos a la frontera de H, en el espacio mds grande que estemos conside-
rando.
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Teorema 5.4 (Teorema de golpe en la frontera I). Sea X un continuo, y sea
U un subconjunto abierto, propio y no vacio de X. Si K es un componente
de U, entonces K N Bd(U) # 0 (de manera equivalente, ya que K C U y U
es abierto, KN (X —U) #0).

Demostracion. Supongamos que KNBd(U) = (). Como K es cerrado y Bd(U)

es cerrado entonces por el teorema del cable cortado se cumple que U =
M,UMj, donde M, M, son cerrados y ajeno de U con K C My y Bd(U) C M.
Sea M3 = My U (X \ U), notemos que X = M3 U M;, ademas M, M3 son
cerrados en X y ademéas K # () pues es componente de U y K C M, entonces
M; #0ycomo X\UCMgyU=#0yU# X entonces X \ U # 0 y asi
Mz # 0.

Ahora como M1N M, =0y MyNMs = M;N(X\U), Notemos que M; C U y
X\U es cerrado en X, asi MiNMs; C UN(X\U) =UNX \ U = Bd(U) C M,.
Como M; N My = () entonces M; N Ms = (). Asi M;, M5 es una separacién de
X lo cudl es una contradiccion pues X es conexo. Asi K N Bd(U) # () [

Corolario 5.5. Sea X un continuo no degenerado. Entonces, X contiene un
subconjunto propio no degenerado. Ademds: si A es un subcontinuo propio de
X y U es un subconjunto abierto de X tal que A C U, entonces existe un
subcontinuo B de X tal que

ACB+#A y BcCU

Demostracion. Probemos la segunda parte.

Sea V C X abierto talque ACV yV CcUyV # (. Ese V existe pues los
continuos cumplen la propiedad Tgé.

Sea B una componente de V que contiene a A. Como A C V, entonces
B # A. Para la primera parte. Sea U = X. Sean p,q € X tales que p #qy

X\{p} =C.
Notese que {¢} C C, por lo anterior existe B subcontinuo de X tal que
{¢} cB#{q} y BCC.porloque B+#X ]

Teorema 5.6 (Teorema de golpe en la frontera II). Sea X un continuo y
sea B un subconjunto propio no vacio de X. Si K es un componente de E,

entonces K N Bd(E) # 0 (de manera equivalente, K C E, KN (X \ E) #0).

Demostracion. Supongamos que KNX \ E = (. Ademéif £y X\ E#0
pues E es un subconjunto propio de X. Notemos que K es un subconjunto
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cerrado de X, luego K es compacto, y ademas es conexo pues K lo es, asi K
es un subcontinuo propio de X.

Ahora sea U = X \ X\ E = Int(E), veamos que K C Uy U C E, y
U es abierto por 5.5 existe B un subcontinuo de X tal que K C B # K
y B C U C FE. Notemos que B es un subconjunto conexo que contiene
propiamente a K, lo que contradice que K es una componente de F O

Teorema 5.7 (Teorema de golpe en la frontera III). Sea X, E y K que
satisfacen las hipotesis del sequndo teorema de golpes a la frontera. Si E es
abierto en X, entonces

KN (X\E)#0, es decir, K\ E # .
Si E es cerrado en X, entonces
KN(X\E)#0.

Demostracion. Por el segundo teorema de golpes a la frontera KNX \ £ # ()
i) Si E es abierto, luego X \ E = X \ E, luego, K N X \ E # 0, es decir,
K\ E #10.

ii) Si E es cerrado, luego, como K C FE entonces K C E, asi, K N By(E) # 0,
es decir KNX\ E#0

O

Teorema 5.8. Sean X un continuo y sea A C B un subcontinuo propio de
X. Si K es una componente de X \ B tal que K\ K C A, entonces KU A es
un continuo.

Demostracion. Sea K una componente de X \ B un abierto, por el resultado
anterior K N B # 0y KNB = () como K\ K C A entonces K N A # ()
entonces K U A es conexo, ademas es cerrado por lo tanto un compacto, es
decir, un continuo, falta demostrar que K UA =K U A

Tenemos K UACKUA=KUA=KUA. Seaz e KUAluegoz € A
yreKi)Size A, re AUK.
ii) Si # € K entonces ocurren dos casos, si # € K entonces z € AU K. Si
x € K entonces v € K \ K C A entonces v € AUK

[

Corolario 5.9. Sea X un continuo y A un subcontinuo propio de X. Si K
es una componente de X \ A, entonces K U A es un continuo.
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Demostracion. Como K es cerrado en X \ A entonces K \ K C A. Asf se
sigue por 5.8 [

Definicion 5.10. Sea (S,T) un espacio topoldgico. Si p € S, entonces S es
conexo en pequeno en p, escrito cik en p, siempre que cada vecindad de p
contenga una vecindad conexa de p (vecindad no significa vecindad abierta al
ser G una vecindad de p significa que hay un U € T tal que p € U C G). Es
importante senalar que, aunque claramente no hay pérdida de la generalidad
en suponer que la primera vecindad de p sea abierta, se pierde generalidad al
extgir que la vecindad conexa de p sea abierta.

Definicion 5.11. Sea X un espacio métrico. Un subcontinuo A no degene-
rado de X se llama continuo de convergencia (de X ), siempre que exista
una sucesion {A;}2, de subcontinuos de A; de X tal que

A=1limA;, ANA; =0 para cada i.

Notemos que si X es compacto, los continuos A; como se muestran arriba,
pueden elegirse de manera que, ademds, sean mutuamente disjuntos.

Teorema 5.12 (Continuo de convergencia). Sea X un continuo y sea
N={x € X : X no escik en x}

Sip € N, entonces existe un continuo de convergencia K de X tal que p € K
y K CN.

Demostracion. Como p € N, existe una vecindad U de p tal que toda ve-
cindad de p contenida en U no es conexa, ademas existe W abierto tal que
p € W C W C U, consideremos el conjunto cerrado W = M que es una
vecindad de p tal que si C' es la componente de p en M, entonces p ¢ int(C').
Asi, p € M\ C'y existe una sucesion {p;}°; tal que

(1) pi — p,cuando i — oo.
(2) pi € M\ C,para todo i.

Para toda i € N, denotemos a C; al componente de p; en M. Si para algin
i € N, tuviésemos C'NC; # (), entonces C' U C; seria un subcontinuo de M ya

Matemédticas y sus aplicaciones 23, Capitulo 7, paginas 189-218



Limite de conjuntos y teoremas de golpes a la frontera 215

que C' es un componente de M, implicaria C; C C, luego p; € C lo cual es
una contradiccion en (2). Por lo tanto

(3) CNC; =0,paratodai e N

Ahora, el limite C” de una sucesion convergente de {C;}°, debe ser un con-
tinuo de convergencia, y p € C’ por (1); sin embargo C’ no necesariamente
puede estar contenido en N. Esto es remediado como sigue: sea () un conjunto
cerrado que es una vecindad de p tal que

(4) Q C int(M).

Por (1) suponemos sin perdida de generalidad que para todo i € N se cumple
que p; € Q. Para todo i € N denotemos por K; al componente de p; en Q).
Como () C M, podemos ver que

(5) K; C C;,para todo i € N
La suscesion {K;}2; tiene una subsucesion convergente {K;  }32; — K

(6) K =limK;,.

(7) K es un subcontinuo.

Como p;(;y € Ky para cada j por (1) y (6) Puesto que K = lim K
entonces fijemos € > 0, existe N; € N tal que

Ky € Bu(K, %) para j > N,

es decir Hq(K, K;(j)) < § para j > N y existe Ny € N tal que d(p;j),p) < §

cuando j > N,. Tomemos N = max{Ny, Na}. Tenemos que K;(j) C Na(kK, 5)
luego p;j) € Na(K, 5) para cada j > N es decir d(p;;), k;) < 5 para algin
k; € K, luego

d(p, k;) < d(p,pigj)) + d(pig), kj)

Como ¢ es arbitrario entonces k; € B(p,¢) es decir p € K es decir

(8) pe K.
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Ademés cada Kj;) C Q y Q es cerrado en X. Sea t € K como lim Kj;;) = K
entonces dado % con n € N existe N’ € N tal que

1
K C Ng(K;, ﬁ) para j > N’

entonces existe t;;) € Ky tal que d(t;(),t) < %, Como Kj(;y C () entonces
{ti;»} C @ cuando j > N’ Ademaés cuando n — oo entonces t;;) — t, asi
t € () pues @ es cerrado. asi

(9) KC@

Por (9) y (4) se cumple que K C M. Como C es componente de p en M
de 7) y 8) se sigue

(10) K c C

Ademas de (5), (10), (3) se cumple que K N K;jy =0 pues K C C'y K; C C;
entonces K N K;;) C C'NCy ) = (). Asi K es un continuo de convergencia.
Por la segunda parte del tercer teorema de golpes a la frontera, como @) es
cerrado entonces K;(jy N X \ Q # 0 para j € N, como lim K;(;) = K entonces

KNX\Q#0

Pues existe w;;) € K;;NX \ @, luego, existe {lj(; } C X\ Q tal que ly;) —
w;(j) para % existe N3 E N tal que d(lk(j), wig;)) < n, para j > N3y N, tal
que K;;) C Ng(K, ) para j > Ny. Tomemos N” = max{N3, Ny} y veamos
que existe 7y € K tal que d(w;j), ri¢j)) < % asi

d(lk(g), ) < d(lk)-wigyy) + d(wigy, Tig))
1 1 2
§——|——:—cuandog > N"
n n

Cuando n — oo entonces [y — i) asi r € X\ @, luego KN X\ Q # 0.

Comop € K ype Q entonces p ¢ X \ Q. Por lo tanto K es no degenerado.
Probemos ahora que K C N, supongamos lo contrario, asi existe x € K \ N,
como x € K por (9) y (4)

(11) M es una vecindad de z
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Por (10) se tiene
(12) C es componente de x en M

Pero z ¢ N es decir, x es conexo en pequeno en X, por (11) existe una
vecindad conexa G de x tal que G C M, asi por (12) se cumple

(13) GcC
Como z € K por (6) y (5)
x € limsup K; C limsup C;

por esto, como G es vecindad de x entonces G N C # () para alguna [ por (3)
CNC; =0, lo cual es una contradiccion, asi K C N. O
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