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Presentacion

El cuerpo académico de topologia y sus aplicaciones, de la Benemérita Universidad
Auténoma de Puebla, pone a la luz el nuevo volumen de su serie de textos en topologl’ali.
Persistimos en nuestra propuesta de origen: ofrecer un lugar para generar y difundir
conocimiento en topologia y temas afines, con articulos expositivos y de investigacion,
de motivacién para estudiantes y de interés para especialistas.

Entre los doce capitulos que componen este volumen se exponen temas de topologia
general, de teoria de continuos y de hiperespacios de conjuntos: se presenta un estu-
dio del cléasico plano de Niemyntzki, se incluyen exposiciones de los espacios estrella
P, de la Lindel6ficacion de espacios discretos y del problema de Efimov (concerniente
con la presencia de compacidad en ausencia de sucesiones convergentes), la propiedad
[0, k]-compacidad, el teorema de Erdés-Rado, también una revision de los axiomas de
separacion desde la 6ptica de la nocién de marco. En los temas de continuos e hiperes-
pacios se entrega un estudio de sucesiones inversas con funciones conjunto-valuadas,
cuyo limite inverso es el conjunto de Cantor, también se analiza el comportamiento de
la propiedad de Kelley en dendroides, y se estudian funciones especiales entre continuos
que preservan esta propiedad; ademaés, se estudia el hiperespacio de los conjuntos que
no cortan en arboles, y una nueva variante de hiperespacios suspension. Los trabajos
en este libro aportan resultados originales o pruebas nuevas de hechos conocidos.

En esta entrega colaboran personas de las siguientes instituciones: Benemérita Uni-
versidad Auténoma de Chiapas (BUNACH), Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
(BUAP), Universidad Auténoma Benito Juarez de Oaxaca (UABJO), Universidad Auténoma
del Estado de México (UAEMéx), Universidad Auténoma de Nuevo Leon (UANL), Univer-
sidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo (UMSH), Universidad Nacional Auténoma de
México (UNAM), y Universidad Tecnologica de la Mixteca (UTM).

Agradecemos a los autores por elegir nuestro libro para publicar sus investigaciones, a los
arbitros por sus cuidadosas revisiones y, especialmente, a ti que nos lees.
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1. Introduccion

U W

La topologia es una rama importante de las matemaéticas, la cual se dedica al estudio
de las propiedades de los cuerpos que permanecen inalteradas bajo transformaciones
continuas. El primer matemético en usar la palabra topologia fue J. B. Listing, alumno
de C. F. Gauss en su libro titulado “Vorstudien zur Topologie” en el ano de 1847. Sin
embargo, la definicion de espacio topoldgico abstracto que actualmente conocemos fue
dada hasta 1914 por F. Hausdorff, para conocer més historia sobre espacios topologicos
puede consultar [14}, [16]. Debido a que las ideas topologicas estan presentes en muchas
disciplinas de la matematica, es importante su estudio.

Por otro lado, sabemos que los contraejemplos juegan un papel fundamental para
la comprension de la matematica, en topologia, el espacio topoldgico, el plano de
Niemytzki, es un “contraejemplo universal” al igual que la linea de Sorgenfrey [2], razon
por la cual consideramos importante su analisis. Cabe mencionar que una motivacién
para realizar este trabajo fue justamente [2]. Asi, consideramos que el presente trabajo
reune algunos resultados interesantes respecto a este famoso espacio.

Este espacio nos sirve para demostrar varias cosas, algunas de ellas son: los es-
pacios de Tychonoff no necesariamente son normales, los espacios primero numerables
no necesariamente son segundo numerables, un subespacio de un espacio separable no
necesariamente es separable y que no hay implicaciéon alguna entre los conceptos de se-
parable y Lindeldf, conceptos indispensables en un primer curso de Topologia general,
sin embargo, en este trabajo tratamos de abordar otros conceptos que no necesariamente
se abordan en un primer curso de topologia general. En este escrito pretendemos hacer
una presentacion sobre algunos resultados interesantes del plano de Niemytzki, con la
finalidad de hacer lo mas autocontenido posible este escrito, en la secciéon dos intro-
ducimos algunas definiciones y notaciones que se usarédn a lo largo de este capitulo.
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4 1. EL PLANO DE NIEMYTZKI

Posteriormente, en la seccién tres presentamos los resultados principales que confor-
man este escrito, para ello, tal seccién se dividié en seis subsecciones. Iniciamos esta
seccion definiendo el plano de Niemytzki. Luego, en la primera subsecciéon se analizan
los conceptos de conjuntos m-cerrados y m-abiertos en un espacio topoldgico. Ademés,
vemos cuales subconjuntos del plano son m-cerrados y m-abiertos. Posteriormente, en
la subseccion dos se revisan algunas propiedades generales de este espacio. Finalmente,
en las subsecciones tres, cuatro, cinco y seis se revisan los axiomas de separacion, los
axiomas de numerabilidad, asi como, algunos tipos de compacidad y conexidad en el
plano de Niemytzki.

2. Preliminares

Para reunir todos los elementos necesarios que nos permita la comprension de los
resultados expuestos en este capitulo, en esta seccion presentamos conceptos basicos y
generales, asi como la notacién que utilizaremos durante el desarrollo de este trabajo.
Para notaciéon y terminologia no dada aqui, vea [2].

Parte I. Notacion general.

Los simbolos R, Z, Q y N designaran, como es costumbre, a los conjuntos de los
ntmeros reales, los enteros, los racionales y naturales, respectivamente. Dado un con-
junto X denotaremos por P(X) a la coleccion de todos los subconjuntos de X, es decir,
PX)={A: AC X}

Dados X y Y conjuntos, f: X — Y una funcion y A C X, el simbolo f|4 denota la
restriccion de f al subconjunto A. Ademés, denotamos por idy a la funcion identidad
de X sobre X. Si (X, 7) es un espacio topologico y A C X, entonces los simbolos int(A),
A, Fr(A) y X \ A denotan el interior, la cerradura, la frontera y el complemento de A
con respecto a X, respectivamente. Ademas, utilizamos el simbolo x para el producto
cartesiano de espacios (con la topologia producto). Dado Y C X, denotaremos por
(7)y a la topologia que hereda Y como subespacio de X.

Ahora, supongamos que dado I un conjunto de indices cualesquiera para cada i €
se tiene definido un tnico subconjunto A;. La uniéon de la familia A = {A;: i € I},
denotada por [ JA, es el conjunto

UA={JAi={z:FielLaec A}
iel
De manera anéloga, definimos la interseccion de la familia A, denotada por (A, como
el conjunto

(NA=(Ai={z:Vielxe A}

el

Parte II. Terminologia general.

Dados un espacio topologico (X,7) y € X, un subconjunto V' de X se llama
vecindad (o entorno) de z, si existe U € 7 tal que x € U C V. A la coleccion de
vecindades de z le llamamos sistema de vecindades de x y lo denotamos por V(x). Una
base de vecindades de x, es una coleccion B, C V(x) tal que para cada V € V(x)
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podemos encontrar B, € B, con B, C V. Ademés, Y C X es denso en X si y solo si
para todo abierto de X diferente del vacio se tiene que U NY # ().

A continuacién vamos a presentar algunos ejemplos de espacios topologicos con los
cuales estaremos trabajando en este escrito.

(1) Sea X un conjunto infinito con la topologia cofinita, la cual denotaremos por
Teof -

(2) Sean (X,d) un espacio métrico, un punto x € X y un namero real positivo
€, como es usual B(x) representa la bola abierta de radio € con centro en z.
Por otro lado, la bola cerrada con centro en x y de radio € > 0 la definimos y
denotamos por B[z], y es el conjunto

Bz] ={y € X: d(z,y) < €}.
Vamos a denotar por 74 la topologia en (X, d) inducida por la métrica d.

Como es usual, la topologia del conjunto de los niimeros reales R generada por la
métrica del valor absoluto la denotaremos por 7,. De igual manera, denotaremos por
75 la topologia euclidiana de R2.

Finalmente, diremos que los conjuntos A y B son equipotentes (o tienen la misma
cardinalidad si hay una funcién biyectiva con dominio A y rango B. Un conjunto A
es finito si existe n € N tal que A es equipotente con el conjunto {1,...,n}. En este
caso decimos que A tiene n elementos o que el nimero cardinal de A es n y denotamos
por |A|. Un conjunto es infinito si no es finito. Ademés, decimos que un conjunto A es
numerable si |[A| = |N| y el namero cardinal de N lo denotaremos por ¥,. Para mayor
informacién sobre este tema, puede revisar [11].

3. Plano de Niemytzki

En esta seccién vamos a definir el Plano de Niemytzki y a mostrar algunas de sus
propiedades. Para esto, consideremos el subconjunto de (R?, 75), X = Rx [0, 00). Para
cada p = (z,y) € X y cada € > 0, sean

B! (p) ={q € X: d((z,¢),q) < e} U{p} = Bc((z,¢) U{p}, si y=0;
B(p) ={qe€ X:d(p,q) <€}, si y>0,

donde d es la métrica Euclidiana sobre el plano R?. Para cada p = (z,y) € X, consi-
deramos

{Bl(p): e € R}, si y=0;
{B.(p): e e R}, si y>0.

B"(p)
B(p)

La familia
™ ={0}U{AC X: paracadap € A, existe V &€ BT (p) UB(p), con V C A},

es una topologia en X, y cada BT (p) 6 B(p) es una base de vecindades de p € X (vea
[5, pag. 33, 1.38] o [20] pag. 8, 1.1.14]). Al conjunto X con esta topologia le llamamos
El Plano de Niemytzki y lo denotaremos por 7.

A continuacién establecemos tres observaciones sobre algunos subconjuntos de 7.
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OBSERVACION 3.1. Haciendo P =R x (0,00) y L = R x {0}, tenemos que X = PU L.
Esta dltima forma de escribir a X como una union de dos conjuntos disjuntos, nos
permite establecer algunas observaciones y propiedades sencillas del plano de Niemytzki
n.
(i) Es claro que P es un conjunto abierto en el plano de Niemytzki n, asi que
L =X\ P es un conjunto cerrado del plano de Niemytzki 1.
(i) De la definicion del plano de Niemytzki n, tenemos que cada conjunto abierto
y no vacio en n intersecta a P, es decir, P es denso en n.
(iii) Para cada p = (x,0) € L y cada entorno bdsico, BT (p), de p, se tiene que
BT(p)NL = {p}. De modo que la topologia relativa en L con respecto al plano
de Niemytzki n, coincide con la topologia discreta sobre L.
(iv) La topologia que hereda P como subespacio del plano de Niemytzki n, coincide
con la topologia que hereda como subespacio de (R? 7g).

Las observaciones siguientes seran tutiles en la subseccion 4.

OBSERVACION 3.2. Consideremos el plano de Niemytzki n. Sean (x,0) € X y (a,b) €
B ((x,0)). Llamemos p; = (z,0), ps = (a,0) y ps = (a,b). Se tiene que:

d(p1,p2) = V(e —2)* +0? = /(e — 2)* = |a — z],

d(pa,ps) = /(e —a)? + (b= 0)> = V2 = o],

d(p1,p3) =/ (a—2)2+ (b—0)2 = \/(a — x)2 + b
Note que los puntos p1, pa y p3 forman un triangulo rectingulo. Por el Teorema de Pitd-
goras, se tiene que (d(py,ps))? = (d(p2,p3))? + (d(p1,p2))?. Asi, ( (a —x)?+ b2>2 =
|b|> + |a — z|*. Lo cual implica que:
(1.1) |z — af” + [b]* = |(a,b) — (=,0)[*.

1

OBSERVACION 3.3. Sean 0, € R tales que 0 < 6 < 5 y 0 < a < 1. Se liene que
da < 6. Esto implica que Bso(z,da) C Bs(z,9).

3.1. Conjuntos m-cerrados. En esta subseccion presentamos un estudio de los
conceptos de dominio abierto y dominio cerrado en un espacio topolégico, y probamos
que L es un conjunto m-cerrado en el plano de Niemytzki 7 (Lema. Por tal razon,
iniciamos esta subseccion con la siguiente definicion.

DEFINICION 3.4. Sean X un espacio topologico y A C X. Decimos que:

e A es un dominio cerrado en X si A = int(A).
o A es un dominio abierto en X si A = int (X)

o A es mw-cerrado en X si es una interseccion finita de subconjuntos que son
dominios cerrados en X.

o A es m-abierto en X si es una union finita de subconjuntos que son dominios
abiertos en X.

NotA 3.5. Los dominios cerrados también son llamados reqularmente cerrado y los
dominios abiertos son también llamados regularmente abiertos.
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OBSERVACION 3.6. Los dominios abiertos son conjuntos abiertos y los dominios cerra-
dos son conjuntos cerrados.

La prueba del siguiente Lema [3.7] se sigue de la Definicién

LEMA 3.7. Sean X un espacio topologico y A C X. Entonces se tiene que:
(a) Si A es un dominio abierto en X, entonces A es m-abierto en X.
(b) Si A es un dominio cerrado en X, entonces A es w-cerrado en X.
(c) Si A es w-cerrado en X, entonces A es un conjunto cerrado en X .
(d) Si A es m-abierto en X, entonces A es un conjunto abierto en X.

En el ejemplo que sigue se muestra que cualquier intervalo cerrado es un dominio
cerrado y cualquier intervalo abierto es un dominio abierto en (R, 7,).

EJEMPLO 3.8. Considere el espacio (R, 7,) y sean a,b € R tales que a < b. Observe

que [a,b] = int([a, b)), esto es, [a,b] es un dominio cerrado en (R, 7,). Asi, por el inciso
(b) del Lema3.7 se tiene que [a,b] es w-cerrado en (R, T,).

Por otro lado, (a,b) = int ((a, b) ). Es decir, (a,b) es un dominio abierto en (R, 1,).
Luego, por el inciso (a) del Lema se tiene que (a,b) es w-abierto en (R, 7,).

En el ejemplo que sigue se muestra que la intersecciéon de dos dominios cerrados no
necesariamente es un dominio cerrado.

EJEMPLO 3.9. Considere el espacio (R,7,). Por el Ejemplo|[3.8 se sabe que [0,1] y [1,2]
son dominios cerrados en (R, 7,). Sin embargo, [0,1] N[1,2] = {1} no es un dominio
cerrado en (R, 7,).

A continuacién se exhibe un ejemplo, el cual muestra que la unién de dos dominios
abiertos no necesariamente es un dominio abierto.

EJEMPLO 3.10. Considere el espacio (R, 7,), por el Ejemplo se sabe que A = (1,2) y
B = (2,3) son dominios abiertos en (R, 7,). Observe que AUB = (1,3)\{2}. Mientras

que int (A U B) = (1,3). Por lo tanto, AU B no es un dominio abierto en (R, T,).

En el ejemplo que sigue se muestra que toda bola cerrada en (R?, 7z), es un dominio
cerrado en (R?,7g) y por lo tanto, es un conjunto m-cerrado en (R?, 7).

EJEMPLO 3.11. Consideremos el espacio (R? 75), p € R? y ¢ > 0. Notemos que:
Be(p) = int (Be(p)>.

En consecuencia, B.(p) es un dominio cerrado en (R?,7g). Ademds, B[p| = B.(p). En
consecuencia, Bp] es un dominio cerrado en (R* 7). Por lo tanto, por el inciso (b)

del Lema (3.7 se obtiene que B.[p] es w-cerrado en (R?, 75).
EJEMPLO 3.12. Consideremos el plano de Niemytzki n, p € P y e > 0. Se tiene que
B.(p) = int (Be(p)>, es decir, B.(p) es un domio cerrado en el plano de Niemytzkin y

por el inciso (b) del Lema se tiene que B.(p) es w-cerrado en el plano de Niemytzki
n.
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En el siguiente ejemplo se muestra que la cerradura de una bola tangente es un
conjunto m-cerrado en el plano de Niemytzki 7.

EJEMPLO 3.13. Consideremos el plano de Niemytzkin, (x,0) € n y e > 0. Note que

B! ((x,0)] = BT (2,0) = int (BT (z,0)).

En consecuencia, BY'[(z,0)] es un dominio cerrado en el plano de Niemytzkin. Luego,
por el inciso (b) del Lema se tiene que BT[(z,0)] es m-cerrado en el plano de
Niemytzki n.

LEMA 3.14. Sean (X, T) un espacio topoldgico y A C X. Si A es un conjunto abierto y
cerrado en X, entonces A es dominio cerrado en X y A es un dominio abierto (X, 7).

DEMOSTRACION: Supongamos que A es un conjunto abierto y cerrado en X, Luego,
A=int(A) y A= A. Por lo tanto,
A=A=int(A).
En consecuencia, A es un dominio cerrado en (X, 7). Por otro lado, como
int (Z) = int(A) = A,
se obtiene que A es un dominio abierto en (X, 7). O

Como una consecuencia del Lema |3.14] se obtiene el siguiente resultado.

COROLARIO 3.15. Si (X,7) es un espacio topoldgico, entonces X y O son dominios
abiertos y cerrados en (X, T).

Del Lema se obtienen los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 3.16. Sea X = {a,b,c} con la topologia 7 = {X,0,{a},{b,c}}. Se cumple lo
sigurente:
(a) si A ={a} y B = {b,c}, entonces A y B son dominios cerrados y, dominios
abiertos en (X, T).
(b) si A={b}, A no esun dominio cerrado y no es un dominio abierto en (X, 7).
(c) si A={c}, A no esun dominio cerrado y no es un dominio abierto en (X, 7).
(d) si A = {a,c}, A no es un dominio cerrado y no es un dominio abierto en
(X, 7).
(e) si A = {a,b}, A no es un dominio cerrado y no es un dominio abierto en
(X, 7).
(f) los iinicos conjuntos w-cerrados en (X, 7) son X,0,{a} y {b,c}.
(g) los unicos conjuntos mw-abiertos en (X, 7) son X,0,{a} y {b,c}.

En efecto. Se tiene que los conjuntos cerrados en (X, 7) son:
(1.2) X, 0,{b,c}.{a}.

(a) Observemos que A = {a} y B = {b, c} son abiertos por definicion de 7. De (1.2)) se
obtiene que los conjuntos A y B son cerrados. Asi, por el Lema[3.14] se concluye que A
y B son dominios abiertos y dominios cerrados en (X, 7).
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(b) Para A = {b}. Usando obtenemos que A = {b,c} y int(A) = (). Luego,
int(A) = 0=0#£A4 y
int (Z) = int({b,c}) = {b,c} # A.

Por lo tanto, A no es un dominio cerrado y no es un dominio abierto en (X, 7).

(c) Para A = {c}. Usando se tiene que A = {b,c} y int(A4) = 0. Luego,
int(A) = 0=0+£A4 y
int (Z) = int({b,c}) = {b,c} # A.

En consecuencia, A no es un dominio cerrado y no un dominio abierto en (X, 7).

(d) Para A = {a,c}. Usando (1.2) tenemos que A = X y int(A) = {a}. Luego,

(1.3) ni(A) — {af={a}£A4 y
(1.4) int (Z) = int(X) = X £ A.

De ([1.3]) v (1.4)) se sigue que A no es un dominio cerrado y no es un dominio abierto en
X,T)

(¢) Para A = {a,b}. Usando (1.2) obtenemos que A = X y int(A) = {a}. En

consecuencia,

int(4) = {a} = {a} # A

int (X) =int(X) = X # A.

Por lo tanto, A no es un dominio cerrado y no es un dominio abierto en (X, 7).

En lo que resta probemos los incisos (f) y (g). Por el inciso (a) sabemos que {a},
{b, ¢} son dominios cerrados y también son dominios abiertos en (X, 7). Ademaés, por
del Ejemplo sabemos que {b}, {c}, {a,c}, {a,b} no son cerrados en (X, 7).

Finalmente, por definiciéon de 7, sabemos que {b}, {c}, {a, c}, {a,b} no son abiertos en
(X, 7).

(f) Por el Lema (b), {a} v {b,c} son m-cerrados en (X, 7), y por Lema (c),
{b}, {c}, {a,c}, {a,b} no son m-cerrados en (X, 7). Ademas, por el Corolario se
tiene que X y 0, son dominios cerrados en (X, 7). Por lo tanto, en (X, 7) los tnicos
conjuntos 7-cerrados en (X, 7) son X, 0, {a} y {b, c}.

(g) Por el Lema (a), {a} y {b,c} son m-abiertos, y por Lema (d), {b}, {c},
{a,c}, {a,b} no son m-abiertos en (X, 7). Ademas, por el Corolario se tiene que X
y 0, son dominios abiertos en (X, 7). En consecuencia, en (X, 7) los tnicos conjuntos
m-abiertos en (X, 7) son X, 0, {a} y {b,c}.

LEMA 3.17. Sean (X, T) un espacio topoldgico y A,B C X. Si A y B son w-cerrados
en (X, 7), entonces AN B es m-cerrado en (X, 7).

DEMOSTRACION: Sean Ay B m-cerrados en (X, 7). Luego, existen un ntimero finito de
dominios cerrados, A, ..., A,y By,..., By en X, talesque A =N, A; y B=N7",B;.
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Esto implica que,

A(B= ﬁAi N ﬁBj
i=1 j=1

Luego, AN B es una interseccion finita de dominios cerrados en (X, 7). Por lo tanto,
AN B es m-cerrado en (X, 7). O

Para el inciso (i) de la Observacion [3.18] puede consultar |20, pag. 15, 1.2.11],
mientras que el inciso (ii) se sigue de (i).

OBSERVACION 3.18. Para el Lema serd 1til recordar que si (X,T) es un espacio
topologico y A C X, entonces:

(i) int(4) = X \ (X1 4).

(ii)) X \ A= X \int(A).

LEMA 3.19. Sean (X, T) un espacio topoldgico y A C X. Si A es un dominio abierto,
entonces X \ A es un dominio cerrado en X.

DEMOSTRACION: Supongamos que A es un dominio abierto. Demostraremos que
X\ A = int(X \ 4). Notemos que int(X \ A) = X\ (X\(X\A4) = X\ A En

consecuencia, tenemos que probar que X \ A = X \ A.
Como X \ A= X \int(4A) y A=int (X) se tiene que:

X\A=X\int <Z) — X\ A
Asi, X \ A es un dominio cerrado en X. O

LEMA 3.20. Sean (X, T) un espacio topoldgico y A C X. Si A es w-abierto en (X, 7),
entonces X \ A es m-cerrado en (X, 7).

DEMOSTRACION: Supongamos que A es m-abierto en (X, 7). Luego, existen A;,... A,
dominios abiertos en (X, 7) tales que A = J!_; A;. Esto implica que X\ A = (_, X\ 4.
Por otra parte, del Lema , se obtiene que, para cada i € {1,...,n}, X\ 4; es un
dominio cerrado en (X, 7). Por lo tanto, X \ A es m-cerrado en (X, 7). O

LEMA 3.21. Sean (X, T) un espacio topoldgico y A C X. Si A es w-cerrado en (X, T),
entonces X \ A es m-abierto en (X, 7).

DEMOSTRACION: Supongamos que A un conjunto m-cerrado en (X, 7). Luego, A =
M-, A;, donde A; es un dominio cerrado en (X,7), para cada i € {1,...,n}. Esto

implica que A = (), int(A;). Asi, por las Leyes de De Morgan, se obtiene:

(X \ int(A;)).

-

(1.5) X\A:X\ﬁmmM:

1

2
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Sea ip € {1,...,n}. Se sigue de la Observacion [3.18]

e (VB2 = X (X0 X V() )
:X\(X\X\AZ-())
=X\ (XN Vint(A,)) = X\ int(4,,).

De lo anterior, obtenemos que X \ int(A;,) es un dominio abierto en (X, 7). Dado

10

que 7o es arbitrario, de (1.5 se concluye que X \ A es m-abierto en (X, 7). O
Para la prueba del Lema es necesario recordar lo siguiente.

OBSERVACION 3.22. Sea R con la topologia cofinita 7.y y A C R. Recordemos que:

i A, si A es finito;
IR, si A es infinito.

int(A) = 0, si X\ A esinfinito;
A4, si X\ A es finito.

LEMA 3.23. Los subconjuntos m-cerrados en (R, 7.¢) son R y (.

DEMOSTRACION: Sea A C R tal que A # R y A # (). Supongamos que A es m-cerrado
en (R, 7.,r). Luego, A es una interseccion finita de dominios cerrados en (R, 7..f), es
decir, A = LyNLyN---N L, donde, L; es un dominio cerrado (R, 7.y), para cada
ie{l,2,...,n}

Por otro lado, como A # Ry A # (), entonces para algtn ig € {1,2,...,n}, se tiene
que Liy, C Ry L;, # 0. Ademés, como L;, es dominio cerrado en (R, 7.,¢) se tiene que
int(L;,) = L;,. Como L;, C R, de la Observacion se concluye que int(L;,) es finito.

=

Nuevamente, ocupando la Observacion se tiene que int(L;,) = 0 o int(L;,) = Ly,.
Si int(L;,) = 0, se tiene que int(L;,) = (), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,
int(L,,) = L;,. Luego, L;, es finito. Ademaés, L;, es abierto en (R, 7.). Esto implica
que existen xy,...,z, € N tales que R\ L;, = {z1,...,2,}. Asi, L;y = R\ {z1,...,2,}.
Por lo tanto L;, no es abierto. Esta contradicciéon vino de suponer que existia un

conjunto 7-cerrado en (R, 7.s). Por lo tanto, los tnicos subconjuntos m-cerrados en
(R, Teor) son Ry 0. O

NOTACION 3.24. Para cada n € N definimos

1 1
A, = R?: R
{(x,y)e T € ,4n_2<y<4n_3} y

1
B, = R?: R, —
{(l’,y)e reR
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OBSERVACION 3.25. Para cada n € N, A, y B, son conjuntos abiertos en el plano de
Niemytzkin. Ademds, si A = J, oy An Y B = U, eny Bn, se tiene que A y B son abiertos
en el plano de Niemytzkin y AN B = (. De igual manera, para cada n € N,

1 1
A, = R?: R <y<
{(x,y)é zE€R, 5 <y 4n_3} y

1 1
B, = R2: R, — <y < .
{(%y)e zreR <y 4n_1}

Asi, para cada n € N, obtenemos que A, N B, = 0. Ademds, por las leyes de De

C(Um)n(UB) = UL e e N ) =

OBSERVACION 3.26. Consideremos el plano de Niemytzki n, (x,0) € L y § > 0. Note

que la sucesion {(x, W)} . converge a (x,0) vy, <x,m> € A,
ne
para cada n € N. Como Bf(x,0) es una vecindad de (z,0), existe N € N tal que

(% —2(4n§%—(in73)> € Bl (x,0), para cadan > N.

En los lemas v 13.28, A y B, denotaran los conjuntos dados en la Observacion
5. 20

LEMA 3.27. Consideremos el plano de Niemytzki n. Se tiene que A y B son dominios
cerrados en el plano de Niemytzki 1.

DEMOSTRACION: Probaremos que A = int <Z> Para esto, primero veamos que

int <Z> C A. Sean x € int (Z) y U, una vecindad de z, demostraremos que U,NA # 0.

Supongamos que U, N A = (). Entonces A C X \ U,. Dado que U, es una vecindad de
x existe un abierto U de X tal que © € U C U,. Note que X \ U es cerrado en el plano
de Niemytzki n. Es decir,

ACX\U, CX\U.
Luego,

ACX\U, CX\U=X\U.
Esto implica que,

int (Z) Cint(X \U) C X\ U.
En consecuencia,

int(z) CX\U=X\U.

Dado que z € int (Z) se tiene que = € X \ U. Es decir z ¢ U, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, U, N A # 0.
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Ahora veamos que A C int (Z) Sean x € A y U, una vecindad de z. Probaremos
que U, N int (ﬁ) # (. Dado que A C A, se tiene que int(A4) C int (ﬁ) Como
A Cint(A), se obtiene que A C int <Z> Luego, U, N A C U, Nint (ﬁ)

Por otro lado, como = € A, se obtiene que U, N A # (. En consecuencia U, N
int <Z> # (). Por lo tanto, z € int (Z)

De manera similar se prueba que B = int (E) O

LEMA 3.28. Consideremos el plano de Niemytzki n. Se tiene que:
() A= (Upen Au) UL,

(0) B = (Upen Ba) U L.
(c) L=ANB.
DEMOSTRACION:
(a) Primero veamos que (UneN A_n> UL C A Seap € (U A_) U L, entonces

neN < n

pE UneNA_n o p € L. Consideremos los siguientes casos:

Caso L. Si p € U,en A,. En este caso existe ng € N tal que p € A,,. Dado que
Ang € Upen An = A, se tiene que p € A.

Caso II. Si p € L. Existe z € R tal que p = (x,0). Sea U una vecindad de p.
Probaremos que UNA # (), lo cual es equivalente a ver que |J, (UNA,) # 0, es decir,
existe k € N tal que U N A, # (. Como U es una vecindad de p, existe e > 0 tal que

BT (p) C U. Por la Observacion [3.26| existe N € N tal que (z, %) € BT (p),

para cada n > N. Let £k > N. Se tiene que (x, W) € UN A;. Por lo tanto,
UNA, #0.
(b) se prueba de manera similar al inciso (a).

(c) Se tiene que:

AnB=| (A |vr|n|(UB.|uL]|=u| U4 ]|n|JB.
neN neN neN neN
De la Observacion se concluye que AN B = L. O

LEMA 3.29. Consideremos el plano de Niemytzkin. El subconjunto L = {(x,0): z € R}
es m-cerrado en el plano de Niemytzki n.

DEMOSTRACION: Por el Lema sabemos que los conjuntos A y B son dominios
cerrados en X. Por otro lado, por el inciso (c) del Lema se concluye que L = ANB.
Por lo tanto, se tiene que L es un subconjunto m-cerrado en el plano de Niemytzki 7.

O
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LEMA 3.30. Consideremos el plano de Niemytzki n y p = (x,y) € n. Se cumple lo
siguiente:

(a) Siy =0, entonces {(x,0)} es w-cerrado en el plano de Niemytzki 7).

(b) Siy >0, entonces {(z,y)} es m-cerrado en el plano de Niemytzki 1.

DEMOSTRACION:

(a) Supongamos que y = 0 y sea r > 0. Note que BT ((z,0)) es un conjunto abierto
bésico de (x,0) en el plano de Niemytzki . Por el Ejemplo |£% sabemos que BT ((x,0))
es m-cerrada en el plano de Niemytzki 1. Dado que BT((x,0)) N L = {(z,0)}, por el
Lema se concluye que {(z,0)}, es m-cerrado en el plano de Niemytzki 7.

(b) Supongamos que y > 0. Por el inciso (i) de la Observacion [3.1] sabemos que
P es un conjunto abierto en el plano de Niemytzki n. Luego, existe ¢ > 0 tal que p €

B, (p) € P. Consideremos B, = B ((x —£y))y B = Be ((x + §,y)). Notemos
que B1NBy = {(z,9)}. Ademas, por el Ejemplo sabemos que B; y B, son dominios

m-cerrados en el plano de Niemytzki n. Por lo tanto, por el Lema |3.17| se concluye que
{(z,y)} es m-cerrado en el plano de Niemytzki 7. O

3.2. Algunas propiedades generales. En esta secciéon mencionaremos algunas
propiedades de 7* y de algunos subconjuntos del plano de Niemytzki n. Por tal motivo,
iniciaremos esta secciéon recordando que dos topologias 7 y 75 sobre un conjunto X, se
dice que 71 es menos fina que 75 (0 que 75 es més fina que 1) si 73 C 7.

PROPOSICION 3.31. Consideremos el conjunto X = Rx [0,00) C (R?, 75), el espacio de
Niemytzki (X, 7*) y (X, (7g) ). La topologia 7* es estrictamente mds fina que (Tg) -

DEMOSTRACION: Sean By una base para (7g),, B* una base para 7%, B € By y
p=(z,y) € X tal que p € B. Demostraremos que existe B* € B* tal que p € B* C B.
Consideremos los siguientes casos:

Caso . p e P.

Como B € By, existe r > 0 tal que B = B,.(p) N X. Si B.(p) C P, entonces
consideramos B* = B,(p). Ahora, si B.(p) N L # (. Sea r; = w. Notemos
que 1 < r, B, (p) C B.(p), B,,(p) NL =0y B, (p) € B*. Asi, en este caso tomamos
B* = Bry(p).

Caso II. p € L.
Como B € By, existe r > 0 tal que B = B,((x,0)) N X. Asi, considerando
B* = Bg ((x, O)) Obtenemos que existe B* € B* tal que p € B* C B.

En cualquiera de los dos casos encontramos B* € B* tal que p € B* C B, es decir,
la topologia 7* es mas fina que la topologia (7g). De hecho, 7* es estrictamente méas
fina que la topologia (7x)y ya que las vecindades bésicas de los puntos que estan sobre
L no estan en (7g) - O

DEFINICION 3.32. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A es nunca
denso en X, o en algunas ocaciones también se les dice densos en ninguna parte o

conguntos diseminados, si int (X) = 0.
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A continuacién anotamos ejemplos de conjuntos nunca densos.

EJEMPLO 3.33. Consideremos (R, 1,), (R?,75) y A C R.

e Si|A| < 00, entonces A es nunca denso en (R, 7,).
e 7 es un conjunto nunca denso en (R, 7,).

e El conjunto de Cantor es nunca denso en (R, 7,).
e S' es un conjunto nunca denso en (R?,7g).

Sea Y un subespacio de un espacio topologico X. Dado A C Y, ar representa la
cerradura de A en Y.

LEMA 3.34. Consideremos el plano de Niemytzki n y A un subconjunto no vacio de L.
Se tiene que:

(a) A" =0;

(b) A es cerrado en el plano de Niemytzki n;

(c) A es cerrado en (L,n|L);

(d) A es nunca denso en el plano de Niemytzki 7.

(e) L es nunca denso en el plano de Niemytzki n.

(f) A es un dominio abierto y un dominio cerrado de (L,n|r).

(9) A no es un dominio cerrado de el plano de Niemytzki 1.

DEMOSTRACION:
(a) Para probar que A" = (), procederemos por contradiccién. Supongamos que
A" # (). Luego, existe p = (z,y) € X tal que p € A’. Consideremos los siguientes casos:

CasoI. Sipe P.

Por el inciso (a) de la Observacion [3.1] sabemos que P es un conjunto abierto
en el plano de Niemytzki 1. Luego, existe €, > 0 tal que p € B, (p) C P. Asi,
(Be,(p) \ {p}) N L =0. Como A C L, se tiene que, (B, (p) \ {p}) N A =10, lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto, p ¢ A’

Caso Il. Sip € L.

En este caso, existe ¢, > 0 tal que (,0) € B (z,0). Note que (BZ (x,0)\{(x,0)})N
L = 0. Dado que A C L, se tiene que, (B (2,0)\ {(x,0)}) N A = 0, en consecuencia
(x,0) ¢ A

Asi, en ambos casos se llega a una contradiccion, la cual vino de suponer que A’ # ().
Por lo tanto, A’ = (.

(b) Por el inciso (a) de este lema sabemos que A’ = (). Ademas, como A" = AU A’
se tiene que A = A", es decir, A es un conjunto cerrado en el plano de Niemytzki 7.

(c) Sabemos que A =A"nL. Asi, por el inciso (b) de este lema A" = AnL=A
En consecuencia, A es un conjunto cerrado en L.

(d) Por el inciso (b) de este lema sabemos que A" = A. Luego, int,, (X”) = (). Por
lo tanto, A es nunca denso en el plano de Niemytzki 7.
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(e) Sabemos que L es cerrado en el plano de Niemytzki n (Observacion inciso
(i)). Luego int, (fTI) = int, (L) = 0. Por lo tanto, L es nunca denso en el plano de
Niemytzki 7.

(f) Dado que la topologia de L, con respecto a el plano de Niemytzki 7, coincide con
la topologia discreta A es abierto y cerrado en L (Observacion inciso (ii)). Asi, por
el Lema se tiene que A es un dominio abierto y un dominio cerrado de (L,n|L).

(g) Como int, (A) = 0, se sigue que A # intn(A)n. Por lo tanto, A no es un dominio
cerrado en el plano de Niemytzki 7. O

Concluimos este apartado con el siguiente resultado, el cual puede encontrarlo en
[2, pag. 48, 1.5.H].

LEMA 3.35. Consideremos el plano de Niemytzkin y K un subconjunto cerrado no vacio
de n. Se tiene que K es Gy.

3.3. Axiomas de separacidon. Iniciamos esta subseccion recordando algunos axio-
mas de separacion en un espacio topologico. Para mayor informacion referente a este
tema puede consultar [15] pag. 195, 31].

DEFINICION 3.36. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es:

e casi normal, si cualesquiera dos subconjuntos m-cerrados y ajenos de X pueden
ser separados.

e a lo mas normal si para cualesquiera dos subconjuntos cerrados ajenos A y B
de X, uno de los cuales es dominio cerrado en (X, T) existen conjuntos abiertos
ajenos U y V tales que ACU y BCV.

e suavemente normal (también llamado k-normal) si para cualesquiera dos do-
minios cerrados ajenos A y B en X, existen conjuntos abiertos ajenos U y V'
en X tales que ACU yBCV.

Con respecto a la Definicion tenemos la siguiente informacion.

e La clase de los espacios casi normales fue definida por V. Zaivet en [21].
e La clase de los espacios a lo mas normales fue definida por Singal y Arya, vea
[19].
e La clase de los espacios suavemente normales fue definida por Shchepin, vea
[18].
La Figura[I| muestra la relacion que existe entre los conceptos dados en la Definicion

[3.36] (vea [12]).
Normal = A lo méas normal = Suavemente normal
Normal = Casi normal = Suavemente normal

F1Gura 1. Diagrama sobre las relaciones que en general existen entre
los axiomas de separacion proporcionados en la Definicion [3.36]
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La siguiente caracterizacion de los espacios regulares sera tutil en la prueba del

Teorema [3.39]

TEOREMA 3.37. [15, pag. 196, 31.1] Un espacio X es reqular si y sdlo si siempre que
U C X es abierto y x € U existe un conjunto abierto VC X tal que x € V CV CU.

OBSERVACION 3.38. Consideremos (R?,75) y P = R x (0,00). Se tiene que P C
(R% 75). Dado que (R% 75) es metrizable, se tiene que (P, (Tg)p) es metrizable (vea [8),
pag. 186, 5.1]). Asi, por |15, pag. 202, 32.2], se obtiene que (P, (tg)p) es normal.

TEOREMA 3.39. El espacio de Niemytzki n es:
(a) To, T1 Yy TQ.
(b) Regular.
(C) T3.

DEMOSTRACION:

(a) Veamos que el plano de Niemytzki n es T,. Sean p,q € n tales que p # q.
Consideremos los siguientes casos:

Caso I: p,q € P. Por el inciso (i) de la Observacion existen €; > 0y €2 > 0 tales
que p € B.,(p) C Pyqé€ B.,(q) C P. Consideremos los siguientes subcasos:

Subcaso LI B, (p) N Be,(q) = 0.

En este subcaso, considere los mismos conjuntos.

Subcaso LII B, (p) N Be,(q) # 0.

Sea r = @. Definamos € = min{e;, €2, 7}. Se tiene que B.(p) N B(q) = 0.

Caso II: p = (z,y) € Py q = (2,0) € L. Existen ¢, > 0y e > 0 tales que
pE€ B,(p) CPyqce B;"; (¢). Consideremos los siguientes subcasos:

Subcaso ILI B, (p) N BL (¢) = 0.

En este subcaso, considere los mismos conjuntos.

Subcaso ILII B, (p) N BL(q) # 0.
Sea r = w Sea € =min{ey, €5,7}. Se tiene que B.(p) N BX(q) = 0.

Caso IIl: p € L y q € P. Es similar al CASO II.

Caso IV: p,q € L. Existen ¢, > 0y e, > 0 tales que p € B (p) y ¢ € BL(q).
Consideremos los siguientes subcasos:

Subcaso IV.I BY (p) N BL (¢q) = 0.

En este subcaso, considere los mismos conjuntos.

Subcaso IV.II BL (p) N BL (q) # 0.

Sea r = w. Sea € =min{ey, €2,7}. Se tiene que B (p) N BT (q) = 0.

De los Casos I, II, III y IV, obtenemos que el plano de Niemytzki n es T,. Se sigue
de las definiciones que el espacio de Niemytzki n es T} y Tp.

(b) Sean z = (z,y) un punto en X y U un abierto en el plano de Niemytzki 7 tal
que z € U. Por el Teorema |3.37| demostraremos que existe un abierto V' en el plano de
Niemytzki n tal que z € V C V" C U. Consideremos los siguientes casos:

Caso I: Si z € P. Por el inciso (i) de la Observacion existe € > 0 tal que
B.(z) CU N P de tal manera que
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2€B:(2) € B (2) € B2) CUNPCU.
Caso II: Si z € L, entonces existe € > 0 tal que BT ((z,0)) € U. Entonces
B ((x,0)" € BI((,0)).
Asi que,
zeBgT ((33,0)) C W C U.
En cualquier caso se tiene que el plano de Niemytzki es un espacio regular.

(¢) Como el plano de Niemytzki n es T} y regular, concluimos que el plano de
Niemytzki n es T5. OJ

Ahora, para probar que el plano de Niemytzki 1 es un espacio completamente re-
gular, antes se necesita establecer una serie de resultados. Para esto, sea z € 1 tal que
z € L'y F un subconjunto cerrado de el plano de Niemytzki 7 tal que z ¢ F. Como
z € L, se tiene que z = (z,0), para algin = € L. Por otro lado, como X \ F' es abierto
y z € X\ F,existe 0 < 0 < 3 tal que z € Bf ((z,0)) C X \ F. Definamos f: 5 — [0, 1],
por:

1
(1.6) f((a,b)) =<0, si (a,b) = z;

para cada (a,b) € X.

LEMA 3.40. Consideremos el plano de Niemytzki n y la funcion f definida del plano de
Niemytzki en [0,1] (vea (1.6)). La funcion f estd bien definida.

DEMOSTRACION: Sea p = (a,b) € X. Veamos que f esta bien definida. Para esto,
consideremos los siguientes casos:
Casol.p ¢ BI'((z,0)) o p = 2. Por definicién de la funcion se tiene que f(p) € {0, 1}.
Caso II. p € Bs((x,6)). Consideremos los puntos (z,0), (a,0) y el punto p. Dado
que la cuerda mayor en Bs((x,0)) es 20. De la Observacion |3.2] obtenemos que:

0< (a—z)*+b* < 206,

asi,
(afa:)2+b2
0< e < 1.
De Caso I y Caso II, obtenemos que la funcién esta bien definida. O

LEMA 3.41. Consideremos el plano de Niemytzki n y la funcion f definida del plano de
Niemytzki en [0,1] (vea (1.6)). Sea 0 < o < 1. Se tiene que: f~([0,a)) = BL ((x,0)).
En consecuencia, f~1([0,a)) € 7.

DEMOSTRACION: Primero veamos que:
() £71([0,a)) € B, ((2,0)).
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Sea (a,b) € f71([0,a)). Demostraremos que (a,b) € Bl ((x,0)). Como (a,b) €
F7H[0,)) se tiene que f(a,b) € [0,«). Consideremos ahora los siguientes casos:
Caso L. Si f((a,b)) =0.

De la definicion de la funcion f (vea (1.6))), se tiene que (a,b) = (z,0). Por lo tanto,
(a,b) € B, ((x,0)).

Caso II. Si 0 < f(a,b) < a.

En este caso como « < 1, de la definiciéon de la funcion f (vea (1.6])) obtenemos
2 2
0 < f(a,b) < 1. Esto implica que 0 < % < a, es decir, (a — z)* + b* < 20a.

Por otro lado, de la Observacion 3.2 sabemos que \/(a — )% + b2 = (a — z)? + b*.
Luego,
Via—x)24+ 0% < 260

Por lo tanto, (a,b) € BE ((z,0)).

Asi, en cualquier caso tenemos que f~([0,a)) C BI ((x,0)).

(1) BL((2,0)) € £([0, ).

Para esto, sea w = (r,s) € B ((2,0)). Demostraremos que w € f~!([0,«)). Con-
sideremos los siguientes casos:

Caso I. Si w = z = (z,0).

Como f(z) = f(x,0) = 0. se tiene que w € f~1([0,«)). Por lo tanto,

B, ((2,0)) € f71([0, ).

Caso II. Si w # z = (z,0).

En este caso tenemos que w € By, ((x, da)). Por la Observacion [3.3|se obtiene que
w € Bs((x,9)). Asi, de se tiene que f(w) = f(r,s) = #. De la Observacion
se sigue que /(r — z)%2 + 52 = (r — x)? + s < diam(Bs.((z, da))). Luego,

(r—=z)’>4+s> _ 250

26 26
En consecuencia,
flw) <a,
es decir, w € f71([0,@)). Por lo tanto, BL ((z,0)) C f~([0, @)).
En cualquier caso, se obtiene que BZ ((z,0)) C ([0, a)).
Finalmente, de (I) y (II) se obtiene que f~!([0,)) = BZ ((z,0)). O

LEMA 3.42. Consideremos el plano de Niemytzki n y la funcion f definida del plano
de Niemytzki en [0,1] (vea (1.6))). Sea 0 < o < 1. Se tiene que f~*((a,1]) = X \
Bga((x,()))n. En consecuencia, f~((a,1]) € 7.
DEMOSTRACION: Primero veamos que:
_ T
(D) S~ (e, 1]) € X\ By, ((x,0))
Para esto, sea z = (a,b) € f~((a,1]). Supongamos que z € Bl ((2,0))". Como

a < f(z) < 1, se tiene que z ¢ f7([0,a)). Usando el Lema se obtiene que z ¢
BE ((x,0)) = {(z,0)} U Bso((x,da)). En consecuencia, z # (z,0) y z & Bso((, da)).
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Luego, z € {(p,q) € R*: (p—x)?>+ (q¢—da)* = da}. Por la Observacion |3.3|se tiene que
z € Bs((,9)). De la Observacion [3.2]se tiene que: |z —al?+[b]? = |(a,b) — (z,0)|* < da.
Por otro lado, de la definicion de la funcion f (vea (1.6))) se obtiene que f(z) = f(a,b) =

—r)21p2 . . ..y,
% < 22‘%?. Esto implica que f(z) < a, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,

ze€ X\ BE ((z,0)) .

() X\ BL((#,0)" € £~((a,1])
Para esto, sea w € X \ BL ((x,0))". Esto es,

(1.7) w ¢ BL((2,0)" = {(2,0)} U Bsa((z,50))".

Por otro lado, como la funciéon esté definida en [0,1] se tiene que f(w) < 1. Asi,
nada mas resta probar que f(w) > a. Supongamos que f(w) < a. Consideremos los
siguientes casos:

Caso L. Si f(w) < a.

Como w # z, entonces f(w) > 0. Luego 0 < f(w) < a. Entonces w € f71([0, a)).
Por el Lema [3.41] se tiene que w € BY, ((x,0)). Por lo tanto, w € BE ((x,0))", lo cual
es una contradiccion.

Caso II. Si f(w) = a.

Entonces como 0 < o < 1 se tendria que f(w) = f(r,s) =

25
# = a por lo que (r — z)? 4+ s* = 20« entonces w € BY ((x, O))n, lo cual es una

contradiccion.
De Caso I y Caso II, se obtiene que f(w) > «. Por lo tanto,
—F

X\ B ((2,0))" € [~ ((e1]).

Finalmente, de (I) y (IT) tenemos que f~'((a, 1]) = X \ B ((2,0)) . O

M . Luego’

Frecuentemente sucede que especificar todos los elementos de una topologia resulta
complicado, por lo cual en la mayoria de los casos, se especifica una colecciéon maés
pequena de subconjuntos de X que es capaz de definir dicha topologia. A dicha coleccién
se le conoce como base o subbase de un espacio. El Lema muestra una colecciéon
que es una subbase para la topologia que hereda el intervalo cerrado [0, 1], este resultado
sera util para la prueba del Teorema |3.45|

LEMA 3.43. La coleccion 8 = {[0, ) : 0 < o < 1} U{(cr,1] : 0 < @ < 1} es una subbase
para la topologia que hereda [0, 1] considerado como subespacio de (R, T,).

DEMOSTRACION: Sabemos que B = {(a,b) : a,b € R} es una base para (R, 7,). Mas
atn, sabemos que A = {(a,0),(—00,b): a,b € R} es una subbase para 7,. Luego,
Ap ={SN[0,1] : S € A} es una subbase para la topologia de [0, 1] considerado como
subespacio de (R, 7,). Note que:

-A[071] = {[07 b), (CL, 1] a, be (O, 1)},

Dado que Ay = {[0,0), (a,1]: a,b € (0,1)} = {[0,0) : 0 < b < 1} U{(a,1] : 0 <
a < 1}, se obtiene lo que se queria. O
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La siguiente caracterizacion también es indispensable en la prueba del Teorema [3.45]

LEMA 3.44. [5] pag. 76, 3.6] Sean (X, 7x), (Y, 7y) espacios topoldgicos, A una subbase
paraY y f: (X, 7x) = (Y, 7y) una funcion. Se tiene que f es continua si y sdlo si para
cada S € A, se tiene que [~1(S) € 7x.

LEMA 3.45. Consideremos el plano de Niemytzki n. La funcion f definida del plano de
Niemytzki en [0,1] en n es continua (vea (1.6)).

DEMOSTRACION: Sea 8 la coleccion definida en el Lema [3.43] Por el Teorema[3.44] para
checar la continuidad de f basta verificarla en los elementos de 8. Sea 0 < a@ < 1. De

los Lemas y se sigue que f71([0,)) v f((«a,1]) son abiertos en el plano de
Niemytzki n. Por lo tanto, f es una funciéon continua. 0

TEOREMA 3.46. El espacio de Niemytzki n es completamente regular.

DEMOSTRACION: Sean z = (z,y) € n y F un subconjunto cerrado del plano de
Niemytzki n tal que z ¢ F. Demostraremos que existe una funciéon continua f: g — [
tal que f(z) ={0} y f(F) = {1}. Para esto, consideremos los siguientes casos:

CasoI. Siy € P.

Dado que PN (X \ F) es abierto en X y (z,y) € PN (X \ F) C P, existe € > 0
tal que B.(z) C P. Notemos que B.(z) € 7* N 7. Asi, X \ Bc(z) es un cerrado en 7.
Observe que z ¢ X \ B(2).

Por otro lado, como (R?,7) es un espacio completamente regular, entonces existe
una funcién continua f: (R?,7,) — [0,1] tal que f(X \ Bc(2)) = {1} y f(z) = {0}.
Notemos que f|(xry): (X,7x) — [0,1] es continua. Luego, por la Proposicion se
concluye que f|,: 7 — [0,1] es continua. Ademas, observe que f|,(F) = 1, ya que
F C X\ B(z).

Caso II. Siy € L.
Como X \ F es abiertoy x € X \ F, existe 0 < 6 < 3 tal que:

z € Bf ((z,0)) € X\ F.

Consideremos la funcion f: n — I definida en (1.6)). Por el Lema sabemos que la
funcién es continua. Ademés, satisface las propiedades requeridas.

De los casos I y I obtenemos que el plano de Niemytzki  es completamente regular.

0

El siguiente resultado es una consecuencia del inciso (i) del Teorema y el Teo-
rema |3.40l

COROLARIO 3.47. El espacio de Niemytzkin es Ty1.

El siguiente resultado es conocido como el Lema de Jones y es tutil para construir
espacios que no sean normales.

LEMA 3.48. Sean (X, T) un espacio topoldgico normal y D es un subconjunto denso de
X. Si S es un subespacio cerrado y discreto de X, entonces 2151 < 2IPI,
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DEMOSTRACION: Supongamos que S es un subespacio cerrado y discreto de X. Veamos
que 2151 < 2IPI. Para probar esto, vamos a probar que existe una funcién uno a uno de
P(S) a P(D) (vea |8 pag. 46, 7.3]).

Para cada A C S, como S tiene la topologia discreta sobre X, se tiene que Ay S\ A
son conjuntos cerrados relativos de S. Por otro lado, como S es cerrado en X se tiene
que Ay S\ A son cerrados en X. Dado que X es normal y Ay S\ A son ajenos, existen
conjuntos abiertos ajenos de X, Uy y V4 tales que A CUqy S\ A C V4. Definamos
p: P(S) = P(D) por p(A) = D NUy. Demostraremos que ¢ es inyectiva. Para esto,
sean A, B C S tales que A # B. Como A # B, entonces A\ B # () o B\ A # ().
Supongamos que = € A\ B, el otro caso es andlogo. Como x € Ay x € S\ B, entonces
x € UsNVp. Ahora, como D es denso existe z € DN(U4NVp). Esto implica que z € D
y 2 € UsNVp. Como UgNVp =0, entonces z ¢ Up. Se sigue que, z € DNU4 = p(A)
y z ¢ DNUg = ¢(B). Por lo tanto, p(A) # ¢(B). En consecuencia ¢ es una funcion
inyectiva, lo cual implica que |P(S5)| < |P(D)|. O

Del Lema se obtiene el siguiente resultado.

TEOREMA 3.49. El espacio de Niemytzki n no es un espacio normal.

DEMOSTRACION: Sean D = {(x,y) € X: x,y € Q} y L el subespacio del plano de
Niemytzki n. Por [15) pag. 49, 7.6] sabemos que D es numerable. Esto implica que
|D| = |N| = Np. Ademas, dado que |L| = |R| por [11, pag. 170, 7.36], se concluye que
|L| = 2o,

Por otro lado, de los incisos (i) y (iii) de la Observacion [3.1]se tiene que L es cerrado
y es discreto. Asi, 2111 = 22" £ 2IPl = 9N Aplicando el Lema se concluimos que
X no es normal. O

TEOREMA 3.50. El plano de Niemytzki n es un espacio a lo mds normal.

DEMOSTRACION: Sean A y B subconjuntos cerrados ajenos del plano de Niemytzki 7
tal que A es un dominio cerrado en el plano de Niemytzki 7. Por el inciso (b) del Lema
se sabe que A es m-cerrado en el plano de Niemytzki n. Consideremos los siguientes
Casos:

Caso 1. B es m-cerrado en el plano de Niemytzki 7.

En este caso, como A y B son 7w-cerrados en el plano de Niemytzki n y el plano
de Niemytzki es casi normal (vea [18]) se tiene que A y B pueden ser separados en el
plano de Niemytzki 7.

Caso II. B no es m-cerrado en el plano de Niemytzki 7.
Dado que A es un dominio cerrado en el plano de Niemytzki 7, del Lema se
sigue que A no esta contenido en L. Consideremos los siguientes dos subcasos:

Subcaso I1I.1 A C P.
En este subcaso, consideremos los siguientes tres subcasos.

Subcaso II.1.1. B C P.

Como A = ANPy B = BNP se tiene que A y B son subconjuntos cerrados
ajenos en (P, (7)p). Asi, por el inciso (iv) de la Observacion [3.1] se tiene que
Ay B son conjuntos cerrados ajenos en (P, (7g)p). Dado que (P,(7g)p) es
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un espacio normal (vea Observacion , existen conjuntos abiertos ajenos
Uy Ven (P (1g)p) talesque A C Uy B C V. Luego, U y V son conjuntos
abiertos y ajenos en (P, (7%)p) (vea Observacion [3.1}(iv)). Dado que P es un
subespacio abierto del plano de Niemytzki n (vea Observacion [3.1}(i)), se tiene
que U y V son conjuntos abiertos en el plano de Niemytzki . Asi, Ay B
pueden ser separados en el plano de Niemytzki 7.

Subcaso I11.1.2 B C L.

Por el Lema sabemos que L es m-cerrado en el plano de Niemytzki 7.
Por otro lado, como A C P, se tiene que ANL = (. Asi, Ay L son conjuntos
m-cerrados ajenos en el plano de Niemytzki 7. Dado que el plano de Niemytzki
n es casi normal (vea [18]), existen conjuntos abiertos ajenos U y V en el plano
de Niemytzki n tales que ACU y L C V. Como B C L, se sigue que B C V.
Por lo tanto A y B pueden ser separados en el plano de Niemytzki 7.

Subcaso I1.1.3 BNL# Oy BNP # 0.

Como A C Py AN B = 0, se tiene que AN (BN P) = (. Luego, A
y BN P son conjuntos cerrados ajenos en (P, (7%)p). Asi, por el inciso (iv)
de la Observacion se tiene que A y B son conjuntos cerrados ajenos en
(P, (tg)p). Nuevamente, como (P, (7g)p) es normal (vea Observacion [3.38),
existen conjuntos abiertos ajenos U; y V; en (P, (7g)p). Luego, U; y V; son
conjuntos abiertos y ajenos en (P, (7*)p) (vea Observacion [3.1}(iv)). Dado que
P es un subespacio abierto del plano de Niemytzki n (vea Observacion [3.1}(i)),
se tiene que U y V son conjuntos abiertos en el plano de Niemytzki n tales que

(1.8) ACU yBNPCV.

Por otro lado, observe que BN L C Ly BN L es un conjunto cerrado en
(L, (m%)1). Como A C P, se tiene que AN (BN L) = (. Dado que L es un
conjunto cerrado en el plano de Niemytzki n (vea Observacion (1)), se tiene
que BN L es un conjunto cerrado en el plano de Niemytzki . En consecuencia,
Ay BN L son subconjuntos cerrados ajenos del plano de Niemytzki 7. Asi,
aplicando el Subcaso I1.1.2 a los conjuntos cerrados ajenos A y BN L, existen
conjuntos abiertos disjuntos Us y V5 en el plano de Niemytzki 7 tales que

(1.9) ACUy,y BNLC Va.

Sean U = U, NU; y V=V, NV, Notemos que U y V son abiertos ajenos
en el plano de Niemytzki . Ademas, de y tenemos que A C U y
B=(BNL)Uu(BnNnP)CV. Porlo tanto, A y B pueden ser separados en el
plano de Niemytzki 7.

Subcaso II.2 ANL#Qy ANP #0.
Iniciaremos este subcaso, probando la siguiente afirmacion.

Afirmacion 1. A=ANP".

En efecto, sean © € A y U, una vecindad de x. Como x € A, se tiene que x € P o
L. Sixz € P,setienequexr € ANP C AN P". Ahora, si x € L. Como U, una vecindad
de z, existe € > 0 tal que x € BT (z) C U,. Observe que BT (z) NP # (). Dado que A es
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un dominio cerrado en el plano de Niemytzki 7 se tiene que BT (x) Nint(A) # 0. Esto
implica que BT (z) N A # (. Por lo tanto, BT (z)NANP # 0. Asi, U, NANP # (. En
: T~
consecuencia, t € AN P".
Sea z € AN P". Supongamos que x ¢ A. Luego, z € X \ A. Dado que X \ A es
abierto y . € AN P, se tiene que (X \ A) N AN P # (), lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, A =

AN P". Asi, queda probada la Afirmacion 1.

Consideremos los siguientes tres subcasos.

(1.10)

(1.11)

Subcaso 11.2.1 B C P.

Como ANB = 0, se tiene que (ANP)NB = (). Asi, ANP y B son conjuntos
cerrados ajenos en (P, (7*)p). Por el inciso (iv) de la Observacion [3.1]se tiene
que A y B son conjuntos cerrados ajenos en (P, (7g)p). Por la normalidad
de (P, (7g)p), existen conjuntos abiertos ajenos U; y Vi en (P, (7g)p) (vea
Observacion [3.38)). Luego, Uy y V4 son conjuntos abiertos y ajenos en (P, (7*)p)
(vea Observacion [3.1}(iv)). Dado que P es un subespacio abierto del plano de
Niemytzki n (vea Observacion [3.1}(i)), se tiene que U; y V4 son conjuntos
abiertos en el plano de Niemytzki n, tales que :

ANPCU yBCV.

Afirmacion 2. A=int(A)NP".

En efecto, como int(A) N P" C int(A)" y A = int(A)" se tiene que

int(A) N P" C int(A)" = A.

Sean z € A y U, una vecindad de z. Luego, existe V abierto en el plano
de Niemytzki 7, tal que x € V' C U,. Observe que V Nint(A) es abierto en
el plano de Niemytzki 7. Ademaés, como A es un dominio cerrado en el plano
de Niemytzki 7 se tiene que V Nint(A) # 0. Asi, como P es un subconjunto
abierto denso en el plano de Niemytzki n (vea inciso (ii) de la Observacion
se obtiene que PN (V Nint(A)) # 0. Por lo tanto, P N (U, Nint(A)) # 0. Asi,
queda probada la Afirmacién 2.

Por ([1.10]) tenemos que
ANP' CU".

Ocupando la Afirmacion 1, se obtiene que:
ACT,.

Afirmacioén 3. U, NV, = 0.
Se sigue del hecho que P es normal y P es un conjunto denso y abierto en
el plano de Niemytzki n (vea Observacion (3.1)).

—"
Afirmacion 4. Vln = int (W) )

—n o e —
Como int (W) C int <V1n> y Vln = int (W) se tiene que Vln C int <V1n>
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Ahora, sean = € int <V1 ) y U, una vecindad de x. Por el supuesto,

se tiene que U, N int (Vln) # (). Luego, existen z € U, y W € 7 tal que

ze W CV,. Asi, z € V;'. Esto implica que U, NV} # (). Por lo tanto,
reV. Asi, queda probada la Afirmacion 4.

De y de la Aﬁrmacion 3, se tiene que ANV, = 0. Ademas, por la
Aﬁrmacmn 4 se tiene que V1" es un dominio cerrado en el plano de Niemytzki
n. Por lo tanto, A v V4" son dominios cerrados en el plano de Niemytzki 7.
Dado que el plano de Niemytzki 7 es casi nomal, por el Diagramal[I]se tiene que
el plano de Niemytzki n es suavemente normal. Luego, existen subconjuntos
abiertos ajenos U, y V5 en el plano de Niemytzki n tales que A C U, y 7177 C V.
Sean U =U, y V =Vi NV, Se tiene que U y V son conjuntos abiertos en X
tales que A C U y B C V. Por lo tanto, A y B pueden ser separados en el
plano de Niemytzki 7.

Subcaso 11.2.2 B C L.
Por la Afirmacion 1, se sabe que A = ANP". Como AN B = () se tiene
que

N <A N P”) = 0.

Asi, para cada (z,0) € B, tenemos que (z,0) ¢ AN P". Por lo tanto, existe
ry > 0 tal que B ((z,0)) N (AN P) = 0. Lo cual implica que By, ((z,0)) N

= (. Ademés, Bl ((z,0)) N L = {(z,0)} y Bl ((2,0)) N L = {(z,0)}.
En consecuencia, BT ((z,0)) N A = 0, para cada (z,0) € B. Luego, B C
Ueo)en B ((x,0)). Sea V = Ueo)en B! ((x,0)). Observemos que V es un
conjunto abierto de X tal que B C V' 'y VNA = (. Se sigue que VNint(A) = 0.
Ast, V'n int(A) = (). Luego, existe un conjunto abierto V' de X tal que

BCV,VNA=0yV nint(A) = 0.

Como todo conjunto cerrado en el plano de Niemytzki 1 es G5 (vea Lema
, se tiene que B es G en el plano de Niemytzki n. Dado que el plano de
Niemytzki n es primero numerable (vea Teoremam y B es G en el plano de
Nlemytzkl n, entonces existe una sucesiéon decreciente Uy D Uy D U3 O -+ D
Up, 2 -+ de conjuntos abiertos de X tales que B = (U,. Asi, B C U, para
cadanEN Ahora, B C U, NV. Por lo tanto, U, NV # 0, paracadanGN
Definamos V,, = U, NV, para cada n € N. Se tiene que {V,,: n € N} es una
sucesion decreciente de conjuntos abiertos tales que B = (1, oy Va-

Afirmacioén 5. Existe m € N tal que V,,," N A = 0.

Supongamos que V,,' N A = (), para cada n € N. Luego, para cada n € N,
existe un elemento y € X tal que y € Ay y € V,,'. Como, para cada n € N,
V, CV, por (1.12) tenemos que y ¢ int(A) y y ¢ V,, para cada n € N. Ahora
como, y € V,,", para cada n € N, se tiene que y € L, y existe r > 0 tal que:

BI(y) NV, #0, para cada n € N.
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Para concluir con la prueba de la Afirmacion 5, probemos lo siguiente.

Afirmacioén 6. Para cadan € N, B (y) NV, N L =10.

En efecto, supongamos que existe k¥ € N tal que BT (y,7) NV, N L # 0.
Sea z € LN BX(y) N Vi. Dado que BI(y) N L = {y} se tiene que y = z.
Asi, y € V. Ahora, como y € A, se tiene que V;, N A # (. Dado que
VinA=U,NVNACVNA, esto implica que VN A # (), lo cual es una
contradiccion a (1.12). Por lo tanto, para cada n € N, B (y) NV, N L = 0.
Asi, queda probada la Afirmacion 6.

De la Afirmacién 6, se concluye que, para cada n € N, BY(y) NV, C P.
Ahora, por sabemos que BX(y) NV, # 0, para cada n € N. Asi, para
cadan € N, existe z, € B! (y)NV,. Sea z = lim,,_,, 2,. Se tiene que z € B! (y)
y z € V,,, para cadan € N. Asi, 2 € B C L. Dado que BY(y)NL = {y} y
z € BY(y) N L, se tiene que z = y. En consecuencia, y € B. Como y € A se
tiene que A N B # (), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, existe m € N
tal que V,,” N A = ). Asi, queda probada la Afirmacion 5.

—"

Afirmacion 7. V_mT7 = int V_m77

Se prueba similar a la Afirmacién 4.

Asi, por la Afirmacién 7, se tiene que Vj, es un dominio cerrado en el
plano de Niemytzki n. Luego, Ay V,," son dominios cerrados ajenos de X.
Ocupando nuevamente el hecho de que el plano de Niemytzki n es casi nomal,
por el Diagrama (1| se tiene que el plano de Niemytzki 1 es suavemente normal.
Luego, existen conjuntos abiertos ajenos G y H de X tales que A C G y
V., € H. Como B CV,,", tenemos dos conjuntos abiertos ajenos en el plano
de Niemytzki n tales que A C Gy B C H. Asi, Ay B pueden ser separados.

Subcaso I1.2.3 BNL # 0y BN P # 0.

Como AN B =), entonces (ANP)N(BNP)=0. Asi, ANPy BNP
son conjuntos cerrados ajenos en (P, (7g)p). Por la normalidad de (P, (7£)p),
existen conjuntos abiertos Uy y Vi en (P, (1g)p) v asi en (P, (7%)p), tales que

ANPCU,BNPCV, yU, ' nT;" = 0.

Por la Afirmacion 1, se sabe que AN P = A. De se obtiene que A C
U,". Nuevamente, aplicando tenemos que ANV, = 0. Asi, A y iz
son dominios cerrados ajenos del plano de Niemytzki. Dado que el plano de
Niemytzki 1 es suavemente normal, existe conjuntos abiertos ajenos U, y V5
en el plano de Niemytzki n tales que A C Us y Vi'C V. Asi, tenemos que

ACU,,BNPCVayUsnVy=10.

Dado que AN (BNL)=0y BN L C L es un subconjunto cerrado del plano
de Niemytzki, entonces por el Subcaso 11.2.2, existen conjuntos abiertos Us y
V3 del plano de Niemytzki tales que

ACU;,BNLCVy3yUsnNVs=0.
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Sean G = U;NUs y H = V,UV3. Observemos que Gy H son conjuntos abiertos

ajenos del plano de Niemytzki 1. Por (1.15) y (1.16) se tiene que A C G y
B C H. Asi, Ay B pueden ser separados en el plano de Niemytzki 7.

Esto prueba que 1 es a lo mas normal. O

3.4. Axiomas de numerabilidad. Para continuar con el estudio sobre el plano
de Niemytzki 7, en esta secciéon analizaremos conceptos relacionados con los axiomas
de numerabilidad, los cuales estéan relacionados con la existencia de una cantidad nu-
merable de determinados elementos de una topologia, como son base de abiertos y base
de entornos. Para esto, iniciemos esta subseccion recordando un espacio métrico (X, d)
es completo si toda sucesiéon de Cauchy en X es convergente.

LEMA 3.51. Sean X un espacio métrico completo y A C X. Si A es un subconjunto
cerrado, entonces A es completo.

DEMOSTRACION: Supongamos que A es cerrado en X. Como toda sucesion de Cauchy
en A también es una sucesion de Cauchy en X y X es completo, la sucesién converge
en X. Como A es cerrado en X, el limite de la sucesion pertenece al conjunto A. O

OBSERVACION 3.52. Consideremos el plano de Niemytzki n. Se tiene que:

(iv) El plano de Niemytzki n es completo. Observemos que se considera con la
métrica que hereda como subconjunto de (R% d), donde d es la métrica Eucli-

diana.
(vi) Por el inciso (i) de la Observacion[3.1y el Lema se tiene que (L, T*|L) es
completo.

DEFINICION 3.53. Sean X un espacio topoldgico de Hausdorff y M un subconjunto de
X. Diremos que M es:

e de primera categoria en X si existe una sucesion {Ap}nen de subconjuntos de
X cada uno de los cuales es nunca denso en X tal que X = |J{A,: n € N}.
o de sequnda categoria en X si no es de primera categoria en X.

El siguiente concepto fue nombrado asi, en honor a René Louis Baire quien introdujo
este concepto.

DEFINICION 3.54. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff. Decimos que es un espacio
de Baire si para cualquier sucesion {Gp}nen de subconjuntos abiertos densos de X, su
interseccion (J{Grn: n € N} es denso en X.

El siguiente teorema es conocido como Teorema de categoria de Baire.

TEOREMA 3.55. |15, pag. 296, 48.2] Sea X un espacio topoldgico compacto y de Haus-
dorff. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X es un espacio de Baire.

(b) Si{E,}2, es una coleccion numerable de subconjuntos cerrados y nunca densos
de X, su union \J,—_, E, tiene interior vacio.

(¢) Cada subconjunto abierto no vacio G de X es de sequnda categoria en X .
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El siguiente Teorema no dice que todo espacio métrico completo es de segunda
categoria.

TEOREMA 3.56. Sea X un espacio métrico. Si X es completo, entonces X es de sequnda
categoria.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es completo. Sea {A, },eny una coleccion nume-
rable de subconjuntos de X densos en ninguna parte. Probaremos que |J E,, # X. Para
cadan € N, sea U, = X\ FE,. Notemos que para cadan € N, U,, es un conjunto abierto y

denso. Asi, por el Teorema [3.55/de Baire, [, . Un = X'\ (U E_n) es un conjunto denso.

neN 1
En particular, X \ (U E_n> # 0y como U, ey En C U,en Ens €l conjunto X \ U, cn En
E, # X. 0

A continuacién vamos a definir los axiomas de numerabilidad.

tampoco es vacio. Por lo tanto, J,

DEFINICION 3.57. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es:

e primero numerable si existe una base de vecindades numerable para cada x € X.
e sequndo numerable si tiene una base numerable.
e separable si existe un subconjunto denso y numerable en X.

El axioma de separabilidad es el mas antiguo y es debido a Fréchet (1906).

TEOREMA 3.58. Sea X un espacio métrico. Si X es separable, entonces tiene una base
numerable.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es separable. Como X contiene un subconjunto
denso y numerable, digamos {a, : n € N}, sabemos que la familia

E:{B%(an):n,mEN}

es base en X. Paracadan € N, sea B, = {Bi(an): m € N}. Note que B = |J{B,: n €

N}. Como la unién de una familia numerable de conjuntos numerables es numerable,
se concluye que B es base numerable en X. 0

LEMA 3.59. Consideremos el plano de Niemytzki n. Se tiene que el subespacio:
(a) (L,7}) no es sequndo numerable.
(b) (L, 7}) es un espacio de sequnda categoria.
(c) (L,7}) no es separable.

DEMOSTRACION:

(a) Del inciso (i) de la Observacion[3.1]se sabe que 7} es la topologia discreta sobre
L. Por lo cual toda base para L contiene al conjunto {{(x,0)}: (z,0) € L}, el cual es
un conjunto no numerable, esto implica que ninguna base para L es numerable. Por lo
tanto, (L, 7} ) no es segundo numerable.

(b) Observemos que L es un espacio métrico completo (vea Lema (3.51). Luego, por
el Teorema L es de segunda categoria.

(c) Como la topologia inducida sobre L es la discreta se tiene que L no es separable.
O
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TEOREMA 3.60. El plano de Niemytzki n satisface el primer azioma de numerabilidad.

DEMOSTRACION: Sea p = (z,y) € X. Consideremos los siguientes casos.

Caso I. p € P. En este caso consideremos:
Bp:{B;(p):neQ}.
Se tiene que B, es una base numerable en el punto p.

Caso II. p € L. En este caso sea
3,={B1():neqQ}.
Se obtiene que B, es una base numerable en el punto p.

De los Casos I y II obtenemos que el plano de Niemytzki 7 es primero numerable.
OJ

TEOREMA 3.61. El espacio de Niemytzki n no satisface el sequndo axioma de numer-
abilidad.

DEMOSTRACION: Dado que la propiedad de ser segundo numerable es una propiedad
hereditaria, si (X, 7*) fuera segundo numerable, entonces L seria segundo numerable,
lo cual es una contradiccion (vea Lema . Por lo tanto, el plano de Niemytzki n no
es segundo numerable. O

TEOREMA 3.62. El espacio de Niemytzki n es un espacio separable.

DEMOSTRACION: Como el producto de conjuntos numerables es numerable tenemos que
el conjunto D = {(p,q) € X: p,q € Q} es numerable. Luego, el plano de Niemytzki n
es separable ya que contiene al subconjunto denso y numerable D. 0

Para finalizar esta subseccion, recordemos que un espacio topologico (X, 7) es metri-
zable si podemos definir una métrica d sobre X de tal forma que la topologia inducida
por d coincida con 7. En esta clase de espacios son equivalentes las propiedades de ser
segundo numerable y separable (vea [20] pag. 182, 5.3.11]). Asi, de los teorema y

se sigue que:

COROLARIO 3.63. El espacio de Niemytzki n no es metrizable.

3.5. Tipos de compacidad. En esta subsecciéon analizaremos conceptos rela-
cionados con la compacidad en el Plano de Niemytzki. Para introducir algunos tipos
de compacidad, primero veamos las siguientes definiciones.

DEFINICION 3.64. Sea X un espacio topoldgico. Se tiene que:

e una familia {As}ses de subconjuntos de X es localmente finita si para cualquier
punto x € X, erxiste una vecindad U tal que el conjunto {s € S: U N A, # 0}
es finito.

e una familia {As}ses de subconjuntos de X es llamada de puntos finito si, para
cada © € X el conjunto {s € S :x € A} es finito.

EJEMPLO 3.65. Los siguientes son ejemplos de familias localmente finita.
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e Sea X wun espacio topoldgico. Una coleccion finita de subconjuntos de X es
localmente finita.

e En (R, 7,) la coleccion infinita {(n,n+2): n € Z} es localmente finita.

e Iin (R, 7,) la coleccion numerable {(—n,n): n € Z} no es localmente finita.

Ahora veamos algunas propiedades relacionadas con la compacidad.

DEFINICION 3.66. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es:

e paracompacto si es un espacio de Hausdorff y toda cubierta abierta de X tiene
un refinamiento localmente finito.

e numerablemente paracompacto si es un espacio de Hausdorff y toda cubierta
abierta numerable de X tiene un refinamiento abierto localmente finito.

e metacompacto si toda cubierta abierta tiene un refinamiento abierto de puntos
finito.

e numerablemente metacompacto si toda cubierta abierta numerable tiene un re-
finamiento abierto finito de puntos.

Ahora veamos un poco de historia en relacion con los conceptos dados en la Defini-
cion [3.660)

e En 1944, J. Dieudonné introdujo los espacios paracompactos como una gene-
ralizacion de los espacios compactos [6].

e La clase de los espacios numerablemente paracompactos fueron introducidos
independientemente por Dowker en [7] y por Katétov en [13].

e A los espacios metacompactos también se le dicen débilmente paracompactos,
estos espacios fueron introducidos por Arens y Dugundji en [9].

La Figura[2, muestra la relacion que existe entre algunos de los conceptos dados en
la Definicion [3.66] (Para algunas implicaciones, vea [3]).

//_\

compacto metacompacto localmente compacto
lindelof numerablemente metacompacto

| |

paracompacto —— numerablemente paracompacto

F1GURA 2. Diagrama sobre las relaciones que existen entre los tipos de
compacidad proporcionados en la Definicion [3.66]

A continuacion vamos a mencionar dos tutiles resultados en la clase de espacios para-
compactos. En [4] puede encontrar un estudio detallado de los espacios paracompactos.

LEMA 3.67. [4, pag. 4, 2.2] Sea X un espacio topoldgico. Para cada familia localmente
finita A de X se cumple

U{A:AGA}:U{Z:AGA}.
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TEOREMA 3.68. [4, pag. 5, 2.1| Todo espacio paracompacto es normal.
TEOREMA 3.69. El plano de Niemytzki n no es localmente compacto.

DEMOSTRACION: Supongamos que el plano de Niemytzki 7 es localmente compacto.
Sea (x,0) € X. Como el plano de Niemytzki n es localmente compacto en (x,0) existe
una vecindad compacta N de (z,0). En consecuencia existe un abierto U del plano de
Niemytzki 7, tal que (z,0) € U C N, es decir, existe ¢ > 0 tal que U = BT (z,0). Dado
que el plano de Niemytzki 17 es de Hausdorff y N es compacto, se tiene que N es un
conjunto cerrado en el plano de Niemytzki . Como U’ = UU Fr(U) y U' C N, se
tiene que Fr(U) C N, dado que la frontera de un conjunto es un conjunto cerrado se
tiene que Fr(U) es un espacio compacto en el plano de Niemytzki 7.

Por otro lado, se tiene que Fr(U) =U" N X \ U'. Notemos que:

U" = BI((z,6)" u{(x,0} v X\U" =X\ BI((z,e)).
<

Por lo tanto, Fr(U) = {q¢ € X:d((x,€),q) < €} \ {(z,0)} C P, el cual no es un
conjunto compacto en el plano de Niemytzki n. Por lo tanto, el plano de Niemytzki 7
no es localmente compacto. O

TEOREMA 3.70. El espacio de Niemytzki n no es un espacio de Lindeldf.

DEMOSTRACION: Sea € > 0. Observemos que U = {BX(p): p € L} U{B.(p): p € P}
es una cubierta abierta del plano de Niemytzki . Notemos que cada punto de L esta
contenido en un abierto béasico que no contiene otro punto de L. Asi, dado que L
contiene una cantidad no numerable de puntos toda base contiene una cantidad no
numerable de elementos basicos. Por lo tanto, U no tiene una subcubierta del plano de
Niemytzki n numerable. En consecuencia, el plano de Niemytzki 1 no es un espacio de
Lindelof. [

De la Figura [2| y el Teorema se obtiene el siguiente corolario.
COROLARIO 3.71. El espacio de Niemytzki n no es compacto.
Por el Teorema [3.68] el Teorema[3.49]y la Figura[2|se obtienen el siguiente resultado.
COROLARIO 3.72. El espacio de Niemytzki n no es paracompacto.
Como consecuencia del Corolario y la Figura [2| se obtiene:
COROLARIO 3.73. El espacio de Niemytzki n no es numerablemente paracompacto.
Finalmente, como consecuencia del Corolario y la Figura [2| se obtiene:

COROLARIO 3.74. El espacio de Niemytzki n no es metacompacto y numerablemente
metacompacto.

Terminamos este escrito analizando conceptos relacionados con la conexidad sobre
el plano de Niemytzki 7.
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3.6. Tipos de conexidad. Iniciamos esta subseccion con la siguiente definicion.

DEFINICION 3.75. Sean X un espacio topologico y x € X. Decimos que X es:

e disconexo si y solo si existen dos subconjuntos abiertos no vacios H y K de
X tales que HNK =0 y X = HU K. En este caso, llamamos {H, K} una
disconexion de X, o algunas veces decimos que {H, K} desconecta X .

e conexo si y solo si X no es disconexo.

e totalmente disconexo si sus unicos conexos son el vacio y los puntos.

e localmente conexo en x, si para toda vecindad U de x, existe un abierto V de
X tal quex € V C U yV es conexo. El espacio X se llama localmente conexo,
st X es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

TEOREMA 3.76. El espacio de Niemytzki n es conexo.

DEMOSTRACION: Sabemos que P es conexo en el plano de Niemytzki 1. Luego, por
[15) pag. 150, 23.4], se obtiene que P" es conexo. Por otro lado, de la Observacion
se tiene que P es denso en el plano de Niemytzki 1. Por lo tanto, el plano de Niemytzki
7) €s CONexo. O]

TEOREMA 3.77. El espacio de Niemytzki n no es totalmente disconexo.

DEMOSTRACION: Dado que P es conexo y P # (), se obtiene que el plano de Niemytzki
71 es totalmente disconexo. O

TEOREMA 3.78. El espacio de Niemytzki n es localmente conezo.

DEMOSTRACION: Sean p = (z,y) € n'y W una vecindad de p en el plano de Niemytzki
1. Veamos que existe un conjunto abierto conexo V' de el plano de Niemytzki n tal que
p eV CW. Como W una vecindad de p en el plano de Niemytzki n existe un abierto
U en el plano de Niemytzki n tal que p € U C W. Consideremos los siguientes casos:

Caso I. p € P. Por el inciso (i) de la Observacion sabemos que P es un conjunto
abierto en el plano de Niemytzki n. Luego, existe €, > 0 tal que p € B, (p) C PNU.
Dado que B, (p) es un conjunto conexo en el plano de Niemytzki 7, considerando
V = B, (p) obtenemos lo deseado.

Caso II. p € L. En este caso, existe €, > 0 tal que (x,0) € BL (z,0) C U. Dado que
B! (z,0) es un conjunto conexo en el plano de Niemytzki 7, considerando V' = BT (, 0)
obtenemos lo deseado. 0

Finalmente, consideramos que este trabajo proporciona un estudio detallado sobre
el plano de Niemytzki. En particular, abordamos algunos conceptos vistos en un curso
bésico de topologia, pero a la vez abordamos otros conceptos no tan basicos, con la
intencion de que el lector se motive y busque mas propiedades acerca de este espacio.
Esperamos que este escrito resulte de utilidad y despierte el interés de nuestros lectores
en conocer mas acerca de este espacio topologico.

Agradecimientos: Agradecemos a la revisora o revisor por las correcciones indi-
cadas y las sugerencias dadas, que han enriquecido la version original de este trabajo.
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1. Introduccion

Las propiedades estrella P forman parte de la amplia familia de propiedades de
cubierta, que incluyen conceptos clasicos y fundamentales de la topologia, como la
compacidad, la compacidad numerable y la propiedad de Lindel6f. En sus origenes,
estas propiedades surgieron como herramientas para enriquecer y clarificar resultados
ya conocidos mediante el uso de caracterizaciones a través de estrellas, lo que dio lugar
a nuevas generalizaciones de espacios tipo Lindel6f, compacto y numerablemente com-
pacto, entre otros. Asi, los espacios estrella P se presentan como una extension natural
y rica en matices dentro del estudio de las propiedades topologicas.

El interés por los espacios estrella P comenz6 a consolidarse a finales de los anos
ochenta y alcanzé su auge en la década de los noventa, con trabajos destacados de
Roscoe, Hiremath, Bonanzinga, Tani, Fleischman, van Douwen, Tkenaga y Tree (véanse
[6], [8], [11], [14] y [15]), por mencionar algunos. En particular, conviene resaltar la
valiosa contribucion de Matveev con su articulo recopilatorio [16]; los constantes aportes
de Song, quien ha publicado una cantidad considerable de articulos de investigacion
sobre el tema, de los cuales s6lo una parte se recoge en la bibliografia del presente escrito
(véanse [22]-[27]); asi como los trabajos desarrollados por investigadores nacionales de
la UNAM y de la UAM Iztapalapa, en colaboracion, en algunos casos, con la Universidad
de Amsterdam (Paises Bajos) y la Universidad de Sdo Paulo (Brasil), como se observa
en [1], [2], 17], [20] y [21].

Estos articulos han impulsado la profundizacion en esta teoria, exhibiendo su rele-
vancia y el potencial que tiene para generar nuevas propiedades topologicas a partir de

35
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propiedades ya conocidas. Este campo de estudio ha resultado particularmente fruc-
tifero tanto en el ambito de la investigaciéon como en el académico, pues al menos tres
tesis se han desarrollado en torno a él: una de licenciatura [3], una de maestria [9] y
una de doctorado [19]. Esto pone en evidencia la oportunidad que ofrece esta linea
temética para crecer tanto en la investigacién como en la formaciéon académica dentro
del area de la topologia general.

El presente trabajo busca contribuir a la difusién de este campo mediante la recopi-
lacion y el analisis de resultados obtenidos tras una lectura cuidadosa de una amplia
bibliografia, ademéas de ofrecer un enfoque didactico que facilite la comprension de las
propiedades estrella.

La divisiéon del capitulo es sencilla: la Seccién |2| esta dedicada a los términos y
resultados de indole conjuntista y topologica necesarios para el desarrollo del texto.
Después, en la Seccién |3, se presenta la definicion formal de espacio estrella P y se
exploran algunas de sus caracteristicas fundamentales. Posteriormente, las secciones [4]
y [6] exponen una diversidad de resultados sobre las versiones estrella de propiedades
topologicas clasicas, ademés de establecer vinculos entre ellas. Finalmente, en la Sec-
cion [7, se presenta una breve reflexion sobre algunos aspectos que quedaron fuera de
este escrito, un comentario sobre las dificultades que implica consultar la bibliografia
especializada en el tema, y un mensaje de motivaciéon. Todo ello con el deseo de que
este trabajo sirva como fuente de inspiracion para quienes deseen continuar explorando
esta fascinante area del conocimiento.

2. Preliminares

Cualquier nocién conjuntista o topolégica que no se defina explicitamente en el
presente escrito se entendera, respectivamente, conforme a lo expuesto en [10] y [4]. Por
otra parte, a lo largo de la exposicién sera necesario emplear terminologia relacionada
con funciones cardinales topologicas, razén por la cual se recomienda al lector consultar
la referencia clasica [12].

Este apartado esta dedicado a presentar los términos que pudieran prestarse a una
interpretacion ambigua, asi como aquellos conceptos que resultan esenciales para el de-
sarrollo del texto. No obstante, se presupone que el lector posee un conocimiento bésico
de ciertas nociones topolégicas —como la conexidad, la pseudocompacidad, la separa-
bilidad o la propiedad de Lindel6f, entre otras—, cuyo estudio corresponde, a grandes
rasgos, al contenido de un par de cursos introductorios de licenciatura en topologia
general.

En relacion con lo anterior, cuando sea necesario invocar algin resultado de nat-
uraleza conjuntista o topologica, cuya demostracion exceda el propoésito expositivo de
este trabajo, se remitird a una referencia adecuada donde dicha demostracion pueda
encontrarse. De este modo, el lector interesado podra consultar los detalles pertinentes
sin que ello implique apartarnos del objetivo central del presente escrito.

Para comenzar, el simbolo w representa, simultaneamente, el primer ordinal infinito
y el primer cardinal infinito. Similarmente, w; es el primer ordinal no numerable y, a
la vez, el primer cardinal no numerable.
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Adoptaremos la notacion N, Z, Q y R para los conjuntos de numeros naturales posi-
tivos, niimeros enteros, niimeros racionales y nimeros reales, respectivamente. Ademas,
emplearemos el simbolo ¢ para referirnos al niimero cardinal de R, es decir, ¢ = 2¥.

Sea X un conjunto. Los simbolos P(X) y | X| denotan, respectivamente, el conjunto
potencia de X y la cardinalidad de X. Decimos que X es finito si es equipotente a
algin elemento de w; infinito numerable, si es equipotente a w, y numerable, si es finito
o infinito numerable. Por otra parte, si x es un nimero cardinal, entonces

(X ={ACX A<k}, [X]™={ACX:[A] <k} y [X]":=[X]""\[X]™

SiY es un conjunto, f : X — Y es una funcién, A es un subconjunto de X y B es
un subconjunto de Y, entonces

—{yGY dr e A(f —y} y ! —{xEX Jy € B(f(z) = y)}

son, correspondientemente, la imagen directa de A bajo f y la imagen inversa de B
bajo f.

Cuando X es no vacio y 7x C P(X), decimos que el par (X,7x) es un espacio
topoldgico si se satisfacen las siguientes propiedades:

(1) Derxy X € 7x,
(2) U% € 7x siempre que Z C 7x,y
(3) si U,V € 7x, entonces UNV € 7y.

En este contexto, la coleccion 7x se denomina una topologia en X y, cuando no sea
necesario hacer referencia explicita a ella, simplemente decimos que X es un espacio
topologico.

Para un espacio topologico X, el simbolo 75 representa la familia 75\ {#}. Asimismo,
un conjunto % C 7 es una familia celular si U NV = (), siempre que U,V € % son
distintos. Por otra parte, si I es un conjunto no vacio y {U, : @ € I'} es un subconjunto
de 73, la expresion “{U, : a € I'} es una familia celular” significa que para cualesquiera
a, 5 € I distintos se cumple la relacion U, N Us = 0.

Para un espacio topologico X, el simbolo 75 representa la familia 7\ {#}. Asimismo,
un conjunto % C 75 es una familia celular si U NV = (), siempre que U,V € % son
distintos Por otra parte si I es un conjunto no vacioy {U, : & € I} es un subconjunto
de 73, la expresion “{U, : « € I'} es una familia celular” significa que para cualesquiera
a, 5 € I distintos se cumple la relacion U, N Us = 0.

Sean &/ C P(X)y £ C P(X). Decimos que & es localmente finita si para cada
r € X existe U € 7x tal que * € U y el conjunto {A € & : UN A # (0} es finito.
Ademas, &7 es puntualmente finita si para todo x € X se cumple que el conjunto
{A € o : x € A} es finito. Por otro lado, &7 esté inscrita en A si para cualquier
A€ of existe B € % con A C B.

Si & C P(X) es una familia localmente finita y 8 C P(X) esté inscrita en .7,
no es cierto en general que 4 sea localmente finita. Verbigracia, {R} es una familia
localmente finita en el espacio euclidiano R, pero {(—27",27") : n < w} no es localmente
finita, aunque esté inscrita en {R}.

En el Lema se presenta una condicion suficiente relacionada con un tipo especial
de inscripcién que garantiza que la finitud local se conserve. Cabe senalar que dicha
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condicion no es necesaria, ya que {(n,n+ 1) : n € Z} es localmente finita, esta inscrita
en {R}, y no satisface la condicion establecida en el resultado mencionado.

LEMA 2.1. Sean X un espacio topolégico, o/ C P(X) una familia localmente finita y
A un subconjunto no vacio de P(X). Si existe una funcion inyectiva f : B — o/ con
B C f(B), siempre que B € A, entonces A es localmente finita.

DEMOSTRACION: Sean x € X y U € 7x tal que # € U y el conjunto ¢ := {A € & :
UN A # (} es finito. También, sean 9 := {Be€ Z:UNDB # 0}, g: & — % una
inversa izquierda de f,y ¢ : € U{0} — 2 U {0} la funcién determinada mediante

o(2) = {g<z>, si = € f14),

0, en otro caso.

Observemos que p(f)) = 0. Ademés, si B € 2, entonces f(B) € €, lo cual implica
que o(f(B)) = g(f(B)) = B. En consecuencia, ¢ es una funcién suprayectiva y, por lo
tanto, Z es finito. O

El siguiente resultado establece una conexion entre los conceptos anteriores y sera
utilizado mas adelante.

LEMA 2.2. Si % C 7 es una familia no numerable y localmente finita, entonces existe
una familia celular y localmente finita ¥V que satisface |% | = |V].

DEMOSTRACION: Sean k := |% |y {U, : @ < K} una enumeracion sin repeticiones de
U .

Afirmacion. Existen {ag : £ <k} Cr, {Vi: &<k} Cryy{¥% &<k} C#]
que tienen las siguientes caracteristicas para todo £ < k:

(1) Ve ={Uec :VenU#0},

(2) V,; N Ve =0, siempre que n < &,

(3) Ve C© U%? y

(4) sin <&, entonces U, # U,

Por recursion transfinita, supongamos que para { < x hemos construido {a, : n <
EH AV, i <&}y {7, n <&} con las propiedades deseadas. Notemos que, como

U 7| <Iél-sup{|7] 0 <& <[é]-w <n=|7],

n<§

el namero ordinal

Q¢ := min 04</<;:U01§ZLJ”//77
n<¢
esté bien definido.
Observemos que si 7 < &, entonces Uy, NV, = 0y U, # Us, porque Uy, & ¥y
Ua, € 7y, respectivamente. Ahora, sea x un elemento de U,,. También, sea V' € 7x
con x € V y tal que el conjunto {U € % : VNU # 0} es finito. De esta manera,
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establecer Ve := Uy, NV y ¥ :={U € % : Ve NU # 0} implica que {a, : n < &+ 1},
{V, im<&+1}y {7, :n <&+ 1} poseen las cualidades requeridas.

Finalmente, si 7 es la familia {V; : £ < k} construida en la Afirmacion, entonces ¥’
es una familia celular que satisface |%| = |#| por el inciso (2). Por otra parte, como
los incisos (3) y (4) constatan que la funcién ¥* — % dada por Vi +— U,, cumple lo
que pide el Lema [2.1], entonces dicho resultado indica que ¥ es localmente finita. U

Vale la pena destacar que el Lema combinado con la técnica expuesta en la
implicacion de (2) a (1) en [18, Theorem (b), p. 50|, permiten obtener lo siguiente:

COROLARIO 2.3. St % C 7 es una familia infinita y localmente finita, entonces existe
una familia celular y localmente finita ¥V que satisface |% | = |V|.

Para un espacio de Tychonoff (es decir, T} y completamente regular) X, el simbolo
BX denota la compactacion de Stone—Cech de X. Por otra parte, si X es Ty, localmente
compacto y no compacto, entonces aX representa la compactacion de Alexandroff de
X. Un analisis profundo y sistematico de las compactaciones de espacios de Hausdorff
puede encontrarse en el cuarto capitulo de [18].

Si k es un namero cardinal, denotamos por D(k) al espacio discreto de cardinalidad
K, es decir, el nimero ordinal x equipado con la topologia P(x). En particular, conviene
aclarar que, para nosotros, la compactacion aD(k) es el conjunto kU {x} dotado de la
topologia

Tan() = P(R)U{U CkU{k}: k€U A |\ U| <w}.
Asimismo, de acuerdo con la tradiciéon en la literatura matematica, el simbolo Sw
representa la compactacion fD(w).

De manera similar al parrafo anterior, la extension de Lindeldf por un punto del
espacio discreto D(k), denotada por LD(k), es el conjunto x U {k} provisto de la
topologia

Tipey = P(k)U{U CkU{s}: k€U A |[c\U|<w}.

La cofinalidad de r, denotada por cf(k), es el menor nimero cardinal A\ para el
cual existe una sucesion {a¢ : & < A} de nimeros ordinales menores que r, tal que
sup{ag : £ < A} = k. Por otra parte, el sucesor cardinal de r, denotado por kT, es el
primer ntumero cardinal A que satisface la relacion k < A.

Cuando « y [ son numeros ordinales con a < f, el intervalo [a, ) representa
el conjunto formado por todos los ntimeros ordinales v que satisfacen a < v < S.
Los intervalos («, 8], [a, B] v (o, B) se definen anidlogamente. También es necesario
mencionar que, a menos que se indique explicitamente lo contrario, el conjunto [a, (),
considerado como espacio topologico, estara siempre equipado con la topologia inducida
por su orden canénico.

El resultado establecido en el Lema ofrece una oportunidad para familiarizarnos
un poco mas con los términos que hemos introducido hasta el momento.

LEMA 2.4. Sea k un nimero cardinal infinito.

(1) Sicf(k) >w y A es un subespacio de Lindeldf de [0, k), entonces existe o < K
tal que AN (o, k) = 0.
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(2) Si A es un subespacio numerablemente compacto de LD(k), entonces A es
finito.

DEMOSTRACION:  Para el inciso (1) observemos que, como {[0,a) : @ < K} es una
cubierta abierta de [0, k), dicha coleccion también es una cubierta abierta de A. Luego,
como A tiene la propiedad de Lindeldf, existe un conjunto I € [x]S* tal que A C
Uaezl0, ). De esta manera, la condicion cf(x) > w implica que o := sup(I) + 1 es un
elemento de k que satisface AN («, k) = 0.

Con respecto al inciso (2), si A es infinito y B € [ANk]“, entonces B es un subespacio
abierto, cerrado y discreto de LD(k). En consecuencia,

U = {{B}:B€ByU{LD(r)\ B}
es una cubierta abierta de A sin subcubiertas finitas. O

Decimos que &7 C [w]¥ es una familia casi ajena (en w) si, para cualesquiera A, B €
</ distintos, se cumple que |AN B| < w. Asimismo, decimos que &7 es una familia casi
ajena maximal si &/ es un elemento C-maximal de la coleccion

{% C [w]” : B es una familia casi ajena} .

Sea ./ una familia casi ajena en w. Ademas, para cualesquiera n € wy A € &,
sean

B ={{n}} v Ba={{A}U(A\F):F e [A]*}.

El espacio de Mrowka—Isbell asociado a la familia o7 es el conjunto V(&) := w U &,
dotado de la topologia generada por la coleccion {£, : © € U(«/)}, donde, para cada
x € ¥(&), el conjunto A, es una base local para V() en x.

Un estudio detallado de los espacios de Mrowka—Isbell puede encontrarse en la tesis
de licenciatura [4] o, alternativamente, en el octavo capitulo de [13]. Las caracteris-
ticas basicas de estos espacios topologicos se recopilan en el siguiente apartado con
el proposito de ofrecer un panorama general de los mismos y poder emplearlas més
adelante.

PROPOSICION 2.5. Los siguientes enunciados son ciertos cuando </ es una familia casi
ajena en w.

(1) U(<f) es primero numerable, localmente compacto, cero-dimensional y Ty-
chonoff.

(2) w es denso en V(7).

(3) Cada elemento de [w]* tiene un punto de acumulacion en V().

(4) < es cerrado y discreto en V().

(5) Si o es infinita, entonces V(o) no es numerablemente compacto.

(6) V(<) es pseudocompacto si y sélo si < es una familia casi ajena maximal.

(7) St o es infinita y casi ajena mazimal, entonces V(<) no es normal.

Decimos que una propiedad mateméatica P es una propiedad topologica cuando es
invariante bajo homeomorfismos. Dicho de otro modo, si existe un homeomorfismo
entre dos espacios topologicos X y Y, entonces X tiene la propiedad P si y sélo si Y
también la tiene.
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Ahora bien, decimos que P es compactamente productiva si, para todo espacio com-
pacto X y todo espacio topoldgico Y, se cumple que si Y tiene la propiedad P, entonces
X x Y también la tiene.

El hecho de que la compacidad numerable sea compactamente productiva es, posible-
mente, bien conocido por cualquier entusiasta de la topologia general; sin embargo, las
demostraciones clasicas suelen suponer de antemano que el espacio compacto también
satisface la propiedad de Hausdorff (véase, por ejemplo, [7, Corollary 3.10.14, p. 205]).
En vista de la relevancia de este resultado para el desarrollo del presente trabajo, pre-
sentamos a continuaciéon una prueba sencilla de un enunciado mas general, del cual se
obtiene como corolario la estabilidad de la compacidad numerable bajo productos con
espacios compactos.

LEMA 2.6. 5% X es un espacio compacto, Y es un espacio topologico, Kk es un nimero
cardinal, {U, : a < Kk} es una cubierta abierta de X x Y, y para cada F € [k]|<¥
establecemos

UF)=<yeY : X x{y} C UUa :

a€eF

entonces {U(F) : F € [5]<“} es una cubierta abierta deY .

DEMOSTRACION: Primero, si F' € [k]<¥ yy € U(F), entonces la contencién X x {y} C
Uaer Ua implica que, para todo x € X, existen P, € 7x y @, € Ty con la propiedad
de que (z,y) € P, X Qy € U,ep Ua- Luego, por la compacidad de X x {y}, existe
G € [X]\ {0} con X x {y} € Upee(Pr X Q). Después, si Q := (), . @, entonces
Q€n,ye QyQ CUF). Ensuma, U(F) € 17v. Por otra parte, si y € Y,
entonces la compacidad de X x {y} permite encontrar F' € [k]|<“ de tal manera que
X x{y} € U,er Ua, s decir, y € U(F). O

Si X es un espacio topolégico y x es un cardinal infinito, decimos que X es k-
compacto si toda cubierta abierta de X de tamano a lo sumo x admite una subcubierta
finita. Por otra parte, X es k-Lindeldf si toda cubierta abierta de X posee una subcu-
bierta de cardinalidad a lo sumo x.

Claramente, un espacio X es compacto si y so6lo si es x-compacto y k-Lindeldf.
Asimismo, la w-compacidad coincide con la compacidad numerable, y tener la propiedad
de Lindelof equivale a ser w-Lindelof. Ademas, una observacion que seré relevante més
adelante es que, de manera similar a lo que ocurre con la compacidad numerable y la
propiedad de Lindelof, todo subespacio cerrado de un espacio k-compacto o k-Lindelof
hereda la misma propiedad.

Nuestro ultimo objetivo en esta seccion es demostrar que las nociones anteriores
son compactamente productivas, para obtener como consecuencia que la compacidad
numerable y la propiedad de Lindel6f también lo son.

PROPOSICION 2.7. Si k es un cardinal infinito, entonces la k-compacidad y la propiedad
k-Lindelof son compactamente productivas.

DEMOSTRACION: Sean X un espacio compacto, Y un espacio k-compacto y Z un
espacio k-Lindelof. Ademas, sean {U, : a < k} una cubierta abierta de X x Y y
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{Vs : B < A} una cubierta abierta de X x Z, en donde A es un cardinal infinito. También,
sean {U(F) : F € [k]<*} y {V(G) : G € [\]<*} como en el Lema [2.6] En virtud de que
Y es k-compacto y Z es k-Lindeldf, existen un conjunto finito . C [£|<¥ y un conjunto
¢ C [A]¥ de cardinalidad a lo sumo & con la propiedad de que Y C (Jpes U(F) y
Z CUgey V(G). Asi, {U, : a € F A F € F} es una subcubierta finita de {U, : a < x}
y{Vs:8€G N G €Y} es una subcubierta de {V3 : f < A} de tamano a lo sumo .
Por lo tanto, X x Y es x-compacto y X x Z es k-Lindelof. O

COROLARIO 2.8. La compacidad numerable y la propiedad de Lindelof son compacta-
mente productivas.

3. Espacios estrella P

Sean X un espacio topologico, € X y % un subconjunto de P(X). La estrella de
x (con respecto a &) es el conjunto

st(z,%) = {C e €z eC}.
Ademas, la estrella de A (con respecto a &) es la coleccion

st(A,6) = | Jst(2,6) = {Ceg:CnA#0}
z€A

Las estrellas han demostrado ser una herramienta destacada en topologia general,
especialmente en el anélisis de propiedades vinculadas con la teoria de metrizacion.
Asimismo, han desempenado un papel importante en problemas clésicos como la Con-
jetura de Moore, situada en el nicleo de dicha teoria y atin considerada un tema de
interés vigente en el area.

En la Observacion recopilamos ciertas propiedades bésicas que satisfacen las
estrellas. Sus demostraciones caen en la categoria de argumentos rutinarios y, por esta
razén, omitimos exponer los detalles correspondientes. Ademas, conviene mencionar
que, a partir de este punto, haremos uso constante de dichas propiedades sin hacer
referencia explicita a la observacion.

OBSERVACION 3.1. Los siguientes enunciados son ciertos para cualesquiera x,y € X,
A, BeP(X)y¥%, 2 C P(X).

(1) st(z, %) =st({z},F).

(2) x € st(y,€) siy solo siy e st(z,?).

(3) Si A C B, entonces st(A,€) C st(B,¥).

(4) Si € C 7x, entonces st(x,€) y st(A,€) pertenecen a Tx.

En la Proposicién aparece el momento propicio para realizar dos tareas: en
primer lugar, ejemplificar el uso de las propiedades reunidas en la Observacién y
en segundo lugar, demostrar un resultado que sera de suma importancia para el ntcleo
central de este trabajo.

PROPOSICION 3.2. Si X es un espacio topologico, % C 7x y A C X, entonces
st(A, %) =st(A,%).
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DEMOSTRACION: Para empezar, st(A, %) C st(A, %) porque A C A. Por otra parte,
siz €st(A, %)y z€ Acumple v € st(z,%), entonces z € st(z,%) y st(z,%) € 7x
implican que ANst(x, %) # (). Finalmente, siy € ANst(x, %), entonces x € st(y, %) C
st(A, % ). O

Sin mas preambulo, corresponde ahora presentar el concepto fundamental con el
que estaremos trabajando durante el resto de este capitulo:

DEFINICION 3.3. [17]| Sean X wun espacio topoldgico y P una propiedad topoldgica.
Decimos que X es estrella P si para toda cubierta abierta % de X existe A C X con la
caracteristica de que A tiene la propiedad P y st(A, %) = X. En estas circunstancias,
decimos que A es un nucleo de % .

Una terna de reflexiones respecto a la Definicion antes de continuar: primero, si
P es una propiedad topologica, entonces ser estrella P es, nuevamente, una propiedad
topologica. En efecto, si f : X — Y es un homeomorfismo entre los espacios topologicos
X y Y, X es estrella P, y ¥ es una cubierta abierta de Y, entonces % := {f~[V] :
V € ¥} es una cubierta abierta de X, lo cual produce un conjunto A C X de tal
manera que A tiene la propiedad Py st(A,% ) = X. Asi, f[A] tiene la propiedad P y
st(f[A],?) =Y. En consecuencia, Y es estrella P.

Segundo, si X es un espacio topologico, para verificar que X no es estrella P basta
con hallar una cubierta abierta de X tal que dicha cubierta no tenga nucleos que posean
la propiedad P.

Tercero, si % es una cubierta abierta de X, entonces st(X,%) = X. En partic-
ular, si X tiene la propiedad P, entonces X es estrella P. Mas atin, de acuerdo con
la. Proposiciéon no es necesario limitarse a X mismo; de hecho, la condiciéon de
ser estrella P puede obtenerse al encontrar un subconjunto denso de X que tenga la
propiedad P:

PROPOSICION 3.4. Sean X un espacio topoldgico, P una propiedad topoldgica y D un
subconjunto denso de X. St D tiene P, entonces X es estrella P.

DEMOSTRACION:  Efectivamente, si % es una cubierta abierta de X, entonces la
Proposicién [3.2] indica que

st(D, %) =st(D, %) =st(X,%) = X.
O

Es sensato pensar, en virtud de la Proposicion que tal vez el reciproco también
sea cierto; es decir, que siempre que X es estrella P, exista un subconjunto denso
de X con la propiedad P. Sin embargo, dicha conjetura es falsa. Por ejemplo, més
adelante en la Seccion 4 estudiaremos con detenimiento la propiedad de la finitud estrella
y veremos que todos los espacios numerablemente compactos tienen dicha propiedad
(véase el Corolario . En especial, si X es numerablemente compacto, infinito y 77,
entonces X es estrella finito y no tiene subconjuntos densos finitos.

Hecha la aclaracion anterior, ciertas propiedades topolodgicas relacionadas con la
existencia de subconjuntos densos con caracteristicas especificas establecen un puente
natural con la Proposicion [3.4] Verbigracia, el siguiente resultado es una consecuencia
inmediata de ella:
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COROLARIO 3.5. Cualquier espacio separable es estrella numerable.

En matematicas, siempre que se introduce una propiedad que consideramos nove-
dosa, se espera que esta sea efectivamente nueva, en el sentido de que no coincida con
alguna ya establecida con anterioridad. Claramente, esta expectativa no aplica cuando
el objetivo es presentar una nociéon equivalente a un concepto preexistente. En nuestro
caso, es evidente que el propoésito es que la idea de “espacio estrella P” amplie nuestro
campo de estudio.

Ahora bien, lo que procede es analizar la comparaciéon natural entre la propiedad
de ser un espacio con P y la de ser un espacio estrella P. Ya se mencioné en el parrafo
previo a la Proposicion que todo espacio con P es estrella P. La pregunta natural
que surge es qué condiciones deben imponerse al espacio base para que ser estrella P
no equivalga a tener la propiedad P, y cuéles garantizan que ambas nociones coincidan.
Las Proposiciones y constituyen ejemplos del segundo caso: la conexidad y
la pseudocompacidad, al considerar sus versiones estrella, no generan una propiedad
topologica nueva.

PROPOSICION 3.6. Si X es estrella conexo, entonces X es conexo.

DEMOSTRACION: Si X no es conexo y {U,V} C 7x es una separacion de X, entonces
% = {U,V} es una cubierta abierta de X. Para comprobar que X no es estrella
conexo, es suficiente ver que % no tiene nucleos que sean conexos. Con esta idea en
mente, observemos que si A C X cumple st(A, %) = X, entonces ANU #0) # ANV
porque U # () # V, lo cual implica que {ANU, ANV} es una separacion de A; en
particular, A no es conexo. O

PROPOSICION 3.7. Si X es estrella pseudocompacto, entonces X es pseudocompacto.

DEMOSTRACION: Sean f : X — R una funcién continua,

w;:{(g,Hg):nez}

vy :={f7'[V]:V € ¥}. Envirtud de que ¥ es una cubierta abierta de R, resulta que
% es una cubierta abierta de X. Luego, si A es un subespacio pseudocompacto de X
tal que st(A, %) = X, entonces la continuidad de la restriccion f | A: A — R produce
M > 0 tal que f[A] C [-M, M]. Para verificar que f es una funciéon acotada, nuestro
deseo es probar que f[X] C [—(M +1),M +1]. En efecto,siz € X, yz€ AyU e
cumplen {x,z} C U, entonces existe n € Z con {f(z), f(2)} C (n/2,1 + n/2) y, por
ende, |f(z)—f(2)| < 1. En consecuencia, f(z) € (f(2)—1, f(2)+1) C [-(M+1), M+1].

]

En relacién con las Proposiciones v [3.7, algunas preguntas naturales e intere-
santes para los lectores y para el autor del presente escrito son: ;jqué sucede con otras
propiedades de tipo conexidad? Por ejemplo, ;la conexidad por trayectorias o la conex-
idad local inducen propiedades topoldgicas nuevas al considerar sus versiones estrella?
Respecto a la pregunta correspondiente sobre las propiedades de tipo compacidad, ahon-
daremos en ella en las secciones [4 y [5
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Ahora bien, ya hemos visto dos casos en los que la version estrella de una propiedad
resulta ser equivalente a la propiedad original. También conviene presentar un ejem-
plo de una propiedad estrella que esta presente, practicamente, en todos los espacios
topologicos, siempre que se les imponga una condiciéon minima de separaciéon. En es-
pecifico, como veremos a continuacion, resulta que los nicleos cerrados y discretos estan
presentes en todos los espacios T7:

PROPOSICION 3.8. Si X es un espacio Ty y % es una cubierta abierta de X, entonces
U tiene un nicleo cerrado y discreto. En particular, X es estrella discreto.

DEMOSTRACION: La idea principal del argumento yace en el siguiente enunciado:

Afirmacién. Existen un ntimero ordinal v < |X| y un conjunto {z, : a <y} C X de
tal manera que st({z, : o <Y}, %) =X yx, € X \st({zp : B < a}, %) para todo
a <.

Por recursiéon transfinita, supongamos que para un ntmero ordinal « hemos con-
struido el conjunto {zz : f < a} con la caracteristica deseada. Por un lado, si
st({zp : < a}, %) = X, entonces la recursién termina en el paso a. Por otro lado,
sist({zp : B < a},%) # X, entonces existe un punto x, € X \ st({zs : f < a}, %)
y la recursion contintia. Ahora, la clave radica en que, como X es un conjunto, no es
posible continuar el proceso de eleccidén para todos los ntmeros ordinales; por lo tanto,
la recursién debe detenerse en un momento que no sobrepasa a la cardinalidad de X.
Dicho momento es el v deseado.

Sea D 1= {z, : a < «}. Claramente, D es un nicleo de %. Por otra parte, si o < 7,
entonces st(zq, % )N D = {x,}, lo cual implica que D es un subespacio discreto de X.
Finalmente, si z € X\ D y a < k cumple z € st(x,, % ), entonces V 1= st(zq, %) \{za}
es un elemento de 7, z € V 'y VN D = ; en particular, D es cerrado en X. O

La extension de un espacio topologico X es el nimero cardinal
e(X) :=sup{|D| : D es un subespacio cerrado y discreto de X} + w.

Decimos que X tiene extension numerable cuando e(X) = w. Una consecuencia de la
Proposicion [3.8| relacionada con este concepto es la siguiente:

COROLARIO 3.9. Si X es un espacio Ty con extension numerable, entonces X es estrella
numerable.

La extension ha resultado ser una funcién cardinal topologica que esté en el corazon
de la teoria de los espacios estrella P y aparecera de manera recurrente a lo largo de
las secciones [, ] y [6]

El siguiente resultado concluye esta secciéon y expone una caracteristica fundamental
de las propiedades estrella P. Para profundizar en este tipo de resultados basicos, se
recomienda consultar el primer capitulo de [3].

PROPOSICION 3.10. Si P es una propiedad topoldgica compactamente productiva, en-
tonces ser estrella P también lo es.
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DEMOSTRACION: Sean X un espacio compacto, Y un espacio estrella P y # una
cubierta abierta de X xY. Para cada (z,y) € X XY, existen W(z,y) € #,U(z,y) € 7x
y V(z,y) € 7v con (z,y) € U(z,y) x V(z,y) C W(x,y). Luego, para cada y € Y, el
hecho de que {U(z,y) : * € X} es una cubierta abierta de X produce un conjunto F, €
[(X]=\{0} tal que X = U, cp, U(z,y). Observemos quesiy € Y'y Oy :=(,cp, V(z,y),
entonces 0 := {0, : y € Y} es una cubierta abierta de Y, lo cual implica que hay un
conjunto A C'Y de tal manera que A tiene la propiedad Py Y = st(A4, 0).

Finalmente, para ver que X x A es un nucleo de #', notemos que si (x,y) € X XY,
entonces existen w € Ay z € Y con {y,w} C O,. Después, como existe p € F, tal que
x € U(p, z), resulta que

{(z,y),(x,w)} CU(p,z) x V(p,z) CW(p,z) € #;
en consecuencia, (x,y) € st(X x A, #). O

4. Propiedades relacionadas con la compacidad

El origen del concepto de finitud estrella se remonta al articulo de Fleischman [8§].
En dicho trabajo se introduce la nocién de espacio estrella finito, bajo la denominacién
de “starcompact space”, como una generalizacion de los espacios numerablemente com-
pactos. Su estudio fue retomado posteriormente por Ikenaga y Tani [15], por van
Douwen et al. [6] y, més tarde, por Song [26].

Este concepto, aunque sencillo, ha demostrado ser notablemente poderoso y estar
estrechamente relacionado con una amplia variedad de propiedades vinculadas con la
compacidad, como se expondra a lo largo de esta seccion.

Comencemos con una breve reflexion: de acuerdo con el comentario que antecede
a la Proposicion todo espacio que posee una propiedad topolégica P también es
estrella P; en otras palabras, P siempre implica estrella P. Por otra parte, no es
dificil comprobar que, si () es una propiedad topologica tal que P implica (), entonces
estrella P implica estrella (). Estas observaciones, junto con hechos clasicos de topologia
general, producen el siguiente diagrama:

Finitud > Finitud estrella

~ ~

Compacidad > Compacidad estrella

~ ~

Compacidad numerable ——— Compacidad numerable estrella

FI1GURA 1. Relaciones entre propiedades clésicas y sus versiones estrella.

Nuestro primer objetivo es explorar la conexiéon que hay entre la compacidad nu-
merable y la finitud estrella.
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Para establecer resultados ligeramente més fuertes e introducir terminologia que
utilizaremos méas adelante, convengamos en decir que, si x es un cardinal infinito y X
es un espacio topologico, entonces X es estrella /{ si toda cubierta abierta de X admite
un nucleo de cardinalidad menor que k. De esta manera, los espacios estrella finitos
corresponden a los espacios estrella w, vy los espacios estrella numerables a los espacios
estrella w;.

PROPOSICION 4.1. Si k es un cardinal infinito y X es k-compacto, entonces X es
estrella k.

DEMOSTRACION: Si X no es estrella k, existe una cubierta abierta % de X que no
tiene nicleos de tamano menor que k. Este hecho permite construir, recursivamente,
un conjunto {z, : @ < k} C X de la siguiente manera: si @ < k, {3 : § < a} ha sido

definido y
Uy :=st ({zs: B<a}, %),

entonces 7, € X \ U,. Observemos que si A :={z,:a <k}, 2 € Ay U € % satisface
z € U, entonces hay o < K con z,, € U, lo cual implica que z € st(z,, %) C Uyq1. Por
esta razon, {U, : @ < k} es una cubierta abierta de A, que no tiene subcubiertas finitas
por la construccién de {x, : @ < k}. De esta manera, A es un subespacio cerrado de
X que no es k-compacto y, por ende, X no es k-compacto. O

COROLARIO 4.2. Cualquier espacio numerablemente compacto es estrella finito.

En [8, Proposition 9, p. 4], Fleischman demuestra que un espacio estrella finito y
regular es numerablemente compacto. Después, al final de su articulo, plantea como
pregunta si existe un espacio estrella finito de Hausdorff que no sea numerablemente
compacto y, posteriormente, senala que dicha cuestion fue respondida por Raymond S.
Houston, quien ofreci6 una demostracion elegante de que todo espacio estrella finito
y T3 es numerablemente compacto; no obstante, no incluye dicha prueba. Maés tarde,
en [6], los autores retoman este problema, destacan la ausencia de la demostracion del
enunciado mencionado y proponen el siguiente argumento para constatar la veracidad de
que todos los espacios estrella finitos (a los que ellos denominan “strongly 1-starcompact
spaces”’) de Hausdorff son, necesariamente, numerablemente compactos:

PROPOSICION 4.3. §i X es estrella finito y Ty, entonces X es numerablemente com-
pacto.

DEMOSTRACION: Si X no es numerablemente compacto, existe un subespacio D &€
[X]“ que es cerrado y discreto (véase [4, Proposicion 7.32, p. 227]). Sean {x, : n € N}
una enumeracion sin repeticiones de D y {U,, : n < w} C 7x tal que U, N D = {z,}
para todo n < w. Ademas, para cada m < w sean

I, = [2m’ 2m+1) NN vy D, :={x,:nel,}.

Este término no es empleado en la literatura clasica, hasta donde tiene conocimiento el autor de
estas lineas; lo adoptamos aqui Gnicamente por conveniencia.
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En vista de que |D,,| = 2™ para todo m < w, la propiedad de Hausdorff produce una
familia celular {V,, : n € I,,} C 7x con z, € V,,, siempre que n € I,,. Luego, si para
cada cada m < w definimos

Vo ={U, NV, :n € L,},

entonces ¥ := J,,_,, #m es una cubierta abierta de Dy, por lo tanto, % := 7 U{X\ D}
es una cubierta abierta de X.

Para comprobar que % no tiene ntucleos finitos, sea A un subconjunto de X de
cardinalidad m < w. Como |A| = m < 2" = |I,| y{U,. NV, : n € I,,} es una
familia celular, existe n € I,,, con (U, N'V,) N A = (). Finalmente, como U, NV}, es el
tinico miembro de % que tiene a x,, como elemento, resulta que z,, & st(A,%). En
conclusion, X no es estrella finito. O

No es dificil producir ejemplos de espacios estrella finitos que no son numerablemente
compactos. Verbigracia, si X es el conjunto w provisto de la topologia de los segmentos
iniciales

T={0wlU{{kew:0<k<n}:new},
entonces, para toda cubierta abierta %7 de X y cualquier x € X se tiene que st(x, %) =
X; en particular, X es estrella finito. No obstante, X no es numerablemente compacto,
pues 7 \ {w} es una cubierta abierta y numerable de X que no admite subcubiertas
finitas.

También conviene resaltar que X es Ty, no es T;, todo subconjunto no vacio de
X tiene un punto de acumulacion (en particular, X es débilmente numerablemente
CompactoE), y X es homeomorfo a cualquiera de sus subespacios cerrados, detalles que
le encargamos verificar al lector para no desviarnos del tema principal de este capitulo.

A laluz de lo anterior y de la Proposicion[4.3] surge naturalmente la pregunta: ;todo
espacio estrella finito y 7T} es numerablemente compacto? Un ejemplo que responde
negativamente puede encontrarse en [23], donde Song construye un espacio estrella
finito y 77 que no es numerablemente absolutamente numerablemente compacto (en
inglés, “countably absolutely countably compact”; abreviado, “countably acc”). Alli
demuestra ademas que todo espacio numerablemente compacto posee esta propiedad,
de modo que su construccion es suficiente para nuestros fines. Sin embargo, el ejemplo

que presentamos a continuacion proviene de [8], en el cual el autor lo atribuye a John
H. Weston:

EJEMPLO 4.4. Eziste un espacio estrella finito y Ty que no es numerablemente compacto.

DEMOSTRACION: Sea

X =[0,w1)U{z, :n <w},
en donde [0,w;) N{z, :n <w} =0y {2, : n <w} estd enumerado fielmente. También,
para cualesquiera 0 < o < w; y n < w, sean

$(0) := {{0}}, B(a) = {(B,oz] (B < a} v B(z,) = {{zn} UlB,w): B < wl}.

%Es decir, cualquier subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulaciéon. Dicha nocién es
equivalente a la compacidad numerable en el 4mbito de los espacios T (véase [4, Proposicion 7.32,
p. 227]).
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Sea Tx la topologia en X con la propiedad de que, si x € X, entonces #(x) es una
base local para X en z. Claramente, (X, Tx) es un espacio topolégico T que no tiene
la propiedad de Hausdorff. Ademaés, {2, : n < w} es un subespacio infinito numerable,
cerrado y discreto de X; en particular, X no es numerablemente compacto.

Para ver que X es estrella finito, notemos que si % es una cubierta abierta de
X, entonces para cada n < w existen U, € % con z, € U, v o, < w; tal que
{zn} Ulayn, w1) C U,. Después, si a :=sup{a, : n < w} + 1, entonces a € ) _, Uy, lo
cual implica que

nw

{zn 1 n <w}Ua,wy) Cst(a, Z).
Luego, como el intervalo [0, a] es compacto (véase [4, Ejemplos 7.2(3), p. 208]), existe
un conjunto ¥ € [ \ {0}]<¥ con [0,a] € |J¥. Finalmente, sie: ¥ — |J¥ es una
funcion de eleccion, entonces A := {a} Ue[¥#] es un ntcleo finito de % . O

Un concepto relacionado con la compacidad que, en mi experiencia, no suele aparecer
en los cursos introductorios de topologia general es la compacidad tenue. Decimos que
un espacio topolégico X es tenuemente compactoE si toda familia localmente finita
% C 7x es finita.

Es bien sabido que, si X es numerablemente compacto, entonces X es tenuemente
compacto; que, si X es tenuemente compacto, entonces X es pseudocompacto; y que,
si X es de Tychonoff, entonces la compacidad tenue y la pseudocompacidad son equiv-
alentes (véase [18} § 1.11])[f

Lo que sigue es explorar la relacion entre la finitud estrella, la pseudocompacidad y
la compacidad tenue.

LEMA 4.5. Si X es estrella finito y % es una cubierta abierta puntualmente finita de
X, entonces % tiene una subcubierta finita.

DEMOSTRACION: La finitud estrella de X produce un conjunto A € [X]|<“ tal que
st(A,%) = X. En consecuencia, ¥ :={U € % : 3v € A(x € U)} es una subcubierta
finita de % porque ¥ = J, U €% :x € A}y

X =st(A, %) = Ust(m,%): UU{UE%::UEU}

TEA €A

:U{UE@;axeA(er)}=U7/~

PROPOSICION 4.6. Si X es estrella finito, entonces X es pseudocompacto.

3E] término en inglés es “feebly compact”. Existe una inconsistencia en los textos en espanol re-
specto a su traduccion, ya que, ademés de “tenuemente compacto”, dicho concepto también se traduce
ocasionalmente como “débilmente compacto”. En mi opinién, esta discrepancia se debe a que, anterior-
mente, la nocion de compacidad tenue era denominada en inglés como “weak compactness” (véase, por
ejemplo, [8]); sin embargo, en algtin momento, comenzo a transitarse del término “weak compactness”
al de “feeble compactness”, aunque algunas personas atn usan el primero por costumbre. Sin prestar
demasiada atencion a estos contratiempos lingiiisticos, lo importante es comprender las propiedades y
consecuencias de la nocién en si, independientemente del nombre con el que se la denomine.

4Aunque en [18] se establece desde el inicio que todos los espacios tratados son de Hausdorff, en
la demostraciéon de los resultados que mencionamos dicha propiedad nunca es utilizada.
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DEMOSTRACION:  Si f : X — R es continua y U, := f~![(n — 1,n + 1)] para todo
n € Z, entonces {U,, : n € Z} es una cubierta abierta puntualmente finita de X y, por
el Lema existe un conjunto F' € [Z]<*\ {0} con X = J,cp Un. De esta manera, si
M :=max{|n| :n € F}+1yz € X, entonces existe n € F' con z € U,, lo cual implica
que |f(z)| < |n|+1 < M. En suma, f es acotada. O

PROPOSICION 4.7. Si X es estrella finito y 11, entonces X es tenuemente compacto.

DEMOSTRACION: Si X no es tenuemente compacto, existe una familia celular, local-
mente finita e infinita % (véase el Corolario [2.3). Sean Y := X \U%, e % - U%
una funcion de eleccion y B := e[%]. También, para cada z € Y sea U, € Tx con
reU,ytal que {U € % :U,NU # 0} es finito. Notemos que si z € Y, entonces
V., == U, \ B es un elemento de 7x porque |U, N B| < w. Asi, # = % UV es una
cubierta abierta de X, en donde ¥ := {V, : x € Y'}. El plan es demostrar que # no
tiene nicleos finitos.

Observemos primero que, como B N |J ¥ = (), para todo x € X se satisface que
st(z, ' )NB C st(x, 2 )NB. Nuestra meta es probar que si x € X, entonces | st(z, % )N
B| < 1. Por un lado, si € Y, entonces st(z, %) = () pues Y N|J% = 0. Por otro
lado, siz € |JZ y U es el tnico elemento de % tal que x € U, entonces st(z, Z )N B =
{e(U)}. Consecuentemente, para todo A € [X]<“ se tiene que

st(A, )N B| =[] (st(z,#)nB)| <) |st(x, #) N B| < |A| < w,

€A z€eA

lo cual implica que B € st(A,#') porque B es un conjunto infinito; en especial,
st(A, #) # X. O

Mencionamos en el parrafo posterior a la Proposicion que, si el conjunto w
se equipa con la topologia de los segmentos iniciales, entonces el espacio topologico
resultante es Tp, estrella finito y homeomorfo a cualquiera de sus subespacios cerrados
(en particular, todos sus subespacios cerrados son estrella finitos). No obstante, dicho
espacio no es T} ni numerablemente compacto.

El problema con este ejemplo radica en su bajo nivel de separacién. En efecto,
de acuerdo con la Proposicion 4.8, en el contexto de los espacios T, la presencia de
la finitud estrella en todos los subespacios cerrados de un espacio es suficiente para
obtener la compacidad numerable:

PROPOSICION 4.8. Los siguientes enunciados son equivalentes cuando X es Tj.

(1) X es numerablemente compacto.

(2) Todos los subespacios cerrados de X son estrella finitos.

(8) Todos los subespacios cerrados de X son tenuemente compactos.
(4) Todos los subespacios cerrados de X son pseudocompactos.

DEMOSTRACION: A partir de lo expuesto en esta seccion, es claro que el inciso (1)
implica al inciso (i 4+ 1) para todo ¢ € {1,2,3}. Ahora, con respecto a (4) implica (1),
si X no es numerablemente compacto, existe un subespacio A € [X]¥ que es cerrado
y discreto (véase |4, Proposicion 7.32, p. 227|). Finalmente, si {z,, : n < w} es una
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enumeracion sin repeticiones de A, entonces la funcion A — R determinada mediante
T, — n es continua y no acotada, lo cual evidencia que A no es pseudocompacto. O

De vuelta al diagrama de la Figura |1} en lo que respecta a la columna izquierda,
ejemplos clasicos de la topologia general confirman que las flechas alli representadas no
son reversibles. Por ejemplo, si £ es un cardinal infinito con cf(k) > w, el espacio de
ordinales [0, k) es numerablemente compacto ya que, si A es un subconjunto infinito
numerable de [0, k), entonces el supremo de A es un punto de acumulaciéon de A en
[0,k). No obstante, dicho espacio no es compact{, puesto que la cubierta abierta
{[0, @) : @ < K} no admite subcubiertas finitas.

Ademés, gracias a los resultados obtenidos en el Corolario la Proposicion
y el Ejemplo [4.4] hemos establecido conexiones entre la esquina inferior izquierda y la
esquina superior derecha del diagrama de la Figura Naturalmente, todavia queda
pendiente responder dos preguntas relacionadas con la columna derecha:

e ;Existe un espacio estrella compacto que no sea estrella finito?
e ;Existe un espacio estrella numerablemente compacto que no sea estrella com-
pacto?

Reservamos, por ahora, la respuesta a la segunda pregunta para la Seccion [p| (véase
el Ejemplo[5.7)). No obstante, a continuaciéon presentamos un ejemplo, extraido de [26],
que responde afirmativamente a la primera:

EJEMPLO 4.9. Existe un espacio de Tychonoff estrella compacto que no es estrella finito.

DEMOSTRACION: Sea
X = (Bw x [0,w]) \ <(6w\w) X {w1}> = (Bw x [0,w1)) U (w x {wi})

equipado con la topologia que hereda como subespacio del producto Sw x [0, w;].

En primer término, X es un espacio de Tychonoff por ser un subespacio del com-
pacto de Hausdorff Sw x [0,w1], y X no es numerablemente compacto porque w x {w; }
es un subespacio infinito numerable, cerrado y discreto de X. En consecuencia, la
Proposicién certifica que X no es estrella finito.

Para verificar que X es estrella compacto, sea % una cubierta abierta de X. En
virtud del Corolario[4.2] la compacidad numerable de Swx [0, w;) (véase el Corolario[2.8)
genera un conjunto F' € [fw x [0, w;)]<¥ tal que fw x [0,w;) C st(F, % ). Por otra parte,
para cada n < w existen U,, € Z y a,, < w con {n} X (a,,w;] C U,. Posteriormente,
si o :=sup{ay, :n <w}ly L:=pfwx {a+ 1}, entonces L es un subespacio compacto
de X con w x {wy} Cst(L,%). En consecuencia, K := F U L es un nticleo compacto

de % . O

El siguiente diagrama tiene como propoésito reunir parte del trabajo realizado en
esta seccion, de modo que sea més sencillo seguir visualmente qué se hizo y céomo se
relacionan los resultados. Es importante senalar que las flechas sin comentario explicito
corresponden a hechos elementales o a contraejemplos simples dentro de la topologia

Con mayor precision, si A es un nimero cardinal tal que A < cf(k), entonces el espacio [0, ) no
es A-Lindel6f.
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general. Fn el diagrama, F' representa la finitud, C' la compacidad y C'N la compacidad
numerable; mientras que P* indica la version estrella de la propiedad topologica P.

Cor. [4.2]

/\/\/\/\/\

Ej. [£9]

F1GURA 2. Relaciones entre las propiedades F', C'y C'N.

En el Corolario explicamos que el producto de un espacio compacto con un es-
pacio numerablemente compacto es numerablemente compacto; es decir, la compacidad
numerable es una propiedad compactamente productiva. Por otra parte, en el contexto
de las propiedades estrella, una combinaciéon de las Proposiciones y junto con
hechos conocidos de la topologia general, permite obtener un resultado interesante:

COROLARIO 4.10. La compacidad estrella, la o-compacidad estrella, la r-compacidad
estrella y la propiedad k-Lindelof estrella son compactamente productivas.

En virtud de que la finitud estrella es un debilitamiento de la compacidad numerable
y un fortalecimiento de la compacidad estrella, es razonable preguntarse si el producto
de un espacio compacto con un espacio estrella finito es, nuevamente, estrella finito.
Sorprendentemente, este no es el caso, como veremos a continuacion:

EJEMPLO 4.11. Existen un espacio compacto y un espacio estrella finito de tal manera
que su producto topoldgico no es estrella finito.

DEMOSTRACION: Nuestro objetivo es comprobar que si X es el espacio del Ejemplo
y Y es el espacio aD(w), entonces X X Y no es estrella finito. En primer lugar, para
cada n < w sean

Up ={z:}U[n,w) v Via={k€w:k>n}U{w}
Claramente, {U, : n < w} C 7x y {V, : n <w} C 7y. De esta manera,
U :={U, x Vp:n<wlU{X x {n}:n<w}

es una cubierta abierta de X x Y. Mas aun, no existe un subconjunto propio ¥ de %
con X x Y =|J¥ porque si n < w, entonces

{Ue :(zw)ycU}={U,xV,} v {UEX:(z,n)eU}={Xx{n}}.

Finalmente, si A € [X X Y|<¥ y n < w satisface AN (X x {n}) = 0, entonces (z,,n) &
st(A, % ), lo cual implica que A no es un nicleo de % . O]

El Ejemplo [4.11] contrasta bastante con el Corolario [£.10] Més atn, al considerar
el diagrama de la Figura |2 se observa que la finitud estrella y la finitud son las tnicas
propiedades que no son compactamente productivas. Un primer intento adecuado para
obtener un resultado positivo consiste en debilitar la conclusion. Verbigracia:
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PREGUNTA 4.12. ;Es cierto que el producto de un espacio compacto con un espacio
estrella finito es estrella tenuemente compacto?

Si, al no considerar separacion alguna (véase la Proposicion , la Pregunta m
aun tuviera una respuesta negativa, una alternativa podria ser reemplazar la compaci-
dad tenue estrella por la pseudocompacidad e intentar nuevamente. En cualquier caso,
dejamos estas cuestiones abiertas para que tanto los lectores como el autor puedan
volver a ellas mas adelante, con calma y en el momento que consideren oportuno.

Ahora bien, una lectura cuidadosa de lo que fall6 en el Ejemplo revela qué
ajustes deben hacerse para obtener una caracterizacion de la compacidad numerable
en términos de productos y finitud estrella, sin necesidad de imponer condiciones de
separacion:

PROPOSICION 4.13. Los siguientes enunciados son equivalentes para un espacio topologico

X.

(1) X es numerablemente compacto.

(2) X x K es numerablemente compacto para cualquier espacio compacto K.
(3) X x K es estrella finito para cualquier espacio compacto K.

(4) X x aD(w) es estrella finito.

DEMOSTRACION: La implicacion de (1) a (2) es consecuencia del Corolario [2.8} la de
(2) a (3) se deduce a partir del Corolario [£.2] y la implicacion de (3) a (4) es evidente.
Con respecto a la implicacion de (4) a (1), supongamos que X no es numerablemente
compacto y que {U, : n < w} es una cubierta abierta de X sin subcubiertas finitas.
Para cada n < w sean

Vio=|JUs vy Wai={kew:k>n}U{w}.
k<n
Claramente,
U ={V, x W, :n<wtU{X x{n}:n<w}
es una cubierta abierta de X x Y.
Ahora, sean A € [X xY]¥ yn < wcon AN(X x{k € w: k >n})=0. Observemos
que si no existe k > n de tal forma que Vjyq \ Vi # 0, entonces la igualdad

X =V, ulJ (Ve \ W)

k>n

produce el absurdo X = ngn Ug. Por lo tanto, hay £ > n para el cual existe z €
Vit1 \ Vi Lo que sigue es notar que si (z,k) € V,,, x W,,, entonces k € W,, implica
que k > m y, por ende, que z € V,, C V,, una contradiccion a la eleccion de z. Asi,
X x {k} es el tnico miembro de % que tiene a (z, k) como elemento. Para terminar,
la relacion AN (X x {k}) = 0 indica que (z,k) & st(A, %), lo que impide que A sea un
nucleo de % . 0

Para terminar, por el momento, con los resultados relacionados con la preservacion
de las propiedades estrella en productos topologicos, es natural preguntarse si el pro-
ducto de dos espacios estrella P es, nuevamente, estrella P. Resulta que un ejemplo
clasico de la literatura permite constatar que propiedades como la finitud estrella, la
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compacidad estrella, la compacidad numerable estrella, la compacidad tenue estrella y
la pseudocompacidad estrella (es decir, la pseudocompacidad) no son productivas, ni
siquiera finitamente.

En efecto, de acuerdo con lo establecido en la Proposicion y en esta seccion,
cualquier espacio T} que sea numerablemente compacto posee todas las propiedades
anteriores, y cada una de ellas implica la pseudocompacidad. Asi, si se tiene un espacio
X numerablemente compacto y T} tal que su cuadrado X2 no es pseudocompacto, se
obtiene un ejemplo suficiente para ilustrar lo que buscamos. Un espacio de Tychonoff
con estas caracteristicas puede encontrarse en [13, Example 1.4.1, p. 17].

Otro comentario antes de concluir este apartado del texto: un hecho bien conocido
de la topologia general es que todo espacio topologico pseudocompacto y normal (de
hecho, pseudonormal) es numerablemente compacto (véase [13, Corollary 1.1.12, p. §|).
A lo largo de esta seccion, y en concordancia con el parrafo anterior, hemos examinado
diversas propiedades que, en el marco de los espacios 17, se sittian entre la compacidad
numerable y la pseudocompacidad. Estas observaciones implican que, en el ambito de
los espacios T}, todas estas propiedades son, en realidad, equivalentes.

Finalmente, es posible generalizar la construccion del Ejemplo para obtener un
resultado acerca de la naturaleza de todos los espacios de Tychonoff. Dicho resultado
esta escrito en la Proposicion y con él cerramos la exposiciéon de esta seccion.
Antes de comenzar, recordemos que si X es un espacio topologico, entonces el grado de
Lindeléf de X, denotado por [(X), es el minimo cardinal infinito x para el cual X es
k-Lindelof.

PROPOSICION 4.14. Todo espacio de Tychonoff es homeomorfo a un subespacio cerrado
de un espacio de Tychonoff estrella compacto.

DEMOSTRACION: Sean X un espacio de Tychonoff, x un cardinal tal que cf(x) > [(X),
y

Z = (X x [0,6]) \ ((8X \ X) x {}) = (8 x [0,5)) U (X x {})

dotado de la topologia que hereda como subespacio del producto 5X x [0, ].

En primer lugar, Z es un espacio de Tychonoff por ser un subespacio del compacto
de Hausdorff X x [0,k]. También, X* := X X {k} es un subespacio cerrado de Z
porque su complemento, 5X X [0, k), es abierto en Z. Mas aun, la funcion X — X*
dada por z — (x,k) es un homeomorfismo. De esta manera, X es homeomorfo a un
subespacio cerrado de Z.

Con la meta de probar que Z es estrella compacto, sea % una cubierta abierta de
Z. En virtud de que $X x [0, ) es numerablemente compacto (véase el Corolario [2.8)),
existe un conjunto F' € [BX X [0, k)] tal que SX X [0,k) C st(F,% ). Ahora, sea

V= {VETZIHQ<HE|W675X Wewn(Veu a Vz(WX(oz,m])ﬂZ)}.
Como 7 es una cubierta abierta de X*, y X* es homeomorfo a X, existe # € [#]</X)

con X* C |J#. Luego, si para cada V € # elegimos a(V) < k, W(V) € 13x y
U(V) € % de tal forma que V. C U(V) y V = (W(V) x (a(V),&]) N Z, entonces
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establecer
a=sup{a(V):Ve#}+1

garantiza que o < K, pues cf(k) > [(X). Asi, L := X x{a} es un subespacio compacto
de Z que satisface X* C st(L, % ).

En sintesis, K := F' U L es un nucleo compacto de %. Consecuentemente, Z es
estrella compacto. 0

A partir de la Proposicién [4.14] surge una pregunta natural, formulada por Song al
final de su articulo [26]:

PREGUNTA 4.15. ;Es cierto que todo espacio de Tychonoff es homeomorfo a un sub-
espacio cerrado G de un espacio de Tychonoff estrella compacto?

La Preguntal4.15] hasta donde tiene conocimiento el autor de estas lineas, permanece
abierta. No obstante, conviene mencionar que, en |27, Theorem 3.12, p. 299], el propio
Song demuestra que todo espacio de Tychonoff es homeomorfo a un subespacio cerrado
(G5 de un espacio de Tychonoff estrella o-compacto.

5. Numerabilidad y la propiedad de Lindel6f

De acuerdo con [16], la aparicion de la numerabilidad estrella puede rastrearse hasta
el articulo [14] de Ikenaga. Alli, bajo el nombre de “star-Lindeldf space”, presenta el
concepto de numerabilidad estrella como una generalizacion simultanea de los espacios
de Lindel6f, los espacios separables y los espacios numerablemente compactos.

Este analisis fue retomado y generalizado posteriormente por Hiremath mediante la
propiedad de Lindel6f estrella, en [11], bajo el nombre de “sLc property”. Mas adelante,
fue recuperado por Song en [24] y [25], junto con la compacidad numerable estrella, bajo
las denominaciones de “.Z-starcompactness” y “%-starcompactness”, respectivamente.

De manera similar a las ideas expuestas en la Seccion [4), las nociones de numerabili-
dad estrella y de la propiedad de Lindel6f estrella han demostrado ser objetos de estudio
particularmente fructiferos para quienes se dedican a la topologia general. Desde mi
perspectiva, lo natural es iniciar la exposicion de esta seccidén con la motivacion origi-
nal de Tkenaga: identificar cuéles propiedades estédn relacionadas con la numerabilidad
estrella.

En primer lugar, todo espacio estrella finito es también estrella numerable. Por otra
parte, si k es un cardinal infinito, entonces D(k) es un espacio de cardinalidad &, y la
cubierta abierta % = {{a} : @ < k} no tiene nicleos finitos, ya que st(A,%) = A
para todo A C D(k). De esta manera, D(w) es un espacio numerable (en particular,
estrella numerable) que no es estrella finito.

El hecho de que todo espacio numerablemente compacto sea estrella numerable se
deduce del Corolario Por otra parte, la relaciéon entre la numerabilidad estrella y
la propiedad de Lindel6f se expone en el siguiente par de resultados:

PROPOSICION 5.1. 5% k es un cardinal infinito y X es k-Lindeldf, entonces X es estrella
_l’_
K.
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DEMOSTRACION: Si % es una cubierta abierta de X, ¥ € [%]S" satisface X = J ¥
vyO &V, e: ¥ —JVY es una funcion de eleccion y A := e[¥#], entonces A € [X]|SF y
X =st(X,%). O

COROLARIO 5.2. Cualquier espacio con la propiedad de Lindeldf es estrella numerable.

Ahora bien, que todo espacio separable sea estrella numerable fue demostrado en el
Corolario [3.5] Ademés, como todo espacio con una propiedad topologica P es estrella
P, es evidente que cualquier espacio separable es estrella separable. La pregunta natural
que surge a partir de esta reflexion es: jcudl es la relacion entre la numerabilidad estrella
y la separabilidad estrella? De acuerdo con la Proposicion ambos conceptos son
equivalentes:

PROPOSICION 5.3. §i X es un espacio topoldgico, entonces X es estrella numerable si
y solo si X es estrella separable.

DEMOSTRACION: La implicaciéon directa es evidente en virtud de que todo espacio
numerable es separable. Con respecto a la implicacion restante, supongamos que X es
estrella separable, sea % una cubierta abierta de X, y sea A un subespacio separable
de X tal que X =st(A,%). Si D es un subconjunto denso y numerable de A, entonces
la Proposicion [3.2] indica que

X =st(A, %) =st(AND, %) Cst(D,%) = st(D, %)
y, por ende, que X = st(D,% ). En consecuencia, X es estrella numerable. O

Con respecto a la propiedad de tener extensiéon numerable, en el Corolario de-
mostramos que todo espacio 77 con extensiéon numerable es estrella numerable. El
reciproco de esta implicaciéon no es verdadero: por ejemplo, si &/ es una familia casi
ajena maximal en w de cardinalidad ¢ (véase [4] Observacion 2.1.6, p. 31]), entonces el
espacio de Mrowka—Isbell asociado, W(.2/), es separable (por ende, estrella numerable),
y contiene un subespacio cerrado y discreto de tamafio ¢ (véase la Proposicion , por
lo que e(V()) = c.

Por otra parte, no encontré en la literatura un ejemplo de un espacio con extension
numerable que no sea estrella numerable. Supongo que esto se debe a que la mayoria
de nosotros suponemos de antemano cierto grado de separaciéon en los espacios que
estudiamos y, en presencia de la propiedad 77, es imposible encontrar un ejemplo con
esas caracteristicas. Dicho lo anterior, hasta donde tengo conocimiento, el Ejemplo |5.4]
elaborado por quien suscribe, no aparece en la literatura clasica sobre espacios estrella
P.

Antes de empezar, recordemos que la amplitud de un espacio topologico X es el
ntmero cardinal

s(X) :=sup{|D| : D es un subespacio discreto de X} + w.

Decimos que X tiene amplitud numerable cuando s(X) = w. Claramente, todo espacio
con amplitud numerable tiene extensiéon numerable.

EJEMPLO 5.4. Si k es un cardinal infinito, entonces existe un espacio Ty con amplitud
a lo sumo Kk que no es estrella k.
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DEMOSTRACION: La colecciéon
7:={0,R} U {(z,00) : z € R}

es una topologia en R, denominada la topologia de los rayos derechos. Sean Z el espacio
topologico (R, 7) y X 1= Z x D(k).

Resulta que Z es un espacio Ty y no 711, lo cual implica que X también lo es. Con
el objetivo de probar que X no es estrella x, observemos que

U ={Z x{a}:a<k}

es una cubierta abierta de X. Luego, si A € [X]<" y a < & satisface AN(Z x {a}) =0,
entonces (0, o) & st(A, %).

Para ver que s(X) < k, sea A un subespacio discreto de X. Notemos que si
a < kK, entonces |[AN (X x {a})| < 1. En efecto, si existen a,b € X distintos con
(a,a), (b,a) € A, entonces existen x,,x, € R tales que

(500) x {a}) N A= {{aa)} v ((00) x {a}) N A = {(B o)}
De esta manera, como a & (xp,00) v b & (x,,00), se deduce la contradiccion a < zp, <
b < x, < a. Finalmente, la igualdad

A= (An (X x {a}))

a<k

constata que |A| < k. O

Ahora es momento de reflexionar sobre la distincion entre los conceptos que hemos
estudiado hasta el momento. Verbigracia, jcudl es un ejemplo de un espacio estrella
Lindel6f que no sea estrella numerable? ;Qué tan diferentes son los conceptos de la com-
pacidad numerable estrella y la propiedad de Lindel6f estrella? ;Y cual es la relacion
entre las propiedades de la seccion pasada y los nuevos conceptos que hemos intro-
ducido? Ese tipo de preguntas encontraran respuesta en los resultados que se presentan
a continuacion.

En la Proposicion vimos que todo espacio k-Lindelof es estrella x*. Ahora
bien, un ejemplo de un espacio de Tychonoff que es estrella Lindeléf pero no estrella
numerable puede encontrarse en [25]. Para nuestra fortuna, el ejemplo de Song es lo
suficientemente flexible como para, con modificaciones minimas —que expondremos a
continuaciéon—, obtener espacios que permiten constatar que ser estrella x-Lindeldf no
implica ser estrella k™. Para ello, s6lo es necesario hacer una observaciéon preliminar:
el espacio de ordinales [0, k) es k-Lindelof.

EJEMPLO 5.5. Para todo cardinal infinito, k existe un espacio de Tychonoff estrella
k-Lindelof que no es estrella k™.

DEMOSTRACION: Sean A un ntimero cardinal tal que A > k y
X = (BD() x [0,]) \ ((BD()\ D) x {k}) = (BD() x [0, 7)) U (D() x {x})

provisto de la topologia que hereda como subespacio del producto SD(X) x [0, &].
Para empezar, X es un espacio de Tychonoff por ser un subespacio del compacto de
Hausdorff 5D()) x [0, k]. Ademas, como SD()) x [0, k) tiene la propiedad de k-Lindel6f
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(véase la Proposicion y es un subconjunto denso de X, la Proposicién garantiza
que X es estrella x-Lindelof.
Finalmente, para ver que X no es estrella kT, observemos que

U = {BD(\) x[0,0) : 0 << r}U{{a} x[0,x]:a € D(N)}

es una cubierta abierta de X. Ademas, si A € [X]S* y a € D()) tiene la propiedad de
que AN ({a} x [0,k]) = 0, entonces (a, k) & st(A, %), es decir, A no es un nucleo de
U . O

En vista de que la compacidad implica, simultaneamente, la compacidad numerable
y la propiedad de Lindelof, es evidente que la compacidad estrella implica, a la vez, la
compacidad numerable estrella y la propiedad de Lindel6f estrella. A continuacién, se
presentan dos ejemplos tomados de [24], que muestran que estas implicaciones no son
reversibles.

EJEMPLO 5.6. FEuxiste un espacio de Tychonoff estrella Lindeldf que no es estrella nu-
merablemente compacto.

DEMOSTRACION: Sea
X i= (B x [0,0]) \ (B \ @) x {w}) = (B x [0,w)) U (w x {w})

equipado con la topologia que hereda como subespacio del producto fw x [0, w].

Primero, X es un espacio de Tychonoff por ser un subespacio del compacto de
Hausdorff fw x [0,w]. También, X es estrella Lindel6f porque Sw x [0,w) es un sube-
spacio denso de X que tiene la propiedad de Lindel6f (véanse el Corolario y la
Proposicién .

Ahora, para ver que X no es estrella numerablemente compacto, notemos que
%::{(ﬁw\{m<w:m<n}) X{n}:n<w}u{{n}><[n,w]:n<w}

es una cubierta abierta de X con la siguiente caracteristica: si n < m < w, entonces
{n} x [n,w] es el tnico miembro de % que tiene a (n,m) como elemento.

Sea Y un subespacio numerablemente compacto de X. En virtud de la propiedad
que tiene la cubierta % y de la compacidad numerable de Y, se satisface que

{n<w:Yﬂ({n} X [n,w]) #@}

es un conjunto finito. Finalmente, si m < w es tal que Y N ({n} x [n,w]) = 0 para todo
n > m, entonces (m,w) & st(Y,% ) y, por ende, ¥ no es un nicleo de % . O

Para el siguiente ejemplo, conviene recordar brevemente un hecho basico de la
topologia general: la imagen continua de un espacio con la propiedad de Lindel6f es,
nuevamente, un espacio de Lindelof (véase [4], Proposicion 7.31, p. 226]).

EJEMPLO 5.7. Eziste un espacio de Tychonoff estrella numerablemente compacto que
no es estrella Lindeldf.
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DEMOSTRACION: Sea
X = (aD(c) x [0,¢]) \ ((aD(c) \ D(c)) x {c})
= (aD(c) x [0,¢]) \ {(c, )} = (aD(c) x [0,¢)) U (D(c) x {c})

dotado de la topologia que hereda como subespacio del producto aD(¢) x [0, ¢].

Claramente, X es un espacio de Tychonoff por ser un subespacio del compacto de
Hausdorff aD(¢) x [0,¢]. En vista de que cf(¢) > w (véase |10, Proposicion 10.29,
p. 272|), el espacio [0, ¢) es numerablemente compacto y, por ende, el Corolario y
la. Proposicion implican que X es estrella numerablemente compacto, puesto que
aD(c) x [0, ¢) es un subespacio denso de X.

Para cada o < ¢, sea U, = {a} x (a,¢]. Para demostrar que X no es estrella
Lindelof, observemos que

U = {aD(c) x [0,¢)} U{Us : o < ¢}

es una cubierta abierta de X. Ahora, sea Y un subespacio de Lindeléf de X. Notemos
que, como A := D(c) x {c} = {(a, ¢) : @ < ¢} es un subespacio cerrado y discreto de X,
ANY es un subespacio cerrado y discreto de Y, lo cual implica que ANY es numerable
porque Y tiene la propiedad de Lindeléf. En consecuencia, I := {a < ¢: {(a,¢) € Y} es
numerable.
El subespacio Z :=Y \ {J,¢; Ua tiene la propiedad de Lindeldf, por ser cerrado en
Y, y esta contenido en aD(c) x [0,¢). De esta manera, si 7 : aD(c) x [0,¢) — [0,¢) es
la proyeccion canonica, entonces 7w[Z] es un subespacio de Lindel6f de [0, ¢) y asi, por el
Lema , existe § < ¢ tal que 7[Z] N (B,¢) = 0. Ademés, como I es numerable, existe
a € (B,c)\ 1. Ensuma, (a,c) & st(Y, %) y, por consiguiente, Y no es un nicleo de % .
!

Es un buen momento para hacer un comentario de indole historico: en [2] se planteo
la pregunta de si todo espacio de Tychonoff pseudocompacto es estrella Lindelof. Ese
mismo ano, Song respondié negativamente en [22]. Curiosamente, tres anos antes,
en [24], Song ya habia presentado el Ejemplo Aunque en [24] se emplea la com-
pactacion de Alexandroff y en [22] la de Stone—Cech, los espacios construidos comparten
las mismas propiedades: son de Tychonoff, estrella numerablemente compactos (y por
ende, pseudocompactos), pero no estrella Lindelof.

De vuelta a nuestra exposicion, observemos que, si k es un cardinal infinito y X
es un espacio discreto k-compacto, entonces X debe ser finito. En efecto, si existiera
un conjunto A € [X]“, entonces la familia % = {{z} : © € A} U {X \ A} seria una
cubierta abierta de X de tamano a lo sumo k, que no admite subcubiertas finitas.

Una consecuencia de lo anterior es que, si k y A son cardinales infinitos, entonces
D(k) no es estrella A-compacto. Lo que sucede es que si Z = {{a}:a <k} y Aesun
subespacio A-compacto de D(k), entonces A € [D(k)|<¥ y st(A, Z ) = A; en particular,
2 mno tiene nucleos A-compactos. Asi, todo espacio discreto e infinito no es estrella
numerablemente compacto.

Del mismo modo que el diagrama presentado en la Figura [2| el diagrama de la
Figura |3| tiene como objetivo recopilar parte del trabajo realizado en esta seccion, con
el fin de proporcionar una ayuda visual que permita conectar lo que hemos expuesto.
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En esta ocasion, N, L y S representan, correspondientemente, la numerabilidad, la
propiedad de Lindeldf y la separabilidad.

[0,w1)

[07(*)1) EJ -
Ej. [5.7]

WW\M

Prop.

S*

F1GURA 3. Relaciones entre las propiedades N, L, S 'y C'N.

Conviene también aclarar que, para fines del diagrama, la negacion de la flecha
N « CN significa que ninguna de las implicaciones entre estos dos conceptos es valida
en espacios topologicos en general. Por ejemplo, el espacio [0,w;) es numerablemente
compacto pero no numerable, mientras que D(w) es numerable pero no numerablemente
compacto.

Una tarea pendiente de la Seccion [4] es el anéalisis de la o-compacidad estrella. Para
el lector interesado en profundizar en esta propiedad, se recomienda consultar [27],
donde, una vez més, Song expone diversas caracteristicas de estos espacios. Dado que
todo espacio numerable es o-compacto, se sigue que todo espacio estrella numerable es
estrella o-compacto. Con el fin de no omitir por completo esta propiedad, planteamos
enseguida la siguiente cuestion:

PROBLEMA 5.8. ;FEzxiste un espacio estrella o-compacto que no sea estrella numerable?

La celularidad de un espacio topologico X es el nimero cardinal
c(X) :=sup{|%| : Z es una familia celular en X} + w.

Decimos que X tiene celularidad numerable siempre que ¢(X) = w.

Para el lector no familiarizado con las funciones cardinales topologicas, mencionamos
que ¢(X) esta bastante alejada, en el sentido del diagrama de [12, Fig. 1, p. 15|, de
la cardinalidad de X, aunque siempre estd dominada por ella. Con este comentario
buscamos dar a entender que, en particular, ser un espacio numerable es una condiciéon
mucho mas fuerte que tener celularidad numerable y, por ende, que ser un espacio
estrella celularidad numerable es una condicién considerablemente més débil que ser
estrella numerable.

Con respecto al Problema [5.8] Song proporciona un ejemplo utilizando la técnica
que hemos visto en varias ocasiones a lo largo de este texto (véase [27]). Sin embargo,
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el ejemplo que presentamos a continuacién aparecié inicialmente en [6, Example 3.3.4,
p. 101] y, posteriormente, fue retomado en [2, Theorem 2.6, p. 622|. Este ejemplo,
ademés de contestar afirmativamente el Problema [5.8] permite demostrar un hecho
notable: no sélo la o-compacidad estrella esta lejos de implicar la numerabilidad estrella,
sino que ni siquiera es suficiente para obtener la celularidad numerable estrella.

EJEMPLO 5.9. Ezxisten un espacio de Tychonoff pseudocompacto y estrella o-compacto
que no es estrella celularidad numerable.

DEMOSTRACION: Sean Y := aD(c) y X := V() el espacio de Mrowka—Isbell asoci-
ado a la coleccion 7, donde o7 es una familia casi ajena maximal en w de cardinalidad
¢ (véase [4], Observacion 2.1.6, p. 31]). Notemos que X es estrella o-compacto, ya que es
estrella numerable en virtud de ser un espacio separable (véanse las Proposiciones
v B-3).

El Corolario junto con el hecho de que la pseudocompacidad es compactamente
productiva (véase [13, Corollary 1.4.4, p. 19]), implica que X X Y es un espacio de
Tychonoff pseudocompacto y estrella o-compacto. Finalmente, si {4, : @ < ¢} es una
enumeracion sin repeticiones de .7, entonces

U ={X x{a}:a<cU{{AJUA) x Y \{a}):a<ctU{{n} xY :n<w}

es una cubierta abierta de X X Y sin ntucleos con celularidad numerable.

Para comprobar esto ultimo, observemos que si @ < ¢, entonces X x {«} es el tnico
miembro de % que tiene a (A, @) como elemento. Por esta razon, si B C X es un
nticleo de %, la contencion {(A,, @) : o < ¢} C st(B, %) implica que BN(X x {a}) # 0
para todo a < ¢. Asi, {BN (X x {a}) : @ < ¢} es una familia celular de cardinalidad ¢
en B; en particular, B no tiene celularidad numerable. O

En virtud del Corolario 2.8 si X es compacto y Y es numerablemente compacto
o tiene la propiedad de Lindeldf, entonces X x Y conserva la misma propiedad que
Y. Es razonable preguntar si un debilitamiento de la compacidad permite obtener un
debilitamiento de la propiedad correspondiente. Por ejemplo, ;es cierto que el producto
de un espacio numerablemente compacto con un espacio de Lindeldf es estrella numer-
ablemente compacto? ;Y estrella Lindel6f? Song también se plante6 estas preguntas y,
en [24] y [25], presenté un ejemplo de un producto que responde negativamente a las
dos cuestiones anteriores. Dicho espacio esta expuesto en el Ejemplo |5.10]

Antes de continuar, vale la pena recordar un resultado elemental de la topologia
general: la imagen continua de un espacio numerablemente compacto también es nu-
merablemente compacto (véase [4, Proposicion 7.31, p. 226]).

EJEMPLO 5.10. Ezisten un espacio de Tychonoff numerablemente compacto y un espacio
de Tychonoff con la propiedad de Lindeldf de tal manera que su producto topologico no
es estrella numerablemente compacto ni estrella Lindeldf.

DEMOSTRACION: Sean X el espacio numerablemente compacto [0,w;) y Y el espacio
de Lindelof LD(wy). También, sean mx : X XY — X y 7y : X XY — Y las proyecciones
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canonicas. Ademas, para cada o < wy, sean
Uy :=1[0,0] x [a,wl]ﬁ y Vo= (a,wr) x {a}.

Claramente, % = {U, : @ < w;} U{V, : @ < wy} es una cubierta abierta de X x Y.
Sean C' un subespacio numerablemente compacto de X x Y y L un subespacio de
Lindelof de X x Y. En vista de que 7y [C] es un subespacio numerablemente compacto
de Y y mx[L] es un subespacio de Lindel6f de X, el Lema produce 3,7 < k de
tal manera que 7y [C] N (B,w1) = 0 = wx[L] N (7, w1). Luego, si a := max{f,7} + 1,
entonces (o + 1,a) & st(C, %) Ust(L,%) porque V, es el tnico miembro de % que
tiene a (a + 1, ) como elementoy C NV, =0=LNV,. O

Es un hecho quintaesencial de la topologia general que un espacio topolégico es
compacto si y solo si es numerablemente compacto y posee la propiedad de Lindelof.
En virtud de que todo espacio estrella compacto es, a la vez, estrella numerablemente
compacto y estrella Lindeldf, resulta casi inevitable esperar que un espacio que satisfaga
simultaneamente ambas propiedades sea también estrella compacto. ;No es asi?

Los resultados que siguen acttian como la coda de una sinfonia, culminando en el
Ejemplo que rompe dicha esperanza y pone fin a esta seccion.

Para empezar, un espacio topologico X es 1%-est7"ella finito si, para toda cubierta
abierta % de X, existe ¥ € [%Z]<“ tal que st(|J 7, %) = X. Esta nocion también es
llamada “1-starcompact” en [6] y “11-starcompact” en [26]. Nuestro primer paso es
conectar este concepto con uno de la Seccion [4

PROPOSICION 5.11. St X es estrella compacto, entonces X es 1%—estr6lla finito.

DEMOSTRACION: Si % es una cubierta abierta de X, existe un subespacio compacto
A C X tal que st(A,%) = X. Luego, como % cubre al espacio A, existe ¥ € [%]|<¥
con A C |J¥. Claramente, st(J ¥, %) = X. O

El segundo paso, de acuerdo con [24], consiste en demostrar el resultado [16, The-
orem 28, p. 28|. Para ello, necesitamos primero un lema auxiliar:

LEMA 5.12. Sea k un numero cardinal infinito. Si X es un conjunto de cardinalidad
kyY € [X]F, entonces existe una funcion biyectiva ¢ : [X]|<¥ —Y tal que p(A) ¢ A
para todo A € [X]<¥.

DEMOSTRACION: Sean S := [X]<“ y {Y,, : n < w} C [Y]" una particion de Y. Para
cada n < w, sea

Spi={A€S:ANY, =0 A ¥m<n(ANY, £0)}.

Resulta que {5, : n < w} es un subconjunto de [S]" y que {S,, : n < w} es una particion
de S. Ahora, para todo n < w, sea ¢, : S, — Y, una funciéon biyectiva. Claramente,
la funcion ¢ :=J, _, ¥ tiene las propiedades deseadas. 0

6Conviene mencionar que, en esta parte, no hay un cambio de topologia: el intervalo [a, w1] sigue
considerandose como subespacio de LD(w); simplemente es més conciso escribir el intervalo en lugar
del conjunto {8 € LD(w1) : a < B < wi}.



5. NUMERABILIDAD Y LA PROPIEDAD DE LINDELOF 63

PROPOSICION 5.13. Sea X un espacio regular e infinito. SiY es un subespacio cerrado
y discreto de X con |Y| = |X|, entonces X no es 13-estrella finito.

DEMOSTRACION:  Sea {V, : = € X}_un subconjunto de 7x de tal manera que, si
reX\YyyeY, entoncesz eV, CV, CX\YyV,NY ={y}. Seap: [X]*¥ =Y
con las caracteristicas del Lema m También, siz € X \Y yy €Y, sean

U=V, v U =V,\[J{V::zee()}
Nuestra meta es demostrar que si % es la cubierta abierta {U, : € X}, entonces no
hay ¥ € [Z]<* tal que st(J 7V, %) = X.

En efecto, sin < w, {z; :i < n} C X, ¥V ={U,, i <n}yA:={z;:i<n},
la idea es probar que ¢(A) & st(|J¥,% ). Supongamos en busca de un absurdo que
p(A) est(UV,%). Sean z € | ¥V y U € % con {p(A),z} C U. También, sean j < n
y x € X de tal forma que z € U,, y U = U,. No puede suceder que z € X \ Y porque
e(A) e Y yp(A) e U, =V, C X\Y. Luego, como z € Y, p(A) € Y, p(A) € U, y
U,NY = {x}, resulta que p(A) = x. Finalmente, las relaciones

2 € Ugay = Vipay \ U {Vw cw € L (QO(A))} = Vi \ U{Vw cw e A}

= so(A>\U{V5ci1i<”}:V¢<A>\U{V_xi2i<n}

indican que z ¢ Wj, lo cual es absurdo pues 2z € U, C V. O

A partir de la Proposiciéon y de la observacion hecha en el tercer parrafo al inicio
de la Secciond] queda claro que todo espacio estrella numerablemente compacto es pseu-
docompacto. Una pregunta que no fue abordada en dicha seccion es la siguiente: ;existe
un espacio pseudocompacto que no sea estrella numerablemente compacto? Gracias a
la Proposicion [5.13] de hecho, estamos preparados para dar un ejemplo con propiedades
aun mas refinadas:

EJEMPLO 5.14. Eziste un espacio de Tychonoff pseudocompacto y estrella numerable,
que no es estrella numerablemente compacto y no es 1%—estrella finito.

DEMOSTRACION: Sea 7 una familia infinita y casi ajena maximal en w. Primero,
como w es un subespacio denso de ¥(.27) —el espacio de Mrowka—Isbell asociado a .o/ —,
se tiene que V(o) es un espacio separable (véase la Proposicion ; por lo tanto, es
estrella numerable por la Proposicion [5.3l Por otra parte, como &/ es un subespacio
discreto de ¥(o7) y se cumple que |&7| = |¥(&7)], resulta que ¥(2/) no es 11-estrella
finito. En particular, ¥(47) no es estrella compacto, segtin la Proposicion ﬁ

Ahora, sea % una cubierta abierta de W(7) sin niicleos compactos. Si C' es un
subespacio numerablemente compacto de W(47), entonces el hecho de que C' N &7 es
un subespacio cerrado de C' implica, en virtud de la compacidad numerable de C, que
C N o es finito, pues este es un espacio discreto y numerablemente compacto. Lo
anterior tiene como consecuencia que C' es numerable, ya que C' = (CNw) U (C' N ).
De esta manera, C' es numerablemente compacto y tiene la propiedad de Lindel6f (por
ser numerable), lo cual indica que C' es compacto y, por ende, que C' no es un ntcleo
de % . En suma, ¥ (/) no es estrella numerablemente compacto. 0
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De vuelta a nuestro objetivo principal para el término de esta seccion, y equipados
con la Proposicion y la Proposicion [5.13] estamos en condiciones de presentar el
ejemplo prometido.

EJEMPLO 5.15. Existe un espacio estrella numerablemente compacto y estrella Lindelof
que no es estrella compacto.

DEMOSTRACION:  Sean ./ una familia casi ajena maximal en w de cardinalidad ¢
(véase [4], Observacion 2.1.6, p. 31]), {A, : @ < ¢} una enumeracion sin repeticiones de
o, Xy 1= V() el espacio de Mrowka—Isbell asociado a &7, y

Xy = (aD(e) x [0,¢]) \ {{c.,)} = (aD(c) x [0,) U (D(c) x {c})
equipado con la topologia que hereda como subespacio del producto aD(¢) x [0, ¢] (véase
el Ejemplo [5.7)).

Ahora, para cada o < ¢, sea p, ‘= {{(«a,¢), Ay}. Asimismo, sean Y := {p, : a < ¢}
Yy

X :=wUY U (aD(c) x [0,¢))

dotado de la topologia cociente inducida por la proyecciéon natural 7 : X; & Xy — X;
es decir, X es el espacio cociente generado a partir de la suma X; @ X5, al identificar
(a, ¢) con A, para cada a < c.

Para poder concentrarnos en las propiedades tipo estrella que posee X, encomen-
damos al lector verificar que X es T3. El resto de la demostracion se dividiré en tres
enunciados.

Afirmacion 1. X no es estrella compacto.

En virtud de que |X| = ¢ = |Y]| y X es T3, es suficiente comprobar que Y es un
subespacio cerrado y discreto de X (véanse las Proposiciones y |b.13). Primero, Y
es cerrado en X porque 7 '[X \ Y] = w U (aD(¢) x [0,¢)) es un subconjunto abierto
de X; @ X,. Por otra parte, si a < ¢, entonces U, := {po} U A, es un elemento de 7y,
porque

UL = ({4} U AL) U {{a,¢) }
es abierto en X @ X, que satisface U, NY = {p,}.

Afirmacion 2. X es estrella numerablemente compacto.

Sea % una cubierta abierta de X. En vista de que aD(c) x [0, ¢) es un subespacio
numerablemente compacto de X; @ X, (véase el Corolario ym: X1 Xo— X es
una funcion continua, C' := w[aD(c¢) x [0,¢)] es numerablemente compacto. Ademas,
como 7[Xs] = Y UC, no es dificil comprobar que C' es un subespacio denso de 7[X],
por lo que m[Xy] C st(n[Xs], %) C st(C, % ).

Con respecto a m[w], el plan es demostrar que existe F' € [r|w]]<* tal que 7m[w] C
st(F, % ). Supongamos, en busca de una contradiccion, que lo anterior no sucede. Por
recursion es posible construir una sucesion {z,, : n < w} en 7w] de tal modo que
zr, € st({zm : m < n},%) para todo n < w. Ahora, como X; es homeomorfo a
7[X1], el conjunto infinito {z, : n < w} tiene un punto de acumulacion x en 7[X;]
(véase la Proposicion . Luego, si U € % cumple z € U, y m < n < w satisfacen
{Tm,zn} C U, entonces x,, € st(z,,, %) Cst({xy : k <n}, %), lo cual es absurdo.
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Finalmente, si F' es un subconjunto finito de 7[w] con w[w] C st(F,% ), entonces
D := C U F es un nucleo numerablemente compacto de % ).

Afirmacion 3. X es estrella Lindelof.

Nuestro objetivo es demostrar algo un poco mas fuerte: X es estrella numerable.
Sea % una cubierta abierta de X. En primer lugar, como m[w] es denso en m[Xj]
(véase la Proposicion [2.5)), 7[X;] C st(n[X1], %) C st(r[w], Z). Por otra parte, como
el espacio C de la Afirmacion 2 es numerablemente compacto, también es estrella finito
(véase el Corolario [4.2), lo cual produce F € [C]<¥ con C C st(F, % ). De esta manera,
como 7[X;] = wUY, se deduce que N := w[w]U F' es un nticleo numerable de 7. [

Al examinar con detenimiento los detalles del Ejemplo se revela que el espacio
presentado por Song en [24] tiene propiedades topologicas més fuertes que las indicadas
en el enunciado: X es T3, estrella numerablemente compacto y estrella numerable, pero
no es 1%—estrella finito.

También conviene mencionar que Song dejo la siguiente pregunta en su articulo
y, hasta donde tiene conocimiento quien escribe estas lineas, dicha pregunta contintia
abierta:

PREGUNTA 5.16. ;Eziste un espacio Ty, estrella numerablemente compacto y estrella
Lindeldf que no sea estrella compacto?

6. Amplitud numerable, celularidad numerable y extensién numerable

La amplitud, la celularidad y la extensiéon han aparecido de manera recurrente en
lo que hemos presentado hasta el momento. Estas tres funciones cardinales topolégicas
han estado en intima conexiéon con las propiedades estrella que hemos estudiado, y
han permitido establecer puentes y formular preguntas interesantes relacionadas con
los conceptos clasicos de la topologia general.

En los articulos [20] y [21], A. Tamariz Mascartia y A. D. Rojas Sanchez realizaron
un estudio detallado de las propiedades de la amplitud numerable estrella, la celulari-
dad numerable estrella y la extension numerable estrella. Lamentablemente, el espacio
restante de este escrito no es suficiente para exponer con lujo de detalle el trabajo
que realizaron, pero si basta para presentar brevemente algunos de los resultados fun-
damentales que obtuvieron, con el fin de dejar plasmadas en estas paginas parte de
las contribuciones de dos investigadores nacionales en esta area del conocimiento, con
la evidente invitacion al lector para revisar con mas detenimiento los articulos arriba
citados.

En concordancia con los términos descritos en [19], de ahora en adelante, ser es-
trella AN, estrella ccc y estrella EN significara, respectivamente, ser estrella amplitud
numerable, estrella celularidad numerable y estrella extension numerable.

Para comenzar, decimos que un espacio topologico X es tenuemente Lindeldf (en
inglés, feebly Lindeldf) si toda familia localmente finita % C 7x es numerable. De
manera similar a lo que ocurre con los términos “tenuemente compacto” y “feebly com-
pact”, existe cierta discrepancia en su traducciéon dentro de la literatura; en ocasiones,
el término en inglés es traducido como “débilmente Lindel6f” (véase [19]).
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Esta vez, considero que es importante tener especial cuidado, ya que en la literatura
reciente se dice que un espacio topologico X es débilmente Lindeldf si, para toda cu-
bierta abierta % de X, existe ¥ € [Z]s¥ tal que [J¥ = X. Ahora bien, una lectura
cuidadosa de [1] revela dos hechos importantes: todo espacio débilmente Lindelof es
también tenuemente Lindeldf, y existe un P-espacio de Tychonoff que es tenuemente
Lindelof pero no débilmente Lindelof. Por esta razoén, conviene siempre prestar atencion
a la terminologia empleada en los textos que consultamos, puesto que una traduccion
imprecisa podria dar lugar a malentendidos.

Dicho lo anterior, el hecho de que todo espacio de Lindel6f tiene extension numerable
(véase [12]) implica que cualquier espacio estrella Lindelof es, a su vez, estrella EN. Lo
que sigue tiene como proposito demostrar que todo espacio de Hausdorff estrella EN es
tenuemente Lindelof.

PROPOSICION 6.1. Si X esTy, % C 7y es una familia localmente finita ye : % — \J%
es una funcion de eleccion, entonces e|%Z| es un subespacio cerrado y discreto de X.

DEMOSTRACION: Para todo x € X existe V,, € 7y tal que {U € % : UNV, # (0} es un
conjunto finito. Por un lado, si x € e[%], la propiedad de Hausdorff produce W, € 7x
conz € W,y W,Ne[%] = {x}. Por otro lado, si x € X \ e[%], nuevamente el hecho
de que X es T, genera W, € 7x con x € W, y W, Ne|%] = 0. O

COROLARIO 6.2. Si un espacio de Hausdorff tiene una familia localmente finita, celular
y no numerable, entonces el espacio no es estrella EN.

DEMOSTRACION: Sean X un espacio de Hausdorff, {U, : @ < w;} C 7¢ una familia
celular y localmente finita, z, € U, para todo a < wy, A :={zy ta < w}y % =
{Uy : v < w1 FU{X \ A}. Observemos que, como A es un subespacio cerrado y discreto
de X por la Proposicion [6.1] la coleccion % es una cubierta abierta de X.

Ahora supongamos que B es un ntcleo de %/. En virtud de que U, es el tnico
miembro de % que tiene a z, como elemento para todo a < w;, resulta que () &
{BNU, : a < w}. Luego, si para cada o < wy seleccionamos x, € BNU,, entonces la
Proposicion indica que C' := {x, : @ < wy} es un subespacio cerrado y discreto de
X; en particular, también lo es de B. Finalmente, como |C| = w; porque {U, : @ < w; }
es una familia celular, resulta que e(B) > w. O

Una combinacion del Lema [2.2] con el Corolario [6.2] implica el siguiente resultado:
COROLARIO 6.3. 57 X es Ty y estrella EN, entonces X es tenuemente Lindeldf.

Lo anterior indica que, en el &mbito de los espacios de Hausdorff, la propiedad de ser
estrella EN queda intermedia entre la propiedad de Lindel6f estrella y la propiedad de
Lindeldf tenue. Lo natural ahora es mostrar ejemplos de espacios que demuestren que
las implicaciones reciprocas no son validas, para certificar que, en efecto, ser estrella
EN es una propiedad topologica distinta de las dos mencionadas.

Por cuestiones de espacio, s6lo haremos el comentario de que .Z[R], el hiperespacio
de Pixley-Roy asociado a la recta real R, es un ejemplo de un espacio de Moore con
celularidad numerable (y, por ende, tenuemente Lindelof; véase la Proposicion [6.5)), que
no es estrella EN. Los detalles pueden consultarse en [20, Proposition 39, p. 391].
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Hecha la aclaraciéon previa, a continuacién presentamos un ejemplo que demuestra
que ser estrella EN es distinto de ser estrella Lindelof:

EJEMPLO 6.4. Existe un espacio Tychonoff y estrella EN que no es estrella Lindeldf.

DEMOSTRACION: Sean S := {& < w; : « es un ordinal sucesor} y
X = ([0,w1) x [0,w)) U (S x {w})

provisto de la topologia que hereda como subespacio del producto [0,w;] x [0,w].

En primer lugar, X es un espacio de Tychonoff por ser un subespacio del compacto
de Hausdorff [0, wq] %[0, w]. También, si Z := [0, w;) X [0,w), entonces Z es un subespacio
o-(numerablemente compacto) de X, lo cual implica que e(Z) = w y, por lo tanto, que
X es estrella EN (véase la Proposicion porque Z es denso en X.

Para comprobar que X no es estrella Lindelof, observemos que

U ={Z}U {{a} x[0,w] : 2 € S}

es una cubierta abierta de X. Ahora, si 7 : [0,w;) X [0,w] — [0,w;) es la proyeccion
canénica y L es un subespacio de Lindel6f de X, entonces 7[L] es un subespacio de
Lindelsf de [0,w;), lo cual produce o < & tal que 7[L]N (o, k) = 0. (véase el Lema[2.4)).
De esta forma, como LN ({a+ 1} x [0,w]) =0 y {o+ 1} x [0,w] es el tnico miembro
de % que tiene a (a + 1,w) como elemento, se deduce que (a+ 1,w) € st(L,%). O

En la Proposicion vimos que si X es un espacio topolégico, P una propiedad
topologica y D un subconjunto denso de X, entonces, si D tiene la propiedad P,
resulta que X es estrella P. Una pregunta natural a estas alturas de la exposicion es
si la condicién sobre D puede ser debilitada a que D sea estrella P. El Ejemplo [6.4
responde negativamente a la pregunta anterior, ya que no es una estrella Lindelof,
pero tiene un subespacio denso con extension numerable, lo cual implica, en particular,
que dicho subespacio es estrella numerable (véase el Corolario [3.9) y, por consiguiente,
estrella Lindelof.

Con respecto a la propiedad de ser estrella ccc, de manera similar a lo establecido
en el Corolario [6.3, resulta que dicha caracteristica implica la propiedad de Lindel6f
tenue en el &mbito de los espacios de Hausdorff:

PROPOSICION 6.5. Si X es T, y estrella ccc, entonces X es tenuemente Lindeldf.

DEMOSTRACION: Si X no es tenuemente Lindelof, entonces X tiene una familia celular

y localmente finita {Us : @ < w;} (véase el Lema 2.2)). Luego, si e :w = (J, ., Ua €8

una funcion de eleccion, entonces la Proposicion garantiza que
U ={U,:a<w}U{X\e[w]}

es una cubierta abierta de X.

Ahora bien, si A es un nicleo de % y a < ws, el hecho de que U, es el tnico
miembro de % que tiene a e(«) como elemento indica que ANU, # (). En consecuencia,
{ANU,:a < w} es una familia celular en A, lo cual implica que ¢(A) > w. O

En el Ejemplo presentamos un espacio de Tychonoff pseudocompacto y estrella
o-compacto que no es estrella cce, lo cual muestra que la o-compacidad estrella (y,
por ende, la propiedad de Lindelof estrella, la propiedad EN estrella y la propiedad de
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Lindel6f tenue) no implica ser estrella ccc. Por otra parte, el hiperespacio de Pixley-Roy
FR] (véase |20]) es un ejemplo de un espacio estrella ccc que no es estrella EN (y,
por lo tanto, tampoco es estrella numerable, estrella o-compacto ni estrella Lindelof).
En consecuencia, la propiedad de ser estrella ccc difiere en medida considerable de las
propiedades estudiadas hasta ahora.

Lo que sigue es una caracterizacion de la propiedad AN estrella, tomada de [21].
Para empezar, todo espacio que es hereditariamente Lindelof tiene necesariamente am-
plitud numerable. Por otro lado, existen espacios compactos (en particular, espacios de
Lindel6f) que no tienen amplitud numerable, como ocurre con las compactaciones de
los espacios discretos no numerables.

En general, construir espacios con amplitud numerable que no sean Lindel6f no
es una tarea facil. Esto se debe a que la diferencia entre los espacios Lindel6f con
amplitud numerable y aquellos que s6lo tienen amplitud numerable es bastante sutil.
Un resultado que ayuda a entender mejor esta distincion es un teorema de Sapirovskii,
cuya demostracion se puede consultar [12]:

TEOREMA 6.6. Si X es un espacio topologico,  un nimero cardinal y s(X) < R,
entonces existe un subespacio denso'Y C X tal que hi(Y') < k.

En particular, el Teorema implica que todo espacio con amplitud numerable
contiene un subespacio denso que es hereditariamente Lindel6f. Con este resultado
disponible, es momento de presentar la caracterizacion deseada:

PROPOSICION 6.7. Si X es un espacio topologico, entonces X es estrella AN si y solo
st X es estrella hereditariamente Lindeldf.

DEMOSTRACION: En virtud de que todo hereditariamente Lindel6f tiene amplitud
numerable, la implicacién reciproca es clara. Con respecto a la implicacion directa, si
X es estrella AN, % es una cubierta abierta de X y A es un subespacio con amplitud
numerable de X tal que X = st(A, %), entonces el Teorema produce un subespacio
denso y hereditariamente Lindelof B de A, lo cual implica, por la Proposicion [3.2] que

X =st(A, %) =st(ANB,%) Cst(B,%) = st(B,%)

y, por ende, que X = st(B,% ). En suma, X es estrella hereditariamente Lindelf.
[

De manera similar a lo hecho en los diagramas de las Figuras [2| y |3} en la Figura
se resume parte de lo que hemos expuesto hasta ahora. En este diagrama, HL y T'L
representan, correspondientemente, la propiedad de Lindel6f hereditaria y la propiedad
de Lindelof tenue.
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Prop. M
/\ /\ Ty
N~* AN
™) Z(R]
Prop. Cor. +T5
2N /\

HLW w

F1GURA 4. Relaciones entre las propiedades N, HL, TL, AN, EN y ccc.

Claramente, el lector atento notarda que hay una carencia en el diagrama de la
Figura Lo que sucede es que, para justificar por qué existen espacios estrella AN
que no son estrella numerables, seria necesario extender atin més la presente seccion,
y el espacio disponible ya no lo permite. Todo lo mencionado a continuacién puede
consultarse en las referencias [19]-[21].

El resumen es el siguiente: la extension de Katétov de un espacio topolégico obtenido
al modificar la topologia euclidiana usual de R constituye un ejemplo de un espacio de
Hausdorff estrella AN que no es estrella numerable. Por otra parte, bajo la Hipotesis
del Continuo, es posible demostrar que R, equipado con la topologia de la densidad, es
un espacio de Tychonoff estrella AN que no es estrella numerable.

En relacion con lo anterior, bajo la Hipotesis de Lusin (es decir, ¢ = 2“1), es posible
construir un espacio normal, estrella EN que no es estrella AN. Ademas, bajo el Axioma
de Martin combinado con la negaciéon de la Hipodtesis del Continuo, existe un espacio
normal ccc (en particular, estrella ccc) que no es estrella Lindelof.

Resulta evidente que, para obtener algunos de los resultados mencionados, se recurre
al uso de enunciados adicionales al sistema axiomético de Zermelo-Fraenkel. Para el
lector interesado en un desafio sustancial relacionado con este aspecto, las siguientes
preguntas permanecen abiertas:

PREGUNTA 6.8. ;FEs posible encontrar en ZFC un espacio topoldgico X como el descrito
en alguno de los siguientes incisos?

(1) X Tychonoff y estrella AN, pero no estrella numerable.
(2) X normal y estrella EN, pero no estrella Lindeldf.
(3) X normal y estrella AN, pero no estrella numerable.

7. Una reflexion final

A lo largo de este capitulo se ha introducido y desarrollado parte de la teoria de
los espacios estrella P, presentando definiciones clave, ejemplos relevantes y algunos
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resultados fundamentales. No obstante, es importante senalar que varios aspectos esen-
ciales de este campo han quedado fuera del alcance de nuestra exposicion. Entre ellos
destacan cuestiones relacionadas con la herencia de las propiedades estrella respecto a
subconjuntos cerrados, su preservacion bajo funciones continuas, asi como una mayor
exploraciéon de su comportamiento frente a productos topologicos.

Asimismo, cabe mencionar que la literatura especializada en estos espacios puede
resultar en ocasiones inaccesible, no sélo por su aparicién en revistas con disponibilidad
restringida, sino también por la variabilidad terminolégica. Muchos conceptos bésicos
y resultados conocidos se presentan bajo diferentes nombres o notaciones, dependiendo
en buena medida del autor o de la tradicion matematica particular desde la cual se
aborde el tema.

A pesar de ello, confio en que lo expuesto en las secciones anteriores haya sido sufi-
ciente para evidenciar la riqueza de este fragmento de la topologia general y, atin mas
importante, para mostrar el amplio campo que queda por explorar. Agradezco sincer-
amente el tiempo dedicado a la lectura de este capitulo y espero haber proporcionado
el contexto adecuado para la préoxima mente brillante que contintie profundizando en
el cautivador mundo de los espacios estrella P.

Que este capitulo sea una invitaciéon para seguir explorando con entusiasmo y ded-
icacion los desafios que atn guarda esta apasionante area de estudio.
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1. Introduccién

La extension de Alexandroff es una construccién que proporciona con cada espacio
topoldgico X un espacio compacto de forma tal que el espacio compacto contiene a X
como un subespacio topologico. Para el caso en que X no es un espacio compacto, y
unicamente en este caso, la extension de Alexandroff de X es una compactificaciéon de
X, es decir, es un espacio compacto que tiene un subespacio denso que es homeomorfo
a X.

Es posible hacer una construccion analoga usando la propiedad de Lindelof en lugar
de la compacidad. La construccién resultante recibe el nombre de extension de Lindelof
unipuntual y da lugar a un espacio Lindel6f que contiene al espacio original como un
subespacio topolégico. Ademés, tnicamente cuando el espacio original no posee la
propiedad de Lindelof, lo contiene de manera densa. Es en este ultimo caso cuando
dicha extension se denomina Lindel6ficacion unipuntual del espacio dado.

En esta nota estudiamos propiedades basicas de esta extension de Lindelof y de
manera muy particular estudiamos las propiedades de la Lindel6ficacion unipuntual de
espacios discretos de cardinalidad no numerable.

Notacion y terminologia. El conjunto de los ntimeros naturales es el conjunto N = w =
{0,1,...} y Nt = w\ {0}. Como es usual w; denota al primer ordinal (cardinal) no
numerable. Un conjunto A es numerable si existe una funcién inyectiva f : A — w. Si
f: X — Y es una funciéon y A C X, entonces f [ A: A — Y denota la restriccion de
f al subconjunto A.

Todos los espacios topologicos en esta nota se suponen no vacios. Si (X, 7) es un
espacio topologico y Y C X, entonces 7* = 7\ {0} y 7(V,X) ={U € 7 : Y C U};

73



74 3. LA LINDELOFICACION UNIPUNTUAL DE ESPACIOS DISCRETOS

en el caso en que Y = {x} escribimos 7(x, X) en lugar de 7({z}, X). La topologia de
subespacio de Y es denotada por 7 [ Y.

El espacio R es el conjunto de los niimeros reales con su topologia usual.

El peso de un espacio topologico X es el nimero cardinal w(X) = min{|B| :
B es base de X}. El peso de red de X es el numero cardinal nw(X) = min{|N] :
N es red de subconjuntos de X}. Recuerde que una red de subconjuntos de un espacio
X es una coleccion N de subconjuntos de X tal que, para cualquier abierto U de X y
cualquier elemento x € U, existe un elemento N € N con x € N C U.

Si X es un espacio Tychonoff, entonces el espacio topologico C,(X) es el conjunto
C(X)={f:X — R : fescontinua en X} equipado con la topologia de subespa-
cio respecto del producto topolégico R*. La topologia del espacio C,(X) es llamada
topologia de la convergencia puntual.

Como es bien sabido, la topologia producto de R¥ tiene como una subbase a la
coleccion S = J,cx{m, '[U] : U es un abierto de R}, donde m, : R* — R es la funcion
proyeccion cuya regla de asociacion esta dada por 7, (f) = f(z). Observemos que, como
S es una subbase para el producto R¥, cada funcién 7, es continua. Consecuentemente,
la familia de todos los subconjuntos de C,(X) de tipo:

@1, Urs U = | (w0 (U] N Cu(X0),
=1

donde x4,...,z, € X y Uy,...,U, son subconjuntos abiertos de R, es una base de la
topologia de C,(X). Es muy sencillo darse cuenta que

(@1, xy Uh, . U = {f € Cp(X) s Vi e {1,...,n} (f(z) € Ui)}.

Si f € Cp(X) es un elemento cualquiera, entonces la coleccion de todos los conjuntos
de la forma:

[fiz1, . xny €] =21, ..o, xn; (f(z1) — € f(z1) + €)oo, (f(zn) — €, f(xn) +€)],

es una base local para f en el espacio Cp(X). Aqui (f(z;) — €, f(x;) + €) es el intervalo
abierto de R de extremos f(z;) — e < f(z;) + €, donde € > 0. Es sencillo probar que

iz, ..ol ={g € Cp(X) :Vie {1,...,n} (|f(z:) — g(z)] <€)}

Todas las nociones de Topologia General que no sean definidas en esta nota pueden
encontrarse en [4]. Para los hechos sobre los espacios de funciones C,(X), el lector
puede consultar los libros [1] y [6].

2. Extension de Lindel6f

Recuerde que una consecuencia del axioma de fundaciéon de teoria de conjuntos es
que para todo conjunto X, X ¢ X.

PROPOSICION 2.1. Sea (X,7) un espacio topoldgico arbitrario. Defina co = X y
L(X) =X U{oco}. La coleccion

7 =7U{UCL(X):00€U y X \U es subespacio cerrado y Lindeléf de X }

tiene las siguientes propiedades:
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(1) 7' es una topologia en L(X).

(2) 71X =r.

(3) El espacio topologico (L(X), ") tiene la propiedad de Lindeldf.
(4) X es denso en L(X) siy solo si (X,T) no es un espacio Lindeldf.

DEMOSTRACION: (1) ) € 7/ porque @ € 7y L(X) € 7/ porque X \ L(X) =0y 0 es
un subconjunto cerrado y Lindel6f de X.

Por otro lado, si Uy,Us; € 7' son elementos arbitrarios, entonces oo € Uy N Us o
oo &€ UyNUs. En el primer caso se tiene que X \ U; y X \ Us son subespacios cerrados y
Lindelof de X. Por lo que X \ (U;NU,) = (X \ Uy) U (X \ Uz) es un subespacio cerrado
y Lindelof de X. Entonces U; N Us € 7/. Para el segundo caso hay tres posibilidades:
0€eElUyoog&Usoocog&U yoo€lUyooo U yoo ¢ U, Laultima posibilidad
implica que Uy, Uy € 7, lo que a su vez implica que U; NU, € 7 C 7/. La prueba para la
primera y segunda posibilidad son parecidas asi s6lo haremos una de ellas. Sioco € Uy y
oo & Us, entonces X \U; es un subespacio cerrado y Lindel6f de X y Uy € 7. Como X \Uy
es cerrado, X \ (X \U;) € 7. Consecuentemente Uy NUy = (X \ (X \Uy))NUs € 7 C 7',

Finalmente, suponga que {U) : A € A} C 7’ es arbitraria. Entonces oo & J,., Ux
0 bien 0o € | J,c, Ux. Si oo & [Jycp Un, tenemos que Uy € 7 para toda A € A; de esto
se sigue que |,y Uy € 7 C 7. Para la otra parte, si 0o € (J,, Uy, entonces existe
Ao € A tal que oo € U,,. Luego, X \ Uy, es un subespacio Lindel6f de X. Ademas,
para cualquier A € A, X \ U, es un subespacio cerrado de X. Consecuentemente,
Maea(X \ Ux) es un subconjunto cerrado de X. Y como [),., X \ Ux € X \ Uy,
Maea (X \ Uy) es Lindelof. Entonces X \ (J,c, Ux es un subespacio cerrado y Lindelof
de X. Esto muestra que J,., Ux € 7'. Por lo tanto, 7" es cerrada bajo uniones y, de
esta manera, hemos terminado la prueba de que 7’ es una topologia en L(X).

(2) La prueba es sencilla. Dejamos los detalles al lector.

(3) Suponga que U es una cubierta abierta arbitraria de L(X). Fije un elemento
Up € U tal que oo € Uy. Entonces, X \ Uy es un subespacio cerrado y Lindelof de X,
Como X es un subespacio topologico de L(X), la coleccion W = {UN (X \Uy) : U € U}
es una cubierta abierta de X \ Uy. Por ser X \ Uy un espacio Lindelof, existe {U,, : n €
Nt} C Utal que X\Uy = U, (U,N(X\Up)). Consecuentemente, {Uy, Uy, ...,U,, ...}
es una subcubierta numerable de U. Por lo tanto, L(X) es Lindel6f.

(4) =] Suponga que X tiene la propiedad de Lindeléf. Observe que esto implica
que X \ {oo} = X es un subconjunto cerrado y Lindel6f de (X, 7). Por ello, {oo} € 7.
Como {00} N X =0, X no es un subconjunto denso de L(X).

<] Suponga que X no es un subconjunto denso de L(X). Luego, existe un abierto
Ue 7\ {0} tal que XNU =0. Comooo & Xy L(X)=XUI{oc}, laigualdad
X NU =) implica que U = {oo}. Asi, {oo} € 7. De esto se sigue que X = X \ {oco}
es un subconjunto cerrado y Lindel6f de (X, 7). Lo que termina la prueba. O

El espacio topologico (L(X), ') definido en la proposicion anterior es llamado ezten-
sion de Lindeldf unipuntual del espacio (X, 7). Es importante resaltar que L(X) siempre
estd definido sin importar las caracteristicas del espacio X (por ejemplo no se requiere
que X satisfaga algiin axioma de separacion). Ademaés, X siempre es un subespacio
topologico de L(X), pero no siempre es un subconjunto denso. Por la proposicion
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sabemos que X es denso en L(X) tnicamente en el caso en que X no es un espacio de
Lindelof. En este tltimo caso se acostumbra llamar a L(X) Lindeldficacion unipuntual
de X E En algunos textos también se usa el nombre extension Lindeldf unipuntual. En
esta nota haremos uso de ambos nombres. En resumen,

DEFINICION 2.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico no Lindelof. FEl espacio topoldgico
(L(X),7") es llamado Lindel6ficacion unipuntual de X.

En todo lo que sigue estaremos suponiendo que todo ntimero cardinal es mayor que
cero y que es un espacio discreto.

Si £ un namero cardinal arbitrario, al ser un espacio discreto, x es un espacio T3 y
localmente compacto. Ademas, sus subconjuntos Lindel6f son numerables.

Con esta informacion es posible dar una descripcién mas precisa de la topologia de
la extension de Lindelof unipuntual de k.

DEFINICION 2.3. Dado un numero cardinal k, la extension de Lindelof unipuntual de
K es el espacio topoldgico (L(k),T") donde L(k) = kU {oc} y

7 =Pk)U{U C L(k):00 € UN |\ U| < w}.

Observemos que si k es un cardinal numerable, entonces el espacio discreto x tiene
la propiedad de Lindeldf, lo cual implica que L(k) no contiene a k como subespacio
denso y, ademas, que L(k) es un espacio discreto. Méas atn, de acuerdo con el siguiente
resultado, es posible identificar con precision quién es el espacio L(k).

PROPOSICION 2.4. Los siquientes enunciados son ciertos.

(1) Si k < w, entonces L(k) es homeomorfo a k + 1.
(2) Si k =w, entonces L(k) es homeomorfo a w.

Si k > w, entonces el espacio discreto (k, P(k)) no tiene la propiedad de Lindelof.
Por consiguiente, x es un subespacio denso de su extensién de Lindel6f unipuntual
L(k). En la seccion siguiente estudiaremos las propiedades bésicas del espacio L(k)
para cardinales no numerables.

3. Propiedades basicas de L(k)

Ya sabemos que, cuando k es un cardinal numerable, el espacio L(k) es un espacio
discreto, de tal forma que es un espacio muy rico en propiedades. En esta seccién
nos enfocaremos méas en analizar las propiedades basicas de las Lindeloficaciones de
cardinales no numerables.

PROPOSICION 3.1. Para todo cardinal k > 0, el espacio L(k) es Ty, colectivamente
normal y paracompacto. Ademds, todos sus subconjuntos numerables son cerrados y
todos sus subconjuntos compactos son finitos.

LAqui se usa la palabra «Lindeloficaciéons como en ocasiones se usa la palabra compactificacion
para aludir a los espacios compactos que contienen un subespacio denso que es homeomorfo a un
espacio no compacto dado. Entonces una Lindeldficacion de un espacio no Lindelof X es un espacio
Lindeldf Y que tiene un subespacio denso Z que es homeomorfo a X.
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DEMOSTRACION: Cuando x es un cardinal numerable, L(k) es un espacio discreto
numerable y por ello L(k) es un espacio colectivamente normal, T}, paracompacto, y
todos sus subconjuntos numerables son cerrados y todos sus subconjuntos compactos
son finitos. Asi que podemos suponer que kK > w. Por otro lado, como todo espacio
Lindelof T3 es paracompacto y todo espacio paracompacto es un espacio colectivamente
normal y Ty. Entonces para probar la primera parte de la proposicion bastara probar
que el espacio L(k) es Ts.

L(r) es un espacio Hausdorff reqular. Suponga que x,y € L(k) son elementos
arbitrarios diferentes. Si z,y € k, entonces los conjuntos {z} y {y} son abiertos en
L(k) ajenos que contienen a x y y. Six € Ky y = 0o, entonces los conjuntos {z} y
L(k) \ {z} son abiertos de L(k) ajenos y que contienen a x y y, respectivamente. El
caso faltante es cuando © = co y y € K, pero es evidente que la demostracion para este
caso es analoga a lo anterior. De esta forma hemos probado que L(k) es un espacio
Hausdorft.

Para verificar la regularidad de L(k) suponga que F es un subconjunto cerrado
arbitrario de L(k) y que x € L(k) \ F es un elemento cualquiera. Si x € k, entonces
los conjuntos {x} y L(k) \ {x} son abiertos de L(k) ajenos y que contienen a {z} y
a F, respectivamente. Si z = oo, entonces F' C k. Por tanto, F € P(k) por lo que
F es un abierto de L(k). Ademaés, como F' es cerrado en L(X) y L(X) es un espacio
Lindeldf, F' también tiene la propiedad de Lindeldf; y debido a que F' es discreto (F' es
un subespacio de k), |F| < w. Consecuentemente, L(x) \ F' es un abierto de L(k) que
contiene a x = 0o y que es ajeno de F, el cual también es abierto en L(x). Con esto
terminamos la prueba de que L(k) es un espacio regular.

Todos los subconjuntos numerables de L(k) son cerrados. Suponga que A C L(k)
es numerable. Si oo € A, entonces A es un subconjunto numerable de «. Entonces el
conjunto W = L(k)\ A es un abierto de L(k) porque oo € W'y k\W = A es numerable.
Consecuentemente, en este caso, A es un subconjunto cerrado de L(k). Por otro lado, si
oo € A, entonces el conjunto A\ {oo} es un subconjunto numerable de &, y por lo hecho
antes podemos concluir que A\ {oo} es cerrado en L(k). Como A = (A \ {oo}) U {0}
y L(k) es T}, A es cerrado en L(k).

Todos los subconjuntos compactos de L(k) son finitos. Suponga que C' C L(k) es
un subconjunto compacto arbitrario. Si C' es infinito, podemos elegir N C C un sub-
conjunto infinito numerable. Entonces N \ {co} es un subconjunto infinito numerable.
Por lo hecho lineas arriba, N \ {oo} es un subconjunto cerrado de L(x). Por lo cual es
un subconjunto cerrado del subespacio compacto C. Esto implica que N \ {oo} es un
subconjunto compacto de L(x) lo que es imposible porque N \ {oco} siendo subespacio
de k es un discreto infinito. Esta contradiccion permite concluir que C' es un conjunto

finito. O

La linea de Sorgenfrey es el ejemplo clésico que muestra que la propiedad de Lindelf
no siempre se preserva en productos finitos. Una propiedad curiosa de L(k) es que
todas sus potencias finitas y su potencia numerable tienen la propiedad de Lindelof.
Esta cualidad también la tienen los espacios Lindelof X.
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DEFINICION 3.2. Un espacio Tychonoff (X, T) es un espacio Lindelof X si existen una
cubierta C de X formada por subconjuntos compactos y una coleccion numerable N de
subconjuntos de X tal que para cada C € C y cada U € 7(C, X) existe N € N de modo
que C C N CU.

En ocasiones se dice que la coleccion € de la definiciéon anterior es una cubierta
compacta de X y que la coleccion N es una red modulo la cubierta C.

En el articulo [5] el lector puede encontrar una prueba de que la propiedad de ser
un espacio Lindel6f ¥ es preservada por productos numerables, por imégenes continuas,
subespacios cerrados, y por uniones e intersecciones numerables, y la demostracion de
que todos los espacios Lindelof ¥ tienen la propiedad de Lindelof.

Todos los espacios Tychonoff numerables X son espacios Lindel6f - porque las
colecciones € = N = {{z} : € X} son tanto una cubierta compacta de X como
una red numerable moédulo la cubierta €. En particular, cualquier espacio discreto
numerable es un espacio Lindelof Y.

Cualquier espacio Tychonoff o-compacto X = (J~,C, (aqui, cada C,, es un sube-
spacio compacto de X) es un espacio Lindel6f ¥ porque podemos tomar como cubierta
y red para € a los conjuntos € =N = {C,, : n € w}. En particular, cualquier espacio
compacto de Hausdorff es Lindelof X.

Para ningun cardinal no numerable &, el espacio L(k) es Lindelof X. La proposicion
y la siguiente propiedad de los espacios Lindelof ¥ nos permiten confirmarlo.

PROPOSICION 3.3. Si X es un espacio Lindelof ¥ y todos sus subespacios compactos
son finitos, entonces X es numerable.

DEMOSTRACION: Sea C una cubierta compacta para X y N una red numerable médulo
C. Como N C {NTF : F € [N]**\ {0}} y la familia {NF : F € [N]<«\ {0}} es
numerable, podemos suponer que N es cerrada bajo intersecciones finitas. Sea M =
{N € N: N es un conjunto finito}. Para verificar que X es numerable, bastara probar
que X = Uyen V-

Supongamos por el contrario que X # Jycy V. Fijemos un elemento zq € X \
Unen &NV. Como C es una cubierta de X, podemos fijar Cy € € de modo que zy € Cy.
Sea Ng = {N e N:Cy C N} y {N, : n € w} una enumeracion de Ny. Definamos
Ny = {NyN: : n € w}. Como N es cerrada bajo intersecciones finitas, N3 C N.
Ademas, para cada U € 7(Cy, X) existe N € N; tal que Cy C N C U.

Debido a que zy € Cy, todos los elementos de N; son conjuntos infinitos. Como C
es un conjunto finito, para cada n € w, podemos seleccionar z,, € ((;_, N;)\Co de modo
tal que x, # x,, si n # m. Defina K = {x, : n € w}. Si U € 7(Cpy, X) es arbitrario,
entonces existe n € w tal que Cy C (_, N; C U. Entonces K \ U C {xo,...,z,}. Por
tanto K \ U es un conjunto finito para cada U € 7(Cp, X). Por consiguiente, Cy U K
es un subconjunto compacto infinito de X, lo que es una contradiccion. O

Por la proposicion 3.1} si & > w, entonces todos los subconjuntos compactos de L(k)
son finitos. Si suponemos que L(k) es un espacio Lindel6éf ¥, entonces la proposicion
anterior implica que L(k) es numerable y contradice que k > w. Todo esto prueba el
siguiente corolario.

COROLARIO 3.4. Para todo k > w, L(k) no es Lindeléf ¥.
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Para cardinales numerables k, L(k) es un conjunto numerable y por eso tanto L(k)
como cualquiera de sus subespacios tienen la propiedad Lindelof X.

Cuando £ > w, de la proposicion 3.1]se infiere que algunos subespacios Lindelof ¥ de
L(k) son conjuntos finitos. El siguiente corolario precisa cuél es la posible cardinalidad
de los subespacios Lindelof ¥ de L(k).

COROLARIO 3.5. Para todo k > 0, los subespacios Lindelof ¥ de L(k) son unicamente
los subespacios numerables.

DEMOSTRACION: Basta probar la afirmacion para cardinales Kk > w. Suponga que Y
es un subespacio Lindelof ¥ de L(k). Considere un subconjunto compacto C' de Y.
Claramente, C' también es un subconjunto compacto de L(k). Por lo que C' es finito.
Entonces todos los subconjuntos compactos de Y son finitos. Por la proposicion [3.3] Y
es numerable.

Para el reciproco recuerde que ya se prob6 que cualquier espacio Tychonoff numer-
able tiene la propiedad Lindelof 3. O

En [2] Arhangel’skii describi6 un «fenémeno» curioso que aparece en el residuo
de cualquier compactificacion Hausdorff bX de un espacio metrizable X: en bX \ X
siempre hay un subespacio L3 tal que para todo abierto U de bX \ X que contiene a K
el complemento (bX \ X)\ U es Lindelof 3. Arhangel’skii llamé estructura (LY, LX) a
este comportamiento. Para ser més precisos,

DEFINICION 3.6. Un espacio de Tychonoff X es un espacio con estructura (LY, LY)
st existe un subespacio Lindeldf ¥ A con la propiedad de que para cada abierto U €
T(A, X), el complemento X \ U es también un subespacio Lindeldf . Se dice que el
subespacio A es un nucleo Lindelof ¥ o nicleo LY de X.

Cualquier espacio Lindelof ¥ tiene una estructura (LY, LY) porque cualquier sub-
conjunto finito no vacio es un nicleo LY. La estructura (LY, LX) también la tienen las
Lindel6ficaciones L(k).

PROPOSICION 3.7. Todo espacio L(k) es un espacio con estructura (L%, LY).

DEMOSTRACION: Como cualquier discreto numerable es un espacio Lindelof 32, cuando
k es un cardinal numerable, L(k) tiene la estructura (LY, LY). Entonces sélo debemos
probar el enunciado para cardinales x no numerables.

Suponga que k > w y defina A = {oo}. Es claro que A es un subespacio compacto
de L(k). Por lo cual es un espacio Lindel6f X. Ademas, si U es un abierto de L(k) que
contiene a A, L(k) \ U = £\ U es numerable, por lo que es un espacio Lindelof . [

En [3] el lector puede encontrar un estudio sisteméatico de las propiedades de los
espacios con estructura (LY, LY). En particular, se puede encontrar la prueba de la
siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.8. La clase de espacios con estructura (LY, LX) es cerrada bajo imd-

genes continuas y subespacios cerrados. Ademds, cualquier espacio con estructura
(LY, LY) es un espacio Lindeldf.
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El producto de espacios con estructura (L3, LX) no siempre conserva esta propiedad.
Para cualquier cardinal k > w, el cuadrado de L(x) es un ejemplo de ello. No obstante,
cuando L(k) se multiplica por un espacio Lindel6f ¥; la situacion cambia.

PROPOSICION 3.9. Sea sk un cardinal no numerable.

(1) El producto L(k) X L(k) no es un espacio con estructura (L3, LY).
(2) Para cada espacio X Lindeldf 3, L(k) x X tiene estructura (LY, LY).

DEMOSTRACION: (1) Suponga para generar una contradiccion que si existe un nicleo
LY enY = L(k) x L(k), digamos K. Sea 7 : L(k)x L(k) — L(k) la proyeccion de Y al
primer factor. Como la imagen continua de espacios Lindelof 3 es un espacio Lindelof
Y., m[K] es un subespacio Lindelof 3 de L(k). Por consiguiente es numerable. Fije
y € L(k) \ m[K] y defina U =Y \ ({y} x L(k)). Claramente, K C U y U es abierto
en Y. Note ahora que el complemento Y \ U de U es el espacio {y} x L(k), el cual es
homeomorfo a L(k). Por lo tanto, Y \ U no es un espacio Lindel6f ¥, lo que contradice
que K es un nicleo Lindelof X de Y.

(2) El subespacio Z = {oo} x X de L(k) x X es homeomorfo a X y, por ello, es Lindelof
Y. Resulta que Z es un nucleo LY. de L(k) x X. Para verificarlo considere cualquier
abierto W de L(k)x X con Z C W. Como Z es Lindeldf, existe una coleccién numerable
de abiertos bésicos {U, x V;, : n € N} de L(x) x X tal que Z C |J,,cn(Un x V) € W.
Para cada n, U, es un abierto de L(k) que contiene a oo, entonces |L(k) \ U,| < w
para cada n. Por consiguiente, |L(k) \ (,enUn| < w. Sea U = [,y Un- Entonces
(L(k) \ U) es un subespacio discreto numerable de L(k), de lo cual (L(k) \ U) x X
Lindel6f ¥ porque es la uniéon numerable de subespacios homeomorfos a X (el cual es
Lindelof 32). Observe que (L(k) x X))\ W es un subespacio cerrado de (L(k)\ U) x X,
de donde (L(k) x X) \ W es Lindelof 3. O

Otra importante propiedad que comparten los espacios Lindel6f ¥ y las extensiones
Lindel6f unipuntuales L(k) es la estabilidad. La estabilidad se define de la siguiente
forma.

Una condensacion es cualquier funciéon continua biyectiva f : X — Y. Diremos que
X se condensa sobre Y si existe una condensaciéon con dominio X y contradominio Y.
El i-peso de un espacio Tychonoff X es el nimero cardinal

iw(X) = min{w(Y) : Y es un espacio Tychonoff y X se condensa sobre Y'}.

Dado un cardinal infinito A, se dice que un espacio Tychonoff X es A-estable si para
cualquier imagen continua Tychonoff Y de X, la condicion iw(Y) < A implica que
nw(Y) < A. Se dice que X es un espacio estable si y sélo si X es A-estable para todo
cardinal infinito .

Un hecho conocido es que todo espacio con la propiedad de Tychonoff satisface la
desigualdad iw < nw (véase, por ejemplo, [6, 156, p. 19]). Por otra parte, es evidente
que cualquier espacio estable cumple la relaciéon nw < 7w. En consecuencia, si X es
un espacio estable, entonces iw(X) = nw(X)F Esta igualdad cobrard relevancia mas
adelante, particularmente en la proposicion y en el corolario [3.15]

2Mas atn, a partir de lo anterior, no es dificil comprobar que si Y es imagen continua de un espacio
estable, entonces iw(Y) = nw(Y).
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PROPOSICION 3.10. Todos los compactos de Hausdorff son estables.

DEMOSTRACION:  Suponga que X es un espacio compacto Hausdorff cualquiera y
que A es un cardinal infinito arbitrario. Suponga también que f : X — Y es una
funcién continua suprayectiva arbitraria, donde Y es un espacio Tychonoff tal que
iw(Y) < A. Obviamente, como X es un espacio compacto, Y también lo es. Fijemos
una condensacion g : Y — Z, donde Z es un espacio Tychonoff tal que w(Z) < A
Como g es biyectiva y continua, Y es compacto y Z es Hausdorff, resulta que g es
una funcién cerrada, y, por consiguiente, un homeomorfismo. De esto se sigue que
w(Y) =w(Z) <A Como nw(Y) < w(Y), tenemos que nw(Y) < A; por lo que X es un
espacio A-estable. Debido a que A es arbitrario, podemos concluir que X es un espacio
estable. 0

Nuestra siguiente tarea consiste en generalizar el enunciado de la proposicion [3.10]
mediante un argumento ligeramente mas elaborado, con el cual demostraremos que, en
efecto, todos los espacios Lindel6f ¥ también son estables:

PROPOSICION 3.11. Todo espacio Lindelof X2 es un espacio estable. Consecuentemente,
si X es Lindeldf ¥, entonces iw(X) = nw(X).

DEMOSTRACION: Sean X un espacio Lindelof >, A un cardinal infinito arbitrario y
Y cualquier imagen continua Tychonoff de X tal que iw(Y) < A. Como la propiedad
Lindelof 3 se preserva bajo imagenes continuas Tychonoff, Y es Lindeldf . Entonces
podemos fijar una cubierta compacta € de Y y una red numerable N médulo C. Fije
ahora una condensacion f : Y — Z donde Z es un espacio Tychonoff de modo que
w(Z) = iw(Y). Como w(Z) = iw(Y) < A, podemos fijar una base B de Z de modo
que |B| < A. Debido a que f es una condensacion, a que B es una base de Z y a que
Z es Ty, para cualesquiera y,yg € Y elementos diferentes, existen B,C' € B elementos
ajenos tales que y € f~YB] y yo € fC].

Defina F = {f'[B]: Be B} yM={N9:5 € NUFJ=¥\ {0}}. No es dificil
probar que | M| < A. Méas atn, M es una red de subconjuntos de Y. Efectivamente,
sean iy € Y y U abierto en Y con 3 € U arbitrarios. Como C es una cubierta de
Y, existe C' € € tal que ¢y € C. Observe que el subespacio C'\ U es compacto.
Entonces, para cada y € C'\ U, existen elementos ajenos F,, H, € F tales que y € F,
y y € Hy,. Como la coleccién {F, : y € C'\ U} es una cubierta abierta de C'\ U,
existen yi,...,ym € C'\ U tales que C\ U C |J", F,,. El conjunto U UJ;", F,, es
abierto y C C U U J*, F,,, entonces como N es una red modulo €, existe N € N
tal que C C N C UUJ, F,,. Observe que y' € Nn (N, Hy,) € M. Ademés,
NN (O Hy) € N S UUUL By, N0 (N2 Hy) © N2y y (M Hy) 0
(U, F,) = 0. Entonces ¥ € NN (N, H,) € U. Por tanto, la familia M es
una red de subconjuntos de Y de cardinalidad < A. Esto muestra que nw(Y) < A.
Consecuentemente, X es A-estable. Como A es arbitrario podemos concluir que X es
un espacio estable. O

En virtud de que el espacio L(w) es Lindel6f ¥, por ser numerable y tener la
propiedad de Tychonoff, la proposicion garantiza que L(w) es estable. A con-
tinuacion, demostraremos que, para todo k > w, el espacio L(k) también es estable.
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Para ello, en la proposicion se probarda que todos los espacios con estructura
(LY, LY), que admitan un nticleo LY compacto, son espacios estables. Obsérvese que
L(k) pertenece a esta clase de espacios topologicos, como se muestra en la prueba de
la proposiciéon

Antes de proceder con lo anterior, es necesario recordar una generalizaciéon natural
del caracter puntual en un espacio topologico, asi como un resultado auxiliar relacionado
con su comportamiento respecto a subespacios compactos:

DEFINICION 3.12. Sean X wun espacio topoldgico y Z C X. Se dice que una coleccion
U C 7(Z,X) es una base de Z en X si para cualquier W € 7(Z, X) existe U € U tal
que Z C U CW. El caracter de Z en X es el numero cardinal

X(Z,X)= min{|U| : U C 7(Z,X) es una base de Z en X}.

LEMA 3.13. Sean A un cardinal infinito y X un espacio topoldgico tal que w(X) < A.
Si K C X es compacto, entonces x(K,X) < .

DEMOSTRACION: Sea B una base para X de cardinalidad < A. Sea By la familia de
todas las uniones finitas de elementos de B que cubren a K. Es claro que |Bg| < .
Veamos que la familia By es una base de K en X. En efecto, sea U € 7(K, X) un
elemento cualquiera. Para cada x € K, sea U, un elemento de B tal que x € U, C U.
Defina Vi = | J{U, : © € K}. Entonces Vx C U y existe {x1,29,...,2,} C K tal que
K C U?:l U, C Vk. Claramente, U?:l U, € Bk, lo que muestra que Bx es una base
de K en X. Por lo tanto, y(K, X) < A. O

Ahora si probamos el resultado prometido.

PROPOSICION 3.14. Sea X un espacio con estructura (LY, LY). Si X tiene un nicleo
LY compacto, entonces X es un espacio estable.

DEMOSTRACION: Sean K un ntucleo compacto de X y A un cardinal infinito cualquiera.
Sea f : X — Y una funcién continua suprayectiva, donde Y es un espacio Tychonoff,
y sea g : Y — Z una condensacion, donde Z es Tychonoff y w(Z) < A\. Como Y es
imagen continua de X, Y es un espacio con estructura (LY, LX) (véase la proposicion
3.8). Mas atn, f[K] es un ntcleo LY compacto.

Entonces K* = g[f[K]] € Z es un subespacio compacto y por el lema m,
X(K*,Z) < A Sea U = {U, : @ < A} una base de K* en Z. Defina V,, = ¢7'[U,]
y considere la familia V = {V,, : @ < A}, entonces |V = f[K]. Si definimos a los
subespacios Y, = Y \ V,, entonces: Y = [J,.,(Ya U f[K]). Observe que todo Y, es un
espacio Lindelof ¥, y como f[K] es compacto, Y, U f[K] es Lindelof ¥ para toda o < .
Consecuentemente, cada Y, U f[K] es un espacio estable, debido a la proposicion m

Por otro lado, para todo a@ < A, g [ Yo U fIK] : Y, U f[K] — g[Ya U f[K]] es
una condensacion tal que g[Y, U f[K]] es un espacio Tychonoff y w(g[Y, U f[K]]) < A
Entonces iw(Y, U f[K]) < A para toda a < A. Debido a que cada subespacio Y, U f[K]
es estable, tenemos que nw(Y,U f[K]) < A para toda o < \. Fije, para cada o < A, una
red N, de subconjuntos del espacio Y, U f[K] de tal forma que |N,| = nw(Y, U f[K]).
Defina N = (J,, Na. No es dificil probar que N es una red de subconjuntos de Yy
que |N| < A. Esto ultimo nos dice que nw(Y) < A y muestra que X es un espacio
A-estable; y como A es arbitrario, podemos concluir que X es un espacio estable. O
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COROLARIO 3.15. Para todo k > w, L(k) es un espacio estable. En particular, iw(L(k))
nw(L(k)) = k.

4. Espacios Lindel6f primario

En esta seccion se demostrara que toda potencia numerable de un espacio L(k) tiene
la propiedad de Lindelof. Observemos que basta con verificar esta afirmaciéon para los
casos en que K > w, ya que, si Kk es numerable, entonces el espacio L(k) es discreto
numerable y, por tanto, un espacio Lindeltf 3; en consecuencia, todas sus potencias
numerables también son espacios Lindeldf.

Al final de la seccion definiremos a los espacios Lindelof primarios. Esta clase de
espacios topolédgicos tiene una fuerte relacion con las potencias numerables de Lindel6-
ficaciones unipuntuales de cardinales no numerables. A partir de esta seccion, todos los
espacios se suponen Tychonoff.

Para demostrar que las potencias finitas de L(k) tienen la propiedad de Lindelof, se
demostrara primero que L(k)“ es un espacio de Lindel6f; y para hacer esto ultimo se
requiere de algunos resultados auxiliares.

DEFINICION 4.1. (1) Diremos que una coleccion V de subespacios de un espacio X
es punto-numerable si para cada elemento x € X la coleccion {V € V:z €V}
es numerable.

(2) Sean (X, T) un espacio topolégico y W C 7*. Diremos que una coleccion V C 7*
es un refinamiento abierto de U si |JV = |JU y para cada V €V eziste U € U
tal que V C U.

(3) Un espacio topoldgico X es meta-Lindelof si toda cubierta abierta tiene un
refinamiento abierto punto-numerable.

En cualquier espacio discreto X la coleccion V = {{z} : x € X'} es un refinamiento
abierto de cualquier cubierta abierta de X y debido a que {V € V : z € V} tiene
cardinalidad uno para cada x € X, la familia V es punto-numerable. En conclusion,
cualquier espacio discreto es un espacio meta-Lindeldf.

Por otro lado, si X es un espacio Lindelof , entonces cualquier cubierta abierta U de
X tiene una subcubierta numerable V. Es muy facil probar que V es un refinamiento
abierto punto-numerable de U. Asi, cualquier espacio Lindeldf es un espacio meta-
Lindelof. Sin embargo, no todo espacio meta-Lindel6f es un espacio Lindel6f; por
ejemplo, el espacio discreto w; es un espacio meta-Lindel6f que no es Lindeldf (recuerde
que estamos suponiendo que todos los nimeros cardinales tienen la topologia discreta).

Enseguida probaremos que si en un espacio meta-Lindelof se puede garantizar que
todo subespacio discreto y cerrado es numerable, entonces el espacio es Lindelof. El
que todos los subespacios discretos y cerrados sean numerables tiene un nombre.

DEFINICION 4.2. Diremos que un espacio topologico tiene extension numerable si y solo
st todos sus subconjuntos discretos y cerrados son numerables.

LEMA 4.3. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier espacio topoldgico

X:
(1) X es Lindeldf.
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(2) X es meta-Lindeldf y tiene extension numerable.

DEMOSTRACION: (1) = (2). Ya hemos verificado que todo espacio Lindel6f es meta-
Lindelof. Verifiquemos que X tiene extension numerable. Supongamos que Y es un
subespacio discreto y cerrado de X. Como X es Lindelof, Y también es un espacio
Lindelof. Debido a que la topologia de subespacio de Y es la discreta, la coleccion
{{y} : y € Y} esta contenida en 7 [ Y y cubre a Y. Como Y es Lindeldf, la cubierta
abierta anterior tiene una subcubierta numerable. Esto implica la numerabilidad del
conjunto Y. Asi, podemos concluir que el espacio X tiene extension numerable.

(2) = (1). Supongamos que X no es Lindel6f. Entonces existe una cubierta abierta
U de X que no tiene subcubiertas numerables; equivalentemente, U no tiene refinamien-
tos abiertos numerables.

Debido que X es meta-Lindel6f, U si tiene un refinamiento abierto V punto-numerable.

Construiremos por recursion dos colecciones D = {z, :a < w;} C Xy {V,:a <
wi } tales que

oV, ={VeV:zx, €V} para cada o < wy.
® 2, & Usen (UVs) para cada a < w;.

Seleccionemos un elemento cualquiera xy € X. Debido a que V es punto-numerable, la
coleccion Vo = {V € V : zy € V'} es una coleccion numerable. Como V, es numerable
y U no tiene subcubiertas numerables, necesariamente | JVy # X. Seleccionemos un
elemento z; € X \ (JVy. Defina V) ={V € V:x; € V}. Note que V; es numerable.

Supongamos ahora que 1 < a < w; y que tenemos construidos xo,z1,...,25 y
colecciones Vy, V1, ...,V para todo 3 < « con las siguientes propiedades:

e Vg ={V €V:23 €V} paracada < a.
° 15 ¢U,\<5(va\) para cada 3 < a.

Defina W = U,B <o Vp- Entonces W C V y ademés W es numerable (porque cada Vg
lo es). Entonces X # |JW. Luego, podemos fijar un elemento z, € X \ [JW. Defina
Vo ={V €V :z, € V}. Por construccion z, & Uz, (UVs). Con esto terminamos la
construccion de las colecciones D = {z, :a <w;} € X y {V, : a < w;} deseadas.

Probemos ahora que el conjunto D es un subespacio cerrado y discreto de X: sea
z € X \ D un elemento arbitrario. Como V cubre a X (pues es refinamiento), existe
VeVtalquex eV. SiVND =10, entonces z € VC X\ D. SiVND #0,
entonces podemos fijar un elemento z, € DNV. Luego, V € V,. De donde, para todo
B #a x5 V. Sea W =V \ {x,}. Entoncesz € W C X\ Dy W es un abierto
de X. En cualquier caso hemos probado que = es punto interior de X \ D. Como
x € X\ D es arbitrario, X \ D es abierto, es decir, D es un subconjunto cerrado de X.
Por otra parte, si x, € D es arbitrario, entonces como V cubre a X, existe V € V tal
que x, € V. Luego, V € V,. Entonces x5 ¢ V para todo 3 # «. Consecuentemente,
existe un abierto V' de X tal que VN D = {z,}. Esto prueba que D es un subespacio
discreto de X.

Note ahora que el hecho de que D tiene cardinalidad no numerable contradice el

hecho de que X es un espacio con extension numerable. Por lo tanto, X es un espacio
Lindelof. O
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Segun el lema anterior, dado un cardinal no numerable x, para probar que L(k)%
es un espacio Lindelof bastara demostrar que es un espacio Tychonoff meta-Lindelof y
que tiene extension numerable. El espacio L(k)“ es Tychonoff porque es el producto
de espacios Tychonoff. Para demostrar que L(k)“ es meta-Lindelof, probaremos que es
completamente tamizado (véase la proposicion .

DEFINICION 4.4. Se dice que un espacio topoldgico X es completamente tamizadcﬁ (o
completamente filtrado) si toda coleccion de abiertos no vacios U tiene un refinamiento
abierto V o-ajeno; es decir, si existe una coleccion de abiertos V o-ajena tal que | JV =
UUW y tal que para cada V €V existe U € U con V C U.

Recuerde que una familia es g-ajena si es igual la uniéon de una cantidad numerable
de familias ajenas (es decir, familias en donde cualesquiera dos elementos diferentes
tienen interseccion vacia).

Para ser breves, diremos que la familia V estd inscrita en la familia U si y s6lo si
para cada V € V existe U € U con V' C U. De esta manera, en la definicién anterior,
la familia 'V esté inscrita en U.

PROPOSICION 4.5. Cualquier espacio completamente tamizado es un espacio meta-

Lindeldf.

DEMOSTRACION: Sea U una cubierta abierta arbitraria de un espacio completamente
tamizado X, entonces existe V = |, o, V» familia de abiertos o-ajena tal que [JV =
JU = X y tal que V esta inscrita en U.

Entonces, V es un refinamiento abierto de U y, ademas, para cada x € X, la colecciéon
{V.€V:x eV} coincide con la union (J,. {V €V, : © € V}, la cual es numerable,
ya que, cada conjunto {V € V,, : © € V'} tiene cardinalidad a lo sumo 1, dado que,
al ser V,, una familia ajena, el punto x pertenece a los més a un elemento de dicha
familia. De esta manera, hemos probado que la coleccion V es un refinamiento abierto
punto-numerable de la cubierta U. Por lo tanto, X es un espacio meta-Lindelof. U

Enseguida probaremos que las potencias finitas de L(k) son espacios completamente
tamizados.

PROPOSICION 4.6. Para todo k > w y todo natural n > 0, el espacio L(k)" es comple-
tamente tamizado.

DEMOSTRACION: Sea k un cardinal no numerable arbitrario. Probaremos que L(k)"
es completamente tamizado por inducciéon matematica. Suponga que n =1y que U es
cualquier coleccion de abiertos no vacios del espacio L(k). Tenemos dos casos:

Caso (1): 0o € JU.
Fijemos V' € U tal que co € V. Definamos
V={V}U{{z}:2 € UNk para algin U € U}.

Entonces V es una coleccion de abiertos no vacios y es la unién de dos familias. Observe
que cada una de ellas es una familia ajena. Ademas, |JV = |JU y para cada W € 'V
existe U € U tal que W C U.

3Del inglés: completely screenable.
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Caso (2): oo & |JU.

En este caso simplemente defina V = {{z} : x € U para algin U € U}. Entonces V
es una coleccion de abiertos, es una familia ajena, [ JV = |JU y para cada V € 'V existe
UeUtal que V CU.

Todo lo anterior muestra que la propiedad es cierta para n = 1.

Supongamos que n € NT y que L(k)™ es completamente tamizado. Sea U una

coleccion arbitraria de abiertos no vacios del espacio L(r)".
Consideremos la funcion continua 7 : L(k)"™ — L(k)"* dada por

T(T1y oy Ty Tpg1) = (21, - .+, Ty, 00).

Es facil darse cuenta que w[L(k)"™!] = L(k)" x {co}. De esta manera, el subespacio
F = w[L(k)"™] es un subconjunto cerrado de L(x)"*! y ademas es homeomorfo al
espacio L(k)". Como estamos suponiendo que L(k)™ es completamente tamizado, el
subespacio F' es completamente tamizado.

Observe ahora que si definimos, para cada « € k, a V, = L(k)" x {a}, entonces cada
conjunto V, es abierto en L(k) (porque & es un espacio discreto) y ademés L(k)" ™\ F =
Uaex Va. Mas atin, observe que la familia de abiertos {V,, : a € s} es una familia ajena.
También es facil darse cuenta que cada V,, es homeomorfo al espacio L(k)"; por lo que
cada conjunto V,, es un espacio completamente tamizado con la topologia de subespacio.
Entonces, para cada o € k, existe una familia V, de abiertos no vacios de V, que es
o-ajena, que esta inscrita en la familia U, = {V,NU : U € U} y tal que YV, = JU,.

Supongamos que, para cada o € k, V, = [J{V2' : m € w} donde la familia V" es
una familia ajena de subconjuntos abiertos de V. Definamos V™ = [ J{V? : a € &k}
para cada m € w. Entonces cada familia V™ esta formada de abiertos de L(x)"*!,
estd inscrita en la familia U y es una familia ajena. Consideremos ahora la coleccion
V' = Uneo V" Resulta que V' es una familia o-ajena formada por subconjuntos
abiertos del espacio L(x)"™! tal que (W) N (L(k)"™\ F) =V

Por otra parte, como el subespacio F' es un espacio completamente tamizado, para
la coleccion de abiertos Up = {UNF : U € U} existe una familia o-ajena W = .., Wx,
de subconjuntos abiertos de F', que esta inscrita en la familia Ug, y para la cual sucede
que (JW = [JUp. Obviamente la familia Ug esté inscrita en la familia U, por lo que
la familia W también esté inscrita en U. Por esto para cada W € W podemos fijar un
elememto O(W) € U de modo que W C O(W).

Debido a que 7(z) = 2 para todos los elementos z € F, tenemos que W C 7~ [W]
para toda W € W. Ademas como la funciéon 7 : L(k)"™ — L(k)"*! es continua y
F = 7[L(k)"*1], la funcion 7 : L(k)"*" — F también es continua. Entonces la familia
D = {77! [W] : W € W} consiste de subconjuntos abiertos de L(x)"*' y es o-ajena
porque cada una de las colecciones D,, = {7 ~![W]: W € W, } es una familia ajena (ya
que W, loes) y D = {,,c,, Dn-

Defina ahora V' = {7 }[IW]NO(W) : W € W}. Claramente la familia V" consta de
abiertos de L(k)"™! y estd inscrita en la familia U. Si definimos V/ = {7~ [W]NO(W) :
W € W, } para cada n € w, entonces V) es una familia ajena y ademés V' = J, .., Vn.-
De esta manera, V" es una familia o-ajena. Ademas, (JU)NEF CYV".



4. ESPACIOS LINDELOF PRIMARIO 87

Para finalizar, defina V = V' UV”. Entonces V es un refinamiento abierto de la
familia U que es o-ajeno. Lo que termina la prueba de que L(x)"™' es un espacio
completamente tamizado.

Por lo tanto, por el método de induccion matematica, L(x)"™ es un espacio comple-
tamente tamizado para todo entero positivo n. O

COROLARIO 4.7. Para todo k > w y todo natural n > 0, L(k)" es meta-Lindeldf.
COROLARIO 4.8. Para todo k > w, L(Kk)* es un espacio completamente tamizado.

DEMOSTRACION: Sean « > w y U una familia arbitraria de abiertos no vacios del
espacio L(k)¥. Para cada f € ([JU, existe Uy € U tal que f € Uy. Fijemos un abierto
canonico Wy tal que f € Wy C Uy. Note que si Wy = L(k)“ para algin f € (JU,
entonces Uy = L(k)“ y la familia {IWW;} es un refinamiento abierto de U que es o-ajeno.
Lo que termina la prueba en este caso.

Para el caso en que ningtin Wy es igual a L(k)“, defina W = {W; : f € [JU}.
Entonces W es un refinamiento abierto de U que esta formado por abiertos basicos del
producto L(k)“ (abiertos basicos que son diferentes a L(k)“). Es claro que si probamos
la existencia de un refinamiento abierto de W que sea g-ajeno, éste también sera un
refinamiento abierto de U o-ajeno.

Por nuestra hipétesis sobre los elementos Wy, para cada W,y € W existe un entero
positivo n y abiertos W; no vacios y diferentes a L(x) tales que Wy = (;_, 7 "W).
Defina i(W;) = n.

Sea, para cada n € N*, p, : L(k)* — L(k)™ la proyeccion de L(k)¥ a sus primeros
n factores L(k) x --- X L(k). Defina también, para cada n € NT, al conjunto W,, =
{Wy € W:i(Wy) =n}. Es claro que W = |J,,cp+ Wy Para cada W € W, existe V/
abierto en L(k) x -+ X L(r) (n factores) tal que W = p_1[V].

Resulta que la coleccion {p,[W] : W € W, } esta formada por abiertos de L(k)".
Como el espacio L(k)"™ es completamente tamizado, para la familia {p,[W]: W € W,,}
existe un refinamiento abierto D = (J, .+ Dy 0-ajeno. Defina ahora V,, = {p, '[D] :
D € D, } para cada n € N*. Es claro que, como D,, es una familia ajena, V,, también
lo es. Resulta que V = J,,cp+ Vi €s un refinamiento abierto de W que es o-ajeno. Lo
que termina la prueba en el segundo caso.

Por lo tanto, el espacio L(k)*¥ es completamente tamizado. O

El siguiente resultado es un corolario de la proposicion [4.5]y del corolario
COROLARIO 4.9. Para todo k > w, L(k)* es un espacio meta-Lindeldf.

Para poder terminar la prueba de que L(k)“ es Lindelof (para k > w), solo nos hace
falta probar que tiene extensiéon numerable.

PROPOSICION 4.10. Para todo cardinal no numerable k, el espacio L(k)“ tiene extension
numerable.

DEMOSTRACION:  Suponga que k > w. Denotaremos por ¢, : L(k)¥ — L(k) la
proyeccion al factor n-ésimo del producto L(k)“.
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Supongamos por el contrario que existe un subespacio no numerable D de L(k)“ que
es cerrado y discreto. Contruiremos por recursion una sucesion (D, ),e., de subconjuntos
no numerables de D y una sucesion (c¢,)ne, de elementos de L(k) con las siguientes
propiedades:

e DODy2D; 2
e para cada U abierto en L(k) con ¢, € U, |D, \ ¢;[U]]| < w.

Para construir a Dy y a ¢y consideremos los siguientes dos casos:

Si qo[D] es un subconjunto numerable, entonces como D no es numerable y D =
DNyt q[D]] = Uceo(n) DNy *{c}, debe existir ¢y € qo[D] C L(x) tal que DNgy*{co}
es no numerable. Definamos en este caso Dy = D N q *{co}. Verifiquemos que ¢ y Dy
cumplen la segunda propiedad. Suponga que U es un abierto arbitrario de L(k) que
contiene a cy. Como Dy C gy {co}, tenemos que go[Do] C {co} C U. Asi, Dy C 5 [U].
De lo que se tiene que | Dy \ ¢; ' [U]] < w.

Por otro lado, si ocurre que ¢o[D] es un subconjunto no numerable, entonces defin-
imos ¢y = oo y fijamos, para cada d € gy[D], un tnico elemento z4 € D N ¢;'{d},
y definimos Dy = {z4 : d € q[D]}. Verifiquemos que ¢y y Dy cumplen la segunda
propiedad. Suponga que U es un abierto arbitrario de L(k) que contiene a ¢y. Como
co = o0, |L(k) \ U] < w. De donde, |go[Do] \ U| < w. Debido a que z4 € Dy N q; ' [U] si
y sélosid € qo[Do]\U (v a que d # d siy solo si x4 # xa), los conjuntos Dy \ ¢; ' [U] v
qo[Do] \ U tienen la misma cardinalidad. Entonces |Dy \ g5 '[U]| < w como se deseaba
probar.

Suponga ahora que n > 0 y que tenemos construidos elementos cy, . .., ¢,_1 de L(k)
y subconjuntos no numerables Dy, ..., D, de D tales que

e DODy 2D 22Dy
e para cada U abierto en L(k) con ¢, € U, |Dy \ ¢, '[U]] € w, para cada k =
0,...,n—1.
Tenemos los siguientes dos casos para ¢,[D,_1]:

(1) El conjunto ¢,[D,,_1] C L(k) es numerable. En este caso debe existir un ele-
mento ¢, € L(k) tal que el conjunto D,,_;Ng, *{c,} es no numerable. Entonces
definimos D,, = D,,_1 N g, {c,}.

(2) El conjunto ¢,[D,—1] € L(k) es numerable. En este caso fijamos para cada
d € qn[D,_1] un tnico elemento x4 € D,,_1 N g, {d} y definimos D, = {z, :
d € q,[Dyp1]} vy ¢, = 0.

En ambos casos es muy sencillo probar que D,, C D, _; es no numerable y que, para
cada abierto U de L(k) que contiene a c,, se tiene que |D,,\ ¢, *{c, }| < w. Esto termina
nuestra construccion recursiva.

Definamos ahora ¢ € (L(k))* como el tunico elemento tal que g,(c) = ¢, para
cada n € w. Afirmamos que ¢ es punto de acumulaciéon del conjunto D. En efecto,
consideremos un abierto cualquiera W de L(k)“ que contiene a c¢. Entonces existen n €

w y abiertos Uy, ..., U, de L(k) tales que c € (I, ¢; '[U:] € W. Como D, \ ¢; '[U;] C

D; \ ¢; '[Ui] es numerable para cada i = 0,...,n, tenemos que D, \ (N, ¢; '[Ui]) =

Uj—o (Dn\qj_1 [U;]) es numerable. Pero D, no es numerable asf que D, N (7, g; '[Us])

no es un conjunto numerable. Consecuentemente, W N D es no numerable porque



4. ESPACIOS LINDELOF PRIMARIO 89

D, N (ﬂ?zo qi_l[Ui]) C D,NW C DNW. Debido a que W es arbitrario, ¢ es un punto
de acumulacion de D, pero siendo D cerrado tenemos que ¢ € D; y como D es un
subespacio discreto de L(k)¥ debe existir W abierto de L(k)* tal que W N D = {c},
lo que contradice lo antes probado. Por lo tanto, el espacio L(k)¥ tiene extension
numerable. 0J

Aplicando el lema [4.3] el corolario [4.9]y la proposicion [4.10, obtenemos el siguiente
resultado.

COROLARIO 4.11. Para todo k > w, L(k)* es un espacio Lindeldf.

Debido a que cada potencia finita L(x)" es imagen continua de la potencia numerable
L(k)¥ tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 4.12. Para todo k > w y todo nimero natural n > 0, L(k)" es un espacio
Lindeldf.

Las potencias numerables L(k)¥ para cardinales no numerables k son espacios muy
importantes.

DEFINICION 4.13. Un espacio topoldgico (X, 7) es Lindelof primario o primariamen-
te Lindelof si X es la imagen continua de un subespacio cerrado de L(k)¥ para algin
cardinal no numerable k.

Obviamente, para todo cardinal no numerable &, el espacio L(k)“ y todas sus po-
tencias finitas L(k)™ son espacios Lindel6f primario. Ademés, como cualquier espacio
L(k)“ tiene la propiedad de Lindeldf, tenemos lo siguiente.

COROLARIO 4.14. Todo espacio Lindelof primario es un espacio Lindeldf.

La clase de espacios Lindel6f primario tiene propiedades muy parecidas la de los
espacios Lindelof . Por ejemplo, enseguida probaremos que es cerrada bajo subespacios
cerrados, imagenes continuas, uniones y productos numerables.

PROPOSICION 4.15. La union numerable de espacios Lindelof primario es un espacio
Lindeldf primario .

DEMOSTRACION:  Suponga que X = (J, ., Xy, donde X, es un espacio Lindel6f pri-
mario para cada n € w. Fije, para cada n € w, un cardinal no numerable k,, un
subespacio cerrado F,, C L(k,)“ y una funcién continua suprayectiva f, : F,, — X,,.

Si k = sup{k, : n € w}, entonces L(k,) es homeomorfo a un subespacio cerrado de
L(k). De esto se sigue que L(k,)“ es homeomorfo un subespacio cerrado de L(x)“, por lo
que F,, es homeomorfo un subespacio cerrado G,, de L(k)¥, para cada n € w. Entonces
el subespacio F' = @, ., I, es homeomorfo al subespacio cerrado G = @,,., G, de
D,.c., L(x)“. Fije un homeomorfismo g : G — F.

Observe ahora que X = (., X, es imagen continua de F' bajo el mapeo continuo
f(z) = fu(z) para cada x € F,.

Por otro lado, cualquier subconjunto numerable A = {a,,, : m € w} de k es cerrado
y abierto en L(k), asi que la funcion ¢ : L(k) — w dada por

Ha) = {O7 sia € L(k)\ A,

new

m+4+1, sia=aqy,,
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es continua y suprayectiva. Consecuentemente, el espacio L(k) X w es una imagen
continua del espacio L(k) x L(k). Esto ultimo implica que (L(k) X w)* es imagen
continua de (L(k) x L(k))* = (L(x)?)", el cual es homeomorfo a L(x)“. Entonces, el
espacio (L(k) x w)¥ es imagen continua de L(k)*¥. Pero (L(k) X w)¥ es homeomorfo a
L(r)¥ x w¥. Asi, L(k)* x w* es imagen continua de L(k)¥. Como L(k)* X w es imagen
continua de L(k)¥ X w*, obtenemos que el espacio L(k)¥ X w es imagen continua de
L(x)“. También sabemos que L(x)* xw es homeomorfo a @, . L(k)*. Asi, P, ., L(k)*
es imagen continua de L(k)“.

Fije una funcién continua suprayectiva h : L(k)* — €D, L(x)* y considere al
subconjunto H = h™'[G] de L(k)*. Como G es cerrado en @,,., L(x)“, H es cerrado
en L(k)¥. Entonces X es imagen continua bajo f o g o h del subconjunto cerrado H de
L(r)¥. Esto muestra que X es un espacio Lindel6f primario. O

PROPOSICION 4.16. El producto numerable de espacios Lindelof primario es un espacio
Lindeldof primario.

DEMOSTRACION:  Supongamos que X = [] . X,, donde X,, es un espacio Lindelof
primario para cada n € w. Fijemos, para cada n € w, un cardinal no numerable x,
y un subespacio cerrado F,, C L(k,)* tal que X,, es imagen continua de F,. Defina
Kk = sup{k, : n € w}, entonces F,, es homeomorfo a un subespacio cerrado de L(k)*
para cada n € w. Es claro que F' =[], . F, es homeomorfo a un subespacio cerrado
de (L(k)“)“. Como (L(k)¥)* es homeomorfo a L(k)* y X es imagen continua de F,
podemos concluir que X es Lindelof primario. ([l

PROPOSICION 4.17. Tanto las imdgenes continuas como los subespacios cerrados de
espacios Lindeldf primario son espacios Lindeldf primario.

DEMOSTRACION: Suponga que X es un espacio Lindelof primario arbitrario y que Y
es una imagen continua de X. Fije un cardinal no numerable x y un subespacio cerrado
F de L(k)“ tal que X es imagen continua de F'. Entonces Y es imagen continua de F,
lo que permite concluir que Y es Lindel6f primario.

Suponga ahora que GG es un subespacio cerrado arbitrario de X. Fije una funciéon
continua suprayectiva f : F' — X. Como f es continua, la imagen inversa H = f~1[G]
es un subespacio cerrado de F'y por tanto de L(k)“. Observe ahoraque f | H: H — G
es una funcion continua suprayectiva del subespacio cerrado H de L(k)¥ sobre G. Esto
muestra que G es un espacio Lindel6f primario. O

PROPOSICION 4.18. Cualquier interseccion de una cantidad numerable de espacios Lin-
deldf primario es un espacio Lindeldf primario.

DEMOSTRACION: Suponga que X es un espacio y que X,, es un subespacio Lindelof
primario de X para cada n € w. Es bien sabido que la interseccion (1, ., X, es homeo-
morfo a un subespacio cerrado del producto [], .. X, (vea [4]). Por las proposiciones

y la interseccion (), ., Xy es un espacio Lindelof primario. O
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5. Los compactos de Corson

Para un conjunto no vacio A, se define $(A) := {z € R : |z71[R\ {0}]| < w}.
Cuando Y(A) es considerado como subespacio del producto topolégico de R4, este
espacio recibe el nombre de X-producto de rectas reales (basados en 0). Una propiedad
bésica de los YX-productos es que son subespacios densos del correspondiente producto
RA.

Los subespacios compactos de los 3-productos ¥(A) son estudiados por sus im-
portantes propiedades. Para los fines de esta nota, este tipo de espacio compacto es
relevante porque tienen una relacion muy fuerte con los espacios de funciones de las
Lindeldficaciones uno puntuales.

DEFINICION 5.1. Un compacto Hausdorff es llamado compacto de Corson si es home-
omorfo a algun subespacio de X(A) para algin conjunto infinito A.

Cuando A es un conjunto infinito numerable, $(A) = R4 y R# es homeomorfo a
R¥. De esto se sigue que todos los compactos metrizables son compactos de Corson.
Por ejemplo, [0,1]“ y 2¥ son compactos de Corson.

Hay un comportamiento interesante que nos importa destacar y que puede obser-
varse en el cardinal w.

El espacio discreto w es homeomorfo a su Lindel6ficacion unipuntual L(w) (vea[2.4)).
Ademés, para cualquier espacio discreto X ocurre que C,(X) = RY (vea la pagina
para la definicion de los espacios de funciones C,(X)). Entonces C,(L(w)) ~ C)(w) =
RY = ¥(w). Asi, los compactos de ¥(w) son precisamente los subespacios compactos
del espacio de funciones C),(L(w)). Este comportamiento ocurre en general y muestra la
importancia de las Lindeloficaciones unipuntuales L(k): cualquier compacto de Corson
es homeomorfo a un subespacio de un espacio de funciones C,(L(k)) para algin cardinal
no numerable K.

La prueba de la afirmacion anterior consiste en demostrar que C,(L(x)) es home-
omorfo a (k) (para el caso en que kK = w esto ya fue demostrado lineas arriba).
Necesitamos algunos resultados auxiliares y varias propiedades de los espacios de fun-
ciones C,(X). Usaremos por ejemplo que los espacios C,(X) son grupos topologicos
(para detalles remitimos al lector a los libros [1], [6]).

LEMA 5.2. Para cada cardinal infinito k, (k) es homeomorfo al producto ¥(k) x R.

DEMOSTRACION: Sean r > w un cardinal arbitrario y s(k) = k U {x}. Claramente, x
y s(k) tienen la misma cardinalidad, asi que podemos fijar una biyeccion ¢ : k — s(k).
Dotando a s(k) con la topologia discreta, podemos decir que ¢ es un homeomorfismo
(recuerde que x también tiene la topologia discreta). Este homeomorfismo induce un
homeomorfismo entre R*() y R* (vea [4]); a saber, la funciéon ¢* : R*(*) — R* definida
por ¢*(z) = x o ¢.

Ademss, ¢*[S(s(k))] = Z(k). Efectivamente, sea € X(s(x)) un elemento ar-
bitrario. Entonces, [z7'[R \ {0}]] < w. Como ¢ es inyectiva, ¢~z 'R\ {0}]]] =
|71 [R \ {0}]]. Luego, |(z o ¢)7'[R\ {0}]|] < w. Por tanto, ¢*(z) € X(k). Recipro-
camente, suponga que y € Y(k) es un elemento arbitrario. Defina z = yo ¢~ Es
claro que # € R*™ y que ¢*(x) = y. Asi que solo resta verificar que =z € X(s(k)).



92 3. LA LINDELOFICACION UNIPUNTUAL DE ESPACIOS DISCRETOS

Pero como y € Y(k), tenemos que |y~ '[R \ {0}]|] < w. Por ser ¢ una biyeccion,
6l R\ {0} = |y 'R\ {0}]]. Entonces [¢[y1[R \ {0}]]] < w. Pero (¢71)~! = 6.
Por tanto, |(yo ¢~!)7R \ {0}]] < w; es decir, x € X(s(k)).

Como ¢* : R*") — R* es un homeomorfismo y ¢*[S(s(k))] = X(k), concluimos que
Y (k) es homeomorfo a X(s(k)).

Para terminar, verificaremos que ¥ (s(k)) es homeomorfo a (k) x R. Un homeo-
morfismo es el siguiente.

La funcion inclusion i : k — s(k) es una funcion continua. Entonces la funcion i* :
R*(%) — R* dada por i*(z) = x 04 es una funcién continua. Ademas, i*[¥(s(x)] C L(k).
Para la prueba de lo anterior, simplemente adapte la prueba hecha para ¢*. Note que
se uso la inyectividad de ¢ y que 7 es inyectiva.

Las proyecciones naturales asociadas al producto topologico R**) son siempre fun-
ciones continuas, en particular, la proyeccion asociada a k € s(k), px : R*®) — R,
es continua. Entonces la funcion ¢ : 3(s(k)) — (k) x R definida como ¥(f) =
(*(f), px(f)) es una funcion bien definida y continua. De hecho, 1 es un homeomorfis-
mo. Para verificarlo se exhibiré a su funcién inversa.

Defina e : 3(k) — X(s(k)) por medio de la siguiente regla: para cada g € X(k),
e(g) : s(k) = R es la funcion definida como

0, sia =k,

e(9)(a) = {

g(a), siaé€k.

Como e(g) 'R\ {0}] C g7 [R\ {0}], la funcién e esta bien definida. Para verificar
la continuidad de e, suponga que p, : R**®) — R (donde a € s(k)) y 7o : R — R
(v € k) son las proyecciones naturales asociadas a los productos topologicos Rs() y R*.
La funcion e es continua porque para toda « € k, pyoe : X(k) — Resigual a w, | X(k)
y, Pr © € es la funcion constante 0, las cuales son funciones continuas.

Para cada namero real r € R, defina la funcion d, : s(k) — R de la siguiente forma:

d.(a) = {7’, sl = K,

0, siaée€k.

Como d R\ {0}] C {r}, d. € X(s(r)) para todar € R. Ahora, definad : R — X(s(k))
por medio de d(r) = d,. La funcién d es continua porque, para cada o € K, p, o d es la
funciéon constante cero y, ademés, p, o d = idg.

Para finalizar, suponga que ¢; y g2 son la primera y segunda proyeccion asociadas al
producto topologico X(k) x R. Defina la funcion 7 : X(k) x R — X(s(k)) por medio de
n=eoq +dogs. Observe quesi (z,7) € X(k) X R es un elemento arbitrario, entonces
n(z,7)HRA\A{0}] € e() " [RA\ {0} U d MR\ {0}]. Entonces [n(z,r) " [R\{0}]] < w,
es decir, 1 es una funciéon bien definida.

Como las proyecciones ¢; y g2 son funciones continuas, las composiciones e o ¢; y
d o g5 son funciones continuas. Entonces su suma 7 es una funcién continua.

Resulta que 7 es la inversa de ¢ (dejamos al lector verificarlo). Por lo tanto, 3(s(k))
es homeomorfo a (k) x R. Esto termina la prueba del lema. O
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Recuerde que para cualquier espacio X y cualquier f € C'(X) la coleccion de todos
los conjuntos de la forma:

fixr,... a6l ={g € Cp(X):Vie {l,...,n} (|f(x,) —g(xy)| < e)},

es una base local de f en el espacio de funciones C,(X) (vea la pagina |74] para méas
detalles).

LEMA 5.3. Para todo nimero cardinal k > w, el espacio C,(L(k)) es homeomorfo al
producto topoldgico {f € C,(L(k)) : f(k) =0} x R.

Aqui, I = {f € Cy(L(k)) : f(k) = 0} tiene la topologia de subespacio respecto de
Cp(L(~))-

DEMOSTRACION: Sea x un nimero cardinal no numerable arbitrario. Para cada r € R,
sea ¢, : L(k) — R la funcién constante de valor r. Claramente, ¢, € C,(L(k)) para
cada 7, de modo que la funcion ¢ : C,(L(k)) = Cp(L(k)) definida como ¢(f) = cy(.) es
una funcion bien definida y continua (dése cuenta que p, o ¢ : Cp(L(k)) — R es igual la
funcion p, | Cp(L(k)) para cada a € L(Ii)E Aqui, p, es la a-ésima proyeccion asociada
al producto RX(*)),

Debido a que c es continua, la funcion ide,(1,(x)) — ¢ también es continua. Ademaés,
para cada f € C,(L(k)), f —cfu) € I. Entonces ide, (1)) — ¢ : Cp(L(k)) — I esta bien
definida y es continua.

Considere ahora la funcion ¢ : C,(L(k)) — I x R definida por ¢(f) = (f —
cf(x), f(r)). Claramente, ¢ es una funciéon continua. De hecho, ¢ es un homeomorfismo.
Efectivamente, la funcion continua ¢ : I xR — C,(L(k)) dada por ¢ (f,r) = f+c, esin-
versa de ¢. Esto prueba que C,(L(k)) es homeomorfo a {f € C,(L(k)) : f(r) =0} xR.

O

LEMA 5.4. Para todo cardinal k > w, C,(L(k)) es homeomorfo a ¥(k).

DEMOSTRACION: Sea k > w arbitrario. Suponga que el conjunto I = {h € C,(L(k)) :
h(rk) = 0} tiene la topologia de subespacio respecto del espacio de funciones C,(L(k)).

Sea i : kK — L(k) la funcién inclusion. Como & es discreto, i es continua. Entonces
la funcién i* : RX®) — R* dada por i*(f) = foi = f | x es una funcién continua. De
donde, la funcién j* =i* [ C,(L(k)) : Cp(L(k)) — R” es continua.

Afirmacion. j*[I] = (k).

Demostracion de la afirmacion. Suponga que f € I es cualquier elemento. Note

que
(10 RAL0N = {aer: f(a) 20} = | {aen:lfa)>1}.
neN+

Sea n € N arbitrario. Como f(k) =0y f es continua, existe V una vecindad de
r en L(k) tal que f[V] C (==, +). De esta manera, {a € x : [f(o)] = 2} C L(k)\ V.
En consecuencia, [{a € & |f(a)] = £} < |L(k) \ V| < w. Como n € NT es arbitrario,
entonces |(f | k)[R \ {0}]| < w. Entonces j*(f) = f | k € X(k).

4Recuerde que L(k) = k U {co} y que 0o = k.
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Suponga ahora que g € (k) es arbitrario. Defina f : L(k) — R como

fla) = {g(a), si v € K,

0, sl o = K.

Claramente, f(k) =0y f | kK = ¢g. Entonces, para probar que g € j*(I), y terminar la
prueba de la afirmacion, sélo hace falta probar que f es continua. Pero f es continua
en cada o € Kk puesto que, para toda « € k, {a} es una vecindad de a en L(k). Para
verificar que f es continua en x, suponga que U es un abierto de R tal que 0 € U. El
conjunto V = f~1{0} = {a € L(k) : f(a) = 0} cumple que f[V] C U. Ademés, debido
aque f | k=ge€ X(k), tenemos que |L(k) \ V| < w, asi que V es una vecindad de s
en L(r). Por lo tanto, f es continua en k. X

Resulta que la funcion j* [ [ : I — ¥(k) es un homeomorfismo. En efecto, es claro
que j* | I es una funcién continua. Por la afirmacion anterior, j* | I es suprayectiva.
J* | I es inyectiva porque si f,g € I son dos funciones distintas, existe a € L(k) de
modo que f(a) # g(a). Como f(k) =0 = g(k), entonces a € k. Luego, f [ k # g | K,

Finalmente, veamos que 7* [ I es una funcién abierta. Supongamos que U C [ es un
abierto cualquiera. Sea g € j*[U] cualquier elemento. Fije f € U tal que f | kK = g y una
vecindad canodnica [f;aq, ..., an;e] de fen Cp(L(k)) tal que V = [fi o, ..., apn;e]NI C
U.

Como f € I ={he C,(L(k)) : h(k) = 0}, tenemos que [f;x;e] N1 = I. Entonces,

[fiRr,an, .. apel NI =[fraq,...;an;el N ([fir;e] N ) = [fia1,...,an;¢| N 1.

Esto muestra que podemos suponer que k & {aq,...,a,}.

A su vez, esto tultimo implica que j*[V] = [g;a1,...,au;e] N 3(k) C j*[U]. En
consecuencia, j*[U] es abierto en (k). Por lo que j* [ I es un homeomorfismo.

Para finalizar, dése cuenta que, como I = ¥ (k), I x R = 3(k) x R. Luego, por
y[p3l Cp(L(k)) 2T x R=5(k) x R = (k). O

La siguiente caracterizacion no trivial de los compactos de Corson usa las Lindelo-
ficaciones unipuntuales L(k).

COROLARIO 5.5. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier espacio
compacto Hausdorff X :
(1) X es un compacto de Corson.
(2) X es homeomorfo a un subespacio compacto de C,(L(k)) para algin cardinal
no numerable k.

DEMOSTRACION: (1) = (2)] Si X es un compacto de Corson, entonces existe un
cardinal infinito k y un subespacio Y de X(k) tal que X 2 Y. Defina A = max{x, w; }
y ¢ : R® — R por medio de la regla:

p(@)(@) = {m), sia€r,

0, sia € A\ R,

para cada x € R".
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La funciéon ¢ es una inmersion. Ademaés, es facil probar que ¢[3(k)] € X(A). Por lo
tanto, Y se puede encajar en 3(\), y en consecuencia también lo hace X. Como A es
un cardinal no numerable, por el lema [5.4] $(A) es homeomorfo a C,(L())). De todo
lo anterior podemos concluir que X es homeomorfo a algiin subespacio compacto de
Co(L).

(2) < (1)] Si X es homeomorfo a un subespacio de C,(L(x)) para algin cardinal no
numerable k, entonces, por ser x no numerable, C,(L(k)) = ¥(k). Por lo tanto, X es

homeomorfo a un subespacio compacto de 3(k), lo cual implica que X es un compacto
de Corson. ([l

Una propiedad muy conocida de los compactos de Corson es que son espacios
monoliticos.

DEFINICION 5.6. Sea \ un cardinal infinito.

(1) Diremos que un espacio X es Ad-monolitico si nw(Y) < A para todo subespacio
Y CX con Y| <A

(2) Diremos que X es monolitico si y sdlo si X es A-monolitico para todo cardinal
infinito \.

Arhangel’skil demostré que un espacio de Tychonoff X es A-estable si y so6lo si C,(X)
es A-monolitico (vea [1]). Como el peso de red es una funcién cardinal monotona, todo
subespacio de un espacio A-monolitico también es A-monolitico. Este comentario, el
resultado anterior de Arhangel’skii, el lema [5.4] y los corolarios y demuestran

lo siguiente.

COROLARIO 5.7. (1) Para todo cardinal no numerable k, X:(k) es un espacio mono-
litico.
(2) Todo compacto de Corson es un espacio monolitico.

La demostracion de la siguiente caracterizacion queda fuera de los alcances de esta
nota. El lector puede hallar una prueba en [7]. La razéon de enunciarla es que ella
involucra a los espacios Lindel6f primario que, como ya sabemos, tienen una estrecha
relacion con las Lindeldficaciones unipuntuales L(x) de cardinales no numerables.

PROPOSICION 5.8. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier espacio
compacto Hausdorff X :

(1) X es un compacto de Corson.
(2) C,(X) es Lindeldf primario.

Otra propiedad muy famosa de los compactos de Corson es que sus espacios de
funciones son espacios Lindelof; esta propiedad la obtenemos como un corolario de
y De hecho, como la propiedad Lindelof primario se preserva por potencias
numerables tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 5.9 (Gul’ko). Si X es un compacto de Corson, entonces Cp(X)“ y Cp(X)",
para cada n € N, tienen la propiedad de Lindelof.

Agradecimientos: El autor desea agradecer, por su excelente trabajo, a la persona
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1. Introduccién y Preliminares
Dada una propiedad topologica P, las clases dual y dual débil para P, denotadas por

[P]* v [P, respectivamente se definen como sigue:

(1) X € [P]*, si para cualquier asignacion de vecindades ¢ para X, existe YV
subespacio de X tal que Y satisface la propiedad Py X = (J{p(y) :y € Y'}.

(2) X € [P], si para cualquier asignacion de vecindades ¢ para X, existe Y sube-
spacio de X tal que Y satisface la propiedad P y X = clx(U{p(y) :y € Y}).

Las nociones de clases dual y dual débil, fueron introducidas, respectivamente, en [5]
por van Mill, Tkachuk y Wilson, y en [1], por Alas, Tkachuk, Wilson, en la primera
década de los anos 2000. Sus ideas estan inspiradas en la forma en la que van Douwen
y Pfeffer definen, a través de asignacion de vecindades, a los D-espacios (vea [6]): Un
espacio topologico X es D-espacio si para cualquier asignacion de vecindades, ¢ (las
notaciones y definiciones seran dadas en la seccion de preliminares), existe Y C X tal
que Y es cerrado y discreto y X = [J{p(y) : y € Y}. Actualmente existen algunos
trabajos en los que se analizan las clases dual y dual débil para diversas propiedades
topologicas, por ejemplo los textos de Xuan y Song [10] y [11].

En el presente trabajo, entre otros, exponemos algunos resultados referentes a las
clases dual y dual débil para la propiedad [, k]-compacidad. Fuera de lo usual, en la
segunda seccién damos la definicién de asignacion de vecindades y, buscando carac-
terizar con esta nociéon a la clase de los espacios [0, k]-compactos, exponemos algunos
resultados obtenidos en esta direccion. Ademaés, introducimos las nociones de espacio
débilmente [6, x]-compacto y casi [0, k]-compacto (vea Definicién [2.7). En la tercera
seccion generalizamos a las nociones de clase dual y clase dual débil, por medio de un
operador al que llamamos operador cerradura (Definicion . De este modo, en la
Definicion [3.2] presentamos una definicion genérica de clases de espacios topologicos, a

97



98 4. k-CERRADURA

través del empleo de asignaciones de vecindades y el operador cerradura. La cuarta y
ultima seccion del trabajo esta dedicada a establecer algunas relaciones sobre las clases
que se obtienen de la Definicion aplicada a la propiedad de [0, k]-compacidad y
usando como operador cerradura, a la clausura topologica usual.

Las nociones sobre teorfa de conjuntos y topologia son como en las referencias [4]
y |2], respectivamente. Para mayor comodidad del lector, a continuaciéon presentamos
algunas notaciones y recordamos las nociones que utilizaremos con mayor frecuencia.

Dados un conjunto £ y un cardinal x, denotamos por P(FE) al conjunto potencia de
E; i.e. al conjunto de todos los subconjuntos de E.

Denotamos por:

(1) [E]™", ala coleccion de subconjuntos de E con cardinalidad menor o igual a &.
(2) [E]™", a la coleccién de subconjuntos de E con cardinalidad menor a k.
(3) [E]", ala coleccion de subconjuntos de E con cardinalidad igual a x.

En adelante, entendemos por espacio a un espacio topologico. Sean (X, 7) un espacio
topologico, v € X, AC X y U C X.
(1) U es una vecindad de z si x € U € 7.
(2) Empleamos clx(A) o A para denotar a la clausura (topologica usual) de A en
X.
(3) La 6-clausura de A, denotada por cly(A), es el conjunto de los z € X, tales
que para toda vecindad, U, de x, se tiene que clx(U) N A # ().

Sean U y V familias de subconjuntos del espacio topolégico (X, 7), diremos que

(1) U es cubierta abierta para X, si [ JU =Xy U C 7.
(2) V es subcubiertade U, si VC Uy |V = X.

DEFINICION 1.1. Un espacio topoldgico, X, es:

(1) Compacto, si toda cubierta abierta de X admite una subcubierta finita.

(2) H-cerrado, si para toda cubierta abierta U de X, existe V € [U]<¥ tal que
cdx(JVv) =X.

(8) Lindeldf, si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta numerable.

(4) Casi Lindeldf, si para toda cubierta abierta U de X, existe V € [U]S* tal que
U{clx(V):V eV} =X.

(5) Débilmente Lindeldf, si para toda cubierta abierta W de X, existe V € [U]S¥
tal que clx (V) = X.

En lo sucesivo denotaremos C, £, HC y WL a las propiedades compacto, Lindelof,
H-cerrado y débilmente Lindelof, respectivamente.

Diremos que una propiedad P es una propiedad topoldgica si para cualquier espacio
topologico, X, que satisface P, se verifica que todo espacio homeomorfo a él cumple P.

Cualquier propiedad topologica, P, determina la clase de todos los espacios con la
propiedad P, la cual denotamos [P].

2. Sobre asignaciones de vecindad y [0, k|-compacidad

DEFINICION 2.1. ([6]) Una asignacién de vecindades para el espacio topolégico (X, T)
es una funcién ¢ : X — 7, tal que para cada x € X, x € ¢(x).
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Notemos que toda cubierta abierta de un espacio topologico dado X induce una
asignacion de vecindades. En efecto, sea U una cubierta abierta de X. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que U = {U, : a € k}, para algin cardinal x. Ahora si
x € X, entonces el conjunto {a € k : x € U, } no es vacio, ya que U es cubierta abierta
de X. Pongamos a, = min{a € k : z € U, }. Puesto que «, es el elemento minimo del
conjunto {« € k : x € U,}, tenemos que «, es tnico. De aqui, si definimos, para cada
r € X, ¢(x) =U,,, entonces ¢ es una asignacion de vecindades.

Para ilustrar el empleo de las asignaciones de vecindades, en el siguiente resultado,
daremos una caracterizacion para una clase de espacios via asignaciones de vecindades.
Antes recordamos una nocién que, ademés, sera parte central en la seccion siguiente.

DEFINICION 2.2. ([8]) Sean 6 < k cardinales infinitos. Un espacio topoldgico X es
llamado:

(1) 10, k]-compacto, si toda cubierta abierta U de X, con |U| < k tiene una subcu-
bierta de cardinalidad < 6.

(2) inicialmente k-compacto, si X es |w, k]-compacto.

(3) finalmente 6-compacto, si X es [0, k|]-compacto, para cualquier cardinal k.

El lector interesado en la tematica de los espacios [0, k]-compactos, puede consultar
cualquiera de las referencias [8], [7].

TEOREMA 2.3. Sean X un espacio topologico y 0 un cardinal infinito. Los enunciados
siguientes son equivalentes:

(1) X es finalmente 6-compacto.
ara cualquier asignacion de vecindades ara X existe Y € al que
(2) P lqui jgnacion d indades, p, para X existe Y € [X]|<0 tal q

X =Hely) :yeY}.

DEMOSTRACION: [(1) = (2)] Supongamos que X es finalmente §-compacto y sea ¢ una
asignacion de vecindades de X. Dado que U = {p(z) : x € X} es una cubierta abierta
de X, existe V = {p(z,) : @« € A} CU, con A < 0 tal que X = JV. Ahora, tomamos
Y = {1, :a € \}. Claramente Y € [X]|<% y X = J{p(y) :y € Y}.

[(2) < (1)] Sea U una cubierta abierta de X. Sea ¢ una asignacion de vecindades
para X inducida por U.

Dado que ¢ es una asignacion de vecindades para X, tenemos por hipotesis que
existe Y € [X]<% de tal manera que J{p(y) : y € Y} = X. Finalmente, dado que
{p(y) 1y e Y} CUy {ply) : y € Y} < Y| < 6, concluimos que X es finalmente
f-compacto. O

A continuaciéon presentamos algunas consecuencias del teorema anterior.

COROLARIO 2.4. X es compacto si y solo si para cualquier asignacion de vecindades,
@, existe Y € [X]<¥, tal que X = J{¢(y) :y € Y}.

DEMOSTRACION: Basta con observar que un espacio es compacto si y solo si es final-
mente f-compacto, con 0 = w. O

COROLARIO 2.5. X es Lindeldf si y solo si para cualquier asignacion de vecindades p,
existe Y € [X]s¥, tal que X = J{p(y) :y € Y}.
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DEMOSTRACION: Se sigue del hecho de que un espacio topolégico, X, es Lindeldf si y
solo si X es finalmente #-compacto, con 6 = wy. U

Hasta el momento los autores no conocemos una respuesta a la siguiente.

PREGUNTA 2.6. /ngs posible caracterizar la [0, k]-compacidad, para cualesquiera car-
dinales 0 < k, empleando asignaciones de vecindades?

El Teoremal|2.3]y sus corolarios pueden extenderse a clases de espacios que satisfacen
la siguiente.

DEFINICION 2.7. Un espacio topoldgico X es llamado

(1) Débilmente [0, k]-compacto (casi [0, k]-compacto), si para cualquier cubierta
abierta W de X, con |U| < k existe V € [U<Y tal que clx(J{U : U € V}) = X
(resp. | J{cix(U):U €V} =X).

(2) Débilmente inicialmente k-compacto (casi inicialmente k-compacto) si X es
débilmente |w, k|-compacto (casi [w, K]-compacto), si para cualquier cubierta
abierta W de X, con |U| < k existe V € [U]<Y tal que clx(({U : U € V}) = X
(resp. | J{clx(U):U eV} =X).

(3) Débilmente finalmente 0-compacto (casi finalmente 6-compacto), si para todo
cardinal k, X es débilmente [0, k]-compacto (respectivamente, casi [0, k]-compacto).

Dejamos al lector la tarea de demostrar el teorema siguiente y sus corolarios.

TEOREMA 2.8. Sean X un espacio topoldgico y 0 un cardinal infinito. Los enunciados
siguientes son equivalentes:

(1) X es débilmente finalmente 0-compacto (casi finalmente 0-compacto).
(2) Para cualquier asignacion de vecindades, @, para X, existe Y € [X]<Y tal que

X =cx(U{e(y) ry e Y}) (resp. X =Uclx(o(y)) -y € Y}).

COROLARIO 2.9. Sea X un espacio topologico.

(1) X es H-cerrado si y solo si para cualquier asignacion de vecindades, p, existe
Y e [X]<, tal que X = clx(U{p(y) 1y € Y}).

(2) X es casi Lindelof si y solo si para cualquier asignacion de vecindades, ,
existe Y € [X]S¥, tal que X = | J{clx(¢(y)) 1y € Y}.

(8) X es débilmente Lindeldf si y solo si para cualquier asignacion de vecindades,
o, existe Y € [X]|5¥, tal que X = clx(U{clx(p(y) 1y € Y}).

3. Clases definidas por asignaciones de vecindad

DEFINICION 3.1. Diremos que ¢ : P(X) — P(X) es un operador cerradura si satisface
las condiciones siquientes:

(1) Para cualquier A € P(X), A C c(A).

(2) Para cualesquiera A, B € P(X), si A C B, entonces c(A) C ¢(B).

Entre otros, ¢ = Id (el operador identidad), ¢ = () (operador clausura topolégica)
o ¢ = clp (operador #-clausura), son operadores cerradura.

DEFINICION 3.2. Sea P una propiedad topologica.



3. CLASES DEFINIDAS POR ASIGNACIONES DE VECINDAD 101

(1) La clase c-dual de P, respecto de asignacion de vecindades, denotada [P,
consiste de aquellos espacios X que tienen la propiedad de que dada cualquier
asignacion de vecindades, ¢, para X, existe Y C X tal que X = c(|J{p(y) :
yevh yv e(?.

(2) La clase cc-dual de P, respecto de asignacion de vecindades, denotada [P,
consiste de aquellos espacios X que tienen la propiedad de que dada cualquier
asignacion de vecindades ¢ para X, existe Y C X tal que X = [J{c(e(y)) :
yeY}ryY e[P.

Con los siguientes ejemplos resaltaremos el caracter genérico de la definiciéon previa.

EJEMPLO 3.3. Sea P una propiedad topoldgica.

(1) Para c = Id. En este caso, tenemos que X € [P|° si dada cualquier asignacion
de vecindades ¢ para X, existe Y C X tal que X = J{p(y) :y €Y} yY € [P].
FEsta clase de espacios se introdujo en 5], bajo la notacion [P]* y fue nombrada
como clase dual de P.

(2) Para ¢ = (), obtenemos que X € [P|° si dada cualquier asignacion de vecin-
dades, ¢, para X, existe Y C X tal que X = clx(U{p(y) :y € Y}) vy Y € [P].
FEsta clase de espacios se introdujo en [1], bajo el nombre de clase dual-P débil
de P y fue denotada como [P]'.

(8) Consideremos P = Lindelif y ¢ = (). X € [L]° si dada cualquier asignacion
de vecindades, ¢, existe Y C X tal que X = clx(U{p(y) :y € Y}) y Y € [P].
Ahora, X € [L]° si dada cualquier asignacion de vecindades, p, existe Y C X

tal que X = U{clx(p(y)) 1y €Y} y Y € [£].

A continuacién presentamos una lista de preguntas, genéricas, que dan lugar a
diversos estudios para cada propiedad P.

PREGUNTA 3.4. Sea P una propiedad topoldgica.
(1) ¢Quién es la clase c-dual de P, [P]¢?
(2) ¢Qué relacion guardan las clases [P], [P]¢ y [P]*?
(3) ¢Bajo qué condiciones las clases [P|, [P|¢ y [P]* son iguales?
(4) Estudiar las propiedades c-dual y cc-dual de manera relativa.

El resultado siguiente establece la relacion inmediata que existe entre las clases [P],
[P]¢ y [P]e. Supongamos que [P] y [Q] son clases de espacios, la expresion [P] — [Q],
debemos entenderla como el hecho de que todo espacio que tiene la propiedad P, tiene
la propiedad Q.

LEMA 3.5. Para cualquier propiedad topologica P:

[P] — [P]° — [P,

DEMOSTRACION: Claramente se verifica que [P] — [P]e.

Veamos que [P]* — [P|°. Sea ¢ una asignacion de X € [P]*. Entonces existe
Y CXtalqueY € [Ply X = U{cle(y)) : y € Y}. Puesto que para cada x € Y,
o(x) € UH{e(y) : y € Y}, entonces (para cada z € Y) ¢(p(z)) C c(U{p(y) 1y € Y});
luego, X = J{c(e(y)) :y € Y} Ce(U{p(y) 1y € Y}). Asi, X € [P O
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Tomando como operador cerradura, ¢, a la clausura topologica usual (y hasta que
no digamos lo contrario); a continuaciéon aplicaremos lo visto en la presente seccion a
la propiedad FIN. Un espacio X tiene la propiedad FIN, si X es finito.

Por el Lema [3.5] tenemos que:

[FIN] — [FIN]|*“ — [FIN]“.
Notemos que en este caso [FIN]“ = [FIN]¢. En efecto, supongamos que X € [FIN]°
y sea ¢ una asignacion de vecindades para X. FEntonces existe F' € [X]<“ tal que
X =cx(He(x) 1z e F}) = H{cx(p(z)) : x € F}. Asi, X € [FIN]*.

Dejamos al lector la labor de verificar que, bajo las condiciones dadas, la clase
[FIN]¢ es justamente la clase de los espacios H-cerrados (vea Corolario [2.9); y que
[FIN]* es la clase de los espacios compactos (vea Corolarig2.4); donde [FIN]* es la
clase dual de la propiedad FIN (vea Ejemplo . Notemos, de paso, que cualquier
espacio compacto e infinito no pertenece a la clase [F'IN]; por ejemplo, [0, 1], con la
topologia que hereda como subespacio de la recta real R satisface estar en la clase
[FIN]* y no pertenece a la clase [FIN].

No es dificil verificar que [FIN]|* — [FIN]¢. El espacio siguiente muestra que no
siempre ocurre que [FIN|® — [FIN]*. Recordamos al lector que el operador ¢ es el
operador clausura topologica usual.

EJEMPLO 3.6. Eziste un espacio X € [FIN]¢ tal que X ¢ [FIN]*.

En efecto, sea X = {0}U[1, 00) topologizado de la siguiente manera. Las vecindades
de los puntos de [1,00) son las usuales de este conjunto visto como subespacio de R.
Las vecindades de 0 tiene la forma: {0} U U{(k,k+ 1) : k > m y k € N}, para algin
m € N.

Para verificar que X € [FIN]¢, sea ¢ una asignacion de vecindades para X, en-
tonces existe ky € N de tal manera que {0} U J{(k,k+1) : k > ko y k € N} C ¢(0).
Dado que W = {p(x) : x € [1,ko|} cubre al intervalo [1, ko] C [1,00), el cual es compacto
con la topologia que hereda como subespacio de R, existe V = {p(x;) : x; € [1, ko], 1 €
{1,...,m}} € [U<¥ tal que [1,ko] C UV. Sea F ={0,z; : i € {1,...,m}}, entonces
F e [X].

Veamos que X = clx((J{e(x) : € F}). Seay € X arbitrario y sea V' cualquier
vecindad dey en X. Claro que siy € p(x) para algin x € F, entonces y € clx((J{¢(z) :
x € F}). Supongamos entonces que y € X\(J{e(x) : x € F'}). Puesto que [1, k] C
UV =U{p(z:) i€ {l,....,m}} y dado que y & ¢(0), tenemos que y € N yy > ky.

Finalmente, dado que 0 #V N (y,y+1) CVNHO}U{(k,k+1):keNyk >
ko}) CV Ne0) CVNU{px):z € F}). Portanto VN (U{p(x) : x € F}) #0; de
aqui que y € clx(J{p(z) : x € F'})). Con todo, X = clx(J{p(z) : x € F'})). De aqui
que X € [FIN]°.

Ahora, vamos a verificar que X no estd en la clase [FIN]*. Notemos que N es un
subconjunto cerrado y discreto. En efecto, para verificar que N es cerrado, mostraremos
que X\N es abierto. Claramente se tiene que para cada m € N, ({0} U U{(k,k+ 1) :
k>muyk e N}) C X\N. Tomemos x € X\N, con © # 0, entonces existe n € N
tal que x € (n,n + 1), entonces si r = (min{|z — n|, |r — (n + 1)|})/2, tenemos que
r € (x—r,x+r) C X\N. Asi, X\N es abierto, y por ende, N es cerrado. Considermos
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ahora n € N, por demostrar que erxiste U vecindad de n tal que U NN = {n}. Si
n =1, claro que U = [1,3/2) satisface lo deseado. Ahora si n > 2, entonces U =
(n—1/2,n4+1/2) cumple que UNN = {n}. En suma, N es cerrado y discreto. De aqui
que X no es compacto.

A continuacion veremos que X ¢ [FIN]*. Consideremos la asignacion de vecin-
dades ¢ para X, definida como sigue. (1) = [1,3/2), para cada n € N, tal que n > 2,
e(n) = (n—1/2,n+ 1/2). Finalmente, para cada x € X\N, p(z) = X\N. Evidente-
mente @ es una asignacion de vecindades para X .

Veamos ahora que si F € [X]<¥, entonces X\ |J{p(x) : x € F} # 0. En efecto,
si F € [X]<¥, entonces existe m € N tal que para todo © € F, x < m; luego, dado
que p(m) es el unico elemento de la asigancion que contiene a m, tenemos que m &
Hp(x):x e F}. Asi, X ¢ [FIN]*.

En resumen, la relacion para las clases que genera la propiedad FIN es:

[FIN] — [FIN]* — [FIN]*“ = [FIN]-.

DEFINICION 3.7. Sea ¢ un operador cerradura y X un espacio topoldgico. Diremos que
D C X es c-denso en X sic(D) = X.

Observemos que si ¢ es el operador clausura topologica usual, entonces un conjunto
D del espacio X es c-denso si y solo si D es denso en X.

LEMA 3.8. Sean X un espacio topologico y P una propiedad topologica. St X tiene un
subconjunto c-denso con la propiedad P, entonces X € [P]°.

DEMOSTRACION:  Sean D un subconjunto c¢-denso en X tal que D € [P] y sea ¢
una asignacion de vecindades para X. Dado que ¢ es una asignacion de vecindades,
tenemos que para cada x € X, x € ¢(x); luego, D C |J{p(d) : d € D}. Ahora, como ¢
es operador cerradura, tenemos que X = ¢(D) C ¢(|J{¢(d) : d € D}) y por hipodtesis
D e [P]. Asi, X € [P]. O

Para cerrar esta seccion debemos comentar que al emplear el operador #-clausura en
lugar del operador clausura topoldgica usual, no se generan clases de espacios topologi-
cos diferentes a las que se obtienen con el operador clausura topologica. Esto se debe
al hecho de que si U es un conjunto abierto del espacio X, entonces clp(U) = clx(U).
Una tarea interesante, que por ahora no hemos hecho, es trabajar con las clases vistas
hasta el momento, empleando al operador cerradura ¢ definido como sigue: Dado X un
espacio topologico y A C X, definimos ¢(A) = cly(clx(A)).

4. [0, k]-compacidad

En la presente seccion, denotamos por Cj a la propiedad [6, x]-compacidad y con Cy
denotamos a la clase de los espacios finalmente 6-compactos. Ademaés, en lo sucesivo,
solo emplearemos al operador clausura topolégica como operador cerradura. A con-
tinuacion centraremos nuestra atencion en analizar algunas relaciones entre las clases
siguientes:

(1) [Ch]. X € [Cy] significa X es [0, k|-compacto.
(2) [Ch]*. X € [Cf]* si para cualquier asignacion de vecindades ¢ para X, existe
YCXtalqueY €G]y U{ely) :yeY} =X.
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(3) [Ch]*. X € [Cf]* si para cualquier asignacion de vecindades ¢ para X, existe
Y C X tal que Y € [CF] y U{clx(p(y)) -y €Y} =X.

(4) [Ch]™. X € [Ch]™ si para cualquier asignacion de vecindades ¢ para X, existe
Y C X talque Y € [€] v clx(U{p(y) :y € Y} = X.

Debido a que el operador cerradura, ¢, con el que trabajamos en esta secciéon es la
clausura topologica, tenemos que para la propiedad Cj:

(1) €G] = [C5], v
(2) [€5]" = [C5]°

TEOREMA 4.1. Sean 0 < k cardinales infinitos, [C5] — [C5]* — [C5]* — [Ch]™.

DEMOSTRACION: Evidentemente si X € [C}], entonces X € [Cj]*.

Para [Cj]* — [C4]*. Supongamos ahora que X € [C4]*. Por demostrar que X €
[Ch]*. Si ¢ una asignacion de vecindades para X, entonces existe Y subespacio de
X tal que Y € [Ch] v X = U{¢(y) : y € Y}. Pero claramente, para cada y € Y,
p(y) C cx(p(y)); de aqui que X = [J{p(y) -y € Y} C Hclx(p(y)) 1y € Y} Porlo
tanto, X € [Cy]*.

Para [C5]* — [€5]". Se sigue del Lema [3.5]y la observacion previa a este teorema.

0

El siguiente resultado es una consecuencia del Lema [3.8] junto con el hecho de que
estamos considerando al operador clausura topologica usual como operador cerradura
(Definicion [3.1) y, en este caso, un conjunto c-denso en un espacio X es simplemente
un conjunto denso.

TEOREMA 4.2. Si X tiene un subespacio denso D el cual es [0, k]-compacto, entonces

X e [ey]v.

Debido a que 6 y k son cardinales arbitrarios, del Teorema se desprenden
diversas interrogantes que involucran, por supuesto, a los inicialmente k-compactos y a
los finalmente #-compactos. Por ejemplo:

PREGUNTA 4.3. sSerd que en el Teorema 4.1 las flechas son reversibles?

Volveremos con esta interrogante mas adelante.

Una cuestion natural, de la que no habiamos hablado antes es: ;Existe alguna
relacién entre las clases definidas en la Definicién y las clases dadas al inicio de
esta seccion? En el teorema siguiente veremos que la clase de los espacios débilmente
[0, k]-compactos y la clase [Cj]" coinciden bajo un par de condiciones adicionales que
presentamos a continuacion.

DEFINICION 4.4. (|9]) Un espacio X es desarrollable si existe una sucesion de cubiertas
abiertas para X, {U, : n € N} de tal manera que para cada v € X, la sucesion
{St(x,U,) : n € N} es una base para x en X. Donde, para cada n € N, St(z,U,) =
U{U elU,:zeU}

Recordemos que un espacio topologico, X, es Baire, si la interseccion numerable de
subconjuntos densos y abiertos en X es un conjunto denso en X (vea [2]).
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TEOREMA 4.5. Si X es un espacio Baire y desarrollable tal que X € [C4]", entonces
X tiene un subespacio denso Y tal que Y € [Cj].

DEMOSTRACION:

Por hipotesis existe una sucesion, {U,, : n € N}, de cubiertas abiertas de X tal que
para cada x € X, la sucesion {St(z,U,) : n € N} es una base para z en X.

Ahora, para cada n € N, definimos una asignacion, ¢™ como sigue:

¢"(z) = St(x,U,), para cada x € X. Dado que X € [Cj]", para cada n € N, existe
Y,, subconjunto de X, tal que Y,, € [C)] vy clx(U{¢"(y) : y € Yo.}) = X.

Sea Y = [J{Y, : n € N}. Claramente Y satisface la propiedad Cj. La prueba estara
completa una vez que demostremos la siguiente.

Afirmaciéon: Y es denso en X.

Para ver esto, sea D = (), oy U{¢"(y) : y € Y,,}. Como X es un espacio de Baire y,
para cadan € N, [J{¢"(y) : y € Y,,} es un conjunto denso y abierto en X, tenemos que
D es denso en X.

Ahora, sean € X y W, una vecindad de x en X. Como D es denso, existe
d e DNW,. Luego, del hecho de que X es desarrollable, existe ngy € N, de tal manera
que d € St(d,U,,) C W,. Puesto que D C {¢"(y) : y € Y, }, existe y; € Y,,, de tal
manera que d € ¢"(yy) = St(ya, Un,); lo cual implica que y; € St(d,U,,) € W,. Por
tanto yg € W, NY. Asi Y es denso en X. La prueba esta completa. O

PROPOSICION 4.6. Si X es un espacio débilmente finalmente 0-compacto, entonces
X e [69}“’.

DEMOSTRACION: Sea ¢ una asignacion de vecindades para X. Dado que U = {¢(x) :
x € X} es una cubierta abierta de X, existe Y € [X]<? tal que X = clx(U{p(y) : y €
Y'}). Puesto que Y| < 6, tenemos que Y € [Cy]. Con todo tenemos que X € [Cy]".

0

COROLARIO 4.7. Sea X un espacio Baire y desarrollable. Los enunciados siguientes
son equivalentes:

(1) X es débilmente finalmente 6-compacto.
(2) X € [Cq]*™.

DEMOSTRACION: [(1) = (2)]. Se sigue de la proposiciéon anterior.

[(2) = (1)]. Sea U una cubierta abierta de X. Tomemos una asignaciéon de vecin-
dades inducida por U, digamos ¢. Por el teorema anterior, existe Y C X tal que Y es
denso y Y € [Cg]. De aqui que existe Y’ € [Y]<? tal que Y C J{x(y) : y € Y'}. Luego,
X =clx(Y) Ccx(U{e(y) : y € Y'}). Finalmente, dado que {o(y) : y € Y'} € [U]<Y,
concluimos que X es débilmente finalmente 6-compacto. O

LEMA 4.8. St X no es [0, k|]-compacto, entonces existen un cardinal 0 < A\ < Kk y una
cubierta abierta W = {U, : o« < A}, de X, tal que:

(1) Para todo o < A\, U, # X.
(2) Para todo o, € X\, o < 3, implica que U, C Ug.
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DEMOSTRACION: Denotemos O a la coleccion de cubiertas abiertas de X. Como X no es
[0, K]-compacto, existe Wy € O, con |Wy| < & de tal forma que para todo W' € [Wq]<Y,

W' ¢ O. Entonces el conjunto
A= {|W|: W € [09]5F, tal que para todo W € [W]|<¢, W & O}
no es vacio, asi que podemos considerar a A = min(A4). Sea W € X tal que para todo
W e W<, W ¢ Oy |W| = \. Evidentemente § < |W] (si por el contrario |[W| < 6,
entonces W € [W]< y W € O, lo cual es absurdo).
Notemos que:

(1) Para cada W € W, se tiene que W # X. Si para algin W € W, W = X
entonces W = {IW} es una subcoleccion de W con cardinalidad < 6 la cual
satisface que [ JW' = X, lo cual no puede ocurrir.

(2) Para todo W C W, con |[W'| < A, ocurre que W' # X. En efecto, si
para algin W' C ‘W, con |[W’'| < X ocurre que | JW' = X, entonces dado que
cualquier, V, subconjunto de W’ es un subconjunto de W, tenemos que para
todo, V C W' con |V| < 6 ocurre que X # |JV, lo cual implica que [W'| € A
y por tanto, A < |W’'|, lo cual es absurdo.

Como |W| = A, podemos escribir W = {W,, : @« € A\}. Ahora definimos, recur-
sivamente, Uy = Wy y, para cada o € X\, U, = [J{Ws : B < a} y consideramos
U ={U, : @« € A\}. Entonces U es una cubierta abierta de X, con |U| = A. Ademas,
por 2., tenemos que para todo a < A\, U, # X; atun mas, por como se han definido a
los elementos de U, tenemos que si «, 5 € A, con o < 3, entonces U, C Ug. La prueba
esta completa. O

TEOREMA 4.9. Si 0 es reqular, [€5 ] = [C)'].

DEMOSTRACION: Sea X € [€"]*. Por demostrar que X € [€5].
Si X no es [, 67]-compacto, entonces (por el lema anterior) existen un cardinal
infinito # < A\ < 67 y una cubierta abierta, U = {U, : « € A}, de X tal que:

(i) Para todo a < A\, U, # X.
(i) Si o, B € A, con a < 3, entonces U, C Us.

Ahora bien, como U = {U, : @ € A} es cubierta abierta de X, podemos definir,
para cada x € X, ¢(x) = U,,, donde o, = min{a € A : x € U,}. Claro que ¢ es una
asignacion de vecindades para X.

Puesto que X € [[0, 0F]-compacto|*, existe Y subespacio de X tal que X = |J{p(y) :
y €Y} yY es [0 0]-compacto. Claramente {¢(y) :y € Y} cubre a Y y [{p(y) : y €
Y} < 0%; asf que debe existir Yy € [Y]<? tal que Y C U{p(y) : y € Yol

Denotemos fy = sup{a, : y € Yo }.

Tenemos dos casos:

(1) A =0: En este caso, cada a € A es un elemento de ; de modo que para cada
y €Y, ap € 0; de aqui que, por la regularidad de 6, 8, < 0.

(2) A = 67: Cada o € X es un elemento de #7; de modo que para cada y € Y,
a, € 0%, Asi, por la regularidad de 0%, 5y < 6.

Recordemos que con 3, tenemos asociado a Ug, € U.
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Entonces, (por (i7)), tenemos que ¢(y) C Ug,, para cada y € Yy. De donde, Y C
U{p(y) : v € Yo} C Ug,. Asi que Y C Ug,. Entonces, para cada y € Y, tenemos
que y € Ug,; de este hecho junto con (ii) y la definicién de ¢, tenemos que (para cada
yeY) p(y) C U ypor lo tanto X = (J{¢(y) : y € Y} C Ugs,. Lo que contradice (z).
Por tanto X € [Cj]. O

Recordemos que la extension de un espacio topologico X, denotada e(X), se define
como supq{|A| : A C X es cerrado y discreto} + w.

TEOREMA 4.10. Sea 0 un cardinal infinito. Si X € [P], para P € {[Cy], [Cy+]}, entonces
e(X) <90.

DEMOSTRACION: Si A es un subconjunto cerrado y discreto de X, entonces para cada
a € A, existe U, vecindad de a en X, tal que ANU, = {a}. Claramente la coleccion
U ={X\A} U{U, : a € A} es una cubierta abierta de X; luego, dado que X € [P],
tenemos que existe B C A, con |B| < 0, en caso de que P = €y, o bien |B| < 07 (lo
cual implica que | B| < ), en caso de que P = Cy+ tal que X = (X\A)UHU, : b € B}.
Notemos que de cualquiera de los dos casos, podemos concluir que |B| < 6.

Ahora bien, dado que A C |J{U, : b € B}, tenemos que A = B. De donde |A| < 6.

De lo previo concluimos que 6 es cota superior del conjunto

{|A| : A C X es cerrado y discreto}
y dado que 6 es infinito, concluimos que e(X) < 6. O

PROPOSICION 4.11. Si X € [Cy]*, entonces e(X) < 6; para 6 un cardinal infinito.

DEMOSTRACION:  Supongamos que e(X) > 6, entonces e(X) > 6% y dado que e(X)
es un supremo, existe Y C X cerrado y discreto en X con Y| = v > 61, digamos
Y = {ys : @ € v}. Puesto que Y es cerrado y discreto, para cada y € Y, existe una
vecindad V,, de y en X, tal que V, NY = {y}. Consideremos la asignacion siguiente:
Para caday € Y, ¢(y) =V, y para cada x € X\Y, p(x) = X\Y. Por hipotesis existe
L € [Cy] tal que X = J{¢(l) : I € L}. Dado que LNY es cerrado y discreto en L y
L € [Cy], tenemos que |[LNY| < 6 < v, asi que existe ag € 7 tal que y,, € LNY.
Luego, dado que ¢(y,,) es el tnico elemento de la signacion que contiene a y,,, tenemos
que Yo, € U{e(l) : I € L}. Lo cual es una contradiccion. La prueba estéd completa.

O

Regresando al Problema[4.3] De manera general; es decir, para cualquier cardinal 6,
por el momento los autores no tenemos comentarios o resultados. Pero a continuacion
veremos qué pasa en los casos en que 0 = w y 0 = wy.

Para 6 = w: Por un lado, del Corolario tenemos que la clase [C,] es justamente
la clase de los espacios compactos. Por otro lado, en [5], van Mill, Tkachuk y Wilson
demostraron que la clase [C,]* es la misma clase [C,].

Ahora, debido a que la clausura topolédgica distribuye sobre uniones finitas, tenemos
que las clases [C,]* v [C,]" coinciden.

Finalmente, el espacio X del Ejemplo pertenece a la clase [C,]® y no es compacto,
de modo que X & [C,]*.

En resumen:
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[ew] = [ew]* - [ew]a = [ew]w-
Para 6 = w,. El siguiente resultado es debido a Alas, Tkachuk y Wilson.

TEOREMA 4.12. ([1]) Exziste un espacio Tychonoff dualmente o-compacto X el cual es
pseudocompacto, pero no compacto.

Es un hecho conocido que todo espacio pseudocompacto y Lindeldf es compacto;
luego, el espacio X del teorema anterior no es Lindelof; es decir, X ¢ [C,,]. Ahora,

dado que todo o-compacto es Lindeldf, lo que tenemos es que X € [C,,]*. Esto es,

XelC,|"y X g[C,]
En el ejemplo siguiente tenemos a un espacio X € [C,,]%, el cual no pertenece a la
clase [C,,|*. En los dos ejemplos siguientes, (x,y), denota al par ordenado de elementos

x, Y.

EJEMPLO 4.13. Eziste un espacio Urysohn X € [Cy,|* tal que X & [C,,]*. Sea X =
[(wi +1) x (w+ D]\{(w1,n) : n € w} y topologizamos a X como sigue:

(1) Todo punto de wy X w es aislado.

(2) Las vecindades de puntos de la forma (a,w) € wy x {w}, son del tipo, para
ne€w, U,((a,w)) = {{a,m) : n < m < w}.

(8) Las vecindades del punto (wy,w) tienen la forma, para o € wy:

Us({w1,w)) = {{w1,w)}U{(B,n) :a<f<w yn<w}.

Dejamos al lector la tarea de wverificar que X es un espacio Urysohn. Ndtese,
ademds, que el conjunto {{a,w) : a € w1} es cerrado y discreto en X .

Sea ¢ una asignacion de vecindades para X . Por demostrar que X € [C,,]*. Puesto
que (wi,w) € p({wy,w)), existe X € wy tal que Uy C o({wy,w)). Puesto que Ax (w+1) C
X es un conjunto numerable, entonces Y = A x (w+ 1) U {{w,w)} es un conjunto
numerable y por lo tanto Y € [Cq]. Ademds, debido a que los puntos de la forma
(a,w), con a = X pertenecen a clx(U({wi,w))), concluimos que X = clx(p({wi,w))) U
U{clx(p(y)) ry € A x (w+1)}. Asi, X € [Cq]°.

Para verificar que X & [Cy,|*, consideremos la asignacion siguiente:

(1) p({e,n)) = {{a,m)}, y

(2) p({o,w)) = Up({ev, w))

(3) p{wr,w)) = Us((wi, w)).
Ahora bien, si Y C X es tal que Y € [C,,], entonces Y N {(a,w) : a € w} es
un subconjunto cerrado y discreto en Y ; luego, por el Corolario 77, obtenemos que
Y Nn{{a,w) : @ € w1} es numerable. De donde, existe oy € wy tal que {ap,w) € Y.
Puesto que p({ap,w)) es el unico elemento que contiene a (o, w), tenemos que (g, w) €

X\ UHply) :y e Y} Asi, X & [C, )"

Hemos visto que las clases [C,]* v [C,]", coinciden. El ejemplo siguiente muestra
que este hecho no se verifica en las clases [C,,]* y [Cu,]™.

EJEMPLO 4.14. Existe un espacio Tychonoff X € [Cy,|* tal que X & [Cy,]%.
En efecto, denotemos wi = wi+1 a la Lindeldficacion de wy con la topologia discreta
(esto es, todo punto de wy es aislado y U es vecindad de wy si wi\U es numerable.
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Tomamos, ademds, w + 1 con su topologia usual del orden. El espacio X que estamos
buscando es el subespacio [wi x (w+ 1)\{{w1,w)} de wi x (w+1).

Veamos que X € [Cy,|". Sea ¢ una asignacion de vecindades para X. Dado que
U = {p(x) : v € X} es cubierta abierta de X, wi x w C [JU y wi X w es Lindeldf,
existe V € [U]<¥, digamos V = {¢(y,) : n € N}, tal que wi x w C |JV. Finalmente,
dado que wi X w es denso en X, tenemos que X = clx((J{o(yn) : n € w}. Como
Y ={y, :n € w} € Cy,, por ser numerable, concluimos que X € [Cy,]|".

Resta probar que X & [C,,]*. Consideremos, para cada {«, ) € X :

(1) Sia€w y B €w+1, entonces p({(a, 5)) = {a} x (w+1);
(2) Sia = y B €w o((win) =wi x {8},
Claro que ¢ es una asignacion de vecindades para X .

Afirmacion: SiY C X es tal que Y € [Cy,], entonces X\ U{clx(¢(y)) :y € Y} # 0.
En efecto, si Y € [C,,], entonces Y N (wy x {w}) debe ser numerable, asi que existe
ap € wy tal que {(ap,w) €Y N (wy x {w}). Veamos que para cualquier y € Y, (o, w) &
cx(p(y)). Seay €Y, tenemos dos casos:

(1) y = (a,w), entonces p(y) = {a} x (w+1), pero claramente ({a} x (w+1)) N
({ao} % (w+1)) = 0.
(2) y = (w1,n), entonces p(y) = wi x {n}; sin embargo, es claro que U = {ay} X
(n+ 1,w] es una vecindad de {cg,w) tal que U N p(y) = 0.
Con todo, concluimos que {ag,w) & clx(p(y)). Asi, X € [Cu,|Y v X & [Cu,]*.

Con lo visto hasta aqui, tenemos el diagrama siguiente, y podemos decir que las
flechas, en general, no son reversibles.

[Cu] = [Cun]” = [y ]* = [Cuy ™.

TEOREMA 4.15. Sea X un espacio topoldgico.

(1) Si X tiene un subespacio denso y Lindeldf, entonces X € [C,,]".
(2) Si X es débilmente Lindeldf, entonces X € [Cy,]".
(3) Si X es casi Lindeldf, entonces X € [C,,]%.

DEMOSTRACION:  Para 1. Por hipotesis existe Y C X tal que clx(Y) = X y Y
es Lindelof; luego, Y € [C,,]. Ahora, si ¢ es una asignacion de vecindades para X,
entonces Y C (Je(y) 1 v € Y}; luego, dado que Y es denso, tenemos que X =
cdx(Y) Celx(U{ely) 1y € Y}). Asi, X € [Cy,]".

Para 2. Sea ¢ una asignacion de vecindades para X. Puesto que U = {¢(z) : z € X'}
es cubierta abierta de X y éste es débilmente Lindelof, existe Y € [X]|S tal que
X = dx(He(y);y € Y}). Como Y es numerable, tenemos que Y € [C,,]; luego,
Ve [C,]".

3. Sea ¢ una asignacion de vecindades para X, entonces U = {¢(x) : © € X} es
una cubiierta abierta de X; lugo, dado que X es casi Lindelof, existe Y € [X]S¥ tal que
X = U{elx(o(y)) : vy € Y}. Dado que Y es numerable, tenemos que Y € [C,,]. Con
todo, cocluimos que X € [C,,]*. O

Dado que todo conjunto numerable pertenece a la clase [C,,] y dado que todo
espacio que satisface la CCC' es un espacio débilmente Lindel6f, de las condiciones 1.
y 2. tenemos el siguiente.
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COROLARIO 4.16. Si X es un espacio separable o CCC, entonces X € [C,,]".

De los ejemplos y nacen un par de interrogantes:

(1) ;Coinciden la clase de los espacios débilmente Lindeldf y [C,,, ]*7
(2) ;La clase de los espacios casi Lindeldf coincide con la clase [Cy,]|*?

Las respuesta a este par de interrogantes es (en ambos casos) negativa. En el Coro-

lario 2.10 de [3], los autores proporcionan un espacio dualmente o-compacto (recorde-
mos que X es dualmente o-compacto, si para toda asignaciéon de vecindades ¢ para X,
existe Y C X tal que Y es o-compacto y X = (J{eo(y) : y € Y}) que no es débilmente
Lindel6f. Puesto que todo espacio dualmente o-compacto pertenece a la clase [C,,]* v
por ende a la clase [C,,]", concluimos que si X es el espacio del Corolario 2.10 de [3],
entonces X € [Cy,]* (y por tanto X € [C,,]") v X no es débilmente Lindelof y por
tanto, también X no es casi Lindelof.

[1]

2l
3]

4]
[5]
6]
7]
8]

9]
[10]

[11]
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1. Introduccion

A finales de la década de 1920, Alexandroff y Urysohn plantearon en [1] la siguiente
pregunta: jewxiste un espacio compacto infinito que carezca de sucesiones convergentes
no triviales ! 5

Mas adelante, Tychonoff [17] en 1935 y Cech [5] en 1937 ofrecieron una respuesta
afirmativa mediante construcciones distintas de un mismo objeto: la compactacion de
Stone—Cech de los ntimeros naturales, Sw. No obstante, su estructura resultaba tan
vasta y atipica que surgié inmediatamente una nueva cuestion: jes necesario recurrir a
métodos tan elaborados para obtener un compacto infinito sin sucesiones convergentes
no triviales?

Fue precisamente en este contexto que Efimov [7], en 1969, formul6 su célebre
problema. Motivado por el estudio de cuando las compactaciones de Stone-Cech de
espacios discretos pueden encajarse en compactos especificos, propuso una dicotomia
para los compactos infinitos. Por un lado, existen aquellos que admiten sucesiones
convergentes no triviales; por otro, los que poseen un subespacio homeomorfo a Sw.
La cuestion que plante6 Efimov fue si estos dos comportamientos agotan todas las
posibilidades:

'En el contexto del presente trabajo, supondremos que todo espacio compacto es, ademas, un
espacio de Hausdorff. Sin embargo, conviene destacar que, en general, para decir que un espacio
topologico es compacto no es necesario imponer restricciéon alguna sobre sus propiedades de separacion.

111
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Problema de Efimov: ;Todo espacio compacto infinito contiene una sucesion
convergente no trivial o una copia de Pw?

Un espacio compacto infinito que evita, simultaneamente, sucesiones convergentes
no triviales y subespacios homeomorfos a Sw se denomina hoy un espacio de Efimov. La
existencia de tales espacios dentro del sistema axioméatico de ZFC se mantiene como un
problema abierto. Bajo ciertos axiomas adicionales —como la Hipotesis del Continuo—
es posible construir ejemplos, pero hasta la fecha de redacciéon de este texto no se conoce
demostracion alguna que funcione sin suposiciones extrinsecas.

El Problema de Efimov se sittia en la frontera entre la topologia general y la teoria
de conjuntos, revelando que incluso objetos tan familiares como los espacios compactos
pueden esconder estructuras sorprendentemente complejas. Su estudio constituye un
desafio sobresaliente que contintia impulsando la investigaciéon activa mas de cincuenta
anos después de su formulacion.

El objetivo de este texto es introducir al lector en este tema mediante una exposicion
sistematica de los rudimentos de la teoria de los sistemas inversos, con el fin de exponer
de manera completa y detallada la construccion de un espacio de Efimov creado a partir
del Principio Diamante, de acuerdo con el enfoque que Geschke present6 en [9].

2. Preliminares

El propésito de esta seccion es introducir algunos conceptos fundamentales de la
teoria de conjuntos y la topologia general que resultan imprescindibles para el desarrollo
del presente trabajo. Si bien es deseable que el lector cuente con nociones basicas
en estas areas, los términos de especial relevancia para nuestros fines se explican a
continuacion. Asimismo, conviene senalar que aquellos conceptos que no aparezcan
definidos explicitamente en este apartado deben interpretarse conforme a lo expuesto
en [13] y [4], respectivamente.

Para empezar, el simbolo w denota, simultaneamente, el primer ordinal infinito y
el primer cardinal infinito. Similarmente, el primer ordinal no numerable y el primer
cardinal no numerable se representan, a la vez, con el simbolo w;. Ademas, ¢ es el
numero cardinal de la recta real; en particular, ¢ = 2%.

Un ntmero ordinal « es sucesor si existe un nimero ordinal 5 con §+ 1 = a. Por
otro lado, «a es limite si es positivo (i.e., a > 0) y no es sucesor; es decir, para todo
8 < « se cumple que 5+ 1 < a.

Observemos que si v y 3 son nameros ordinales que satisfacen o < /3, entonces 3\ «
es el conjunto {y < 5 :a < v}

Si kK es un numero ordinal infinito, la cofinalidad de k, denotada por cf(k), es el
menor ordinal v para el cual existe una funcién f : v — k tal que, para todo § < k,
existe a < 7y con f(a) > f.

Sea X un conjunto. Los simbolos P(X) y | X| denotan, respectivamente, el conjunto
potencia de X y la cardinalidad de X. También, la identidad en X es la funcién
Idy : X — X determinada mediante Idx(z) := z. Por otra parte, si £ es un nimero
cardinal, entonces

(X]":={ACX:|Al=k} v [X]TF"={ACX:|A| <k}
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Si Y es un conjunto, f : X — Y es una funcién, A es un subconjunto de X y B es
un subconjunto de Y, entonces

flAl=={yeY :Jz e A(f(x)=y)} vy ['[Bl=={r € X:3y € B (f(z) =y)}
son, respectivamente, la imagen directa de A bajo f y la imagen inversa de B bajo f.
Ademés, si y € Y, la fibra de y bajo f es el conjunto

FHyy =yl ={z e X : f(z) =y}

Finalmente, la restriccion de f al conjunto A es la funcion

fla=A(z, f(z)) -z € A}.
Un conjunto no vacio X es un espacio topoldgico si existe una familia 7y C P(X),
denominada una topologia en X, que verifica las siguientes propiedades:

1) derxy X ey,
(2) U% € 7x siempre que Z C Tx,y
(3) si U,V € 7x, entonces UNV € 7x.
Si Kk es un numero cardinal positivo, el espacio discreto de cardinalidad x, denotado
por D(k), es el conjunto s equipado con la topologia discreta; esto es, Tp.) = P(k).
Sea X un espacio topologico. El simbolo CL(X) denota la familia de los sub-
conjuntos cerrados de X, es decir, CL(X) := {X \ U : U € 7x}. Por otra parte,
CO(X) = CL(X) N 7x, es la coleccion de subconjuntos que son, simultaneamente,
abiertos y cerrados en X.
Para cada z € X, decimos que z es un punto aislado de X si {x} € 7x. Adicional-
mente, ¥ (x) denota la coleccion {U € 7x : x € U}.
Una base para X es un conjunto & C 7y tal que, para cualesquiera x € X y
U € ¥ (x), existe B € B con x € B C U. Por otra parte, si x € X, una base local para
z en X es un conjunto & C ¥ (x) con la propiedad de que, para todo U € ¥ (x), existe
Be%conBCU.
El peso de X es el nimero cardinal

w(X) := min{| 4| : # es una base para X} + w.

Decimos que X es seqgundo numerable cuando w(X) = w.
Asimismo, si x € X, el cardcter local de X en x es el niimero cardinal

x(z, X) := min {|%)| : 2 es una base local para z en X} .
También, el cardcter de X es el niimero cardinal
X(X) =sup{x(z,X) 2 € X} +w.

Decimos que X es primero numerable cuando x(X) = w. Evidentemente, todo espacio
segundo numerable es primero numerable.

El espacio X es cero-dimensional si admite una base contenida en CO(X). Verbigra-
cia, cualquier espacio discreto es cero-dimensional, ya que los conjuntos unipuntuales
constituyen la base deseada.

Decimos que X es Ty si {{z} : z € X} C CL(X). También, X es T; si, para
cualesquiera z,y € X distintos, existen U € ¥ (z) y V € ¥ (y) tales que U NV = 0.
Asimismo, X es reqular si, para cualesquiera x € X y U € ¥ (x), existe V € ¥ (z) con
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V C U. Por otra parte, X es completamente regular si, para cualesquiera z € X y
U € ¥ (x), existe una funciéon continua f : X — R tal que f(z) =0y f[X \ U] C {1}.
Asi, X es Ty si es regular y T, y se denomina espacio de Tychonoff si es completamente
regular y 7.

El espacio X es compacto si es Ty y, para todo Z C 7x que satisface X = |J%,
existe ¥ € [Z]|<“ con X = [J¥. Dicho de otra manera, X es compacto si tiene la
propiedad de Hausdorff y toda cubierta abierta de X admite una subcubierta finita.

Sean x un nimero ordinal positivo y {X, : @ < k} una familia de espacios topologi-
cos. El producto cartesiano de {X, : a < K} es el conjunto

[Loen Xa = {x:m—>Ua<HXa\Va</<a(x(a) GXQ)}.

También, para cada § < k, la funcion pg : [], . Xo — X3 dada por pg(z) 1= z(53), es
la B-ésima proyeccion canonica.

El producto topoldgico de {X, : a < K} es el conjunto ]
topologia que tiene por base a la coleccion

{ﬂaera o F € k] \ {0} /\VozGF(UQETXQ)}.

Adicionalmente, si X es un espacio topologico, el simbolo X" representa el espacio
producto [, ., Xa, en donde X, := X para todo a < k. Asimismo, la potencia XY se
entiende como el conjunto {f} dotado de la topologia discreta.

En la siguiente proposiciéon recopilamos las propiedades relacionadas con los con-
ceptos anteriores que necesitaremos para el desarrollo del texto. Dado que todas ellas
forman parte de un curso bésico de topologia general, y que la demostracion de cada
una, sin excepcion, puede encontrarse en [4], omitimos los detalles para no apartarnos
del objetivo principal de este escrito.

a<r Xa, equipado con la

PROPOSICION 2.1. Sean X un espacio topoldgico, k un nimero ordinal positivo y { X,
a < Kk} una familia de espacios topoldgicos. Los siguientes enunciados son ciertos.

(1) SiY es un subespacio de X y X es Ty, primero numerable, sequndo numerable
o cero-dimensional, entonces Y también lo es.

(2) Si k es numerable y cada X, es primero numerable o sequndo numerable, en-
tonces [, ., Xa también lo es.

(3) Si cada X, es Ty, compacto o cero-dimensional, entonces ||

€s.

acr Xa también lo

Para los incisos siguientes, X serd un espacio compacto.
(4) X es Ts.
(5) Si'Y es un subespacio cerrado de X, entonces Y es compacto.
(6) Si F C CL(X) es una familia centradd® y no vacia, entonces (.F # 0.
(7) (Lema de Sura-Bura) Si F C CL(X) es una familia no vacia, U € 1x y
F C U, entonces existe 4 € [F]|~* \ {0} tal que ¥ C U.

COROLARIO 2.2. Si v es un nimero ordinal numerable, entonces el espacio D(2)* es
compacto, cero-dimensional y sequndo numerable.

2Es decir, si 4 € [Z]<“\ {0}, entonces (¥ # 0. Otro término comtn en la literatura para referirse
a este concepto es familia con la propiedad de la interseccion finita.



2. PRELIMINARES 115

Asimismo, convendréa disponer de la siguiente terna de resultados, que combinan
varias de las propiedades topolégicas mencionadas hasta ahora y que se utilizaran mas
adelante en el texto:

LEMA 2.3. Si X es un espacio Ty y cero-dimensional, A € CO(X) y z,y €
distintos, entonces existen B,C € CO(X) tales que x € B, y € C, BUC
BnC=10.

DEMOSTRACION: Primero, como X es Ty, existe U € ¥ (x) con y ¢ U. Luego, como
X es cero-dimensional, existe D € CO(X) tal que z € D C U. Asi, los conjuntos
B:=ANDyC := A\ D son elementos de CO(X) que satisfacen x € B, y € C,
BUuC=AyBnC=10. O

LEMA 2.4. Sea X un espacio Ty, primero numerable y cero-dimensional. Si z no es un
punto aislado de X, entonces existen una familia decreciente {A, :n <w} C CO(X) y
un conjunto {a, :n < w} C X con las siguientes caracteristicas:

(1) a, € A, \ Apy1 para cada n < w, y
(2) {A, :n <w} es una base local para z en X, Ag = X y ()., An = {2}

DEMOSTRACION: Para empezar, por la primero numerabilidad de X, existe una base
local {By : k < w} para z en X tal que By = X. Observemos que, como X es 77, se
cumple que (., Br = {z}. Sea Cy := X. Luego, como X es cero-dimensional, para
cada k € w \ 1 existe un conjunto Cy € CO(X) con z € Cy, C By N ﬂlek\l C;. En
consecuencia, {C : k < w} es una base local decreciente para z en X y (,_,, Cr = {2}
Ahora notemos que, si k < w, no puede suceder que C,,, = C} para todo m € w \ k,

ya que, de lo contrario, {z} = (,,., Om = [|ners1 Om implicarfa que {2} € 7x, lo cual
es falso. Por lo tanto, existe una sucesion estrictamente creciente (k,) en w tal que
Cro =X y Cy,,, € Cy, para todo n < w. Finalmente, si a,, € Cy,, \ Cy,,, v An = Cj,
para todo n < w, entonces {A, : n < w}y {a, : n < w} tienen las propiedades desecadas.
O

OBSERVACION 2.5. Si X, z y {A, : n < w} son como en el lema y (ng) es una

sucesion estrictamente creciente en w, entonces {A,, : k <w} es una base local para z
en X.

LEMA 2.6. Sea X un espacio T, primero numerable y cero-dimensional. Ademds, sean
z un punto no aislado de X y {A, : n < w} como en el lema[2.4] Si (ny) es una sucesion
estrictamente creciente en w y, para cada k < w, se tiene un conjunto By € CL(X) con
By, C A, entonces {z} U, Br es un subconjunto cerrado de X.

DEMOSTRACION: Si z € |, Br \ {#}, entonces existen U € #(x) y V € #(z) tales
que UNV = 0. Asi, como {A,, : k < w} es una base local para z en X (véase la
observacion , existe | < w con A,, C V, lo cual implica que A,, C V para todo

k > 1. Por lo tanto, x & J;-; Br, ya que U € ¥ () y U Nz, Br = 0. En conclusion,
z € Uy Br = Uy B € {2} U U, Bre- O

Sean X un espacio topoldgico, A un subconjunto de X y z € X. Decimos que z es
un punto de acumulacion de A (en simbolos, z € A’) si para todo V' € #/(z) se satisface
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que (V\{z}) N A # 0. Los dos hechos siguientes, relacionados con este concepto,
también pueden encontrarse en [4] y seran empleados més adelante:

PROPOSICION 2.7. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. Los sigu-
tentes enunciados son ciertos.

(1) Si X esT) yz € X, entonces z € A’ si y sélo si VN A es un conjunto infinito
para cada V € ¥V (2).
(2) Si X es compacto y A es infinito, entonces A’ # ().

Por otra parte, si (z,,) es una sucesion en un espacio topologico X, decimos que z
es un punto de acumulacion de (z,) si {n <w : x, € V} es un conjunto infinito para
todo V' € #(z). La sucesion (x,,) es inyectiva si x,, # x,, para cualesquieram < n < w.
Asimismo, (x,,) es discreta si es inyectiva y el conjunto {z, : n < w} es un subespacio
discreto de X. El siguiente par de resultados explora la interaccion entre los conceptos
anteriores.

PROPOSICION 2.8. Si X es primero numerable, (z,) es una sucesion en X y z es un
punto de acumulacion de (x,), entonces (x,,) tiene una subsucesion convergente a z en

X.

DEMOSTRACION: Sea {By, : k < w} una base local decreciente para z en X. Ademas,
sea ng < w tal que x,, € By. Supongamos que, para algin k < w, hemos construido
una sucesion estrictamente creciente {n; : i < k} C w tal que z,, € B; para todo i < k.
En virtud de que {n < w : x, € Byy1} es un conjunto infinito, existe ng.; > n; con

Tpy., € By, Claramente, (z,,) es una subsucesion de (z,) que converge a z en X.
0J

PROPOSICION 2.9. Sean X un espacio topoldgico, (x,) una sucesion en X y z € X. Si
X es Ty y z es un punto de acumulacion del conjunto {x, : n < w}, entonces z es un
punto de acumulacion de la sucesion (x,,).

DEMOSTRACION:  Es suficiente notar que, si V' € ¥/(z), entonces el hecho de que
VN {z, : n < w} sea infinito (véase la proposicion[2.7(1)) fuerza a que {n < w : z, € V'}
también lo sea. 0

Sean X un espacio topolégico y ~ una relaciéon de equivalencia en X. La funcion
al conjunto cociente ¢ : X — X/~ determinada mediante ¢(z) := [z]. se conoce como
la proyeccion natural. El espacio cociente inducido por ~ es el conjunto cociente X/~
dotado de la topologia 7. := {V C X/~ : ¢"'[V] € 7x}.

Si A es un subconjunto de X, la relacién ~,4 dada por x ~4 y si y s6lo si x =y
o x,y € A es una relaciéon de equivalencia, y el espacio cociente correspondiente se
denota por X/A. Para nuestros fines, serd importante méas adelante contar con el
siguiente resultado:

PROPOSICION 2.10. Si X es T3 y A € CL(X), entonces el espacio cociente X/A es Ts.

DEMOSTRACION: Sean x,y € X tales que x ¢4 y (esto es, q(z) # q(y)); en particular,
se tiene que x # y y {x,y} € A. Supongamos sin perder generalidad que x ¢ A.
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Siy & A, entonces, como X es Ty, existen U € ¥ (z) y V € ¥(y) con UNV = ().
Ast, q[U \ A] € ¥ (q(z)), ¢V \ Al € ¥ (q(y)) v alU \ Al Nq[V \ A] = 0.

Por otra parte, si y € A, entonces, dado que X es regular, existen U € ¥(x) y
Verycon ACV yUNV =0. De esta manera, q[U] € ¥ (q(x)), q[V] € ¥ (q(y)) vy
qU] N q[V] = 0. En suma, X/A tiene la propiedad de Hausdorff. O

Si X es un espacio de Tychonoff, el simbolo SX representa la compactacion de
Stone-Cech de X; en especial, 8k es la compactacion de Stone-Cech del espacio discreto
D(r). Una 1ntrodu001on a dicha compactacion puede encontrarse en el décimo capitulo
de [12]. Ademas, un estudio detallado y profundo se presenta en [18].

Decimos que los espacios topoldgicos X v Y son homeomorfos si existe una funcion
biyectiva, abierta y continua de X sobre Y. Dicha funcién se llama un homeomorfismo.

Si X es un espacio topologico, decimos que X contiene una copia de Sw si existe
un subespacio de X que es homeomorfo a Sw. Similarmente, X contiene una copia de
w + 1 si existe un subespacio de X que es homeomorfo a {0} U {27" : n < w}, visto
como subespacio del espacio euclidiano R. En este altimo caso, también se suele decir
que X contiene una sucesion convergente no trivial.

A continuacion, presentamos un par de resultados vinculados a las sucesiones con-
vergentes no triviales:

PROPOSICION 2.11. Si un espacio topologico X contiene una sucesion convergente no
trivial, entonces X admite una sucesion discreta y convergente.

DEMOSTRACION: Efectivamente, si S es una sucesiéon convergente no trivial en X y
f{0}u{2™ :n < w} — S es un homeomorfismo, entonces (f(27")) es una sucesion
discreta que converge a f(0) en X. O

PROPOSICION 2.12. Si X es un espacio de Hausdorff que no contiene sucesiones con-
vergentes no triviales y (x,) es una sucesion convergente en X, entonces (x,) es semi-
constantdi es decir, existe m < w tal que T, = x,, para todo n € w \ m.

DEMOSTRACION: Sea z € X tal que (z,,) converge a z en X. Supongamos, en busca
de una contradiccion, que (z,) no es semiconstante. Observemos primero que, como
(x,,) tiene una subsucesion (x,,) tal que z & {x,, : i < w}, podemos suponer, sin perder
generalidad, que z & {x, : n < w}.

Nuestro siguiente objetivo es construir recursivamente una sucesiéon estrictamente
creciente (n;) en w con x,, # T,, siempre que i < j < w. Para empezar, definimos
no = 0. Supongamos ahora que, para algin ¢ < w, hemos construido la coleccién
{n; : j < i} con las propiedades deseadas.

Si el conjunto {z, : n > n; + 1} es finito, entonces existe m > n; + 1 tal que
I:={n>n;+1:x,=u1x,} esinfinito. Luego, si o : w — I es una funcién suprayectiva
y estrictamente creciente, entonces (24 (k) es una subsucesion de (z,). Mas atn, (T, )
converge simultaneamente a x,, y a z en X, lo que implica que z,, = 2z y contradice

3El término en inglés es eventually constant; por esta razén, hay personas que traducen este con-
cepto como «eventualmente constante». No obstante, esta traduccién es técnicamente incorrecta puesto
que las palabras «eventually» en inglés y «eventualmente» en espafiol tienen significados distintos.
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que z & {x, :n < w}. Asi, el conjunto {z, : n > n; + 1} es infinito y, por consiguiente,
existe n;11 2 n; + 1 con o4 {:vnj : j <i}. Esto completa la construccion recursiva.
Finalmente, como la funcion

f{z u{r, ri<w}—={0}U{27:i<w}

descrita por f(2) := 0y f(x,,) := 27" es un homeomorfismo, se sigue que (z,,) es una
sucesion convergente no trivial en X, lo cual es imposible. O

Cerramos la seccién con un concepto que, al ser el nicleo del presente articulo,
conviene resaltarlo en un entorno adecuado:

DEFINICION 2.13. Un espacio topoldgico X es un espacio de Efimov si es infinito,
compacto y no contiene una copia de fw ni una copia de w + 1.

3. Sistemas inversos

Sean k un numero ordinal limite, {X, : @ < k} una familia de espacios topologicos
vy {780 1 Xg = Xo | @ < < Kk} una coleccion de funciones continuas. Decimos que
{(Xa,T50) o < B < K} es un sistema inverso si, para cualesquiera o < < 7 < K, se
satisface que 7, o = T34 © Ty 3 ¥ Taa = Idxe. En estas circunstancias, a los elementos
de la coleccion {7, : a < B < K} se les denomina funciones de ligadura o funciones
de enlace (en inglés, bonding maps).

Para simplificar la notaciéon y mejorar el flujo de la exposicion, en lo que sigue
entenderemos que la expresion “Y, es un sistema inverso” significa que x es un ntimero
ordinal limite, y que ¥, coincide con un conjunto de la forma {(X,,754) 1 @ < 8 < K},
donde dicha familia constituye un sistema inverso.

Si ¥, es un sistema inverso, el limite inverso de %, es el subespacio X,, del producto
topolégico ], ., Xa dado por

X, = {:v € [Lour Xo : Vo < B <k (mp.0(z(B)) = g;(a))} .

Ademas, para cada a < &, definimos una funcién 7, , : X, — X, mediante la regla
Tral(2) = x(a), es decir, 7, , es la funcion p, restringida al subespacio X;,. Observemos
que Tgq, O My g = Tk o para cualesquiera a < B < K.

Los sistemas inversos desempenan un papel fundamental en la construccion de espa-
cios de Efimov, debido a sus propiedades estructurales. Con el proposito de familiarizar
al lector con las técnicas basicas empleadas en el estudio de sistemas y limites inversos,
presentamos a continuacion cuatro resultados significativos en esta area.

El primero establece que la subbase canénica del espacio producto, al ser relativizada
al limite inverso, determina una base para la topologia de dicho espacio. Por otra parte,
el segundo habla de los limites inversos generados a partir de familias decrecientes de
espacios topologicos. A continuacion, el tercero caracteriza la convergencia de suce-
siones en el limite inverso a partir de la convergencia de cada una de sus proyecciones.
Finalmente, el cuarto, uno de los resultados mas relevantes en el estudio de sistemas
inversos que involucran espacios compactos, muestra la influencia de esta caracteristica
topologica en las propiedades del limite inverso.
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PROPOSICION 3.1. Si X, es un sistema inverso, entonces

K,Q

{7?_1 Uy ia<k AN U, € TXa}
es una base para X, .

DEMOSTRACION: Sean U € 7x,, x € U, F € [s]<*\ {0} y, para cada 3 € F, U € 7x,
de tal modo que z € X, NNepps'[Us] CU. Sia:=max(F)+1y

Uy = ﬂ-;}x ﬂ,@eF W;,IB[U,B] )

entonces U, € 7x,., x € U, y U, CU. O

PROPOSICION 3.2. Si {X, : a < K} es una familia decreciente de espacios topoldgicos
(es decir, Xp es un subespacio de X,, siempre que o < < k) y, para cualesquiera o <
B < K, Tga: Xp — X denota la funcion inclusion, entonces {(Xo, Tp0) a0 < f < K}
es un sistema inverso con la propiedad de que su limite inverso X, es homeomorfo a
ma<li Xa :

DEMOSTRACION: Sea X := (1), Xo. Una observacion crucial, que se desprende del
hecho de que cada funciéon de ligadura es una funcion inclusion, es que si x € [],_, Xa,
entonces x € X, si y solo si x es una funcién constante. Este antecedente permite
definir una funcion f : X, — X mediante la regla f(x) := 2z(0). Nuestro objetivo es
demostrar que f es el homeomorfismo deseado.

Para empezar, si x,y € X, satisfacen f(z) = f(y), entonces x(0) = y(0), lo cual
implica que = = y, pues ambas son funciones constantes. Por otra parte, sip € (,_, Xa
y establecemos = := k x {p}, entonces v € X, y f(z) = p. De esta manera, f es una
funcién biyectiva.

Ahora, como para todo U € Tx, se cumple que

FUNX] = m (U],

la funcién f es continua. Finalmente, para comprobar que f es abierta mediante la
proposicion [3.1] notemos que si a < kK y U, € Ty, , entonces

R,o

f [7*1 [Ua]} — XU,
donde X NU, es un elemento de 7x. En sintesis, f es un homeomorfismo. 0

En [4], Proposicion 3.4.7, p. 87| se prueba que, si f : X — Y es una funcion continua
entre espacios topologicos, (x,) es una sucesion en X, z € X y (z,) converge a z en
X, entonces (f(z,)) converge a f(z) en Y. Lo anterior sera clave para demostrar el
siguiente resultado:

PROPOSICION 3.3. Sean X, un sistema inverso, (x,) una sucesion en X, y z € Xj.
Los siquientes enunciados son equivalentes.

(1) (z,) converge a z en X,.
(2) (zn(cv)) converge a z(a) en X, para todo o < k.
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DEMOSTRACION:  La implicacion de (1) a (2) se sigue de la continuidad de cada
funcion 7., y de lo comentado en el parrafo anterior. Para la implicacion reciproca,
observemos que si U € ¥(z), a < Ky U, € 7x, satisfacen z € 7 \[U.] C U (véase
la proposicion [3.1)), entonces, como U, € ¥(z(a)), existe m < w con {z,(a) : n €
w\ m} C U,, lo cual implica que {z,, : n € w\ m} CU. Asi, (x,) converge a z en X,.

O

En la demostracion de la proposicién se utilizaran, sin mencién explicita, los
incisos (1), (3), (5) y (6) de la proposicion [2.1]

PROPOSICION 3.4. Los siguientes enunciados son ciertos para un sistema inverso Y,

formado por espacios de Hausdorff.
(1) El limite inverso X, es un subconjunto cerrado de [],.,. Xa. En particular,
X, esTs.
Mds ain, cuando X, estd constituido por espacios compactos, los siguientes enun-
ciados también son vdlidos.

a<k

(2) X, es un espacio compacto y no vacio.
(3) Si cada funcion de ligadura es suprayectiva, entonces Tyo es una funcion
suprayectiva para todo o < K.

DEMOSTRACION: Sean X :=[]
para cada (8,a) € J, sea

X(B,a) :={ze€X :m.(x(8) =z(a)}.

La prueba se dividira en una terna de enunciados.

XoyJ ={(B,a) € kxk:a < <k} También,

a<k

Afirmacién 1. Para todo (8, a) € J, el conjunto X (5, «) es cerrado en X.

Si (B,a) € Jyxz e X\ X(B,a), entonces, como 7z ,(x(5)) # z(a) y X, es T,
existen U,V € 7x, con mg4(x(5)) € U, x(a) € V y UNV = (). Luego, si

W= (T 0p5) " (Ul N [V],
entonces W € 7x, z € Wy W C X \ X(f8,«). En consecuencia, X (5, «a) € CL(X).

La Afirmacion 1, junto con la igualdad X, = ﬂ(ﬁ el X (B, «), garantiza que X, es
un subconjunto cerrado de X. Ademés, X, es T5, pues X lo es.
En lo que sigue, supondremos que ¥, esta formado por espacios compactos.

Afirmacién 2. La familia {X (5, «) : (8,a) € J} es centrada.
Seann € w\ 1, {(Br, ) : k <n} CJ, f:=max{f: k <n}+1, z € Xg,

e € H’YEH\ﬁ X, y z:= {(04,71'5704(2)) ta < 6} Ue.
Claramente, x pertenece a X. Mas aun, si k < n, entonces

Toan (Z(Br)) = Toran (T5,6.(2)) = o0, (2) = w(cwr).
Ast, © € (o, X (Br, o).

De esta manera, como X es un espacio compacto y X, = ﬂ(ﬁ Q)GJX(ﬁ,a), las
Afirmaciones 1 y 2 constatan que X, es compacto y no vacio.
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En cuanto al inciso (3), sean 7 < k y y € X,,. Nuestro objetivo es demostrar que la
fibra 7. {y} es no vacia. Notemos que, como

Tosdy} = Nigayes (X (B,a) Nps 1{@/})

y la familia {X (5, a) ﬂp;l{y} : (B,a) € J} esta contenida en CL(X), basta probar
el siguiente enunciado mediante una ligera adaptacion de la técnica empleada en la
demostracion de la Afirmacion 2:

Afirmacién 3. La coleccion {X (8, o) Np ' {y} : (B,a) € J} es centrada.

En efecto, sean n € w\ 1, {(Bk, o) 1 k <n} C J, f:=max({fr : k <n}U{y})+1,
z €5 {y},
ec Héen\ﬁ X5y x:i= {(a,ﬁg,a(z)) Ta< B} Ue.
Evidentemente, x € (., (X (Bk, ax) N p;{y}). O

En contraste con la proposicién si el sistema inverso esta indexado por w, es
posible obtener un fortalecimiento de su tercer inciso. Para ello, es necesario contar
primero con un lema auxiliar:

LEMA 3.5. Los siquientes enunciados son equivalentes para todo sistema inverso %, y
cada v € [, ., Xn.

(1) Tmn(x(m)) = x(n) para cualesquiera n < m < w (es decir, v € X,,).
(2) Tpi1n(x(n+1)) = x(n) para todo n < w.

DEMOSTRACION: Claramente, (1) implica (2). Para ver que (2) implica (1), supong-
amos que, para algin m < w, hemos verificado que si n < m, entonces 7, ,(z(m)) =
x(n). Luego, para cada n < m + 1 se cumple que

Tmtin(T(m + 1)) = Ty (ﬂm+17m(a:(m + 1))) = T (m(m)) = xz(n).
O

PROPOSICION 3.6. Sea ¥, un sistema inverso. Si cada funcion de ligadura es suprayec-
tiwa, entonces, para cada n < w, existe una funcion f, : X, — X, tal que 1y, 0 f, =
Idx, . En particular, 7, es suprayectiva y f, es inyectiva.

DEMOSTRACION:  Sean n < w y « € X,. Para especificar f,(x), necesitamos de-
terminar f,(x)(m) para cada m < w. Si m < n, establecemos f,(x)(m) = m,m(x).
Cuando m > n, procedemos por recursion: primero, existe f,(z)(n+1) € X, tal que
Tnt1n(fn(2)(n + 1)) = z, porque m,11, es suprayectiva. Luego, si para algin m > n
hemos definido f,(x)(m), existe f,(x)(m + 1) € X,,41 tal que mpp1m(fr(x)(m+1)) =
fn(x)(m), pues Tp,41., es suprayectiva. Asi, f, estd bien definida por el lema y
cumple que 7, , o f, = Idyx,. O

Ademaés, sera ttil disponer del lema [3.7, que mas adelante resultara crucial para de-
mostrar el lema[6.8 Antes de presentar dicho resultado, recordemos que un subconjunto
A de w es cofinito si su complemento relativo a w es finito, es decir, si w \ A € [w]<*.

LEMA 3.7. Los siguientes enunciados son ciertos para un sistema inverso X,.
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(1) Sixz,y € Xy, m <w yx(m) =y(m), entonces para todo n < m se tiene que
z(n) = y(n).

Para el resto del enunciado, (x,) y (yn) serdn sucesiones en X, y (k,) serd una
sucesion estrictamente creciente en w tal que x,(ky) = yn(ky) para todo n < w.

(2) Para cada m < w, el conjunto {n € w : z,(m) = y,(m)} es cofinito.
(3) Siz € X, ypara todo V€ ¥ (z) se cumple que {n € w: {x,,y,} NV # 0} es
cofinito, entonces (x,,) y (yn) convergen a z en X,,.

DEMOSTRACION: El enunciado del inciso (1) es verdadero puesto que z(n) = mp, ,(z(m)) =
Tnn(3(m)) = y(n).

En cuanto al inciso (2), sean m < w y p < w con k, > m. Si n > p, entonces
kn = ky, > my x,(k,) = yn(ky,) implican que x,(m) = y,(m), segin el inciso (1). En
consecuencia, el conjunto w \ p esta contenido en {n € w : x,(m) = y,(m)} y, por ende,
{n €w:x,(m)=1y,(m)} es cofinito.

Para el inciso (3), en virtud de la proposicion [3.3, basta comprobar que (z,(m))
y (yn(m)) convergen a z(m) en X,, para todo m < w. Dicho esto, notemos que si
m<wyV e ¥(z(m)), entonces, por el inciso (2) y la hipotesis de (3), los conjuntos
{new:z,(m) =y (m)} y {n € w: {zn, yn} N7, [V] # 0} son cofinitos. Asi, existe
k < w de tal manera que z,(m) = yn(m) y {zn, yn} N7, [V] # 0, siempre que n > k.
Por lo tanto, {z,(m) :n >k} U{y,(m) :n >k} CV. O

Recordemos que una funcién entre espacios topologicos f : X — Y es un encaje
topoldgico cerrado si la correstriccion f : X — f[X] es un homeomorfismo con la
propiedad de que f[X] es un subconjunto cerrado de Y. Para concluir esta seccion,
enunciamos y demostramos a continuacion la proposicion que resulta fundamental
para nuestros propoésitos, ya que permitira efectuar una sustitucion necesaria para que
la demostracion del teorema pueda desarrollarse sin contratiempos:

PROPOSICION 3.8. Sea X, un sistema inverso de tal manera que cada Xg es un sube-
spacio cerrado de D(2)P ym,5: X, — Xj es la funcion dada por 7., 5(z) = x| s, siempre
que B < v < a. Los siguientes enunciados son ciertos.

(1) {x(B) : B < a} es una familia creciente para todo x € X,,.
(2) Si X, es el limite inverso del sistema X, entonces la funcion fo, : X, — D(2)”
descrita por fo(z) = Ug<af’5(5) es un encaje topoldgico cerrado.

(3) x(B) = fo(x)ls siempre que x € X, y f < a.

DEMOSTRACION: Para el inciso (1), basta notar que si z € X, y § < 7 < «, entonces
z(B) = 1y 8(x(y)) = x(7)[3C z(7). Por otra parte, la igualdad del inciso (3) se verifica
una vez que f, estd correctamente definida, ya que, si x € X,, f < ay vy < 0,
entonces (fo(2)15)(7) = fa(2)(7) = (Uscaz(8)) (7) = 2(8)(7). A continuacion, nos
concentramos en probar el inciso (2).

Primero, f, esté bien definida de acuerdo con el inciso (1). Ademas, f,, es inyectiva,
porque si z,y € X, satisfacen x # y, entonces existe 5 < « tal que z(3) # y(5). A su
vez, esto proporciona v < f con 2(8)(7) # y(8)(7). Por lo tanto, fa(z)(7) £ fn(y)(2)
y, en consecuencia, fo(z) # fao(y).
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De ahora en adelante, para cualesquiera § < v < «, pyg: D(2)Y = D(2) y ¢y :
D(2)” — D(2)” seran las funciones continuas determmadas mediante p, g(x) := ( )y
Gy.p(2) = 2p.

Para verificar la continuidad de f,, observemos que si f < ay z € X, entonces

(Pag © fo)(#) = Pap(fal®)) = (B + 1)(B) = (Ds+1,8 © Tap41) (7).

Lo anterior muestra que la composicién p, go f, coincide con la funcién continua pg; go

Ta,841- Asi, f, es continua, ya que su composicién con cada proyecciéon es continua.
Asimismo, la funcién f, es abierta en su imagen, gracias a la proposicién por

la siguiente razon: si 8 < «, Ug € 7x, y Vg € Tp(gs satisface Ug = X5 N Vj, entonces

fo [TablUB]] = fulXal N @z 51V5)

Finalmente, si z € D(2)* \ fo[Xa], entonces no es cierto que z[g € Xz para cada
£ < «a, pues z = UB <o ?lp- En efecto, si no sucediera lo anterior, la funcién 2* : a —
Up<o X5 dada por z*(B) := z[s serfa un elemento de X, que satisface fo(2*) = z, lo
cual es imposible.

De este modo, si 8 < a cumple z[g € D(2)7 \ Xp, existe F' € [8]<“\ {0} con

215 € Myer P (216)(1)} € D(2)7\ X
Por consiguiente,
2 € MyerPar{z(v)} € D)\ falXa].

En sintesis, f, es un encaje topoldgico cerrado. 0

4. Sistemas inversos simples y sistemas inversos coiniciales

En el estudio de los sistemas inversos existe una clase particularmente relevante para
la construccion de espacios de Efimov, pues, bajo ciertas condiciones, dichos sistemas
tienen la propiedad de que el limite inverso correspondiente no contiene copias de Sw
(véase el corolario mas adelante). Con este objetivo en mente, introducimos a
continuacion la clase de los sistemas inversos simples:

DEFINICION 4.1. Un sistema inverso %, es simple si se cumplen las siguientes condi-
ciones para todo a < K:

(1) mp €s una funcion suprayectiva, siempre que o < 5 < K;
(2) cuando « es un ordinal limite, se satisface que

Xo={r € [yea X :¥8 < 7 < 0 (mys(a(7) = 2(5)) }:

es decir, X, coincide con el limite inverso del sistema %, y
(3) existe x, € X, tal que:

(@) |Xans N7ty afza)

(b) para cualquier x € X, \ {xa}, se tiene ‘Xaﬂ N ﬂ;im{x}) =1.

=2,y




124 5. UN PRIMER ACERCAMIENTO AL PROBLEMA DE EFIMOV

Una observacién esencial es que, en el tercer inciso de la definicion se indica
una distincion fundamental entre los sistemas inversos simples y los sistemas inversos
tradicionales: en cada paso a < k de la construccion, existe un tnico punto en X, que
es «duplicado» en el paso sucesor X, 1; en especial, para todo a < k se verifica que
[Xagt] = [Xa + 1.

Conviene también resaltar otra clase especial de sistemas inversos, que esté rela-
cionada con la clase de los sistemas inversos simples:

DEFINICION 4.2. Un sistema inverso Y, es coinicial si, para cualesquiera o < 8 < K,
se satisface que mg, es suprayectiva pero no inyectiva.

A continuacion, se exponen algunos resultados para profundizar en los conceptos de
sistema inverso simple y de sistema inverso coinicial.

PROPOSICION 4.3. Todo sistema inverso simple es un sistema inverso coinicial.

DEMOSTRACION: Si ¥, es un sistema inverso simple, entonces, por el inciso (1) de
la definicion , se cumple que 7mg, es una funcién suprayectiva para cualesquiera
a < 8 < k. Por otra parte, si a < < k, entonces existen x, € X, y puntos distintos
Y,z € Xogr1 N 7'(';_11_170‘{1‘&}. Ademas, dado que 7g 41 €s suprayectiva, existen u,v € Xp
con u 7& v, 7r,3,oz+1(u) =yYy 7r,8,o¢+1(v) =z ASi, Wﬂ,a(u) = 7ro¢+1,a<y) =Ty = 7Toz+l,o¢(z) =
78.4(v), lo que demuestra que 7z, no es inyectiva. O

LEMA 4.4. Si ¥, un sistema inverso coinicial, entonces existen sucesiones () y (Yn)
en X, tales que x,(n) = yo(n) y x,(n+ 1) # yo(n + 1) para todo n < w.

DEMOSTRACION: Para cada n < w, el hecho de que m,41, @ X,41 — X, no es
inyectiva produce a,,b, € X,41 con a, # b, ¥ Tni1n(an) = Tpi10(bn). Luego, como
Twn €S suprayectiva (véase la proposicion , existen z,,y, € X, de tal manera que
Twnt1(Tn) = an ¥ Tynt1(Yn) = by. Finalmente, notemos que

xn(n = Tn+in (Q:n TL + 1 ) = Tn+lin (Ww,n—&—l(xn)) = Tn+in (an)
= T+l (bn) = Tp+1,n (ﬂ'w,n+1 (yn)) = Tn+ln (yn(n + 1)) = yn(n) y

xn(n + 1) = Ty n+1(xn) = a, # by 7Tw,n+1(yn) = yﬂ(” + 1)-
O

OBSERVACION 4.5. Sea X, un sistema inverso coinicial. Ademds, sean (x,) y (yn)
sucesiones en X, como en el lema[4.4. Sio :w — w es una funcion estrictamente
creciente, entonces las sucesiones (Tom)) Y (Yo(n)) satisfacen las hipdtesis del lema .

El lema 4.6l aunque de naturaleza algo técnica, serd indispensable para la de-
mostracion del lema [6.8] mas adelante.

LEMA 4.6. Sea X, un sistema inverso coinicial tal que X, es T y no contiene sucesiones
convergentes no triviales. Ademds, sean (x,) y (yn) sucesiones en X, como en el
lemalf.4l SiIe[w”, p<w, U € ¥ (x,) yV* eV (y), entonces existen U € ¥ (x,)
yV € ¥(y,) tales que U CU*, V. CV*, UNV =0y el conjunto {n € I : {x,,yn} N
(UUV) =0} es infinito.
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DEMOSTRACION: Sea ¢ : w — [ una funcién suprayectiva y estrictamente creciente;
es decir, {o(n) : n < w} constituye una enumeracion estrictamente creciente de /. La
prueba se dividira en dos enunciados.

Afirmacion 1. Existe O € ¥ (z,) tal que {n € w: {Zo(n), Yom)} N O = 0} es infinito.

Supongamos, en busca de una contradiccion, que para todo O € #(z,) se cumple
que {n € w : {Tom), Yoy} N O # 0} es cofinito. Por la observacion 4.5)y lema [3.7|3),
las sucesiones (Zo(n)) ¥ (Yo(n)) convergen a x, en X,. En vista de que X, no contiene
sucesiones convergentes no triviales, existe m < w tal que z,4,) = T, = Yo(n) Para
todo n > m (véase la proposicion . Sin embargo, esto contradice el hecho de que

To(m)(o(m) + 1) # Yoim)(o(m) + 1).

Por la Afirmacion 1, existe O € #/(x,) tal que el conjunto J := {n € w : {Zo(n), Yo(n) }N
O = ()} es infinito. Sea {n; : k¥ < w} una enumeracion estrictamente creciente de J.

Afirmacion 2. Existe W € #(y,) tal que {k € w : {Zo(ny)> Yo(ny) } VW = 0} es infinito.

Supongamos por el contrario que, para cualquier W € ¥ (y,), el conjunto {k € w :
{Zo(me), Yony) } N W # 0} es cofinito. Luego, por la observacion y el lema (3),
las sucesiones (Zo(n,)) ¥ (Yo(ny)) convergen a gy, en X,. De esta manera, como X, no
contiene sucesiones convergentes no triviales, existe | < w tal que Zy(n,) = Yp = Yo(ny)
para todo k > [ (véase la proposicion . No obstante, esto contradice la relacion

To(ny) (0 () + 1) # Yo(n) (o () +1).

Por la Afirmacion 2, existe W € 7 (y,) tal que K := {k € w : {Zo(my)s Yo(ne) } VW =
0} es infinito. Después, como X, es T3 y x, # yp, existen U € ¥ (x,) y V € ¥ (y,) con
UCU*NO,VCV*NWyUNV = 0. Finalmente, el conjunto infinito L := {o(n) :
k € K} esta contenido en {n € I : {z,,y,} N (T UV) = (}. O

Lo que sigue en nuestra exposicion es ilustrar la definicion mediante la construc-
cion de un sistema inverso simple Y, con la propiedad de que el limite inverso asociado,
X,,, es homeomorfo al espacio de Cantor D(2)“ (véase la proposicion [4.§)).

Primero, establezcamos que si « es un ntumero ordinal, s € D(2)* e i < 2, entonces
la concatenacion de s e i es la funcion s7i := sU{(«,7)}; es decir, s es el tnico punto
de D(2)°*! que satisface (s 7)o = sy (s7%)(a) = i. Para alcanzar el objetivo senalado
en el parrafo anterior, resulta conveniente disponer del siguiente resultado auxiliar:

LEMA 4.7. Sim < w, n € w\1 y X es un subconjunto de D(2)™ con |X| = n, entonces
existe una familia {X; : i <n+ 1} que tiene las siguientes caracteristicas.
(1) Xo =X y X; C D(2)™"" para todo i < n+ 1.
(2) La funcion wj; : X; — X, descrita por mw;;(x) ‘= « [n4i estd bien definida,
stempre que 1 < J < n—+ 1.
(3) {(Xi,m;;) i < j<n+1} es un sistema inverso simpleE

“En el contexto del presente trabajo, no estd definida la nociéon de sistema inverso cuando el
conjunto de indices difiere de un namero ordinal limite. No obstante, la adaptacion de la definicién
para considerar un sistema inverso simple indexado por un ntimero natural positivo resulta sencilla de
intuir: cumple con todas las propiedades esperadas de un sistema inverso simple, con la peculiaridad
de que la condicién (2) de la definiciéon se verifica siempre, por vacuidad.
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(4) Si s € X, entonces ]ﬂ;é{sﬂ =2.

DEMOSTRACION:  Sea {s; : j < n} una enumeracion sin repeticiones de X. Con-
sideremos la familia {s(i,7,k) : i <n+1 A j <n A k < 2} construida recur-
sivamente de la siguiente manera: primero, para cualesquiera j < n y k < 2, sea
s(0,j, k) := s;. Supongamos ahora que, para algin ¢ < n, hemos descrito la colecciéon
{s(i,j,k):7<n A k<2}. Luego, si j <nyk <2, entonces definimos

s(i,j, k)0, sij#itl,

LR
s+ 1,5 k) {s(z’,z’“,krk, sij—i+1.

Notemos que si i <n+1, j < nyk < 2, entonces los siguientes enunciados son
ciertos:
(a> S(Z +.17ja k) rm-&-i: S(’L.,j', ]{7),
(b) S(n’j’ O)rm: S5 = S(”?]) 1)rm7 y
(c)

sig < g,

1,

{s(,4,0), (i, , 1)}‘ {27 Gi>
Claramente, si establecemos X; := {s(i,5,k) : j <n A k < 2} para cada i < n,
entonces {(X;,m;;) 17 < j <n+ 1} es un sistema inverso que satisface las condiciones
(1)—(4). La demostracion de lo anterior es por induccion finita sobre i < n+ 1, y, dado
el caracter rutinario del argumento, omitimos los detalles y los dejamos como ejercicio
al lector. 0

Un resultado central de la topologia general, conocido como el Teorema de Brouwer
[3], establece que un espacio topoldgico compacto, segundo numerable, cero-dimensional
y sin puntos aislados es homeomorfo al espacio de Cantor D(2)“. Una prueba de este
hecho puede encontrarse en |14, Teorema 7.2, p. 23|, y lo utilizaremos libremente en la
demostracion del siguiente resultado:

PROPOSICION 4.8. Euxiste un sistema inverso simple ¥, de tal manera que X, es home-
omorfo a D(2)“.

DEMOSTRACION: Sea g : w — w la funcién determinada mediante g(n) := 2" — 1.
Nuestro objetivo es construir recursivamente la familia {X; : i < w} en los intervalos
indicados por g(n); esto es, al considerar {X; : i < g(n)+ 1} para cada n < w. Ademas,
conviene dejar en claro que, para cada ¢ < w, el espacio X; sera un subespacio de la
potencia D(2)".

En primer lugar, sea Xy := {(}} dotado de la topologfa discreta; equivalentemente,
Xy es la potencia D(2)°. A continuacion, sea X; := {070,071}, es decir, X; es el
espacio producto D(2)!. Ahora, si para algiin n < w hemos especificado {X; : i <
g(n) 4 1}, entonces, para Xy, el lema (4.7 produce una familia {X (i) : i < g(n) + 2}
que satisface las propiedades (1)-(4). Posteriormente, al establecer Xy(,)1; 1= X (i)
para todo i < g(n) + 2, se obtiene la coleccion {X; :i < g(n+ 1) 4+ 1} y se completa la
recursion.

Por las caracteristicas descritas en el lema el conjunto X, := {(X,, Tmn) 11 <
m < w} forma un sistema inverso simple. Lo que sigue es demostrar una propiedad
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notable del sistema >, que, por su importancia en nuestro contexto, conviene destacar
en un entorno especial:

Afirmacion. Sin <wy s € X, entonces |m; {s}| > 2.

Para empezar, como @), es suprayectiva, existe t € X,y con mym)(t) = s.
Luego, por la condiciéon (4) del lema , existen u,v € Xy(n41) que satisfacen u # v
Y Tgnt1),9m)(U) = t = Tgmi),gn)(v). Asl, como 7, gm41) €8 suprayectiva (véase la
proposiciéon , existen ¥,z € X, con y # 2, Ty gmin)(¥) = U Y Ty gmr1)(2) = v.
Claramente, m,,(y) = s = Ty (2).

Una consecuencia de la Afirmacion es que X, no tiene puntos aislados. En efecto, si
Uerx,,r€U,n<w U, €rx, cumple z € 7, [U,] C U (véase la proposicion|3.1)), y
Y,z € X, son tales que y # 2 y mun(y) = x(n) = m,n(2), entonces {y, z}N(U\{x}) # 0.

Finalmente, segun los incisos (1), (2) y (3) de la proposicién [2.1] y el inciso (2) de
la proposicion 3.4}, X, es un espacio compacto, segundo numerable y cero-dimensional.

Por lo tanto, el Teorema de Brouwer certifica que X, y D(2)“ son espacios homeomorfos.
O

Antes de explorar como se vinculan los sistemas inversos con la buisqueda (o, en nue-
stro contexto, la exclusion) de subespacios homeomorfos a la compactacion de Stone—
Cech de un espacio discreto e infinito, es conviene destacar la siguiente particularidad de
ciertos sistemas inversos construidos a partir del sistema inverso de la proposiciéon 4.8}

PROPOSICION 4.9. Sea X, un sistema inverso, constituido por espacios compactos, tal
que cada Tg, €s una funcion suprayectiva. Si el sistema inverso ¥, coincide con el
descrito en la proposicion [4.8, y Xa no tiene puntos aislados para todo w < o < K,
entonces X,. no tiene puntos aislados.

DEMOSTRACION: En primer lugar, notemos que, gracias a la proposicion [3.4{(3), 7, .
es una funcion suprayectiva para todo a < k.

Veamos que si n < wy x € X, entonces |7 {x}| > 2. En efecto, la Afirmacion de
la proposicion genera u,v € X, con u # vy T,,(u) = = 7, ,(v). Luego, como
Tew €S suprayectiva, existen y,z € X, que satisfacen m,,(y) = v y mew(2) = v. En
consecuencia, y # 2 y Ten(y) = = T n(2).

Ahora, sean U € 7x,, t € U, « < Ky Uy € 7x, tales que x € m[Us] C U (véase la
proposicién. Siw < a < K, entonces, como |U,| > 2y 7, es suprayectiva, se tiene
17 alUal] = 2y, por consiguiente, |U| > 2. Por otro lado, si a < w, existen y, z € X,
cony # 2y Tea(y) = Tea(®) = Teal(z). De este modo, y y z son elementos distintos
de U. OJ

DEFINICION 4.10. Sean X un espacio topoldgico y k un numero cardinal. Una familia
{F(a,i): (a,i) € k x 2} C P(X) es un sistema diadico de longitud k si los siguientes
enunciados son ciertos:

(1) si a < kK, entonces F(a,0) N F(a,1) =10, y

(2) Noes Fla,p(a)) # 0, para cualesquiera S € [k]<<\ {0} y p € 2.
Ademds, cuando {F(a,i) : (a,i) € k x 2} C CL(X), decimos que {F(a,i) : (a,i) €
K X 2} es un sistema diadico cerrado.
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A continuacién, presentamos varios resultados que constituyen préacticamente la
base tedrica para describir las propiedades de los espacios compactos que contienen una
copia de la compactacion de Stone—Cech de un espacio discreto e infinito. No obstante,
dado que sus demostraciones son algo elaboradas y nos desviarian de la linea expositiva
de este texto, en cada caso s6lo proporcionaremos al lector la referencia precisa para
consultar los detalles del enunciado correspondiente.

Para empezar, introducimos el siguiente resultado, cuya demostracion puede encon-
trarse en [15, Corolario 3.2, p. §|:

TEOREMA 4.11. St X es un espacio compacto y \ es un numero cardinal infinito,
entonces los siguientes enunciados son equivalentes.
(1) Eziste una funcion continua y suprayectiva f : X — [0,1]*.
(2) Ezisten K € CL(X) y una funcion continua y suprayectiva f : K — D(2)*.
(3) Existe un sistema diddico cerrado en X de longitud \.

Asimismo, conviene sefialar que, de acuerdo con lo que se afirma en [9] p. 3], el caso
A = w; del teorema fue demostrado por Sapirovskii en [16].

Ahora, cuando el cardinal A es una potencia de 2, el teorema establece el
puente deseado con la compactacion de Stone—Cech. La demostracion de este hecho
puede consultarse en [15, Teorema 3.1, p. 6] y queda recogida en el siguiente resultado:

TEOREMA 4.12. Si X es un espacio compacto, k es un numero cardinal infinito y
A = 2% entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) X contiene una copia de k.

(2) Existe una funcion continua y suprayectiva f : X — [0,1]*.

(3) Ezisten K € CL(X) y una funcion continua y suprayectiva f : K — D(2)*.
(4) Eziste un sistema diddico cerrado en X de longitud X.

Ademés, el caso k = w del teorema [4.12| corresponde a un teorema de Efimov que,
por su relevancia en el contexto del presente trabajo, destacamos en el corolario [4.13|
Para una perspectiva histérica méas amplia sobre el resultado de Efimov, se recomienda
al lector consultar [11].

COROLARIO 4.13. 57 X es un espacio compacto, entonces los siguientes enunciados son
equivalentes.

(1) X contiene una copia de fw.

(2) Existe una funcion continua y suprayectiva f : X — [0, 1]°.

(3) Existen K € CL(X) y una funcion continua y suprayectiva f : K — D(2).
(4) Existe un sistema diddico cerrado en X de longitud c.

Por otra parte, el siguiente enunciado, en su formulacién booleana, se debe a Sabine
Koppelberg. La version topologica de este resultado, que corresponde al teorema [4.14]
resulta de especial interés en el estudio de los espacios de Efimov. No obstante, dada
la complejidad de su demostracién, presentamos tinicamente su enunciado y sugerimos
al lector acudir a 6] para obtener los detalles correspondientes.

TEOREMA 4.14. Si %, es un sistema inverso simple, constituido por espacios compactos,
entonces el cubo [0,1]*' no es imagen continua del limite inverso X, salvo que sea
imagen continua de Xj.
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Notemos que si 3, es un sistema inverso que satisface las hipotesis del teorema [4.14]
y el cubo [0, 1]** no es imagen continua de Xy, entonces el limite inverso X, no contiene
una copia de fw.

Efectivamente, si X, contiene un subespacio homeomorfo a Sw, entonces el coro-
lario produce una funcion continua y suprayectiva X, — [0, 1]° que, al ser com-
puesta con la proyecciéon canonica [0,1]° — [0, 1]“", genera una funciéon continua y
suprayectiva de X, sobre [0, 1]“!, lo que contradice lo establecido en el teorema m

En consecuencia, el teorema |4.14| proporciona una condicioén suficiente para garan-
tizar la ausencia de copias de Sw en los limites inversos obtenidos a partir de sistemas
inversos con ciertas propiedades. Recogemos este hecho en el siguiente corolario, que
utilizaremos mas adelante:

COROLARIO 4.15. Si ¥, es un sistema tnverso simple, constituido por espacios com-
pactos, y el cubo [0,1]“* no es imagen continua de Xy, entonces el limite inverso X,
no contiene una copia de fw.

A la luz del corolario [4.15] para obtener espacios de Efimov mediante este método,
sOlo es necesario preocuparse, durante la construccion del sistema inverso, por eliminar
todas las sucesiones convergentes no triviales del limite inverso.

5. Ultrafiltros

Un aspecto importante del resultado principal de este trabajo es que requiere fa-
miliaridad con la nociéon de limite en un espacio topolégico generada a partir de un
ultrafiltro libre sobre w. En esta seccion presentamos los conceptos fundamentales rela-
cionados con este tema, necesarios para comprender la construcciéon que llevaremos a
cabo en el teorema [7.71

DEFINICION 5.1. Sean X un conjunto no vacio y % un subconjunto de P(X). Decimos
que % es un ultrafiltro sobre X si los siguientes enunciados son ciertos.

(1) XeU yO g U .

(2) Si A€ % y B € P(X) satisfacen A C B, entonces B € U .

(3) ANB € % siempre que A,B € % .

(4) Si A€ P(X), entonces Ac U o X\AecX.

Ademds, si % es un ultrafiltro sobre X, decimos que % es libre si (% = 0.

En la siguiente terna de resultados se presentan algunos hechos basicos sobre los
ultrafiltros que se empleardn mas adelante:

LEMA 5.2. Los siguientes enunciados son ciertos para un ultrafiltro % sobre un conjunto
no vacio X.

(1) Si B C X cumple que BN A # ) para todo A € % , entonces B € U .
(2) A€ U o B €« siempre que A, B € P(X) satisfacen AUB € %,
Mads ain, cuando % es un ultrafiltro libre, los siguientes enunciados también son
validos.

(3) Six € X, entonces {x} & U .
(4) (XI*nu = 0.
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(5) X esinfinito y {X \F:F e [X]*“}C%.

DEMOSTRACION: El inciso (1) es verdadero porque, de lo contrario, X \ B € %, lo
que produciria la contradiccion B N (X \ B) # 0.

La prueba del inciso (2) es por contrapuesta: si A€ % y B & % , entonces X \ A €
Uy X\Be¥. Asi, X\ (AUB)=(X\A)N(X\ B) es un elemento de % y, por
ende, AUB & % .

En cuanto al inciso (3), si {z} € Z y A € %, entonces {x} N A € % vy, por ende,
{x} N A #0D, es decir, x € A. De esta manera, x € (%, lo cual es absurdo.

Para el inciso (4), si F' € [X]|<¥ \ {0}, la contencion {X \ {z} : z € F} C %, que
es verdadera por el inciso (3), garantiza que X \ F' = [,.p(X \ {2}) es un elemento de
 , e impide que F' pertenezca a % .

Finalmente, en el inciso (5), como X € %, se deduce que X es infinito. Ademés, si
F € [X]<¥, entonces F' ¢ 7% implica que X \ F € % . O

PROPOSICION 5.3. Sean X y Y conjuntos. Ademds, sean % un ultrafiltro sobre X y
f X =Y una funcion. Los siguientes enunciados son ciertos.

(1) La familia %; == {B CY : f~'[B] € Z} es un ultrafiltro sobre Y.
(2) Si f es inyectiva y U es libre, entonces %y también es libre.

DEMOSTRACION:  En primer lugar, Y € %; y 0 & %; porque f~'[Y] =X € % y
[0 =0 ¢ %. Luego, si B€ %y C € P(Y) cumplen B C C, entonces f~'[B] € %
y f7HB] C f7'C] implican que f[C] € % ; es decir, C € %;.

Por otra parte, si B,C' € %, entonces f~'[B] € % y f~'[C] € % aseguran que
fHBNC] = fYB]N f7C] es un elemento de %; equivalentemente, B N C € %.
Por tltimo, si B € P(Y), entonces f~'[B] € % o X \ f~'[B] € %, lo cual implica,
respectivamente, que B € %; o Y \ B € %;. En consecuencia, %; es un ultrafiltro
sobre Y.

Para el inciso (2), observemos primero que, si y € Y, entonces y € (% si y solo
si {y} € % (véase el lema [5.2(1)). Por este motivo, para demostrar que %; es libre
basta probar que f~'{y} € % para todo y € Y. En efecto, si y € Y, entonces el
conjunto f~'{y} tiene a lo sumo un elemento, debido a la inyectividad de f, y no puede
pertenecer a %, segin el lema [5.2/(4). O

La demostracion de la proposicion es bastante técnica. En vista de que una
exposicion completa de todos los detalles nos desviaria del proposito de este escrito, nos
limitamos a sefialar lo siguiente: para la implicacion reciproca del inciso (1), conviene
consultar el inciso (3) de la definicion [5.1f para la implicacion correspondiente del
inciso (2), es necesario emplear el lema [5.2(4); la implicacion directa del inciso (1)
puede encontrarse en [4, Proposicion 3.5.7, p. 91], y la implicaciéon correspondiente del
inciso (2) se obtiene mediante una técnica similar a la expuesta en el resultado citado
de [4].

PROPOSICION 5.4. Sean X un conjunto y F C P(X) una familia no vacia.
(1) F es centrada si y solo si existe un ultrafiltro % sobre X tal que F C % .
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(2) F es fuertemente centmch si y solo si existe un ultrafiltro libre % sobre X
tal que F C U .

Profundizaremos en las ideas anteriores al estudiar la siguiente nocién y su relacion
con el tema principal de este articulo:

DEFINICION 5.5. Sean X un espacio topolégico, % un ultrafiltro sobre w y (x,) una
sucesion en X. La % -adherencia de (x,), denotada por adhy (x,,), es la interseccion

Nacw {zn 0 € A}

La % -adherencia constituye un concepto clave en esta secciéon. Por este motivo,
resulta conveniente demostrar el siguiente resultado, con el fin de entender mejor su
interaccion con la topologia de X:

PROPOSICION 5.6. Sean X un espacio topologico, % un ultrafiltro sobre w y (x,) una
sucesion en X . Los siguientes enunciados son ciertos.

(1) Si v € X, entonces x € adhy (z,) si y solo si{n € w:x, € V} € U para
cualquier V- € ¥ (x).

(2) La % -adherencia de (x,) tiene a lo sumo un elemento, siempre que X sea Ts.

(3) Si X es compacto, entonces |adhy (z,)| = 1.

DEMOSTRACION:  Primero, si # € adhy(x,) y V € ¥(z), es claro que {n € w :
r, € V} N A # () para todo A € %, lo cual implica que {n € w: z, € V} € %
(véase el lema [5.2(1)). Reciprocamente, si « ¢ adhy (2,) y A € Z cumple que V :=
X\ {x, : n € A} satisface x € V', entonces {n € w : x,, € V'} no pertenece a %, ya que
{new:ixz, eVINA=10.

Ahora bien, si X es Ty y =,y € adhg(x,) son distintos, existen U € ¥(z) y
Ve ¥(y) con UNV = (. Por el inciso (1), se tiene que {n € w 1z, e U} € U y
{newiz,eVieZ. Asi,{fncw:z, cU}N{n€w:x, € V} € ¥y, en particular,
como dicho conjunto es no vacio, existe n € w con z,, € U NV, una contradiccién. En
suma, |adhgy (z,)| < 1.

Finalmente, si X es compacto, la coleccion {{z,, :n € A} : A € %} es una familia
centrada y no vacia contenida en CL(X), lo que implica que su interseccion, adhy, (z,,),
es no vacia. Este hecho, junto con lo establecido en el inciso (2), certifica que adhg (z,,)
tiene un dnico elemento. O

Cuando la adherencia de una sucesion es un conjunto unipuntual, surge la nocién
de limite que anunciamos al principio de esta seccion:

DEFINICION 5.7. Sean X wun espacio topolégico, % wun ultrafiltro sobre w y (x,) una
sucesion en X. Siadhy (x,) tiene exactamente un elemento, el 7/ -limite de (z,,), deno-
tado por limy (v,,), es precisamente ese winico punto, es decir, {limy (v,)} = adhy (z,) f]

Es decir, si ¢ € [[Z]<“ \ {0}, entonces (¥ es un conjunto infinito. En la literatura también se
emplea la expresion familia con la propiedad de interseccion finita fuerte para aludir a este concepto.

6Es importante destacar que este concepto aparece con frecuencia en la literatura matematica bajo
la denominacién de «p-limite», donde p es un ultrafiltro sobre w. No obstante, dado que la naturaleza
del presente escrito es de difusion matemaética, optamos por la grafia %, con el fin de que la distincion
tipografica indique al lector poco experimentado que % es una familia de conjuntos.
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Es pertinente hacer dos observaciones antes de avanzar. Bajo las hipotesis de la
definicion primero, segtn lo establecido en la proposicion (2), si X es un espacio
Ty y z € adhy (z,), entonces z = limy (x,). Por otra parte, de acuerdo con la proposi-
cion (3), si X es compacto, el conjunto adhy (z,) tiene exactamente un punto; es
decir, la sucesion (z,) admite un % -limite.

A continuacién se recopilan algunas propiedades esenciales para familiarizar al lector
con esta nocion.

PROPOSICION 5.8. Sean X un espacio de Hausdorff, (x,) una sucesion en X y z € X.
Los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) z es un punto de acumulacion de la sucesion (x,,).
(2) Eziste un ultrafiltro libre % sobre w tal que z = limy (x,).

DEMOSTRACION:  Si existe un ultrafiltro libre % sobre w tal que z = limgy (z,),
entonces, dado V' € #(z), la pertenencia {n € w: z,, € V} € % implica que {n € w:
z, € V} es un conjunto infinito (véase el lema [5.2(4)).

Por otra parte, si z es un punto de acumulacion de la sucesion (x,), entonces
F ={{ncw:z, €V} 1V € ¥(2)} es una familia fuertemente centrada. Asi,
la proposicion [5.4)(2) genera un ultrafiltro libre % sobre w tal que % C % . En conse-
cuencia, z = limgy (z,). O

PROPOSICION 5.9. Sean X un espacio de Hausdorff, (z,) una sucesion en X y z € X.
Los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) (x,) converge a z en X.
(2) Para todo ultrafiltro libre % sobre w se satisface que z = limy, (z,,).

DEMOSTRACION: Para (1) implica (2),si V € #(z) y m < w cumple {z,, : n > m} C
V, entonces w \ m € % por el lema [.2[(5), lo cual implica que {n € w : x, € V}
pertenece a %, puesto que w \ m C {n € w : z,, € V'}. Por lo tanto, z = limy (z,,).
Reciprocamente, si (z,) no converge a z en X, existe V € ¥/(z) tal que el conjunto
A:={n €w:x, € V} satisface que w \ A es infinito. Luego, como la familia {w \ A}
es fuertemente centrada, existe un ultrafiltro libre % sobre w con w \ A € % (véase la
proposicion [5.44(2)). De esta manera, el hecho A ¢ % implica que z # limy (z,). O

PROPOSICION 5.10. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre espacios topologicos.
Ademds, sean % un ultrafiltro sobre w, (x,) una sucesion en X y z € X. Los siguientes
enunciados son ciertos.

(1) fladhy (z,)] S adhy (f (zn)).
(2) SiY es Ty y z =limy (z,), entonces f(z) = limy (f(x,)).

DEMOSTRACION: Basta demostrar el inciso (1), ya que (2) es consecuencia de él y de
la proposicién 5.6} Dicho lo anterior, para verificar (1), si z € adhy (z,) y V € ¥ (f(x)),
entonces f1[V] € ¥ (x), lo que implica que {n € w: x, € f~[V]} € % y, por ende,
que {new: f(z,) eV} e%. O

PROPOSICION 5.11. Sean ¥, un sistema inverso, % un ultrafiltro sobre w, (x,) una
sucesion en X, y z € X,. Los siguientes enunciados son ciertos.
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(1) 7 aladhy (x,)] C adhy ((2,(a)) para todo a < k.
(2) Si cada o < k satisface z(a) € adhy (z,()), entonces z € adhy (z,).

DEMOSTRACION: El inciso (1) es corolario del respectivo inciso de la proposicion m
En cuanto al inciso (2), si V' € 7/(z), entonces existen « < ky U, € Tx, con z €
TralUal €V (véase la proposicion [3.1). Luego, como U, € ¥ (z(a)), se satisface que

{n € w: ay(e) € Uy} € %, lo que implica que {n € w: x, € 7.} [Us]} € % y, por
extension, que {n cw 1z, € V} € %. O

LEMA 5.12. Sean X, un sistema inverso, % un ultrafiltro libre sobre w, (x,) v (yn
sucesiones en X, y x,y € X. Six = limy(x,), y = limy (y,) vy {n € w: z,(a) =
yn()} es cofinito para todo o < Kk, entonces x = y.

DEMOSTRACION:  Observemos que si @ < k, A = {n € w : z,(a) = yu(a)} ¥
V € ¥(x(a)), entonces A € % por el lema .25), y {n € w : z,(a) € V} € %
por la proposicion [5.11](1), lo cual implica que {n € A : z,(a) € V} € %. De este

S S
modo, la igualdad {n € A : z,(a) € V} = {n € A : y,(a) € V} y la inclusion
{neA:y,(a) eV} C{n€e€w:y,(a) €V} aseguran que {n € w: y,(a) eV} € %.

Esto demuestra que z(«) € adhy (yn(«)) para todo a < k, y permite aplicar la
proposicion [5.11](2) para concluir que = € adhy (y,) y, por ende, que z = y. O

El siguiente corolario, con el cual se cierra la seccion, se deduce a partir de la

proposicion 5.6(3) y del lema

COROLARIO 5.13. Sean X, un sistema inverso, % un ultrafiltro libre sobre w, y (x,) y
(yn) sucesiones en X,. Si X, es compacto y {n € w: z,(a) = yo(a)} es cofinito para
todo oo < K, entonces limy (x,) = limy (y,).

6. Sucesiones dobles y coinicialidad

Al contar con la experiencia provista por el estudio breve que realizamos en la
seccion [b, es momento de acercar al lector a la nociéon de sucesion doble y al concepto
de coinicialidad. A lo largo de esta seccion, presentaremos estos conceptos de manera
rigurosa pero accesible, de modo que el lector disponga del marco conceptual necesario
para seguir con claridad los desarrollos posteriores.

DEFINICION 6.1. Sean X un espacio topologico y (z,,) una sucesion en X. Decimos
que (z,,) es una sucesion doble si es discreta y, para todo ultrafiltro libre % sobre w, se
verifica que limy, (x9,) y limy (zo,41) existen y comciden.[

A continuacion se presentan algunas propiedades bésicas de este tipo de sucesiones,
para familiarizar al lector con esta nocion.

OBSERVACION 6.2. Sea X un espacio topoldgico. Ademds, sean (x,) y (y,) sucesiones
en X de tal modo que:

(1) Ty # Tp Y Ym F Yn, Siempre que m < n < w,
(2) {xn:n<w}n{y,:n<w}=0,
(8) {xn :n <w}U{y,:n <w} es un subespacio discreto de X, y

"Esto es, |adhy (22,)| = 1 = | adhy (22,11)| ¥ adhy (22,) N adhay (22,41) # 0.
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(4) para cada ultrafiltro libre % sobre w, se satisface que limy (z,) y limy (y,)
existen y coinciden.

St para cada n < w establecemos

{xn, St m es par,
L— 2
Zp 1=

Ynt, St es impar,
entonces (z,) es una sucesion doble en X.

PROPOSICION 6.3. Si X tiene la propiedad de Hausdorff y mo contiene sucesiones
dobles, entonces X no contiene sucesiones convergentes no triviales.

DEMOSTRACION: Supongamos por contrapuesta que X contiene una sucesion conver-
gente no trivial. Por la proposicion existe una sucesion discreta (,) que converge
a un punto z en X; en especial, tanto (z3,) como (z2,41) son sucesiones que conver-
gen a z en X. Asi, como para cualquier ultrafiltro libre % sobre w se satisface que
limy (22,) = z = limy (22,41) (véase la proposicion [5.9), se deduce que (z,) es una
sucesion doble en X. 0J

LEMA 6.4. Sean X un espacio de Hausdorff, (z,) una sucesion doble en X yo :w — w
una funcion estrictamente creciente. Si z € X, entonces (Tao(;)) converge a z en X si
y s0lo si (Tag(i)+1) converge a z en X.

DEMOSTRACION:  Es suficiente probar que si (224(;)) converge a z en X, entonces
(%20(i)+1) también converge a z, puesto que la implicacién reciproca es similar. Dicho
esto, la demostracion de la implicacién mencionada se llevara a cabo por reducciéon al
absurdo.

Supongamos, en busca de una contradiccién, que (224(;)41) no converge a z en X.
Sea V € 7 (z) tal que el conjunto A := {i € W : Tas(;11 & V'} es infinito. En virtud
de la proposicion [5.4)(2), existe un ultrafiltro libre # sobre w con A € #/, ya que {A}
es una familia fuertemente centrada. Observemos que, gracias a la proposicion [5.3] la
coleccidén #,. es un ultrafiltro libre sobre w.

Notemos que si W € ¥(z), entonces la igualdad o7 [{n € w:xy, € W}]| = {i €
W i T,y € W}, en combinacion con la pertenencia {i € w : xo,) € W} € #, que
es verdadera pues z = limy (22,(;)) (véase la proposicion , garantiza que {n € w :
To, € W} € #,. Por lo tanto, z = limy, (x2,).

Finalmente, como (x,) es una sucesion doble, resulta que z = limy, (x2,.1). De
esta manera, como V € ¥(z), el conjunto B := {n € w : x9,,1 € V} pertenece a #,
y, por ende, 07 [B] = {i € w : Tap(511 € V'} es un elemento de #. En conclusion, la
interseccion A N o~ ![B] es un conjunto no vacfo, lo cual es imposible. O

LEMA 6.5. Sea X un espacio compacto y primero numerable. Si (x,) es una sucesion
doble en X, entonces existen z € X y una sucesion estrictamente creciente (n;) en w
tales que z & {x, :n <w} y las sucesiones (xan,) Y (T2n,41) convergen a z en X.

DEMOSTRACION: Por la compacidad de X el conjunto {xz,, : n < w} tiene un punto de
acumulacion z en X (véase la proposicion [2.7/(2)); en particular, z & {x, : n < w}, pues
(x,,) es discreta. Luego, por la proposicion 2.9)y la proposicion existe un ultrafiltro
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libre % sobre w tal que z = limy (x,). Notemos que, como PU (w\ P) = w € %,
donde P :={2n : n < w}, podemos suponer, sin perder generalidad, que P € % (véase

el lema [5.2)2)).

Ahora, como

2€ Mpeqy {2nine A} C{z, :n € P} ={xy,:n <w},

y (x9,) es una sucesion discreta, necesariamente z es un punto de acumulacion del
conjunto {zy, : n < w}, lo cual implica, en vista de la proposicion y de la proposi-
cionf2.9] que existe una sucesion estrictamente creciente (n;) en w tal que (22, ) converge
a z en X. Finalmente, el lema certifica que (zg,,,1) también converge a z en X.

O

LEMA 6.6. Sean X wun espacio compacto, primero numerable y cero-dimensional, sin
puntos aislados, y (x,) una sucesion doble en X. Ademds, sean z y (n;) como en el
lema 6.5, Si {A, :n < w} es como en el lema[2.], entonces existen una subsucesion
(m;) de (n;) y una sucesion estrictamente creciente (k;) en w que tienen las siguientes
caracteristicas:

(]) k’o - O,

(2) {mei>x2m¢+1} - Akl siempre que 1 < w, Yy

(3) {x2mi7x2m¢+1} M Akj =0 S1) EwW \ (Z + 1)

DEMOSTRACION: Para simplificar la notacion, establecemos a; := x9,, v b; := Tap,+1
para todo ¢ < w. En primer lugar, si ky := 0, el hecho de que z € Ay, produce ¢(0) < w
tal que {a; : i € w\0(0)} C A, y {b;:i €w\o(0)} C Ay,. Claramente, n, () satisface
10(0): bo(0)} S Aro-

Supongamos ahora que, para algin i < w, hemos descrito sucesiones estrictamente
crecientes {o(j) : j < i} y {k; : j < i} con las propiedades deseadas. Observemos
primero que, como {A, : n < w} es decreciente y z &€ |J._{ao(;), bo(j) } existe N < w
con

j<i

(UnEW\N An> N <Uj<i {06, bo(j>}> =0.

Luego, si definimos k;1 := N + k; + 1, la pertenencia z € Ay, , genera o(i+ 1) €
w\ (o(i)+1) tal que {a; : l e w\o(i+1)} C A, y{bi:lcecw\o(i+1)} C Ag,,.
Resulta que ng (1) cumple

{&U(H'l)? ba(i'*'l)} - Aki+1 y Aki+1 N Ujgi {ao(j)’ bU(j)} =0.
Esto completa la construcciéon recursiva. O

Para el siguiente lema conviene tener presente que, si k£ es un numero ordinal tal
que cf(k) > w, entonces k es un ordinal limite.

LEMA 6.7. Sean k un nimero ordinal con cf(k) > w y ¥, un sistema inverso constituido
por espacios de Hausdorff. Si (y,) es una sucesion doble en X, entonces existe f < K
tal que, para todo o € K\ B, la sucesion (y,(a)) es doble en X,.

DEMOSTRACION: Para cada n < w, la proposicion genera f3, < k'y Ug, € Tx,
tales que

W;lﬁn[Uﬁn] N {ym tm < w} = {yn}
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Sea B :=sup{f, :n < w}+1, ysea a € k\ . A continuaciéon, demostramos que
(yn(c)) es una sucesion doble en X,.
Primero, si n < w, entonces

ol Us) N {ym () 1 m < w} = {ya(a)},

lo cual prueba que (y,(a)) es discreta en X,. Ahora, con el propdsito de verificar que
(yn(a)) es una sucesion doble en X, consideremos un ultrafiltro libre %7 sobre w. Dado
que (y,) es una sucesion doble, existe y € X, tal que limy (y2,) = vy = limy (Yoni1)-
Luego, como y € adhy (y2,) N adhy (y2n11), la proposicion [5.11[(1) indica que y(a) €
adhy (yan (@) M adhy (y2n+1(a)) ¥, por ende, limy (yan(a)) = y(@) = limy (Y2n41(a)).
O
En la prueba del lema se utilizara el inciso (4) de la proposicion . Cabe
destacar que dicho lema constituira una herramienta indispensable para la demostracion

de la proposicion [6.12] que a su vez permitira obtener el teorema [7.7]

LEMA 6.8. Si X, es un sistema tnverso coinicial y X, es compacto, entonces X, con-
tiene una sucesion doble.

DEMOSTRACION: Supongamos, en busca de una contradiccion, que X, no contiene
sucesiones dobles. Notemos que, por la proposicion[6.3, X, tampoco contiene sucesiones
convergentes no triviales. Ahora, sean (z,,) y (y,) sucesiones en X,, como en el lema[t.4]
El niicleo de la demostracion radica en el siguiente enunciado:

Afirmacién. Existen una funcion estrictamente creciente o : w — w, {Uy : k < w} C
Tx,y AVi k <w} Crx, v {lx:k<w} C[w] que satisfacen las siguientes condiciones
para todo k < w:

(1) Iy ={n € w: {zn, yn} N (Uo U Vo) = 0},

(2) Trvr =A{n € L : {zn, yn} N (U1 U Viyr) = 0},

(3) o(k+1) € I,

E4§ Tot) € Uy Yoy € Ve y U NV, =10,y

5)

(TruW) € X\ Ui (T UT5).

En primer lugar, si definimos ¢(0) := 0, el lema genera Uy € ¥ (20) ¥y Vo €
Y (Yo(0)) de tal modo que UpNVy = 0 y el conjunto Iy := {n € w : {,, y» JN(ToUV,) = 0}
es infinito. Supongamos ahora que, para algin £ < w, hemos determinado los conjuntos
{o(5) : 7 <k}, {U; 15 <k}, {V;:j<k}y{l;:j <k} conlas propiedades requeridas.

Observemos que, como [ es un conjunto infinito, existe o(k + 1) € I tal que
o(k+1) > max{o(j) : j < k}. Ademaés, como {I; : j < k} es una familia decreciente, se
tiene que o(k+1) € (<, £ ¥, por lo tanto, {To(k 1), Yot} € X\, (U;UV;). Luego,
por el lema existen Ug11 € ¥ (Zoet1)) ¥ Vi1 € ¥ (Yors1)) tales que Upi1NVir = 0,
(Ups1 U V1) € X\ Ujgk(Uj UVj;), v el conjunto i1 :={n € Iy : {zn,yn} N (Up41 U
Vit1) = 0} es infinito. Esto completa la construccién recursiva.

Hecho lo anterior, notemos que, por la observaciéon y el lema (2), el conjunto
{k € w:zom)(m) = yom(m)} es cofinito para cada m < w. Por otra parte, para todo
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k < w se cumplen las relaciones

(o} = Uk N ({Zo() 1 § <w} U {Yo() 1 J <w})
{Wom} = Vi N ({20 1 7 < W} U{yor) 17 <w}).

En efecto, si k < wy j > k, entonces o(j) € I, y, por ende, {,(;), Yo(;) } N (Ux UVy) = 0;
en especial, {Z. (), Yo(jy} N (U U Vi) = 0. Cuando j = k, se satisface que y,x) & Us
Y Zotwy & Vi Fmalmente, si j < k, como .y € Uj, yojy) € V; v (Up U 7)
X\ Uz‘<k(Ui U V;), se sigue que {Z,(), Yoy } N (Up UVi) = 0.

Lo expuesto en los parrafos anteriores certifica que los siguientes enunciados son
ciertos.

(1) @
(2)
(3)
(4)

Ademas, por el corolario [5.13 para todo ultrafiltro libre % sobre w, se tiene que
limy (To(k)) ¥ limy (Yor)) existen y coinciden. Finalmente, la observacion propor-
ciona una sucesion doble en X, lo que contradice la hipétesis con la que empezo la
demostracion. O

To(j) 7 To(k) ¥ Yolj) 7 Yo(k), Siempre que j < k < w,
{Zom :k<w}ﬂ{yg(k):k<w}=®,
{Zo@) 1 b <w} U{yom) : K <w} es un subespacio discreto de X, y
el conJunto {kew: xa(k) (m) = Yoy (m)} es cofinito para cada m < w.

Es bien conocido que el estudio de las funciones cardinales topoldgicas constituye
una via fructifera de investigacion, ya que permite un anéalisis profundo y multifacético
de los espacios topoldgicos y facilita comprender con mayor claridad su estructura.

Una via menos conocida, pero igualmente interesante, es el estudio de las fun-
ciones ordinales topologicas; por ejemplo, los ordinales x(X) y o(X), introducidos por
Arhangel’skii y Franklin en [2]. En nuestro contexto surgen dos invariantes ordinales
topologicos que resultan especialmente tutiles:

DEFINICION 6.9. Sea X un espacio compacto e infinito.

(1) La altitud de X, denotada por a(X), es el menor ordinal limite r para el
cual existe una familia estrictamente decreciente {F, : o < K} C CL(X) que
satisface |(,<p Ful = 1.

(2) La coinicialidad de X, denotada por ci(X), es el menor ordinal limite k para el
cual existe un sistema inverso coinicial ¥ tal que X es homeomorfo al limite
mverso X,..

Naturalmente, en relacion con la definicion [6.9] nuestra primera tarea consiste en
justificar que dichos invariantes estan bien definidos:

PROPOSICION 6.10. Si X es un espacio compacto e infinito, entonces a(X) estd bien
definido.

DEMOSTRACION: Sean z un punto no aislado de X, x := x(z,X) y {U, : @ < K}
una base local para z en X. Para cada o < r, la proposicion [2.1[4) otorga V,, € ¥ (z)
con V,, C U,; en particular, {V,, : @ < k} también es una base local para z en X.
Ahora, para todo a < k, sea Fy = [z, V3. Claramente, {F, : @ < x} es una familia
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decreciente contenida en CL(X). El resto de la demostracion sera dividido en una terna
de enunciados.

Afirmacion 1. F, # {z} siempre que a < k.

Supongamos por el contrario que F, = {z} para algin o < k. Una primera obser-
vacion es que la coleccion

Vo= {ﬂﬁes Vg:S€[a+ 1]\ {@}}

esta contenida en ¥ (2) y satisface |¥| < |[a+ 1<%\ {0}| < k. Por otra parte, notemos

que si V' € #(z), entonces, como (s, Vs = Fo = {2} C V, existe S € [a+1]<~\ {0}
tal que (Ngeq Vs C ﬂﬂesvg C V (véase la proposicion (7)) Asi, ¥ es una base local
para z en X con |¥| < k, lo cual es absurdo.

Afirmacion 2. Para todo o < k, existe f € k \ (o + 1) tal que F3 C F,.

Supongamos, en busca de una contradiccion, que o < k tiene la propiedad de que
F3 = F, para todo § € K\ (a4 1). Observemos que

ze€F,=F.n (| Fs=(\Van () Fs

a<f<k BLa a<f<k
CAVEN () Ve=(\Va< () Us={zh
BLa a<fB<k B<k B<r

en consecuencia, F, = {z}, lo que contradice la Afirmacion 1.

Afirmacién 3. Existe una funcion estrictamente creciente j : cf(k) — £ tal que
Fje) & Fj), siempre que n < § < cf(k).

Supongamos que, para algin £ < cf(k), hemos descrito el conjunto {j(n) : n < &}
con las propiedades deseadas. Para el namero ordinal a := sup{j(n) : n < &}, la
Afirmacion 2 produce j(§) € &\ (o + 1) con Fj¢) € F,. Por tltimo, si 7 < £, entonces
3(€) > () y Fie) & Fa S Fin).

Finalmente, {Fj¢) : £ < cf(k)} es una familia estrictamente decreciente contenida
en CL(X) que satisface (e, Fie) = {2} O

En la prueba de la proposicion[6.11]utilizaremos el siguiente hecho clasico de topologia
general, cuya demostracion puede encontrarse en [4, Corolario 7.1.9(2), p. 202]: si X es
un espacio compacto, Y es un espacio Io y f : X — Y es una condensaciénE entonces
f es un homeomorfismo.

PROPOSICION 6.11. Si X es un espacio compacto e infinito, entonces ci(X) estd bien
definido y satisface la relacion ci(X) < a(X).

DEMOSTRACION: Sea k := a(X). En virtud de la proposicién existen z € X y una
familia estrictamente decreciente {F, : a < k} € CL(X) que satisface [, F = {2}
Para cada o < k, denotemos por X, el espacio cociente X/Fy,, por ~, la relacion de
equivalencia correspondiente, y por ¢, : X — X, la proyecciéon natural asociada.

8Es decir, f es una funcion continua y biyectiva.
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Para cualesquiera o < 8 < K, sea m3, @ X3 — X, la funcién descrita por
78.a([2]g) := [z]a. Observemos que, como ~3 C ~, siempre que o < § < &, la funcién
78« €std bien definida. Méas atn, cada 7g, es continua y satisface 7, = mgq 0Ty 3 ¥
Tao = ldx, para cualesquiera o < < v < k. En consecuencia, ¥, := {(Xa, T5,4)
a < B < Kk} es un sistema inverso. El resto de la prueba sera dividido en una terna de
enunciados.

Afirmacién 1. ¥, es un sistema inverso coinicial.

Nuestro objetivo es demostrar que si a < 8 < K, entonces mg, es suprayectiva y
no inyectiva. Primero, dado que Fj esta contenido propiamente en Fy,, existe un punto
y € F, \ Fz. Ahora, si © € X satisface x ¢ F,, entonces © ¢ Fj, lo cual implica que
g3(x) = {2} = qa(2) ¥y 78.0(¢s(z)) = qa(x). Por otro lado, si x € F,, entonces y y z

satisfacen qs(y) # qs(2) ¥ mp.a(q8(y)) = a(7) = 75,a(qs(2))-

Notemos que si x € X, entonces f(z) := (¢a(Z))a<k €s un elemento del limite inverso
X, ya que, para cualesquiera a < [ < &, se tiene 75, (f(2)(B)) = msa(qs(x)) =
do(z) = f(x)(a). Lo anterior permite establecer una funcion f : X — X,. Todavia
més, dicha funcion es continua gracias a la proposicion [3.1], pues, si a < k y U, € Tx,,,
se verifica la igualdad

f7 [meklval] = o).

Afirmacion 2. f es inyectiva.

Sean x,y € X distintos. Si para todo a < k se satisface que {z,y} C F,, entonces

la relacion (,., Fo = {z} asegura x = y, lo cual es falso. Por lo tanto, existe o < &

tal que {x,y} € F,; en particular, x %, y. Asi, f(z)(a) # f(y)(a) y, por ende,
f(x) # f(y).

Afirmacion 3. f es suprayectiva.

Si p es un elemento de X,., entonces para cada a < k existe z, € X tal que
(@) = qa(xs). Observemos que si a < < k, entonces las igualdades

Ga(Ta) = p(a) = T5.a(p(B)) = T5.a(q5(75)) = GalTp)

implican que z, ~, x3; en especial, z, = x5 cuando z, ¢ Fy,.

Si para todo a < k se cumple que z, € F,, entonces f(z) = p, ya que, para cada
a < K, se tiene f(z)(a) = ¢u(2) = Fy = ¢u(xq) = p(a). Por otro lado, si existe
a < k con z, ¢ F,, entonces z, ~pg xs para cualquier § < k. Efectivamente, si
a < B < k, entonces z, = x3 implica que x, ~3 g, mientras que si 8 < a, se tiene
de inmediato que z, ~p xg. Asi, f(x,) = p, pues, para todo § < k, se satisface

f(@a)(B) = qs(xa) = gs(zs) = p(B).

Finalmente, como cada espacio X, es Ty de acuerdo con la proposicion [2.10] se
deduce que X, también lo es (véase la proposicion [3.4(1)). En sintesis, dado que X es
compacto, X, tiene la propiedad de Hausdorff y f es una condensacion, se deduce que
los espacios X y X, son homeomorfos. 0
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Tras haber justificado la correcta definicion de la nociéon de coinicialidad en un espa-
cio compacto e infinito, es momento de exponer una de sus propiedades fundamentales,
la cual resulta central para el desarrollo de este trabajo.

Sea X un espacio compacto e infinito. Notemos que si c¢i(X) = w y 3, es un sistema
inverso coinicial para el cual X, es homeomorfo a X, entonces el lema implica que
X, contiene una sucesion doble y, en consecuencia, X también contiene una sucesion
doble.

El parrafo anterior constituye la demostracion de la proposicion Este resultado
concluye la presente seccion y establece un puente entre la nocion de sucesion doble y
el concepto de la coinicialidad de un espacio compacto e infinito. Cabe destacar que
dicha conexion sera fundamental para la demostracion del teorema [7.7]

PROPOSICION 6.12. Si X es un espacio compacto e infinito que no contiene sucesiones
dobles, entonces ci(X) > w.

7. Un espacio de Efimov bajo el Principio Diamante

La meta de la presente seccién es construir un espacio de Efimov mediante un
principio combinatorio de trascendental importancia para la topologia conjuntista. Para
ello, es necesario establecer primero los términos y resultados bésicos de la combinatoria
de conjuntos, los cuales, junto con el material de las secciones pasadas, permitirdn
obtener una demostraciéon del teorema [7.7]

Asimismo, conviene mencionar que, para el lector que desee profundizar en los
conceptos conjuntistas de este apartado del texto, se recomienda consultar [8], donde
se abordan en detalle estas nociones.

DEFINICION 7.1. Sean k un ordinal limite y A un subconjunto de k.

(1) A es acotado en k si existe f < Kk tal que, para todo o € A, se cumple o < 3.

(2) A es cerrado en k si, para cada ordinal limite 6 < K, el hecho de que AN no
sea acotado en & implica que § € A.

(3) A es un club en k si es cerrado y no acotado en k.

(4) A es estacionario en k si AN B # () para todo conjunto club B C k.

Un estudio sistematico de los conceptos anteriores puede encontrarse en las sec-
ciones 1.3 y 1.4 de [8]. Para nuestros propodsitos, seran relevantes tres hechos, que se
pueden consultar en la pagina 16 del texto mencionado, y que se recogen en la siguiente
observacién para su uso posterior:

OBSERVACION 7.2. Sean k un ordinal limite y E un subconjunto estacionario de k.

(1) E es no acotado en K.
(2) Si C es un club en k, entonces C' N E es estacionario en k.
(8) Si F CkyFE CF, entonces F es estacionario en k.

A continuacion presentamos la herramienta quintaesencial para el desarrollo de esta
seccion:

DEFINICION 7.3. Una familia {A, : o < wi} es una sucesion < si los siguientes
enunciados son ciertos:
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(1) Ao € a para todo oo < wy, y
(2) si A es un subconjunto de wq, entonces el conjunto

{a<w :ANa=A4,}
es estacionario en wy.

Lo anterior puede ser descrito intuitivamente de la siguiente manera: una sucesion <
tiene la propiedad de que, dado un subconjunto de wy, la sucesion adivina una cantidad
estacionaria de veces los segmentos iniciales de dicho subconjunto.

El Principio Combinatorio de Jensen, también llamado Principio Diamante, se
enuncia de la siguiente manera: existe una sucesion {». A partir de ahora, utilizaremos
el simbolo ¢ para representar dicho enunciado.

Originalmente, < fue introducido por Ronald Jensen en 1972 en el contexto del
estudio del Axioma de Constructibilidad —V=L— y de una de sus consecuencias més
relevantes: la existencia de un arbol de Souslin. El lo formulé como una herramienta
combinatoria que permite anticipar de manera coherente subconjuntos de w;; desde
entonces, ha desempenado un papel central tanto en la teoria de conjuntos como en la
topologia conjuntista.

Por otra parte, la Hipdtesis del Continuo (por sus siglas en inglés, CH) es el enun-
ciado ¢ = w;. Historicamente, CH fue propuesta por Georg Cantor hacia 1878, en el
marco de su investigacion sobre los tamanos del infinito. Posteriormente, gracias al tra-
bajo de Kurt Godel —quien en 1940 demostré que CH no puede ser refutada dentro de
ZFC— y de Paul Cohen —quien en 1963 prob6 que CH tampoco puede ser demostrada
en ZFC—, se sabe que CH es independiente de ZFC.

Una relacion fundamental entre <> y CH, que exponemos a continuacion para famil-
iarizar al lector con el uso de las sucesiones <), es la siguiente:

PROPOSICION 7.4. Si { es cierto, entonces CH es cierta.

DEMOSTRACION: Sea {A, : @ < w;} una sucesion <». En virtud de que la desigualdad
w1 < ¢ es un resultado de ZFC, nuestro objetivo es usar la sucesion {» para construir
una funcién inyectiva de P(w) en wq, pues es un hecho bésico de teoria de conjuntos
que P(w) y R estan en correspondencia biyectiva; en particular, |P(w)| = c.

Notemos primero que, si A es un subconjunto de w, entonces el conjunto {a <
wi : ANa = A,} es estacionario y, por esta razon, es no acotado en w; (véase la
observacion [7.2(1)). De esta manera, existe w < a < w; tal que ANa = A,; en
especial, A = A,.

Por lo anterior, la funciéon f : P(w) — w; dada por f(A) := min{a <w; : A= A,}
esta bien definida. Ademas, si A, B C w satisfacen f(A) = f(B), entonces A = Apa) =
A¢gy = B, lo que implica que f es inyectiva y, por extension, que ¢ = w. O

Existen diversas variantes del Principio Diamante en la literatura. Para nuestros
propoésitos, la version que necesitamos queda establecida en el lema y sera de-
mostrada a partir del lema que enunciamos a continuacion:

LEMA 7.5. Para cada funcion biyectiva f : wy X wy — wy existe un conjunto club C' C w;
con la propiedad de que todo o € C' es un ordinal limite que satisface fla X a] = a.
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DEMOSTRACION: Sea f : w; X w; — wjy una funciéon biyectiva. Observemos que si
§ < wy, entonces para cada n < & existen o), 8, < w; tales que f(a,, 3,) = 7. De esta
manera, si

g(&) :=sup ({0477 < &ErU{B,n< f}) +1,
el procedimiento anterior genera una funcién g : w; — w; con la caracteristica de que
£ C flg(§) x g(§)] para todo & < wy.

Ahora, sea s : w; — w la funciéon definida por s(§) := £ + 1. De acuerdo con
[8, Lema 1.26, p. 12], existe un club C' en w; tal que, si @ € C, entonces se cumplen
fla xa] Ca, gla) Cay sla] Ca.

Si a es un elemento de C, entonces la condicion sja] C « garantiza que « es un
ordinal limite. Por otra parte, si & < «, los hechos s(¢) € a 'y g(s(§)) € a implican que
€€ (&) C flg(s(&)) x g(s(£))] C fla x a]. En suma, se tiene la igualdad fla x o] = «,
siempre que « € C. O

Para simplificar la escritura de la variante del Principio Diamante que requerimos,
convengamos que, si « es un nimero ordinal, entonces *2 denota la coleccion de fun-
ciones de « en el nimero natural 2; es decir, x € *2 si y s6lo si x : o — 2.

LEMA 7.6. Si { es cierto, entonces existe un conjunto {(x8)n<y @ @ < w1} que tiene
las siguientes propiedades:

(1) (8)n<w €s una sucesion en 2 para todo o < wy, Yy

(2) st (Yn)n<w €5 una sucesion en “*2, entonces el conjunto

{a <uwr: (ynra)n<w = (xg)nau}

es estactonario en wi.

DEMOSTRACION: Sean f : w; X w; — wy una funcién biyectiva, C' un conjunto club
en w; con las caracteristicas del lema [7.5] y {4, : @ < w;i} una sucesion . Para
cualesquiera o < wy y n < w, sea % : « — 2 la funcién descrita por z%(£) = 1 si y s6lo
si f(n,§) € A,. Claramente, (2),<, €s una sucesion en *2 para todo o < wy.
Asimismo, si (Y )n<w €s una sucesion en “'2, F':= {a < wy : (Ynla)n<w = (2%)n<w}
A={n¢) ewxw :y,(§) =1}y E:={a <w : f[A]Na = A,}, entonces F es
un subconjunto estacionario de wy, lo cual implica que C'N E también lo es (véase la

observacion [7.2)(2)).

Finalmente, notemos que sia € CNE, n <wy & < «, entonces
(nla)(€) = 1= yn(§) =1 ¢— (n,§) € AN(a x @)
«— f(n,§) € fIA]Na«— f(n,§) € Ay ¢— 23(§) = 1.

En consecuencia, (Ynla)n<w = (¢ )n<w para todo a« € C'N E. Por lo tanto, CNE C F,
lo que implica que F' es un subconjunto estacionario de w; (véase la observacion [7.2f3)).

Todo el esfuerzo llevado a cabo a lo largo de este articulo culmina en el teorema[7.7}
que enunciamos y demostramos a continuacion:

TEOREMA 7.7 (S. Geschke). Si { es cierto, entonces eziste un espacio de Efimov que
es cero-dimensional, carece de puntos aislados y tiene coinicialidad w;.
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DEMOSTRACION:  Nuestro objetivo es construir un sistema inverso simple >, que
posea las siguientes propiedades:

(1) X, es un subespacio perfectoE de D(2)® para todo a < wy,
(2) w0 1 Xg — X, esla funcion dada por 7g () 1= z[,, siempre que o < f < wy,

y
(3) el sistema inverso %, coincide con el sistema inverso simple descrito en la

proposicion

De ahora en adelante, para cualesquiera § < o < w1, pag : D(2)* = D(2) ¥ Gap :
D(2)® — D(2)” seran las funciones continuas determinadas mediante g, 5(x) == x|z y
Pap(z) == 2(F). Asimismo, {(22)n<w : @ < wy} serd un conjunto con las caracteristicas
del lema [7.6l

Antes de empezar la construccion, es pertinente hacer un comentario sobre el espacio
X, cuando « es un ordinal limite. Dado que Y, serd un sistema inverso simple,
el espacio X, queda, en principio, definido de manera automatica. Sin embargo, es
importante tener en cuenta que, aunque X, entendido como el limite inverso del sistema
Y4, 10 es un subconjunto de D(2)%, la proposicion permite reemplazar X, por el
espacio homeomorfo f,[X,], que si constituye un subespacio perfecto de D(2)* (véase
la proposiciéon .

En particular, por el tercer inciso de la proposicién la sustitucion 7}, 5 @ fo[Xa] =
X dela funcion de ligadura 7, 5 : Xo — X queda descrita por 7, 5(fa(2)) == fo(2)[s=
z(B) = ma5(x), y la construccién puede realizarse sin inconvenientes.

Por lo anterior, sélo necesitamos describir el procedimiento para construir el espacio
Xot1 para cada w < a < w;. Con esto en mente, supongamos que para algin ordinal
w < o < wy hemos construido la familia {(Xg, 7, 3) : < v < a} con las propiedades
requeridas. Resta explicar como obtener el espacio X,.1. Observemos que X,, al ser un
subespacio de D(2)*, es un espacio Ty, primero numerable y cero-dimensional (véanse

la proposicion [2.1(1) y el corolario [2.2).

Afirmacioén 1. Si (z9),<, no es una sucesion doble en X, entonces existen z € X, y
Ca, D, € CL(X,) que tienen las siguientes propiedades:

(1) CL,UD, =X,y ConND,=A4z}, vy

(2) si V € ¥(z), entonces V \ Cp # 0 # V' \ D,.

Sean z € X,, vy {A, :n <w}y {a, : n < w} sucesiones con las caracteristicas del
lema Claramente,

Co ={2} UU,c (20 \ A2ni1) v Do i={2} UU,<, (A2ns1 \ A2ni2)

satisfacen la condicion (1) (véase el lema [2.6).

En cuanto al inciso (2), si V' € #/(z), entonces existe m < w tal que A4,, C V. Luego,
si suponemos sin perder generalidad que m es un ntimero par, entonces a,, € C, \ {z}
Y ami1 € Dy \ {2}, lo cual implica que a,, € V\ Dy y i1 € V' \ Cy.

9Bs decir, X, es un subconjunto cerrado de D(2)* que, al ser visto como subespacio de este, no
tiene puntos aislados.
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Afirmacioén 2. Si (z%),<. es una sucesion doble en X, entonces existen z € X, una
sucesion estrictamente creciente (m;) en w y conjuntos Cy, D, € CL(X,) que tienen las
siguientes propiedades:

(1) 2 & {5 n <w},

(2) (25,,,) y (25, ,1) convergen a z en X,
(3)C’UD =X,y C,.ND, ={z},

(4) {x2m Z<W}CC Y{x2m+1 Z<W}CDCX7y
(5) si V € ¥(z), entonces V '\ C # 0 £ V \ D,..

Por el lema [6.5] existen z € X, y una sucesion estrictamente creciente (n;) en w
tales que z & {z : n < w} y las sucesiones (2%, ) y (25, ,,) convergen a z en X,; en
especial, la condicion (1) es verdadera.

Ademas, si {A, : n < w} es una sucesion con las caracteristicas del lema , por
el lema[6.0] existen una subsucesion (m;) de (n;) y una sucesion estrictamente creciente
(k;) en w que satisfacen las siguientes condiciones:

(a) ko = O,

(b) {25,,,, 25,41} € A, siempre que i < w, y

(¢) {a8m, TG, 1} N AR, =0sijew\ (i+1).
Notemos que, como (m;) es una subsucesion de (n;), las sucesiones (25,,.) v (2%, 1)
convergen a z en X,; es decir, la condicion (2) es satisfecha.

Ahora, para cada i < w, existen B;, C; € CO(X,) tales que 25,, € B;, 25, ., € Cj,
BiUC; = A, \ Ak, y BiNC; =0 (véase el lema [2.3). Claramente,

Co={z}UUicu Bi v Da={2} U, C
satisfacen la condicion (3) (véase el lema . Mas atin, como {25, i <w} C Cyy
{25,111 <w} C Dy, la condicién (4) también es cierta.

Con respecto a la condicion (5), si V' € ¥(z), existe i < w con A, C V, ya
que {Ag, : j < w} es una base local para z en X (véase la observacion . Lo
que sucede ahora es que x5, € B; C Ay, €V y x5, ., € C; € A, €V implican
que 25, € Co \ {2} ¥ 25,1 € Do\ {2} vy, por extension, que 25, € V \ D,y
xgmi—i-l eV \ OOé'

Equipados con la Afirmaciéon 1 y la Afirmacion 2, definamos
Ey :={2x € D2)*" 1 2], Cy A () =0} y
F, = {x € D(2)*™ 1 2l,€ Dy A z(a) = 1}.
Observemos que las igualdades
E, = qg—ll—l,a[ca] mP;}rl,a{O} y Fa= q;—il-l,a[Da] mp;}rl,a{l}
implican que F, y F, son subconjuntos cerrados de D(2)**!.
Afirmacién 3. Los siguientes enunciados son ciertos para el conjunto X, := E,UFy,.

(1) X441 es un subespacio perfecto de D(2)*+1.

(2) La funcion w414 @ Xaty1 — Xo dada por ma41.4(2) 1= x|, esta bien definida y
es suprayectiva.
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3) | Yo Nzl ()] =2
(4) Para cualquier x € X, \ {z}, se tiene | Xo4y N7ty {2} = 1.

Evidentemente, como E, y F,, son cerrados en D(2)**! el conjunto X,; también
lo es. Ademés, si x € X1, entonces z[, € C,UD, = X,, lo cual demuestra la validez
del inciso (2).

Por otra parte, si x € C, \ {z}, entonces 70 es el tnico elemento de X, tal
que To+1,0(r70) = . De manera similar, si x € D, \ {z}, entonces 271 es el tnico
elemento de X1 que satisface mo414( 1) = 2. Asimismo, 270 y 271 son los tGnicos
elementos de X,11 con mai1,4(270) = 2 = Ma41,4(271). Por consiguiente, X, es una
extension simple de X,,.

Para comprobar que X,;; no tiene puntos aislados, tomemos primero u € X, 1 y
supongamos que u € E, \ {z70}. Si S € [a]*¥ \ {0}, entonces ul, es un elemento de
(Xa\ Do) Nges pglﬁ{u(ﬁ)} Luego, como X, no tiene puntos aislados, existen puntos
distintos v y w en el conjunto abierto mencionado. Asi, como v,w € C,, se sigue que
v™0 y w™0 son elementos distintos de Xat1 N (Nsesuqa) p;}rl,ﬁ{u(ﬁ)}, lo que implica
que u no es aislado en X, 1.

Un argumento similar al expuesto en el parrafo previo muestra que todos los elemen-
tos de F, \ {#"1} no son puntos aislados en X, 1. Para demostrar que 270y 271 no
son aislados en X, 1, presentaremos a continuacion los detalles de manera simultanea.

Si S € [a]<“\ {0}, entonces z es un elemento de V' := X, N se5 1y 5{2(8)}. Porlo
establecido en la Afirmacion 1 y en la Afirmacion 2, existen u € V\ C, y v € V '\ D,.
Consecuentemente,

uml € (Xann \ {z71}) NNsesuga) Parr s{ DB} ¥
v0e (Xaﬂ \ {ZAO}) N ﬂgggu{a} p;h,g{(zho)(ﬁ)}-

La Afirmacion 3 completa la construccion del sistema inverso simple ¥, . Resta
demostrar un cuarto enunciado antes de explicar por qué el espacio X,,, satisface todas
las condiciones deseadas.

Afirmacioén 4. X, no tiene sucesiones dobles.

Suppongamos, en busca de una contradiccion, que (y,) es una sucesion doble en
X, Por el lema existe f§ < wy tal que, para todo o € wy \ 3, la sucesion (y,(«))
es doble en X,. Ahora bien, como el conjunto

{o <wit (Yn(@))ncw = (T7)ncw}t = {a < w1t (fur (Yn)a)ncw = (T7)n<w}
es estacionario en wy (véanse la proposicion y el lema , por la observacion (1)
existe a € wy \ B tal que (y,(a)) = (z%); en particular, (z%) es una sucesion doble en
Xa.

De acuerdo con la Afirmacién 2, existen z € X, y una sucesion estrictamente
creciente (m;) en w tales que z € {zf, : n < w} y las sucesiones (3, ) y (2%, 1)
convergen a z en X,. Notemos que, como z € {y,(a) : n < w}, para cadan < w se tiene
que el punto y,(a + 1) es el tnico elemento de X, 1 que satisface o110 (yn(a+1)) =

yn(a>‘
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Por lo tanto, dado que (25, )"0 € Ey y (25, )" 1 € F, son los tinicos elementos
de Xoq1 que extienden, correspondientemente, a %, = Yom, (@) ¥ 2%, 11 = Yam,+1(),
se sigue que

{yom;(a+1)i<w}CE, v {yamn(a+1):i<w} CF,.

Maés todavia, como F, y F, son subconjuntos cerrados de X,.1, las cerraduras de
{Yom, (@ +1) i < w} v {yom,+1(a + 1) 1 i < w} estan contenidas, respectivamente, en
E, vy F,.

Por tultimo, si % es un ultrafiltro libre sobre w con la propiedad de que B := {m,; :
i < w} pertenece a %, el cual existe por la proposicion[5.4[(2), entonces, como (y,,(a+1))
es una sucesion doble, existe y € X417 con limy (Yo, (a4 1)) = y = limy (yon1(a+1)).
Luego,

y € adhy (yon (o + 1)) Nadhy (Y21 (a+ 1))
= m {yon(a+1):n e A} N m {yons1(a+1) :n € A}

Aew Aew
CH{yan(a+1):ne B} N{yspri(a+1):n € B}
= {yom, (@ + 1) 1i <w}N{yom1(a+1) i <w} CE,NF, =0,

lo cual es la contradiccién deseada.

Finalmente, observemos que X,, es un espacio compacto, en virtud de la proposi-
cion (2) También, la proposicion certifica que X, no tiene puntos aislados. Por
otra parte, como todo sistema inverso simple es un sistema inverso coinicial (véase la
proposicion , se cumple que ci(X,,) < w.

Asimismo, dado que X, es homeomorfo al subespacio f,, [X,,] del producto D(2)“
(véase la proposicion , el cual es cero-dimensional por la proposicion (3)7 el
inciso (1) de dicho resultado garantiza que X,,, también es cero-dimensional.

Ademas, por la Afirmacion 4 y la proposicion se tiene que ci(X,,) > w, lo
que implica que ci(X,,) = w;. Mas aun, de acuerdo con la Afirmacion 4 y la proposi-
cion X, no contiene copias de w + 1, y tampoco contiene copias de Sw, gracias al
corolario |4.15| En sintesis, X,,, es un espacio de Efimov que es cero-dimensional, carece
de puntos aislados y tiene coinicialidad wy. O

Agradecimientos: Queremos dedicar este articulo a nuestros maestros, el Dr.
Fernando Hernédndez Hernandez y el Dr. Roberto Pichardo Mendoza, quienes nos
introdujeron al desafiante Problema de Efimov. Les expresamos nuestro mas sincero
agradecimiento por su gufa, sus ensenanzas y, sobre todo, por la inspiracién que nos
transmitieron a lo largo de nuestro aprendizaje, sin la cual este trabajo no habria sido
posible. Esperamos que este articulo refleje, aunque modestamente, la pasion por la
topologia que siempre nos inculcaron durante nuestros anos como sus estudiantes.

Por otra parte, agradecemos también a la persona encargada del arbitraje del pre-
sente articulo por su amable retroalimentacién y por senalar diversas imprecisiones,
cuya correcciéon contribuyé a mejorar sustancialmente la calidad del texto.



(1]
2]
13l
4]

5]
16]

[10]
[11]

[12]
[13]
[14]
[15]
[16]

[17]
[18]

Bibliografia 147
Bibliografia

Alexandroff, P. S., Urysohn, P. S., Mémoire sur les espaces topologiques compacts, Verhandlingen
der Koninklije Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, Eerste Sectie, 14(1) (1929), 1-96.
Arhangel’skii, A. V., Franklin, S. P., Ordinal invariants for topological spaces, Mich. Math. J.,
15(3) (1968), 313-320.

Brouwer, L. E. J., On the structure of perfect sets of points, KNAW, Proceedings, 12, 1909-1910,
Amsterdam, (1910), 785-794.

Casarrubias Segura, F. y Tamariz Mascartia, A., Elementos de topologia general, Aportaciones
Mateméticas, Serie Textos, num. 37, Instituto de Matematicas, Universidad Nacional Auténoma
de México, 2019.

Cech, E., On bicompact spaces, Ann. of Math. (2), 38(4) (1937), 823-844.

Chéavez Cortés, A., El enigma de Efimov: un espacio compacto imposible, Tesis de licenciatura,
Facultad de Ciencias Fisico-Matemaéticas “Mat. Luis Manuel Rivera Gutiérrez”, Universidad Mi-
choacana de San Nicolds de Hidalgo, 2025.

Efimov, B. E., The imbedding of the Stone—Cech compactifications of discrete spaces into bicom-
pacta, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 189 (1969), 244-246.

Gallardo Quiroz, J. A., El principio combinatorio de Jensen, Tesis de licenciatura, Facultad de
Ciencias, Universidad Nacional Autéonoma de México, 2014.

Geschke, S., The coinitialities of Efimov spaces, Set Theory and Its Applications (L. Babinkostova
et al., eds.), Contemp. Math., vol. 533, pp. 259-265, 2011.

Geschke, S., The coinitiality of a compact space, Topol. Proc., 30(1) (2006), 237-250.

Hart, K. P., Efimov’s problem, Open Problems in Topology II (E. Pearl, ed.), Elsevier, pp.
171-177, 2007.

Hernandez Hernandez, F., Curso de Topologia: un enfoque conjuntista, 1* ed., Aportaciones
Matemaéticas, Serie Textos, nim. 43, Instituto de Matematicas, Universidad Nacional Auténoma
de México, 2021.

Hernandez Hernéndez, F., Teoria de conjuntos: wuna introduccion, 2* ed., Aportaciones
Matematicas, Serie Textos, num. 13, Instituto de Matemaéticas, Universidad Nacional Auténoma
de Meéxico, 2019.

Pichardo Mendoza, R., Rudimentos de la teoria de espacios polacos, Topologia y sus aplicaciones 4
(J. J. Angoa Amador, R. Escobedo y M. Ibarra, eds.), Textos Cientificos, Benemérita Universidad
Auténoma de Puebla, pp. 3-26, 2016.

Rios Herrejon, A., Una introduccion al problema de Efimov, Tesina de maestria, Facultad de
Ciencias, Universidad Nacional Auténoma de México, 2021.

Sapirovskil, B. E., Maps onto Tychonoff cubes, Russ. Math. Surv., 35(3) (1980), 145-156.
Tychonoff, A., Uber einen Funktionenraum, Math. Ann., 111 (1935), 762-766.

Walker, R. C., The Stone—Cech compactification, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg, Ergebnisse
der Mathematik und ihrer Grenzgebiete. 2. Folge, vol. 83, 1974.

Correos electronicos:
alexischavez25990gmail.com (Alexis Chavez Cortes)
chanchito@ciencias.unam.mx (Alejandro Rios Herrejon)






CAPITULO 6

El Teorema de Erdos-Rado y el Lema del A-sistema

Luis Enrique Aponte Pérez, Ivan Martinez Ruiz,
Cesar Alonzo Moreno Espinoza, Oleg Okunev.
Benemérita Universidad Autonoma de Puebla, Puebla, Mérico

[I.__Introduccion! 149
2. Preliminares 150
3. Teorema de Erdos-Rado 151
4. El lema del A-sistema 156

Bibliografia 161
[Bibliograffa

1. Introduccion

Dos teoremas muy famosos en teoria de conjuntos sobre combinatoria infinita,
ademas del teorema de Ramsey, son el Teorema de Erdds-Rado y el Lema del A-sistema.

El Teorema de Erdds-Rado llamado asi por Paul Erdos y Richard Rado, es un resul-
tado que extiende el teorema de Ramsey para conjuntos no numerables. La pregunta
central del teorema de FErdos-Rado aborda cémo se comportan los conjuntos infinitos
cuando se dividen en varias partes. Este problema se conecta con la idea mas general
de que, al trabajar con conjuntos infinitos, ciertas propiedades deben necesariamente
aparecer bajo condiciones especificas. En otras palabras, el teorema ofrece una garan-
tia sobre la presencia de estructuras organizadas dentro de particiones de conjuntos
infinitos.

El Lema del A-sistema es un poco maés intuitivo de plantear. Dada una familia
de conjuntos F ;podemos encontrar una subfamilia § C J tal que cualesquiera dos
elementos de G tengan la misma interseccion? Siempre podemos encontrar una familia
G con esas caracteristicas, digamos F = (). Por tanto, para que la pregunta anterior
sea interesante, es necesario pedir mas; por ejemplo, pedir que nuestra familia G sea
infinita.

El objetivo de este trabajo es exponer, de manera breve, estos dos resultados.
Ademés de las demostraciones, daremos ciertas aplicaciones de dichos resultados. En la
segunda seccidon daremos algunas nociones y definiciones que usaremos en lo siguiente.
En la tercera seccién expondremos el Teorema de Erdos-Rado. Finalmente, en la cuarta
seccion expondremos el Lema del A-sistema.

149
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2. Preliminares

En esta seccidon expondremos, de manera breve, algunas definiciones y nociones que
usaremos durante este capitulo; sin embargo, no daremos un estudio detallado sobre
estos temas. Ademas, supondremos que el lector tiene un minimo de conocimiento en
Teoria de Conjuntos y Topologia.

Denotaremos por w al primer ordinal infinito. Los ntimeros ordinales los denotare-
mos por «, f3,7,... y los numeros cardinales los denotaremos por k,\,... Si Kk es un
ntmero cardinal, entonces k* denotara al primer cardinal mas grande que k.

Dados un conjunto E y un ntmero cardinal , [E]S* denotara el conjunto de todos
los subconjuntos de E de cardinalidad < . Analogamente para [E]<" y [E]*. Ademas,
si o y 3 son ntimeros ordinales, entonces o denotara a la familia de todas las funciones
con dominio 8 y rango en a.

Las nociones y las definiciones acerca de espacios topologicos que emplearemos son
las mismas que se usan en [2].

DEFINICION 2.1. Sean F una familia de conjuntos de X yx € X. El orden de x en T,
denotado por ord(x,F), se define como sigue

ord(x,F) =|{A e F:ze A}|.

DEFINICION 2.2. Sea (X, T) un espacio topoldgico.

(1) Decimos que € C 7\ {0} es una familia celular en X si para cualesquiera
A, B € C se cumple que AN B = 0.
(2) La celularidad de X, denotada por ¢(X), se define como

c(X) = sup{|C| : € es una familia celular en X} + w.

DEFINICION 2.3. Decimos que un espacio X satisface la condicion de la cadena contable
discreta (dcce por sus abreviaturas en inglés) si cada familia discreta de subconjuntos
abiertos no vacios de X es numerable.

DEFINICION 2.4. Sea X un espacio topoldgico y W una cubierta de X. Para A C X,
definimos el conjunto st(A,U) = | J{U € UW|ANU # 0}. Particularmente, para cada
x € X, denotaremos al conjunto St({z},U) como st(z,U).

Al conjunto st(A,U) le llamaremos la estrella de A con respecto de U.

De manera inductiva, para cada k € w definimos st**1(A, U) = st(stF(A,U),U).

Consideremos un conjunto A C X y a una colecciéon de cubiertas F de X, entonces
st(A, Uyes W) = Uyes st(A,U). Claramente, como U C |Jy 4 U para cada U’ € F, en-
tonces st(A,U') C st(A, Uyes W), esto implica | Jy oy st(A, U) C st(A, Uyes U). Ahora,
para cada y € st(A, Uyes W), existe U € Jyes U tal que y € U y tal que UN A # 0,
luego existe W € (Jyeq U tal que U € W, asi y € U C st(A, W) C Uyeq st(A,U). Por
lo tanto st(A, Uyes W) = Uyes st(A, U).

Otra caracteristica importante a resaltar es que si A, B C X tales que A C B,
entonces stt(A,U) C st*(B,U). Para k = 1, sea y € st(A,U) entonces existe U € U
tal que y € U donde ANU # ), pero ANU C BNU, ast y € st(B,U), con lo cual
st(A,U) C st(B,U). Para cada n € w, supongamos que st"(A,U) C st"(B,U) para
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conjuntos cualesquiera A y B. Entonces, para k = n + 1 se tiene que st""(A,U) =

st"(st(A,U),U) C st"(st(B,U),U) = st" (B, U).

DEFINICION 2.5. Diremos que una sucesion de cubiertas abiertas {U, }new tiene rango
k-diagonal en X si para cada x € X se tiene que {z} = ({st*(z,U,) |n € w}. Por otro
lado, un espacio X es k-diagonal, si existe una sucesion de cubiertas abiertas {Uy, }new
de rango k-diagonal.

Por otro lado, de manera similar diremos que X es de rango fuertemente k-diagonal
si existe una sucesion de cubiertas abiertas {V,, } e, de tal manera que para cada x € X

se tiene que {z} = {st*(z,U,) |n € w}.
Con lo anterior, podemos obtener el siguiente resultado.
PROPOSICION 2.6. Sea U una cubierta abierta de X, entonces
stk(z, U) C st"(z, W).

DEMOSTRACION:  Sea y € stf(xz,U), entonces para cada V, vecindad abierta de v,
V, N stf(z,U) # 0. Puesto que U es una cubierta abierta de X, existe U, € U tal
que y € U,. Por lo anterior, U, € {U|U N st*(x,U) # 0} eso implica que y € U, C
stht1(x, U). Asf hemos demostrado que st*(z,U) C st"1(x, U). O

COROLARIO 2.7. Un espacio X que tiene rango k + 1-diagonal también tiene rango
fuertemente k-diagonal.

DEMOSTRACION:  Por la proposiciéon anterior st*(z,U) C st**!(z,U) para cada cu-
bierta abierta U. Como X tiene rango k + 1-diagonal, entonces existe una sucesion de
cubiertas abiertas {U, }new, tal que N{stk(x,U,) |n € w} € N{st* ! (z,U,)|n € w} =
{z} para cada x € X. Pero, z € sth(x,U,) C stk(z,U,) para cada n € w. Por lo tanto,
N{st*(z, Uy) |n € w} = {x} O

Diremos que X es estrella numerable si para cada cubierta abierta U de X, existe
un conjunto numerable A de X tal que st(A,U) = X.

3. Teorema de Erdos-Rado

El teorema de Erdds-Rado, establece que si tienes un conjunto infinito y lo divides
de cierta manera, entonces, bajo ciertas condiciones, siempre puedes encontrar un sub-
conjunto grande del conjunto original que queda dentro de una de las partes de la
particion. El enunciado, junto a la demostraciéon de dicho teorema, se presentara a
continuacion.

TEOREMA 3.1 (Erddés-Rado). Sea k un cardinal infinito, E un conjunto con |E| > 2%,
Y suponga que [E]2 = Uu<y Pa, donde, para todo o € Kk, P, C P(E). Entonces existe
o < k y un subconjunto A de E con |A| > k tal que [A]” C P,.

DEMOSTRACION: Sea p algin punto en E. Para cada a € ™, por induccién cons-

truiremos una coleccion F, = {R;’} (fe lia} de subconjuntos de E y una coleccion

Ao = {xf fe /{a} de puntos en F, tal que para cada f € k“:
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: ) ite RO — 8 .
1) si a es un ordinal limite, R§ = ﬂﬁ<a Rf|5’

(1)
(2)a=v+1, R} = {x T € R}h,x # Ty, {m,mfh} € Pf(,y)};
(3) x5 € R} si R} # (0 y oy = p en otro caso;

(4) si B <1, entonces zy, & R};

(5) si B < ayxe R, entonces {a:,xf‘ﬁ} € Pyp).

Para o = 0, sea Ry = E'y 19 = p. Ahora sea 0 < a < kT y supongamos que para
cada 8 < a se han construido las colecciones Fg = {R? cfe /iﬁ} yAg = {xf fe /{fg}

de tal forma que se verifican (1) — (5) para cada f € x”. Se desea construir tales
colecciones F, y A, para a. Se tienen dos casos:

(4) a limite. Para cualesquiera v < ay f € 7, definase R} como en (1) y 2y como
en (3). Verifiquemos (4). Sea 8 < a y suponga que xy, € R}, entonces xy, € Rf‘lp

B+1
fla+1
Por tanto xy, ¢ R}. Ahora veamos que se satisface (5). Sea 8 < ay v € R§. Entonces

para todo p < a, en particular, zy, € R . Lo que contradice (4) aplicado a 8+ 1.

por (5), aplicado a 8 + 1, se tiene que {x, xf|ﬁ} € Pyrp). Asi pues, también se verifica
(5).

(4) caso a = v + 1. En este caso, se define para cada f € k% R} como en (2) y,
xy como en (3). Veamos que en este caso, también, se verifican (4) y (5). Sea § < a,
entonces 3 < 7; si B < 7 entonces por (4) aplicado a 7 se tiene que g, ¢ R}. Si
B=vyuzp, € R}, entonces Ty, # Ty, lo cual es absurdo. Asi, (4) se cumple. Para
verificar (5), sea 8 < «; nuevamente se tienen dos casos: si f = vy z € R}, entonces

{x,:vﬂﬁ} € Py por la definicion de R}. Si § < vy x € R}, por (5) aplicado a 7,

{x, xflza} € Pj(p). Lo que termina con la verificacién de (5).

Hemos llegado al final de la construcciéon de tales colecciones.

Sea H = Ugcp+Aq. Note que |A,| < kT para cada a € kT luego, como H =
Ua<rtAa, se tiene que [H| < >0 4 [Aq] < s1aT = k% < 2% Puesto que |E| > 27,
existe rg € £ — H.

A continuacién construiremos una sucesion { faia € /§+} tal que para todo o < k™:

(6> Ja ERYY fa ’ﬁ:f,@para5<04y

(7) Xo € R?a.

La construccién es por induccion transfinita.

Sea 0 < v < kT y supongamos que se tiene construida fz para todo 5 < 7 de tal
modo que se verifican (6) y (7). Por construir f,.

() v limite. Para cada 8 < 7, definamos f, por f, |s= fs; de (1) y la hipotesis de
induccion se sigue (7) y claramente de la definicion de f., se verifica (6).

(4i) v = {+1. Como g # 7y, y [E]2 = U£<,{ Py, existe § < k tal que {$0,$f§} € Ps.

Definase f, por f, |s= fa y f({) = d. Claramente, f, verifica (6). Por otra parte, de

(2) y la hipdtesis de induccion se verifica (7). Con lo que se termina la construccion.
Sea g : kT — Kk tal que g(a) = fa1() € k para cada a € k™. Note que KT =

Uger 97" (8), este hecho sucede, pues si A € s+ entonces A € g~'(6x) (Donde By =
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fra1(N), vy como cada g7'(8) C k' para cada 8 € k, entonces terminamos dicha
afirmacion. Como s es regular, existe p < k tal que ‘{ﬁ cg N (B) = p}‘ = k7. Sea
T = {8 : g '(B) = p}. Ahora bien, para todo a € T, Ry # 0, pues 29 € R, .
Ademas, si a, 5 € T son tales que a > 3, por (3), T, € R% y por (4) Ty, ¢ R%

luego, z, # Ty méas ain, por (5) se tiene que {x x } € Pf) = P,. De donde
a 8

)
\ I’ 91

A= {xgl ca € T} es el conjunto deseado. O

3.1. Aplicaciones del teorema de Erdds-Rado. A continuacion, presentare-
mos algunas aplicaciones del teorema de Frdos-Rado. Particularmente, en ciertos espa-
cios topologicos donde analizaremos su tamano. en esta secciéon nos basaremos en los
trabajos de Wei-Feng Xuan, Wei-Xue Shi (Ver [6] y [5]).

Un resultado inmediato del teorema de Erdos-Rado, es el siguiente corolario, basan-
donos en conjuntos numerables.

COROLARIO 3.2. Sea X un conjunto tal que | X| > ¢ y supongamos que [X]? = J{P, :
n € w}. Entonces existen ng € w y S C X con |S| > w tales que [S])? C P,,.

Como primer resultado de esta seccidon, queremos mostrar a detalle el siguiente
resultado.

"Cualquier espacio topoldgico X que satisfaga la cce, con rango 2—diagonal, cumple
que | X| < c.”

PROPOSICION 3.3. Sea X un espacio con rango k + 1-diagonal. Si |X| > ¢, entonces
existe un subconjunto cerrado y discreto de X que tiene una expansion discreta abierta.

DEMOSTRACION: Desde que X es un espacio con rango k -+ 1-diagonal, entonces existe
una sucesion de cubiertas abiertas {U, }new, tal que ({st* ! (z,U,) |n € w} = {z} para
cada z € X. Ahora, construiremos una sucesion {V,, }me. tal que st (z,V,, 1) C
sthT1(x,V,,), dicha sucesion es:

(1) Vo = U,.

(2) Para cada m € w, sea Vi1 = {VNU|V €V, U € Uppia }-
Afirmamos que para cada A C X, stF1 (A, V1) C stFT1(A,V,,). Sea

Yy € Stk+1 (AJ vm—‘rl)?

entonces existe un U € V,,1; tal que y € U y U N st*(A, V,ui1) # 0, por construccion
existen V € V,, y U’ € Uy tales que U =V NU' CV, pero @ # U N stF(A, Vi) C
VN stP(A, V1), luego y € stF(A,V,,). Asi, hemos demostrado que st*"1(A,V,,,1) C
sthT1(A,V,,). De forma similar podemos demostrar que st(A,V,,11) C st(4,V,,).
Por otro lado, por lo anterior tenemos que st**!(x,V,,11) = st*(st(x, Vini1), Vins1) C
stF(st(x, Vins1), Vin) C st*(st(z, Vin), Vi) = st*(2,V,,).

Puesto que X tiene rango k + 1-diagonal, {z} = (0, st**!(x,U,), entonces y €
X\{z} = [N,e, st 2, U] = U, e, (st (2, Uy))", ast existe n, € w tal que y €
st"(x, Uy, )¢, con lo cual y & st (z, U,,).
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Asi, podemos definir para cada n € w los siguientes conjuntos:

Py ={{z,y} € [X]*|y & st(z,Un)}

Por lo demostrado anteriormente, [X|* = |J, ., Pn, luego por corolario existen
S C X yng €w tales que |S| >wy [S]* C P,,.

Ahora mostremos que el conjunto S es cerrado y discreto. Supongamos lo contrario,
es decir, existe x € X punto de acumulacion de S, entonces para cada U vecindad de
xz, UNS # (), particularmente existen y,z € SN U, entonces y € U C st(z,U,,) C
st*1(z, U, ) una contradiccion. Asf S es cerrado y discreto. 0J

PROPOSICION 3.4. Sea X un espacio con rango 2-diagonal. Si |X| > ¢, entonces existe
un subconjunto numerable cerrado y discreto de X.

DEMOSTRACION: Similar a la proposicion anterior, construimos la colecciéon de cu-
biertas abiertas {V,,}mew de rango 2-diagonal tal que st*(z,V,41) C st?(z,V,,). De
manera similar obtenemos que y & st*(x, U,, ).

Afirmamos que, para cualesquiera z, y € X distintos, existe j € w tal que st(z,V;)N
st*(y,V;) = (. En caso contrario, para cada m € w, existe z € st*(z,V,,) N st*(y, V,n.),
particularmente, para j existen W, W' € V; talesque z €e WNW' 2 e Wyye W'
Por lo anterior, y € W’ C st?(z,V},) una contradiccion.

Asi, podemos definir para cada n € w los siguientes conjuntos:

P, = {{z,y} € [X]?|n = min{m € w|st(z,U) N st(y, U) # O}}

Por lo demostrado anteriormente, [X]* = |, ., P, luego por corolario existen
S C X yng €w tales que |S| >wy [S]* C P,,.

Ahora mostremos que el conjunto S es cerrado y discreto.

Claramente, el conjunto {st(x,U,,)}ses es una familia no numerable disjunta de
subconjuntos abiertos no vacios de X.

Ahora, demostremos por contradiccion que S es cerrado y discreto, entonces S tiene
un punto de acumulaciéon x € X, O

COROLARIO 3.5. Sea X un espacio que cumple la ccc y tiene rango 2-diagonal. Entonces
| X] <

DEMOSTRACION: Es una consecuencia de la proposicion anterior 0

LEMA 3.6. Sea X wun espacio topoldgico. Si existe S C X un conjunto no numera-
ble cerrado y discreto, de tal manera que los puntos S pueden separarse por abiertos
disjuntos a pares (es decir que existe una familia de abiertos ajenos V tal que para cada
V €V eziste un unico s € S tal que s € V). Entonces, X no es estrella numerable.

DEMOSTRACION: Por hipoétesis, consideremos a una familia de abiertos ajenos V que
tiene la propiedad antes mencionada; como S es cerrado, entonces X'\S es abierto, luego
F = VU{X\S} es una cubierta de X. Sea A un subconjunto numerable de X, asi
consideremos al conjunto S” = SN A, entonces S’ es numerable y ademas A\S C X\ S.
Sea V' = {V € V|s € V para algtin s € S}, sea Vg € V\'V', entonces existe un tnico
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sseVsnNSys &X\S, asi s € st(A,V) es decir X # st(A,V). Por lo tanto, A no es

estrella numerable. 0]
Una consecuencia directa de los resultados anteriores es el siguiente corolario.

COROLARIO 3.7. Sea X wun espacio que es estrella numerable y que tiene rango 2-
diagonal. Entonces, | X| < c.

Diremos que un espacio topolégico X es de Moore si cumple lo siguiente:
e X es Hausdorff regular.
e (Propiedad de desarrollo) Existe una familia numerable de cubiertas abiertas
F de X, tal que para cada cerrado C' C X yp € X tal que p & C, existe U € F
de tal manera que cada U € U vecindad de p, UNC = ().

PROPOSICION 3.8. Todo espacio de Moore tiene rango 2-diagonal.

DEMOSTRACION:  Por la propiedad de desarrollo, podemos elegir una familia de
cubiertas con las propiedades antes mencionadas, sea F = {U, |n € w} dicha fa-
milia. Sean a,b € X distintos, afirmamos que existe n € w, tal que b & st*(a,U,).
Suponiendo lo contrario, para cada n € w tenemos que b € st(a, U, ) N st(b, U,) es decir
st(a,U,) N st(b,U,) # 0 asi para cada n € w, elijase z,, € st(a,U,)Nst(b,U,). Note que
la familia {st(a, U, ) }ne, forma una base local de a, con lo cual la sucesion s = {z, }new
converge a a, de manera anédloga la misma sucesiéon converge a b. Puesto que X es
Hausdorff, a = b una contradicciéon O

Una consecuencia inmediata de los resultados vistos en esta seccién es la siguiente:

COROLARIO 3.9. La cardinalidad de todo espacio de Moore X que es estrella numerable
es a lo mds ¢

Diremos que una familia & de subconjuntos de X es discreta en un espacio topolégico
X, si para cada x € X, existe una vecindad U de z tal que {V € F|UNV £ 0} <1

LEMA 3.10. Sea {U,}new una sucesion de rango k-diagonal, donde k > 1. Si |X| >
¢, entonces existe un conjunto no numerable discreto cerrado S de X tal que para
cualesquiera x,y € S distintos, entonces existe ng € w tal que y & st(x,U,,).

DEMOSTRACION: Asumamos que existe una sucesion de cubiertas abiertas {U, }necw
de rango k-diagonal (k > 1) y supongamos sin perdidad de la generalidad que

sth(z, U™ C sth(z, U™)
para cada n € w. Similar a la proposiciéon podemos definir, para cada n € w:
Py = {{z,y} € [XP |2 & st(y, W)}

Note que [X]? = {J,,c,, Pn v por corolario (3.2} existe S C X tal que w < [S|y no € w
tales que S C P,,. Por construccion para cada =,y € S

O
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4. El lema del A-sistema
Iniciaremos esta seccion definiendo lo que entenderemos por un A-sistema.

DEFINICION 4.1. Sea F una familia de conjuntos. Diremos que F forma un A-sistema
(o que es una familia cuasi-disjunta) si existe un conjunto R tal que para cualesquiera
A, B € F distintos se cumple que AN B = R. Al conjunto R le llamaremos la raiz (o
nicleo) del A-sistema.

Algunos otros autores prefieren el nombre de girasol (o sunflowers) al de A-sistema
o familia cuasi-disjunta.

4.1. El Lema “débil” del A-sistema. Antes de enunciar el teorema del A-
sistema, conviene mencionar una version més débil de dicho lema, pero que en muchos
casos es suficiente para satisfacer nuestras necesidades.

LEMA 4.2. Sea k un cardinal regular no numerable y F € [P(X)]", una familia de
subconjuntos de X de cardinalidad n, tal que |F| = k. Entonces existen un conjunto R,
posiblemente vacio, y Fo € [F|* tal que Fy forma un A-sistema con raiz R.

DEMOSTRACION: Haremos la prueba por induccién natural sobre n, el tamano de los
elementos de F.

En caso de que n = 0, entonces la premisa es falsa, por tanto, la conclusién es
verdadera.

Supongamos que la propiedad es cierta para el caso en el que los elementos de la
familia tienen tamano n y consideremos una familia F de cardinalidad  tal que todos
los elementos de F tienen tamano n + 1. Definamos

U= {A CTF: los elementos de A son ajenos por pares}.

Es evidente que U es un conjunto no vacio. Ademaés, si € una cadena en U, respecto
de la contencion C. Afirmamos que (JC € U. Es claro que |J€ C F. Por otro lado,
sean A, B € |JC, entonces existe A, B € € tales que A € Ay B € B. Como C es una
cadena, entonces A C Bo B C A. Si AC B, entonces A, B€ B e U, asi, ANB = 0.
Similarmente, ocurre que A y B son ajenos en el otro caso.

Ya que | J € es una cota superior para C, por el Lema de Zorn, existe ¥ € U elemento
C-maximal.

(1) Si |F'| = k, entonces Fy = F' y F = () satisfacen lo deseado.

(2) Si|F'| < k, entonces afirmamos que existe p € |JF' que pertenece a x elementos
de F. Supongamos (por contradiccion) que no existe un elemento con dicha
propiedad. Para cada p € |JJ' sea F, = {F € F: 2 € F}. Entonces |F,| < k.
Notemos que debido a que los elementos de F tienen tamano n+ 1y |F| < k&,

entonces
T <&

U Fl<n

pelJF’

Por tanto,
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Luego, existe F' € F\ U, 5 Fp, es decir, existe I € F tal que p ¢ F para
cada p € |JJF. Lo anterior implica que F ¢ F' y F U {F'} es una subfamilia
de JF ajena por pares, lo cual contradice la maximalidad de F'.

Sean p € |JJF que pertenece a k elementos de F, F; = {F € F:p € F}
y Fo = {F\{p}: F € F1}, entonces |F3| = |F1| = k. Por tanto, Fy es una
familia, de conjuntos de tamano n, de cardinalidad &, asi, aplicando la hipotesis
inductiva, existe F3 € [F5]" y F’ un conjunto, posiblemente vacio, tal que para
cualesquiera dos elementos de F5 su interseccion es F’. Sea Fy = {AU {p} :
A € F3}, entonces |Fy| = |Fs| = k.

Afirmamos que F; forma un A-sistema con raiz R = F'U{p}. Sean C, D €
Fo, entonces C' = AU{p} y D = BU{p}, donde A, B € F3. Entonces

CnD=(Au{ph)N(BU{p}) =(ANB)U{p}=FU{p} =R

O

TEOREMA 4.3. Sea k un cardinal regular no numerable y F una familia de conjuntos
finitos tal que |F| = k. Entonces existen F' un conjunto, posiblemente vacio, y Fy € [F|*
tal que Fy forma un A-sistema con raiz F.

DEMOSTRACION: Para cada n < w definamos F, = {F € F : |F| = n}, entonces
T = U, Fn- Ya que |F| = &, entonces existe n < w tal que |F,| = k. Luego,
aplicando el lema anterior, obtenemos lo deseado. (]

Es interesante notar que la hipotesis de que k no sea numerable es necesaria, pues
si definimos U,, = {0,1,...,n — 1} y F ={U, : n € w}, entonces ninguna subcoleccién
infinita de F forma un A-sistema.

4.2. El Lema del A-sistema.

TEOREMA 4.4. Sean k un cardinal infinito y 0 un cardinal reqular tal que k < 0 y para
cada o < 6 se cumple que |a<"| < 0. Entonces, para cada familia de conjuntos F que
cumple

(1) |F] > 6,
(2) para cada x € F, |x| < K,
eriste G C F tal que G es un A-sistema y |G| = 6.

DEMOSTRACION: Supongamos, sin pérdida de generalidad, que |F| = 6. Ya que
JTI<0-w=0,
entonces podemos suponer que | JF C 0. Ya que

F= U {A € F: ordtyp(A) = a},

a<k

por la regularidad de 0, existe p < x tal que |{A € F : ordtyp(A) = p}| = 0. Sea
A ={A € F:ordtyp(4) = p}.
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Ya que para cada a < 6 se cumple que |[a|<"| < 6, entonces para cada o < # hay
menos de 6 elementos de A que son subconjuntos de a. Asi, si @ < 6, entonces existe
A€ Atal que A Z o+ 1, es decir, existe x € A tal que x > a. Asi, [JA es no acotado
en 6.

Para cada z € A y cada & < p sea (&) el -ésimo elemento de x. Por la regularidad
de 0y, ya que JA = U, {z(§) : v € A} es no acotado en 0, entonce existe { tal que
{z(§) : 2 € A} es no acotado en . Sea & el menor de tales &.

Notemos que por la eleccion de &y, para cada n < & se cumple que {z(n) : v € A}
es acotado. Asi, definamos

ag =sup{z(n) +1:z € Ayn <&},

el cual existe por la regularidad de 6. Notemos que oy < 0 y para cada x € A y cada
n < & se cumple que x(n) < .
Por recursion transfinita, elijamos z, € A tal que

24(§0) > max{ag, sup{z,(n) : n < py v < p}}.

Sea A’ = {x, : p < 0}. Sean z,,,x,, € A, con p11 # p2. Veamos que z,, Nx,, C ap.
Supongamos que y € x,, NT,, y que j; < [z, entonces existen 7,72 < p tales que
Ty (M) =y = x,,(n2). Notemos que si 7, > &, entonces por contruccion tendriamos
que T, (n2) = x,,(&) > 2,4, (m). Por tanto, n, < &. Luego, por eleccion de o tenemos
que z,,(n2) < ag. Notemos que A" = {J,cf<n{®u © @u Mg = 7} Luego, por la
regularidad de 6, existe ro € [ap|<" tal que § = {z, : ©, Ny = 19} tiene cardinalidad
0. Para finalizar, notemos que G es forma un A-sistema con raiz r, pues si x,y € G,
entonces tNy = (xNy)Nay=(xNapg) N(yNag) =rNr=r. O

4.3. Aplicaciones del Lema del A-sistema. Existen propiedades topologicas
que se comportan bien respecto al producto de espacios topolégicos, por ejemplo, la
compacidad; sin embargo, existen otras propiedades que no se comportan como nos
gustaria, tal es el caso de la ccc. No es sencillo determinar cuédndo el producto de ciertos
espacios topolégicos tiene dicha propiedad. Afortunadamente, sA podemos afirmar que
el producto finito de espacios con la ccc, vuelve a tener la propiedad cce. De hecho, se
puede demostrar algo més fuerte, como lo muestra el siguiente resultado.

TEOREMA 4.5. Sea X = I,er X, el producto topoldgico de los espacios {X; :t € T}. Si
para cada F € [T]< se cumple que c(Il;cpX:) < K, entonces ¢(X) < k.

DEMOSTRACION: Supongamos, por contradiccion, que ¢(X) > &, asi, sea {V, : a <
kT} una familia celular en X, podemos suponer que cada V,, es un abierto basico de
X. Paracada o < kT sea F, = {t € T : m[V,] # Xo}. Sea F = {F, : o < k"}. Luego,
por el Lema del A-sistema, existen F© C T un conjunto y S € [/{*]’ﬁ tales que para
cualesquiera «, 8 € S, se cumple que F,, N Fz = F'.

Si F = (), entonces consideremos «, 3 € S tales que o # 3. Para cada t € T
elijamos x; € (J,cp X; de tal forma que si t € F, ot € Fp, entonces x; € m[V,] y, en
caso contrario, que x; € X; sea un elemento arbitrario y definamos f : T — (J,cp Xi
de tal forma que f(t) = z;. Es evidente que f € V, N V3, lo cual contradice, pues era
una familia celular.
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Supongamos que F # (). Para cada t € T\ F escojamos z; € X; fijo. Definamos

Xt siteF
Yy = ;
{z;} otro caso

entonces II;c7Y; es un subespacio de II;c7rX;. Mas atin, ya que las funciones f; : X; —
Y, dadas por

r sitelF

filx) =

x; otro caso
son funciones continuas, entonces la funcion f : Ier Xy — IierY; dada por f({z; :
s€T}) ={fs(xzs) : s € T} es una funcion continua y abierta. Por tanto, C = {f[V,] :
a < KT} es una familia de abiertos no vacios de ILerY;. Si {w:} € f[Va] N f]V3],
con o, < k™, entonces existirfan {z;} € V,, y {z}} € Vj tales que f({z:}) = {w}
y f{x}) = {w}, asi, fi(zy) = fi(z}) para cada t € T. Luego, x; = z} para cada
t € F. Como en el caso cuando, F' = () podemos construirnos una funciéon f € X
de tal forma que f(t) =2y = a;sit € Fy que f € V, N V3, lo cual contradice que
{Vy o < Kk} sea celular en X. De aqui que € es una familia celular en IT;c7Y; y, por
tanto, c(Il;erY;) > k; sin embargo, Il;e7Y; es homeomorfo a Il;cpX; y por hipotesis,
c(IerXy) < K. O

Otra aplicacion interesante sobre el Lema del A-sistema es el siguiente teorema.

DEFINICION 4.6. Sea X un conjunto y F C P(X). Decimos que A C F es una cubierta
finita C-minimal de X si A es una cubierta finita para X vy, ademds, no existe B C F
cubierta finita de X tal que B C A.

TEOREMA 4.7. (Miscéenko) Sea r un cardinal infinito, X un conjunto y F C P(X) tal
que para cada x € X se cumple que ord(x,F) < Kk, entonces hay a lo mds k cubiertas
finitas C-minimales de X por elementos de F.

DEMOSTRACION: Supongamos por contradiccion que existen mas de x cubiertas finitas
C-minimales de X por elementos de . Supongamos, sin pérdida de la generalidad, que
C = {A,: a < wp} es una familia de cubiertas finitas C-minimales de X por elementos
de F.

Aplicando el Lema del A-sistema existen 7' € [w;]“" v A tal que para cualesquiera
a,B € T se cumple que A, N Az = A. Notemos que A es una familia finita de
subconjuntos de X, asi, A no puede ser cubierta de X, pues en caso contrario, si A
es una cubierta de X para «, € T, por la minimalidad de A, y de Ag se tiene que
Ay, = A = Ap, pero esto es una contradiccion.

Dado que X # | JA, sea z ¢ | JA. Para cada o < wq, dado que A, es una cubierta
finita de X, entonces existe A, € A, \ A tal que x € A,. Pero esto contradice que
ord(z,F) < k para cada x € X, pues para cada o, € T A, # Ag. O

Aquellos lectores que deseen conocer mas detalles sobre las dos aplicaciones anterio-
res pueden consultar [1].

Finalmente, daremos un ejemplo de un espacio topolégico cuya celularidad es a lo
més el continuo.
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Sean (X, T) un espacio topolégico y k un cardinal infinito. Definamos

Boxn = {[ A0 # A€ [r]}

No es dificil demostrar que la colecciéon anterior genera una nueva topologia para el
conjunto X.

PROPOSICION 4.8. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico. Entonces Bg, (x,rc) genera una
topologia para X de tal forma que Bg, (x,ry) €s una base para dicha topologia. Al espacio
X con la topologia generada por Bg, (x 7y le llamaremos la G-modificacion del espacio
(X, 7) y lo denotaremos por (X, 7g,). En caso de que k = w, entonces la llamaremos
la Gg-modificacion en lugar de la G,-modificacion.

Sea A € 7 y definamos A = {A}, entonces A = (A € B, (x,-). Por tanto,
7 C Ba, (x,r), es decir, la G,-modificacién de un espacio X es mas fina que la topologia
original.

Consideremos el espacio D = {0, 1}, con la topologia discreta. Al espacio producto

de ¢* copias de D, ]DC+, le llamaremos el ¢t-cubo de Cantor. Una base para D¢ es
n
Beantor-er = {[ | o, e} s n €N, oy < ¥y ensnn a0 € {0,131
i=1

Sean ) # A C ¢* y f € D? definimos
GA, f)={z eD 1214 = f}.
No es dificil de demostrar que,
B, ={G(A, f) 0 £ Ae ']y fe D'}

es una base para la Gs-modificacion del ¢*-cubo de Cantor.
Sea z € D", definimos el soporte de z como sigue:

sop(z) ={a < z(a) # 0} ={a <t z(a) =1}
Consideremos a
T={zeD :0<|sop(z)| <w}
como subespacio de D*".

TEOREMA 4.9. Sea X, la G5 modificacion de T. Entonces ¢(X) < c.

DEMOSTRACION: Supongamos que ¢(X) > ¢ y sea W una familia celular en X. Ya
que Bg, = {G(A, f): 0 # A € [¢t]s¥ y f € DA} es una base para la Gs-modificacion
del ¢*-cubo de Cantor, entonces podemos suponer que W C Bg, v que |W| = ¢™.
Para cada W € W existen § # Ay € [¢T] vy fw € D tales que W =
G(Aw, fw) NT. Ya que ¢* es regular y w; < ¢* satisface que para cada o < ¢*,
|a=“1| < ¢, entonces por el Lema del A-sistema (Lemald.4), aplicado a {Ay : W € W},
existen R C ¢ y W C ‘W tal que |W'| = ¢t y para cada W,V € W', diferentes, se
cumple que Ay N Ay = R. Dado que R C Ay, con W € W, entonces R € [¢T]S¥. En-
tonces D7 tiene tamafio a lo més ¢. Luego, { firjrwew } C D, asi, existen W,V € W’
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diferentes tales que fwr = frjg. Por la regularidad de ¢*, sea a@ < ¢* tal que
Aw U Ay C a. Definamos x € D" como sigue:

((fw(&)  si e Ap
fv(6) st €Ay

1 st (=«

\ 0 otro caso

Ya que fw y fv tienen soporte finito, entonces x € X. Ademas, z € W NV, lo cual
contradice que W es una familia celular. O
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1. Introduccion

Son conocidos los axiomas de separaciéon que dan nombre a los distintos clases de
espacios topologicos, aqui presentaremos otras nociones de separaciéon que son impor-
tantes en la perspectiva del espacio sin puntos. Este capitulo es una lectura minuciosa
del capitulo 1 del libro |2]

2. Preliminares

Antes de abordar la separacion en espacios topolégicos y marcos, veamos algunas
nociones que nos seran tutiles.

Para cada espacio topologico X uno puede notar que en su topologia, con el orden
de contencion se cumple la siguiente igualdad para una familia de abiertos {U; }ic; vy V
abierto

(Juynv=w:nv)
iel iel
Esto motiva a la siguiente definicion.

DEFINICION 2.1. Sea L una reticula completa, decimos que L es un marco si para
cualquier familia de elementos {a;}ic; C L y b € L se cumple la siguiente igualdad:

\/ai /\b:\/(ai/\b).

i€l el

163
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A lo largo de este trabajo denotaremos al marco de abiertos de un espacio topologico
como (X).

Recordemos que dados dos espacios topolégicos X, Y y una funciéon f : X — Y,
decimos que f es continua si para cada abierto U de Y, f~1(U) es abierto en X.
Notamos que la preimagen como funcién preserva uniones arbitrarias e intersecciones
finitas, lo cual motiva a la siguiente definicién en el contexto de marcos.

DEFINICION 2.2. Si L y M son marcos y f : L — M es una funcion, decimos que es
un morfismo de marcos si:

o f(0)=0yf(1)=1

o flanb) = f(a) A f(b).

o f (vzel ) Vier f(ai).

Como los marcos son la representacion algebraica de un espacio topologico, es im-
portante definir la nocién de punto, para esto introducimos el siguiente concepto.

DEFINICION 2.3. Decimos que p € L es un primo si para cualesquiera a, b € L con
a/Nb=p entoncesa <p ob<p.

Una caracterizacion més sencilla es la siguiente:

LEMA 2.4. Sea L una reticula distributiva. p € L es primo en L si y sélo si para todo
a, be L siaNb<p, entoncesa <p ob<p.

DEMOSTRACION: Si p es primo y a A b < p, entonces (a Ab) V p = p, lo que implica
(aVp)A(bVp)=p. Como p es primo, se tiene aVp=po bV p=p,y por lo tanto
a<pob<np.

SiaAb=p, entonces a A b < p. Por hipodtesis, esto implica a < p o b < p. Dado
que p < ay p < b por definicion de A, concluimos que a =p o b = p. U

Un ejemplo de elementos primos surge de forma natural en los espacios topologicos,
como se muestra en el siguiente lema:

LEMA 2.5. Sea X un espacto topologico y x € X. Entonces X\m es un primo en
Q(X).

DEMOSTRACION: Sean A, B C X abiertos tales que AN B C X \ {z}. Esto implica

que x ¢ AN B, lo que a su vez significa que x ¢ A o x ¢ B. Por lo tanto, A C X\ {z}
o B C X\ {z}. Concluimos asi que X \ {z} es primo. O

Otro concepto que nos servird posteriormente es el siguiente.

DEFINICION 2.6. Sea JF una familia de elementos de L, decimos que es un filtro si:
(1) 1 € 7.
(2) Sia, beF entoncesaNbe F.
(3) Sia<byacT entoncesbe F.

Decimos que un filtro F es primo si cada vez que a Vb € F entonces a € Fo b e F.
Es completamente primo si para {a;}ic; tal que \/,.; a; € F entonces existe j € I con
a; € F.
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Nuevamente, un ejemplo en topologia de filtros completamente primos son los sis-
temas de vecindades abiertas.

PROPOSICION 2.7. Sea X un espacio topoldgico, x € X entonces su sistema de vecin-
dades abiertas U(x) es filtro completamente primo.

DEMOSTRACION:

Primeramente U(x) no es vacio pues € X, entonces X € U(x). Si U, V € U(z)
entonces * € Uy x € V, luego x € UNYV y consecuentemente U NV € U(x).
Ahora si U € U(z) y V es abierto tal que U C V', entonces € V por lo que V' € U(z).
Finalmente si | J,.; U; € U(x) para una familia {U; };c; de abiertos, entonces z € J,; U
por lo tanto existe iy € I tal que x € U, entonces U;, € U(z).

O

3. Sobriedad

La sobriedad en espacios topolégicos, si bien no se clasifica tradicionalmente como
un axioma de separacion, esta intimamente relacionada con la estructura fundamental
de un espacio. Su importancia radica en que las funciones continuas entre espacios
sobrios estdn completamente determinadas por la preimagen de sus conjuntos abiertos,
lo que a su vez permite caracterizar los propios espacios topologicos.

DEFINICION 3.1. Sea X un espacio topoldgico, diremos que X es sobrio, si X es Ty y
los inicos puntos en Q(X) son de la forma X \ {x} para algin x € X.

Para clarificar la definicion, veamos un ejemplo de espacio topologico sobrio y otro
que no lo es.

EJEMPLO 3.2. Consideremos al espacio de Sierpinski S = {0,1} cuyos abiertos son
Q(X)s = {0,{0},S}. Este espacio es sobrio pues los elementos primos de Q(X)s son

0 =S\{0} y {0} =S\ {0}.

EJEMPLO 3.3. Sea X =N y Q(X) = {X \ A} : A es finito},0}. Este espacio no es
sobrio pues ) es primo pero ) £ N\ A con A finito.

Procedemos a caracterizar a los espacios sobrios haciendo uso de filtros completa-
mente primos.

TEOREMA 3.4. Un espacio topoldogico X es sobrio si y solo si los filtros de vecindades
abiertas son los tnicos filtros completamente primos de Q(X).

DEMOSTRACION: Asumamos que X es sobrio y que F es un filtro completamente primo
en (2(X). Definimos el abierto Uy = [J{U € Q(X) : U ¢ J}.

Demostramos que U € F si y solo si U € U.

SiU e FyU C Uy, entonces Uy € F, como F es completamente primo y Uy =
U{U : U ¢ F}, existe U € Fy U ¢ F, luego U € Uy. Analogamente si U € Uy y
U ¢ F, entonces U C U.
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Ahora demostramos que Uy es un primo de 2(X). SiU, W € Q(X) tal que UNW C
Uy, por la equivalencia tenemos que UNW ¢ F, entonces U ¢ Fo W ¢ F, luego U C U,
oW g Uo. _

Como X es sobrio, cada primo de Q(X) es de la forma X \ {z} para algin z € X.
Asi, Uy = X \m para xg € X. Este xy es tnico por que X en particular es Tj.

Ahora, para cualquier U € Q(X) tenemos que:

UeFeaUZUyesUZX\{r} el

Esto demuestra que F es el filtro de vecindades abiertas de xg.

Asumamos que los filtros de vecindades abiertas son los tinicos filtros completamente
primos de Q(X).

Sea P un primo de ©(X). Definimos:

Fp={UeQX):UZP}
Podemos demostrar que Fp es un filtro completamente primo:
e X € Fp porque X € P.
e SiUV € Fp,entonces U  PyV £ P. SiUNV C P, como P es primo,
implicarfa U C P o V C P, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,
UNV P asiUNV € Fp.
e SiUeTFpyWeQX)conU CW,entonces U Z P=W € P, asi W € Fp.
e Si|JA € Fp (para A C Q(X)), entonces |JA Z P. Esto significa que existe
r € JA con x ¢ P. Por lo tanto, existe U € A tal que x € U. SiU C P,
entonces € P, lo cual es una contradiccion. Asi U € P,y U € Fp. Por lo
tanto, Fp es completamente primo.
Por nuestra hipotesis, Fp debe ser el filtro de vecindades abiertas de algiin punto
zp € X. Es decir, para cualquier U € Q(X):

UeTFpsapel
Sustituyendo la definicién de Fp:
UZPsaxpelU
Esta equivalencia implica que P = X \ {zp}. Dado que para cada primo P en Q(X)

hemos encontrado un punto zp € X tal que P = X \ {zp}, es decir, el espacio X es
sobrio. O]

Ahora , veamos la siguiente propiedad que permite construir un espacio sobrio a
partir de un marco de abiertos, para esto, definimos para un espacio topolégico X:

X :={F : F es completamente primo enQ(X)}
y para cada U € (X)) definimos

U={FeX:Ued}
Es claro que la familia 7/ = {U : U € Q(X)} es una topologia.

COROLARIO 3.5. Sea X un espacio topologico sobrio, entonces X ~ X
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DEMOSTRACION: _

Definimos ¢ : X — X, como ¢(z) = {U € Q(X) : z € U}. Es claro que ¢(x) es
filtro completamente primo y como X es Tp si ¢(z) = ¢(y), entonces = = y, luego ¢ es
inyectiva, como X es sobrio, ¢ es sobreyectiva, asi que ¢ es biyectiva. Ahora, veamos
que es morfismo abierto. _ N

Sea U € Q(X), entonces = € U si y solo si ¢p(x) € U, luego ¢[U] = U, es decir ¢ es
homeomorfismo. O

LEMA 3.6. Sean X yY espacios topoldgicos, y QUX), QYY) sus respectivos marcos de
abiertos. X es sobrio si y sdlo si para todo morfismo de marcos ¢ : QX)) — Q(Y)
(donde Q2(—) denota el marco de abiertos), existe una funcion continua f:Y — X tal
que ¢(U) = f~1(U) para todo U € Q(X).

DEMOSTRACION:
Sea ¢ : QX) — Q(Y) un morfismo de marcos. Para cada y € Y, definimos el
conjunto F, = {U € Q(X) 1y € ¢(U)}.
Primero, demostramos que ¥, es un filtro completamente primo en Q(X):
(1) X € F,: Dado que ¢(X) =Y yy € Y, entonces y € ¢(X), lo que implica
X eF,.
(2) SiV, W € F,, entonces y € ¢(V) y y € ¢(W). Como ¢ es un morfismo,
yep(V)No(W)=o(VNW). Por lo tanto, VNI € F,.
B)SiVeTF,yWeQX)conV C W, entonces ¢(V) C ¢(W). Puesto que
y € ¢(V), se deduce que y € (W), y asi W € F,.
(4) Sea A C Q(X) tal que |JA € F,. Esto significa y € ¢(|JA). Como ¢ es un
morfismo, ¢(JA) = Uyea @(U). Siy € Uyeq @(U), debe existir Uy € A tal
que y € ¢(Up). Por lo tanto, Uy € F,.
Dado que JF, es un filtro completamente primo y X es sobrio, existe un tnico punto
x, € X tal que F), es el filtro de vecindades abiertas de x,. Es decir, U € F, &z, € U.
Definimos la funcién f : Y — X por f(y) = x,. Para mostrar que f es continua,
tomemos cualquier abierto U € Q(X). y € f"Y(U) & f(y) € U & z, € U. Por la
definicion de zy, z, € U < U € F,. Y por la definicion de F,, U € F, & y € ¢(U).
Asi, y € f7Y(U) & y € ¢(U). Esto demuestra que f~1(U) = ¢(U). Como ¢(U) es un
abierto en Y, f es continua.
Sea F un filtro completamente primo en (X). Queremos demostrar que F es el
filtro de vecindades de algtin punto en X.
Consideremos el espacio topologico trivial Y = {p} con Q(Y) = {0, {p}}. Definimos
¢ QUX) — QYY) como:
[ A{p} siUeTF
¢(U)_{ 0 siU¢F

Demostramos que ¢ es un morfismo de marcos:
(1) (X) = {p} v 6(0) = .
(2) SiU,V € Q(X):
e SiUNV € F, entonces U,V € F. Asi, p(UNV) = {p} y o(U)Np(V) = {p}.
e SiUNV ¢ F,entoncesU ¢ FoV ¢ F. Asi, p(U) =0 o ¢(V) = 0. Luego,
PUNV)=0yo(U)Nne(V) =0.
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(3) Sea A C Q(X).
e Si|JA € 7, entonces existe Uy € A con Uy € F. Asi, ¢(Uy) = {p}, v

Uyea o(U) = {p}. Ademas, $(UA) = {p}-
e Si|JA ¢ F, entonces U ¢ F para todo U € A. Asi, ¢(U) = 0 para todo

UeA yUpea@(U) =0. Ademas, ¢(lJ A) = 0.
Concluimos que ¢ es un morfismo de marcos.

Por la hipé6tesis del lema, existe una funcién continua f : {p} — X tal que f~1(U) =
¢(U) para todo U € Q(X). Sea zo = f(p) el tnico punto en la imagen de f. Para
cualquier U € Q(X): UeF e ¢(U)={p}opcolU)epec fU) & flp)eU &
xo € U. Esto demuestra que J es el filtro de vecindades abiertas de zy. Dado que esto

se cumple para cualquier filtro completamente primo F en Q(X), concluimos que X es
sobrio. 0J

La construccion realizada en la demostracion del Corolario nos permite construir
un espacio sobrio:

LEMA 3.7. Sea X un espacio Ty, entonces X es sobrio.

DEMOSTRACION:
Sea F un filtro completamente primo de Q(X ), queremos mostrar que es un filtro

de vecindades de X para esto definimos.

F:={U:U e F}.

Veamos que F es completamente primo en (X).

—_——

e Sean U,V € F, entonces U = F, como UNnv e F, veamos que UNV =
UOV SeaBEUﬂV:UﬁVEB peroUﬂVCU entoncesBEU
analogamente obtenemos que B € V, luego Unv NV CUNV. Ahora si C €
VN ﬁ, entonces V € C'y U € C, luego UNV € C, luego la igualdad.

eSiAeFyCeQX), tal que A C C, entonces A € F, si B € A, entonces
A € B, pero A C C, entonces ' € B, luego B € C entonces A C C’ luego
C’ES’ por tanto, C' € J.

e Ahora si A C Q(X) tal que [JA € F, entonces O\;l €F, siBe O\Z, con
B un filtro completamente primo, como | JA € B, existe qy € A, tal que
ap € B, luego B € ay, por tanto B € |J,., @, luego O\Z C Ugea @- Ahora, si
B € ay para ag € B, entonces ag C (J A, luego |JA € B, luego J ., @ C O\Z
Como UA = Uy,

entonces existe ag € F. por tanto ag € F.

a Y tenemos que UaE 4a€ F que es completamente, primo

Con esto F es completamente primo.
Luego U € F entonces U € F por lo tanto F € F entonces U € F, Luego F es una
vecindad abierta de J en Q(X ), entonces X es sobrio. 0

Finalmente obtenemos.
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PROPOSICION 3.8. Si (X, 7), (Y,0) € ob(Top) si (X,T) es Ty y cumple que si T y o son
isomorfos como marcos, entonces (X, 1) y (Y,0) son isomorfos en Top, si y sdlo si X
es sobrio.

DEMOSTRACION: Siempre 7 2 7/ mediante la funcion ¢ : 7 — 7’ definida como ¢(U) =
U, sin embargo si (X, 7) no es sobrio como (X, 7') siempre es sobrio, entonces (X, 7) 2
(X, 7'). Ahora si (X,7) es sobrio y 7 2 o, sea 1) : 7 — o el isomorfismo.

Definimos A : (X,7) — (Y, 0"), como h(F) = H = {(U) : U € F}. Veamos que
h(F) es filtro completamente primo. Sean U,V € H, entonces U = (U’) y V = (V')
con U, V' € F, entonces U NV' € F, luego »(U' NV') = (U") Ny(V') € H, luego
UNV € H. Ahora,sea V€ H,C € oy V C C, entonces V = (V') y C = ¢(C")
con V' € F, como V' C V'UC’, entonces V' UC" € F, luego (V' UC") € H, luego,
C=VUul=y9V)uyl)eH.

Ahora, sea A = {a;:i € I} C o, conJA € H, sea a; = (b;), pero | J;c; a; = ¥(b)
con b € F, luego JA = U;c;¥(bi) = ¥(U;e; 0i), Tuego 9(b) = ¥(U;e; i), por la
inyectividad de 1, concluimos que | J,c; b; = b, luego |J,; b; € F, luego existe iy € I,
tal que b;, € F, por tanto ¥ (b;,) = a;, € H, luego H es filtro completamente primo de
o. Pero

—~—

Feh'(V)ehF)eVeaV=yU),UcFayv(V)=hr V)

luego h es continua, y ademas.

~ —~—

hU) = ¢(U)

Solo resta ver que h tiene inversa, pero ¢~ (h(U)) = U. luego (X,7) = (X,7')
(V,0'), luego (V,0') = (¥, 0), luego (X, 7) = (¥, )

1Y

4. Separacién en espacios topolégicos

DEFINICION 4.1. Un espacio topoldgico X es Ty si para todo x,y € X tal que v # y
entonces eziste U C X abierto tal quex € U yy ¢ U ox ¢ U yy e U.

Una forma céomoda de reconocer que un espacio es Ty es a través del siguiente lema:

LEMA 4.2. Sea X wun espacio topoldgico, X es Ty si y solo si para todo x, y € X tal
que {x} = {y} entonces x = y.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es Ty y que x, y € X con x # y , entonces existe
UC X abiertotal que s e Uyy ¢ Uox ¢ UyyeU. Siy¢ U, entonces y ¢ {x},
pero es claro que y € {7}, luego m =+ @, de igual manera se concluye si suponemos
quez¢UyyelU.

Si x # y para z,y € X, entonces {x} # {y}, entonces existe z € {z} \ {y} o bien
existe z € {y}\ {z} o equivalentemente existe U C X abierto, tal que z € U peroy ¢ U
oy € Uperox ¢ U, osea X es Ty. O

Otra propiedad interesante de los espacios Ty es la siguiente:

LEMA 4.3. Sean X, Y espacios topologicos, Y es Ty y f, g : X — Y funciones contin-
uas. Si f7 U] = g7 '[U] para todo U CY abierto, entonces f = g.
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DEMOSTRACION: Supongamos que, existe x € X tal que f(x) # g(x), entonces, como
Y es Ty existe U C Y abierto tal que, f(z) € U pero g(x) ¢ U, como z € f~[U],
entonces x € g '[U], luego g(z) € U, de igual manera se llega a una contradiccion, si
existe U C Y abierto tal que g(z) € U pero f(z) ¢ U. Asi que f = g. d

A continuacién procedemos con algunas propiedades de los espacios Tj.

DEFINICION 4.4. Un espacio topologico X es Ty si para todo x, y € X con x # y, existe
U C X abierto tal que x € U peroy ¢ U.

Una caracterizacion clasica de los T7 es la siguiente: para todo z € X, {z} = {z}.
Sin embargo, abordaremos otro axioma de separaciéon, aunque menos conocido, que
bajo ciertas condiciones se relaciona con el axioma T}.

DEFINICION 4.5. Sea X un espacio topoldgico, diremos que X es simétrico si y sdlo si
para todo ©, y € X se cumple que x € {y} siy solo siy € {z}.

A continuacién presentamos una equivalencia de este axioma.

LEMA 4.6. Sea X un espacio topoldgico, X es simétrico si y solo si para todo z, y € X,
x € {y} siy solo si {x} = {y}.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es simétrico y « € {y}, entonces {x} C {y} pero
como y € {z}, entonces {y} = {x}

Ahorasiz, y € X y = € {y}, entonces {z} = {y}, como y € {y}, entonces y € {z},
luego X es simétrico.

0

Como mencionamos con anterioridad, la simetria esta relacionada con el axioma
Ty, al punto que asumiendo el axioma 7y, son equivalentes, lo cual destacamos en el
siguiente lema.

LEMA 4.7. Sea X un espacio topoldogico Ty, entonces X es'l siy solo si X es simétrico.

DEMOSTRACION: Asumamos que X es un espacio topologico Ty y simétrico y sean
z,y € X, siy € {x} ver el Lema entonces {y} = {x}, y por ser T, tenemos que
z =1y, luego {z} = {z}, entonces conclulmos que X es Tj.

Ahora supongamos que X es T} y que z € {y}, o sea para todo U € Q(X) siz € U,
se tiene que y € U, luego = =y, luego y € {x}, por tanto X es simétrico. O

Ademas, un aspecto interesante de la simetria, es que podemos caracterizarla ha-
ciendo uso de funciones continuas, lo cual hacemos ver en el siguiente resultado.

LEMA 4.8. Sean X, Y espacios topoldgicos, con Y Ty. Entonces Y es simétrico si y
solo si para f,g: X — Y funciones continuas con f~1[U] C g '[U] para todo U CY
abierto , se tiene que f = g.

DEMOSTRACION:
Supongamos que Y es simétrico y que f~![U] C g ![U] para todo U C Y abierto.
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Como Y es T y supongamos que x € X es tal que f(z) # g(z), supongamos que ex-
iste U C Y abierto tal que f(z) € U pero g(z) ¢ U, luego, x € f~![U], pero x ¢ g '[U],
luego f~HU] € g '[U], esto es una contradiccion.

Ahora supongamos que g(z) € U, pero f(x) ¢ U, es decir z € g '[U]\ f~!U],
ademés g(x) ¢ {f(x)}, por simetria f(z) ¢ {g(x)}, luego existe V € Q(Y) tal que
f(x) € V, pero g(z) ¢ V, luego f~1[V] € g~![V] lo cual es una contradiccion, luego
f=g

Ahora consideremos =, y € Y tal que & € {y} y tomamos el subespacio {z,y} = X
deY,seag: X — Y elencajey f: X — Y el morfismo constante f(z) = = para todo
z € X. Es claro que f~![U] C g ![U] para todo U € o, ya que: z € f U] & x €U
vz € g '[U] & {z,y} C U para todo U € o, es decir f = g, luego z = y, es decir
(AS m, luego Y es simétrico. O

Ahora enunciemos el axioma 75 y describiremos algunas de sus propiedades.

DEFINICION 4.9. Un espacio topologico X es Ty si para todo x, y € X con x # v,
existen abiertos disjuntos U, V C X tal que x € U, y € V.

Retomando la propiedad de sobriedad, notamos que los espacios T, en particular
son sobrios, tal como lo menciona el siguiente lema.

LEMA 4.10. Si X es un espacio topologico, si X es Ty, entonces X es sobrio.

DEMOSTRACION: Sea X To y P € (X)) primo, entonces P # X, luego existe z € X'\ P,

pero {z} = {z} y supongamos que P # X \ {z} = X \ {z}, existe y € (X \ {z})\ P,
es decir existen x,y € X tales que x,y ¢ P ademas es claro que x # y, luego existen
A, B € Q(X) ajenos tales que x € A ey € B, entonces P = (P U A) N (B U P), pero

P#PUAyP+#PUB. Luego p= X \ {z}. O

Nuevamente introducimos una propiedad de separacién poco conocida pero que se
relaciona con el axioma 75.

DEFINICION 4.11. Sea X un espacio topoldgico, diremos que X es Ry siy sdlo si para
todo x, y € X con x # y se tiene que si {x} # {y}, entonces existen abiertos U, V
disjuntos tales que {z} CU y {y} C V.

Veamos la siguiente equivalencia de 75
LEMA 4.12. Si X es un espacio T, entonces X es Ry si y sdlo si es T;.

DEMOSTRACION: o o -

Si X esTyy Ry ysiax#uy, entonces {z} = {z} v {y} = {y}, luego {z} # {y},
luego existen abiertos U, V ajenos tal que x € U y y € V, luego X es Ts.

Ahora asumiendo 75, supongamos que x # y y z,y € X, como X es en particular
Ty, entonces {z} = {z} v {y} = {y}, luego {z} # {y}, luego existen abiertos U, V
ajenos tales que x € U y y € V, entonces m CUy {7} C V, finalmente concluimos
que X es R;.
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O

Otra propiedad relacionada a los axiomas de separacion es la regularidad. Mientras
que los axiomas Ty, Ty, T, separan puntos a través de abiertos, la regularidad lo que
nos permite es separar puntos de cerrados haciendo uso, como es claro, de abiertos.

DEFINICION 4.13. Sea X un espacio topoldgico, diremos que X es reqular si dado v € X
y A C X cerrado tales que x ¢ A, existen U, V C X abiertos disjuntos tal que x € U,
ACV.

Ahora, obtenemos un resultado en donde se relacionan todas las propiedades:
PROPOSICION 4.14. Sea X un espacio topoldogico Ty y reqular, entonces X es Ty y 1.

DEMOSTRACION: Sean x, y € X distintos, entonces por ser Ty tenemos que existe
UC X abiertotal quex € Uyy ¢ Uoy € Uyax¢U. Sin perdida de generalidad
asumimos la primera condicién.

Consideremos C' = X \ U, notemos que = ¢ C, y € C, entonces por regularidad
existen abiertos disjuntos Vi, Vo C X tales que x € V; y C C V5, en particular y € V5,
peroy ¢ Vi y x ¢ Vs, entonces X es 17 y como V) y V5 son disjuntos, concluimos que
X es T,

OJ

Ahora, exploraremos la propiedad de regularidad en términos de orden.

DEFINICION 4.15. Sea X un espacio topoldgico y sean U,V C X abiertos. Diremos que
V' estd por debajo de U stV C U, y lo denotaremos por V < U.

DEFINICION 4.16. Sea X un espacio topologico y V- C X abierto. Denotamos por
Ve ={UeQX):UNV =0}

Desde la perspectiva de la teoria de reticulas, V* no es mas que el pseudocomple-
mento de V. Pese a tener la definicion del pseudocomplemento de V' en terminos de
orden, presentaremos una caracterizacion del pseudocomplemento en términos topologi-
COS.

LEMA 4.17. Sean X un espacio topoldgico y V- C X un abierto. Entonces V* = X \V.

DEMOSTRACION: - -
Notemos que V' N (X \ V) = () asi que basta probar que X \ V es el supremo de la

familia {U € Q(X) : UNV = 0}. Sea U € Q(X) tal que UNV = (. Si existe z € X

tal que z € U NV, entonces U NV # 0, entonces U N V =0, entonces U C X \ 'V, de
esta forma concluimos que V* = X \ V.

O

Procedemos a caracterizar la relacién < en términos de abiertos.

LEMA 4.18. Sea X un espacio topoldgico, y U,V € Q(X). Entonces V < U si y sdlo si
V*uU = X.
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DEMOSTRACION:

Supongamos que V' < U, entonces V C U, luego X = VU (X \ V) C UUV*, por
lo tanto U U V™ = X.

Ahora, supongamos que U U V* = X. Sea z € V, en general z € X, es decir
zeUUV =UU(X\V), luego z € U, esto es V C U, por lo tanto V < U. O

Gracias a esta relacion, podemos caracterizar la regularidad en términos de orden
de la siguiente forma.

PROPOSICION 4.19. Sea X un espacio topoldgico. X es reqular si y solo si para todo
abierto U C X, se cumple que

v=J{veaXx)|v=<u}.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es regular. Sea U € Q(X)y A= X\U,siz € U,
entonces por la regularidad existen V,,, W € Q(X) ajenos tales que x € V, y A C W,
luego V,, € X \ W C U, entonces X = (X \W)UW C U UW, asi obtenemos que
Ve <U,y

U= J(vz:zet}c|J{veax): v<U}cU

Por lo que concluimos, U = [ J{V € Q(X) : V < U}.
Sea x € X con x ¢ A para A cerrado de X, sea U = X \ A, entonces z € U y
U e Q(X). Como

v=J{veaXx):v=<u}

entonces, existe V' € QX)talquez e VyV < U. Esto es por definicion, VCUy
VCV CU=X\A. Ademas notamos que X \V O X\ (X\A) = A, es decir A C V*
y como VNV* =, luego X es regular.

O

5. Espacios completamente regulares

DEFINICION 5.1. Sea X un espacio topoldgico, diremos que X es completamente reqular
si para x € X y A cerrado de X con x ¢ A, existe f : X — [0,1] continua tal que
flx) =0y flA] = {1}

Es claro que completamente regular implica regular sea ¢ A con A cerrado en X
y [+ X — [0,1]continua tal que f(z) =0y f[A] = {1}. Si tomamos [0,3) v (3, 1] son
abiertos en [0, 1] entonces U = f~1[1, %) yV = f‘l(%, 1] son abiertos en X tales que
relU, ACV yUNV =0. Luego X es regular.

Aprovechando la relaciéon < caracterizamos a los espacios completamente regulares
en terminos de orden, para esto, introducimos primaramente algunas definiciones.

DEFINICION 5.2. Sea R una relacion en el marco L, diremos que es. interpolativa si
siempre que aRb existe ¢ € L, tal que aRc y cRb

DEFINICION 5.3. Sean X wun espacio topologico y 'V, U € Q(X). Diremos U <<V
es definida como la mds grande relacion interpolativa contenida en <. Diremos que U
esta completamente por abajo de V' cuando U << V.



174 7. SEPARACION EN ESPACIOS TOPOLOGICOS Y MARCOS

Veamos que << esta bien definida:

LEMA 5.4. Sea R una relacion transitiva en un conjunto 7. Existe una relacion R™ en
T tal que R~ es la relacion interpolativa mds grande contenida en R.

DEMOSTRACION: Definimos el conjunto I' como la coleccion de todas las relaciones en
T que son interpolativas y estan contenidas en R:

F'={SC7x7|SCRYyS esinterpolativa}

La relacion vacia, (), es interpolativa (por vacuidad) y esta contenida en cualquier R.
Por lo tanto, § € T, lo que asegura que I' no es un conjunto vacio.
Definimos R™ como la unién de todas las relaciones en I':
RF=Js
Ser

Por esta construccion, R~ es la uniéon de subrelaciones de R, lo que implica que R~ C
R. Ademés, R™ contiene a todas las relaciones interpolativas que estan dentro de R,
garantizando que es la relacion interpolativa méas grande contenida en R.

Ahora, solo resta demostrar que R™ es interpolativa. Sean (U,V) € R™. Por la
definicion de la union, esto significa que existe al menos una relacion Sy € I' tal que
(U, V) € Sp. Dado que Sy es una relacion interpolativa (por su definicion al ser parte
de I'), existe un elemento W € 7 tal que (U,W) € Sy y (W, V) € Sy. Como Sy C R~
(ya que R™ es la uniéon de todos los elementos de I'), se sigue que (U,W) € R~y
(W,V) € R™. Por lo tanto, R~ es interpolativa. O

Consideremos al conjunto D = {2% :n € Nk € {0,1,---,2"}}, tenemos que
D C [0, 1], esto nos conduce a la siguiente equivalencia,

LEMA 5.5. Sean X un espacio topoldgico y U, V C X abiertos, Definimos URV si
existe {Uy € Q(X) : d € D} tal que:

(1) Up=U, U=V y

(2) Uy < U sid<econd,e€D.

Entonces R =<<

DEMOSTRACION: Veamos quesi U’ C U,V C V' y URV, entonces U'RV'. Por hipotesis
U =UyV =U vy ademas URV, luego U C V, o sea U, C V, por otro lado si
denotamos por U, = U’ y Ul = V' entonces Uj = U’ C U C V C V' = U}, entonces
Uy < Uy, ahora sea d < e < 1 con d,e € D. Como URV, entonces Uy < U,, 0 sea
U, C U,, si denotamos U}, = Uy y U! = U, entonces U, < U!. Luego U' << V.

Veamos que R es interpolativa, sead € D, con 0 < d < 1. Si (Uy)o = Uy, (Ug)1 =V
yparae € D, comod = 2 con k € {0,---,2" — 1}, y e = 5= con r € {0,---,2™},
entonces d + e = %, tenemos que 0 < k2™ + 2™ < 2M2" 4 272™ < 2"T™ | Juego
d+ e € D, podemos definir (Uy), = Ugye v se cumple que UgRV, ahora si (Uy)g =U y
(Ug)1 = Uy y para e € D definimos (Uy)e = Uyge notemos que de € D | y obtenemos que
U << Uy, luego R es interpolativa.

Sean U,V € Q(X) tal que (U, V) € S con S C< interpolativa transitiva, veamos que

USV = U <<V. Sea W € Q(X) tal que USW y WSV definimos Ur=WyUy=U
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y U; = V. Ahora, usando que S es interpolativa, sean U%, U% € Q(X) tales que UOSU%
y UiSUy y Us tal que UpSUs y UsSU;. Por tanto, si tenemos {Uo, U1} C Q(X),
podemos definir la coleccion de abiertos, {Up, U%, Ui’ U%, U}

Ahora el paso n + 1. Supongamos que tenemos una coleccion de abiertos

{U07U%7Uln7"' 7UL7." 7U1}

tales que Uk SUk+1 osea Ux < Uk+1 para k € {0,---,2" — 1}, entonces definimos
Uk+1 € Q(X) tal que U SU kLY Uk+1 SUk+1 entonces los abiertos

on+T

{Uo,U%n,U%n,-- Uk,U oo U s+, Up}

2”+1 ! on+1

cumplen U £ Uk++11 para k € {0,---,2"" — 1} entonces URV. Asi que <<C R
271 2n
pero por ser interpolativa concluimos la igualdad. O

Ahora, podemos ver el anterior Lema [5.5] en una versién més topologica

LEMA 56. Si U <<V y ¢ : X — [0,1], definida como ¢(x) = inf{d : © € Uy},

entonces ¢ es continua en X.

DEMOSTRACION:

Veamos los siguientes casos y notemos que si zp € X tal que zq ¢ Uy para todo
d e D, inf( =1, por vacuidad. Como veremos adelante de todas formas ¢ es continua
en este caso.

(1) Sea xy € X, tal que ¢(zg) = 1, y sea (a, 1] C (0, 1] un abierto de [0, 1] tal que
¢(z0) € (a,1]. Sean d,e € (a,1)N D con a < d < e < 1, entonces Uy C U,,
ademas notar que si d,e € D y d < e, entonces U; C U,, ya que si d < e,
entonces Uy C Uy C U,. ahora si zy € U., entonces 1 < e lo cual no es cierto,
asi que x¢ ¢ U, luego 79 € X \ U, C X \ Uy =V, Veamos que ¢[V] C (a, 1],
sea x € V', luego si x € U,, entonces r > d, ya que si r < d, entonces x € Uy,
lo cual no es posible, entonces ¢(x) = d > a, luego ¢(z) € (a,1], luego ¢ es
continua en zg.

(2) Sea ¢(x9) = 0 y tomamos [0,a) un abierto de [0,1] tal que ¢(zo) € [0,a),
tomamos V = |J{Uy : xo € Uy}. SI 2 € V, entonces existe Uy tal que zq € Uy
y x € Uy, entonces ¢(r) < d < a, luego ¢ es continua en x.

(3) Si ¢(zg) = a, donde a € (0,1), sea a € (¢,d) C (0,1) y sean d; € (¢,a) N D,y
dy € (a,d)N D, entonces (¢ < dy < a, a < dy < d ), entonces, Uy, ) C Uy,, luego
X\Uy, € X\Uyg,). Comoc < dy <a<dy,sizg € Uy) C Uy,, entonces a < dy
lo cual no es posible asi que 29 € X \ Uy, ). Recordar la definicién de ¢, luego
existe d3 € D tal que a < ds < dy < d tal que xg € Uy,, entonces xg € Uy,,
por tanto g € (X \ Uy, )) NUg, = V. Veamos que ¢[V] C (c,d). Sea x € V, si
r = ¢(z), entonces = € Ur, si 7 < dy, entonces x € Uy, C Uy, ), contradiccion,
como x € Uy,,, entonces r < da, luego o(x) =1 € (d1,ds] C (¢,d). luego ¢ es
continua en xg, luego ¢ es continua.
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Con lo mencionado anteriormente, procedemos a caracterizar la regularidad com-
pleta en términos de orden.

TEOREMA 5.7. Sea X un espacio topoldgico, entonces X es completamente reqular si y
sdlo si para todo U € Q(X), se cumple que

U=|JV:V=<<U}

DEMOSTRACION: 1. Supongamos que X es completamente regular y U € Q(X). Sea
x € X con x € U, entonces x ¢ X \ U, luego existe f : X — [0,1] continua tal que
fz} =0y fIX\U] = {1}

Entonces para d € D, definimos

_ 1+4+d _ 1+d
Ue= 110, 50 B = .
2"+k .
Observemos que si d = £ con k € {0,---,2"}, entonces 114 = Z— = 224k 1

de esta forma Uy € Q(X) y By es cerrado en X y Uy C By, entonces U, C By, pero
sid,e e Dyd< e, se sigue que Uy € By C U,, luego U; C U, y entonces Uy << Uh,
notemos que Uy = f71[[0,3)] v que Uy = f71[[0,1)] C U, yaquesiz € Uy, f(z) € [0,1)
es decir f(z) # 1, pero si x ¢ U, tendriamos que x € X \ U, luego f(x) = 1, por tanto
x € Uy ax e U Sidenotamos por U(z) € 2(X), tal que x € U(z) y sabemos que para
todo z € X, tenemos que U(x) << U, luego

U= J{U@) :zeU} | J{v:V<=<U}CU

Ya que si V << U, entonces V C U . Luego concluimos el la igualdad.
2. Ahora supongamos la igualdad

U= J{v:V==<U}

para U € Q(X) y sea A cerrado con © ¢ A. Sea U = X \ A, entonces U € Q(X) y
z € U. Como U = |J{V : V << U}, entonces, existe V << U, con z € V. Como
x € Uy para todo d € D, entonces ¢ : X — [0, 1] definida en Lema entonces
¢(z) = 0, sin embargo como para todo y € A, si ¢(y) = r < 1, entonces y € U,, pero
U, CU =X\ A4, lo que no puede ser,luego {d : y € Uy} = 0, asi que ¢(y) = 1, luego
¢[A] = {1}. Es decir X es completamente regular. O

Para finalizar esta seccion, caracterizaremos la normalidad en espacios topologicos.

DEFINICION 5.8. Sea X un espacio topologico, diremos que X es normal si para cada
par de cerrados disjuntos A, B C X existe abiertos disjuntos U, V tal que A C U,
BCV.

Reformulamos la normalidad como sigue en el siguiente teorema.

TEOREMA 5.9. Un espacio topologico X es normal si y solo si para cada par de abiertos
S, T tal que SUT = X, existen abiertos disjuntos, U, V tal que SUU =X =T UV.

DEMOSTRACION:  Asumamos normalidad. Sean S, T abiertos abiertos en X tales
que S UT, consideramos entonces los cerrados A = X \ S, B = X \ T y notamos que
AN B = (), por normalidad existen abiertos disjuntos U, V € Q(X) tal que A C U,
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B CV. Como AUS = X, entonces U U S = X. Procedemos de forma similar para
notar que VUT = X.

Por otro lado, asumiendo la condicion, sean A, B cerrados disjuntos en X y con-
sideramos S = X \ A, T'= X \ B. Notamos que SUT = X, entonces por la condicion,
existe abiertos disjuntos U, V € X tal que SUU = X =TUV. Como A C X = SUU,
pero S = X \ A, entonces A C U. De manera andloga B C V', es decir, X es normal.

0

6. Separaciéon en marcos

Finalmente en esta seccion, buscamos traducir axiomas de separacién en espacios
topologicos que son bien comportados con respecto a su reticula de abiertos.
Comencemos con regularidad.

DEFINICION 6.1. Sean L un marco y a,b € L diremos que a esta por debajo de b, en
stmbolos a < b, si y solo si existe c € L tal que aANc=0,cVb=1.

Ahora definimos:

DEFINICION 6.2. Sea L un marco, diremos que L es reqular si para todo a € L, se tiene
que:

a:\/{bEL:b<a}

Ahora, haciendo algo andlogo a la regularidad completa, introducimos la definicién
en marcos.

DEFINICION 6.3. Sea S C L x L es interpolativa y transitiva si:
Para todo (a,b) € S, eziste c € L tal que (a,c) € S y (¢,b) € S y si(a,b),(c,d) € 5,
entonces (a,d) € S.

Igual que en el caso de una topologia la uniéon de relaciones interpolativas y con-
tenidas en una relacion transitiva es interpolativa.

LEMA 6.4. La relacion <, en L es transitiva.

DEMOSTRACION: Ya que si a < by b < ¢, entonces existen ci,co € L tales que
aNc;=0,bVa=1,bAca=0ybVec=1, entonces aA (c; Aca) =0Acy =0y como
(aVe)=(aVe)Al O
Podemos definir
DEFINICION 6.5. I' = {S C L x L : S C< 1y es transitiva e interpolativa}, entonces
<=<=UTr.
Igual que en el marco de abiertos podemos asumir que << es interpolativa.

DEFINICION 6.6. Sea L un marco, diremos que L es completamente reqular si para todo
a € L, se cumple

a=\/{beL:b=<=a}
Y finalmente definimos normalidad en el contexto de marcos.

DEFINICION 6.7. Sea L un marco, diremos que L es normal si para todo a,b € L tal
que aV b =1 existen u,v € L tales que aVu=1=bVov yuAv=0.
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1. Introduccion

Desde que en 2004, W. S. Mahavier en [9] introdujo el limite inverso con fun-
ciones semicontinuas superiormente como limite inverso con subconjuntos cerrados de
[0, 1] x [0, 1], se volvio rapidamente un tema de interés entre la comunidad de topologos
por ser tan fascinante como complejo. Una de las propiedades que ha resultado ser
muy interesante en esta area es la conexidad, ya que no siempre es facil comprobar si
un limite inverso generalizado es o no conexo. Actualmente existen muchos articulos
sobre la conexidad de los limites inversos generalizados, aqui mencionamos solo algunas
referencias que se pueden consultar si este tema es del interés del lector, [6], [7], [8],
[10].

Los autores de [2] y [3] también quisieron poner su granito de arena en este mundo de
los limites inversos generalizados, pero desde un punto de vista opuesto a la conexidad,
lo totalmente disconexo. Es por eso que empezaron a querer saber cuando un limite
inverso generalizado es totalmente disconexo. Después cambiaron un poquito el rumbo
y se preguntaron bajo qué condiciones el limite inverso generalizado es el conjunto de
Cantor. En resumen, probaron que si X es un espacio métrico compacto no vacio y
F : X — 2% es una funcién semicontinua superiormente que es unién de funciones
continuas de X en X,y Dom(F) es un conjunto totalmente disconexo, entonces lim F'

—
es el conjunto de Cantor, ver 2], [3], [4]. En [1], L. Alvin, S. Greenwood y J. P.
Kelly, generalizan este trabajo hallando las condiciones necesarias y suficientes bajo
las cuales si X es un espacio métrico compacto no vacio, F': X — 2% es una funcién
semicontinua superiormente (no necesariamente uniéon de funciones) y Dom(F') es un
conjunto totalmente disconexo, el {ElF es el conjunto de Cantor.

179
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En este capitulo daremos ejemplos de sucesiones inversas de tal manera que su limite
inverso generalizado resulte ser el conjunto de Cantor, analizaremos cé6mo obtener el
limite inverso generalizado por medio de las herramientas que se nos presentan en [1]
y en [2], [3],[4] con el objetivo de hacer accesible esta sofisticada herramienta.

2. Preliminares

Dado X un espacio métrico compacto no vacio, 2% es la colecciéon de subconjuntos
cerrados no vacios de X dotada con la topologia de Vietoris.

Sean X y Y espacios topologicos. Una funciéon F : X — 2Y es semicontinua
superiormente en el punto x € X si siempre que para cada conjunto abierto V' de Y tal
que F(x) C V, existe un conjunto abierto U en X de tal manera que x € U y sit € U,
entonces F(t) C V. La funcién F es semicontinua superiormente si es semicontinua
superiormente en cada punto de X. El conjunto I'(F') = {(z,y) € X xY 1y € F(x)}
es llamado la gréfica de F.

Sean { X, }5°, una sucesion de espacios topologicos no vacios y n € N. Usamos T para

oo
denotar un punto (x1,xs,23,...) € HXZ' y T, para referirnos a (x1,xs,23,...,%,) €
i=1

n
H X;. Dado i € N, z; es la i-ésima coordenada de T o T,,.
i=1
Sean {X;}°, una sucesion de espacios métricos compactos no vacios y {F;}°, una
sucesion de funciones tal que para cada i € N, F; : X;;; — 2% es semicontinua
superiormente. La sucesion {X;, F;}°, es llamada sucesion inversa. El Ilimite inverso
generalizado de la sucesion inversa {X;, F;}2, es el espacio

{T € HXi :x; € Fi(zi41), para cada i € N},

=1

con la topologia heredada de la topologia producto de HX" y este espacio se denota
i=1

por lim(X;, F}).
%

En este capitulo siempre estaremos trabajando con sucesiones inversas constantes,
es decir, existen X un espacio métrico compacto no vacio y F : X — 2% una funcién
semicontinua superiormente tales que X; = X y F; = F para cada ¢ € N, en este caso
denotamos su limite inverso generalizado por lim (X, F).

P

Dado n € N se definen los siguientes conjuntos:

n+1
o G ={tnr € [[X:mi € Flain), 1 <i<nk;

i=1
e Dom,(F)={x, € X : (v1,29,23,...,7,41) € G\, };

e Dom(F) = ﬂ Dom,,(F).
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En [1], los autores definen y denotan al Dom(F') de una manera distinta a la que
presentamos, sin embargo, ambas definiciones coinciden.

En [1, Remark 2.2| y |2 Proposition 2.1] se pueden encontrar algunas de las sigu-
ientes propiedades:

OBSERVACION 2.1. Sean X wun espacio métrico, compacto, mno wvacio Yy
F: X — 2% una funcion semicontinua superiormente. Entonces,

(1) Para cada n € N, Dom,(F) es métrico compacto no vacio;

(2) Para cadan € N, Dom,,1(F) C Dom,(F);

(3) Dom(F') es un espacio métrico compacto no vacio;

(4) Para cada x € Dom(F), F(xz) C Dom(F);

(5) Si x € Dom(F), entonces existe y € Dom(F) tal que x € F(y);
(6) Si x € Dom(F), existe (v1,x9,23,...) € l{iin(X, F) tal que x = x1;

(7) Dado T € lim(X, F'), se tiene que x; € Dom(F) para cada i € N.
D

Si F es una coleccién de funciones continuas de X en si mismo tal que F': X — 2%
es una funcion semicontinua superiormente definida como F(x) = {f(z) : f € F},
diremos que F' es unién de funciones de J. Las siguientes condiciones son consecuencia
directa de las definiciones.

OBSERVACION 2.2. Sea F una coleccion de funciones tal que F : X — 2% es union de
funciones de F. Entonces:

(1) Para cada n € N, se tiene que Domy,1(F) = U f(Dom,(F));

(2) Para cada f € F, f(Dom(F)) = Dom(F). '

Sean {X,,}2%, una sucesion de espacios métricos compactos no vacios y para cada
ie€{l,2,...,n}, A; C X;x X, un conjunto cerrado. Se define el producto de Mahavier

como:
n+1
PaA = {(z1, 70, T ) € [[ X (i mi) € Aii € {1,2,... n}}.
i=1
Ahora presentaremos algunas definiciones que son necesarias para entender los teo-
remas de caracterizacion que se dan en [1]. En dicho articulo se presentan otras defini-
ciones que aqui omitimos para no saturar al lector, pero recomendamos leer [1] para
mas informacion. Los autores de [1] dividen el articulo en tres casos, cuando Dom(F')
es finito, cuando Dom(F') es numerable, y cuando Dom(F') es no numerable. En el
caso de Dom/(F) finito y en el caso de Dom(F) numerable dan definiciones diferentes
aunque muy parecidas, aqui también dividiremos de la misma manera las definiciones
y notacion.

2.1. Si Dom(F) es finito. Una gréfica dirigida G es un par (V, E) donde V =
{v1,v9,...,v,} es un conjunto finito de vértices y £ es un conjunto de aristas dirigidas
donde e;; denota que existe una arista que comienza en el vértice v; y termina en el
vértice v;.
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Una grafica dirigida es fuertemente conexa si existe un camino finito entre cua-
lesquiera dos vértices. A la subgrafica fuertemente conexa mas grande de una grafica
se le llama componente de la grafica dirigida.

Una componente C' es llamada ciclica si C' = {cg,c1,...,¢,—1} donde existe una
arista de ¢; a ¢; si y s6lo si j =i+ 1 (mod n). Determinadas las componentes de una
grafica dirigida GG, se puede indicar la manera en que las componentes se relacionan
mediante una nueva grafica H llamada la grafica de componentes. El conjunto de
vértices para H es la coleccion de componentes de G, y existird una arista dirigida
de un vértices de H a otro por cada arista dirigida en G de un vértice en la primer
componente a un vértice en la segunda componente.

Una componente C' es fuente si existen tinicamente aristas que salgan de C' en H;
la componente C' es de hundimiento si existen Unicamente aristas que lleguen a C' en
H; y la componente C' es independiente si no existen aristas que salgan de C' en H y
no existen aristas que lleguen a C' en H.

Si Dom(F) = {x1,x9,...,2,} conn > 1, se puede definir un espacio desplazamiento
de tipo finito para F'|pem(r), €l cual se denota por SFT(Dom(F')), aqui no lo vamos a
definir, pero puede consultar [1] para conocer la definicion de espacio desplazamiento
de tipo finito para F| DPom(F)- Lo que sA vamos a necesitar fuertemente Y €S por €so que
lo vamos a definir es lo siguiente:

Una grafica dirigida asociada a SFT(Dom(F')) se define de la siguiente manera

e El conjunto de vértices es Dom(F)
e Six; € F(x;), entonces habra una arista de z; a z;

Una grafica dirigida asociada para un nuevo espacio desplazamiento de tipo finito
para F'| pom(r), éFT(Dom(F)), es generada mediante la grafica asociada a SFT(Dom(F))
salvo que las aristas cambian de direccién.

2.2. Si Dom(F') es numerable. En [1], se define la grifica dirigida Gp para
F|pom(r) ¥ se le asocia un espacio desplazamiento, SHIFT(Dom(F')), de la siguiente
manera: cada punto de Dom(F') sera un vértice en la grafica dirigida. Habra una arista
deaabsiysolosibe F(a).

De manera parecida se construye la grafica dirigida inversa, <C—¥F, y se le asocia
un espacio desplazamiento, SHIFT(Dom(F')), como: cada punto de Dom(F') sera un

vértice en la grafica dirigida. Habra una arista de a a b si y solo si a € F(b).

También cuando el dominio es numerable se considera la grafica de componentes H,
que no es otra cosa méas que una grafica donde ahora los vértices son las componentes.
Una componente en G es la subgrafica mas grande de G que es fuertemente conexa,
donde fuertemente conexa significa que entre cualesquiera vértices existe un camino
finito.

Una componente C' es fuente si existen tinicamente aristas que salgan de C' en H;
la componente C' es de hundimiento si existen Unicamente aristas que lleguen a C' en
H; y la componente C' es independiente si no existen aristas que salgan de C' en H y
no existen aristas que lleguen a C en H.
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Hasta aqui las definiciones en el caso de dominio finito y dominio numerable son
casi idénticas, pero ahora veremos nuevas definiciones,

Una componente C' es un predecesor de D si existe un camino de C' a D, también se
puede decir que D es un sucesor de C. Cuando decimos inmediato predecesor o (resp.
inmediato sucesor) es porque existe una arista de C' a D en la grafica de componentes
H.

Una cadena en H es una sucesion € = {C,, : n € N} de componentes tal que para
toda n € N, C, es el inmediato predecesor de C,, 1.

3. Resultados principales y ejemplos

Un resultado que es de gran ayuda para este trabajo lo prueban W. J. Charatonik
y 9. Sahan en [5].

TEOREMA 3.1. (|5, Teorema 3|) Sean X un espacio métrico compacto no vacio y F :
X — 2% una funcion semicontinua superiormente. Entonces,

lim(X, F) = lim(Dom(F), F|pom(r))-
— —

El Teorema [3.1| nos dice que el limite lim(X, F') es exactamente igual a tnicamente
—

calcular el limite inverso generalizado considerando a Dom(F') como espacio factor y a

la funcion F' pero restringida al Dom(F'). Veremos méas adelante en los ejemplos que

obtener lim(Dom(F), F|pem(ry) es mucho mas facil. De hecho, por el Teorema
—

usaremos indistintamente lim(X, F') y im(Dom(F), F|pom(r))-
— —
Un resultado que se obtiene de inmediato es el siguiente:

PROPOSICION 3.2. Sean X un espacio métrico compacto no vacio y F : X — 2% una
funcion semicontinua superiormente. Si Dom(F') es totalmente disconexo, entonces
lim(X, F') es totalmente disconexo.

—

También se sabe que bajo las condiciones en las que estamos trabajando en todo este
capitulo (X métrico compacto no vacioy F : X — 2% semicontinua superiormente), se
tiene que lim(X, F') es un espacio métrico compacto y no vacio. Por lo que se tiene el

P

siguiente corolario:

COROLARIO 3.3. Sean X un espacio métrico compacto no vacio y F : X — 2% una
funcion semicontinua superiormente. Si Dom(F') es totalmente disconexo, entonces
lim(X, F') es un espacio métrico compacto totalmente disconexo y no vacio.

(—

En [1], [2], [3] v [4] lo tnico que hacia falta demostrar para probar que si Dom(F)
es totalmente disconexo, entonces lim(X, F) es el conjunto de Cantor, es que lim(X, F')
— —

no tiene puntos aislados.
En [4] se prueba lo siguiente:

TEOREMA 3.4. (|4, Teorema 10]) Sean X es un espacio métrico compacto no vacio
y F @ X — 2% una funcion semicontinua superiormente que es union de funciones
continuas de X en X. Si Dom(F) es un conjunto totalmente disconexo con mds de un
punto, entonces 1(1LnF es el conjunto de Cantor,
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Por otra parte, en [1] demuestran que:

TEOREMA 3.5. (|1, Teorema 3.2|) Sean X wun espacio métrico compacto no vacio y
F: X — 2% una funcion semicontinua superiormente. Si Dom(F) es finito con mds
de un punto, entonces lim F' es el conjunto de Cantor si y sélo éFT(Dom(F)) tiene la

%
propiedad de que ninguna componente ciclica de su grdfica dirigida es independiente o
de hundimiento; o equivalentemente, SF'T(Dom(F)) tiene la propiedad de que ninguna
componente ciclica de su grdfica dirigida es independiente o fuente.

Veamos un ejemplo para ver como se aplican los Teoremas y si es que se
pueden aplicar.

EJEMPLO 3.6. Sean X = [0,1] y F : [0,1] — 2[%Y dada por

(s1 - 1
{i} st wel03)
{;11,1} si x=13
{i} st ze(33)
{33} si z=3
{z} st ze(5])

| {31} & z=1

)z e [0, u{(lz) 2z [3,1]}U{(1,1),(1,1)}. De

Notemos que G| = {(}l
donde Dom(F) {4, 5 1

)
()

Por definicion, Dom(F) C {}l % }

Dado que 411 €r ( ) % er (%) y 1 € F(1) entonces podemos generar los puntos
fi:(i,i,i,...) am—(%%% )y 71 = (1,1,1,...). Esto implica que {,3,1 €
Dom(F). Luego Dom(F) = {%,1,1}.

Tenemos un dominio ﬁnito con mas de un punto. Este limite inverso generalizado
no podemos analizarlo mediante el Teorema ya que F' no es uniéon de funciones. Sin
embargo, si podemos ver si el limite inverso generalizado es o no el conjunto de Cantor
mediante el Teorema[3.5] Véamos ahora quién es la grafica asociada a SFT(Dom(F)).
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Dado que F (i) = {i, 1}, dibujaremos una arista de i a }l y otra de % a 1. Luego,
como F' (%) = {}l, %}, dibujaremos una arista de % a }l y otra de % a % Finalmente, del

hecho de que F(1) = {%, 1} se sigue que debemos dibujar una arista de 1 a % y otra de
lal.

La grafica dirigida asociada a SFT(Dom(F)) queda como sigue:

c‘<_@5
I

U

Notemos que hay una tnica componente, pero no es ciclica ya que esta la arista de
1 a 1, pero también la arista de 1 a % Al no haber componentes ciclicas independientes
o fuente en la grafica dirigida, el Teorema [3.5| se cumple por vacuidad. Por lo tanto,

lim F' es el conjunto de Cantor.
.F

Veamos otro ejemplo con dominio finito

EJEMPLO 3.7. (|3, Ejemplo 2.6]) Sean X = [0,1] y F : [0,1] — 2% dada por F(x) =
{f(x),9(x)} donde

i st x € [O,i]
fl@)=q 23—z si w€[}3]
0 st T € [%,1]

o=
V)
~
&
m
—
o=
[
[
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AN

Observemos que F' es uniéon de f y g asi que una vez que veamos que el dominio
es totalmente disconexo con mas de un punto podremos aplicar el Teorema [3.4] pero
también podemos aplicar el Teorema [3.5 Véamos ambas maneras de analizar el limite
inverso generalizado.

Del hecho que Domy(F) = [0,1] U [}
Domy(F) = f(Domy(F)) U g(Domy(F)) = [2,1] U { } U {1 } u{1}.

Luego, Doms(F) = f(Domy(F)) U g(Domy {2,1,1} u {10} =
{05,551}

Domy(F) = f(Doms(F)) U g(Doms(F)) = {3,1,4} {10} = {0,1,4,2,1}. Si

} por la Observacion se sigue que

R I) Y49 29 40
seguimos calculando Domy(F'), Domg(F), ..., nos daremos cuenta que Dom,(F) =
{0,1,3,3,1} para cada n > 2. Por lo que Dom(F) = {0,4,%,3,1}.

Estamos en las condiciones de aplicar el Teorema por lo que en autématico
tenemos que lim F' es el conjunto de Cantor.
H

Ya sabemos quien es el limite inverso generalizado, pero comparemos de qué man-
era seria mas facil obtener el limite. Ahora analicemos la grafica dirigida asociada a
SFT(Dom(F)) :

Como F (0) = {1,231}, entonces dibujaremos una arista de 0 y otra de 0 a 2.
Dado que F (i) {}1, 1}, entonces dibujaremos una arista de 1 yvotradela
1. Ademas, F (%) = {O, %}, entonces dibujaremos una arista de % a 0 y otra de 5 a
%. También tenemos que F (%) = {0, %}, por lo que dibujamos una arista de % aly

otra de Z% a % Por tltimo, vamos a dibujar una arista de 1 a 0 y otra de 1 a % ya que

= {05}

La grafica dirigida asociada a SFT'(Dom(F)) queda como:

1
?z
Za

N[ =
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&m
CID%@

C

En este ejemplo tenemos dos componentes, C' y C', por lo que la grafica de compo-
nentes H es la siguiente:

C — Ch

Nos damos cuenta que C' es una componente no ciclica y C; es una componente
ciclica de hundimiento ya que a (' solo llega una arista y no sale ninguna de ella en H.
De nueva cuenta en este ejemplo no hay componentes ciclicas independientes ni fuente
en su grafica dirigida, por lo que aplicando el Teorema|[3.5] tenemos que el limite inverso
generalizado es el conjunto de Cantor.

El siguiente teorema caracteriza el limite inverso generalizado cuando Dom(F’) es
numerable.

TEOREMA 3.8. (|1, Teorema 4.9] y [1, Proposicion 4.10].) Sean X un espacio métrico

compacto no vacio y F : X — 2% una funcion semicontinua superiormente. Si Dom(F)

es numerable, entonces lim F' es el conjunto de Cantor si y solo si las siguientes condi-
(—

ciones se cumplen:

%
(1) Si C' es una componente ciclica independiente de G g, entonces cada punto de
C' es punto limite de puntos en Dom(F).

(2) Si C es una componente ciclica de hundimiento de G g, entonces se cumplen
las siguientes:
(a) cada punto de C' es punto limite de puntos en Dom(F).
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(b) suponga que para todo (x,y) € I'(F|pomr)) conx & C yy € C existe una
sucesion {y, : n € N} C Dom(F)\{y} tal que v € F(y,) para cadan € N
Y {yn : n € N} converge a y.

(3) St € = {C, : n € N} es una cadena EF, entonces una de las siguientes se

cumple:

(a) para una infinidad de n € N, existe un punto x € C, tal que |F~'(x) N
Dom(F)| > 1.

(b) suponga que existe n € N tal que para todo m > n y x € C,,, se tiene que
|[F~Y(z)| = 1. Ademds, suponga que para todo (x,y) € T'(F|pomr)) con
x ¢ C, yy € C, existe una sucesion {y : k € N} C Dom(F) \ {y} tal
que x € F(yi) para cada k € N y {y, : n € N} converge a y.

Para que el Teorema quede mas claro, veamos un siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3.9. Sean X = [0,1] y F : [0,1] — 2[%U dada por

3T 55y garTs -0} i 2 € [, 5ir] ,n EN
F(z) =
{0} si r=0
De la grafica de F' nos podemos dar cuenta que Dom(F {1, ;, i, é, .. 0} el cual

es un conjunto numerable asi que podemos aplicar el Teorema 3.8] Veamos quién es la
grafica dlrlglda G P

Como F(1 {1,2,4,8,16,...,
de % a 1, una arlsta de a 1, una arista de % a 1, una arista de % al,...,yuna arista
de 0 a 1.

O} , vamos a dibujar una arista de 1 a 1, una arista
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N

TN N

También notemos que F' (i) = {%, Lll, %, e ,0}, lo cual nos lleva a que debemos
dibujar una arista de % a }l, otra arista de i a }l, otra arista de % a }l, asi sucesivamente
hasta dibujar una arista de 0 a i.

De manera general, para cada n € N, F (2%) = {%,2%,#,...,0}, esto nos

lleva a que debemos dibujar una arista de 2%1 a 2%7 otra arista de 2% a 2%,

de 2,1% a 2%, asi sucesivamente hasta dibujar una arista que sale de 0 y llega a
Como vemos, dado n € N fijo, se tiene que para 2%
numerable de aristas que llegan justamente a 2%
Sin olvidar que como F'(0) = {0}, entonces tnicamente vamos a dibujar una arista
que sale de 0 y llega a 0. Esto nos indica que Cy = {0} es una componente ciclica fuente.
Por todo lo dicho anteriormente podemos dibujar la grafica dirigida asociada a
SFT(Dom(F)) de la siguiente manera:

otra arista
1

2_71'
vamos a dibujar una cantidad
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Co

AN

N
(D

XY
9/

Sea C' = E r \ Co. Notemos que los vértices de C' son de la forma 2%, por lo que
dados dos vértices 2% y 2%” con n < m tenemos un camino de m — n aristas entre
2% y 2%,1, asi C' es una componente fuertemente conexa. Entonces tenemos solo dos
componentes, Cy v C, donde Cy es una componente ciclica fuente y C' no es ciclica. No
tenemos componentes ciclicas independientes, ni componentes ciclicas de hundimiento,

tampoco cadenas, asi que por vacuidad se tiene que lim F' es el Conjunto de Cantor.
<—

Pero si no conocieramos el Teorema [3.8 jcomo comprobar que el limite inverso
generalizado de esta sucesion es el conjunto de Cantor?
Por el Corolario ya solo nos falta probar que cada punto de lim F' es punto limite
H

de una sucesion de puntos de lim F.
pan
Sea T = (x1,%2,23,...,) € limF. A continuacién definiremos una sucesion de
«—

puntos en el limite inverso de tal manera que ésta converga a . Para ello veamos la
t—ésima entrada de .

e Si z; = 1, entonces definamos el punto z(7) como sigue:
111
)99 9990

e Si z; # 1, entonces definamos el punto z(i) como sigue:
CL’(Z) = (l’l, o, T3y...,L5_1,T4, 1, 1, ]_, .. )

JZ(Z) = (1'1,1'2,1‘3, ey L1, 1




3. RESULTADOS PRINCIPALES Y EJEMPLOS 191

La sucesion {z(n) : n € N} es no constante y converge a T. Dado que cada punto
x(n) pertenece a lim F' entonces, el limite inverso generalizado es perfecto, por lo tanto,
(—

es el conjunto de Cantor.

La funcion del ejemplo anterior es, dentro de lo que cabe, bonita en el sentido de
que no fue tan dificil probar que el limite inverso generalizado es un conjunto perfecto.
Sin embargo, no siempre es sencillo describir de forma general una sucesion de puntos
en el limite inverso que le converga a cada punto.

Véamos un siguiente ejemplo en el que la grafica es muy parecida a la grafica del
Ejemplo [3.9 De hecho, a simple vista parecen ser la misma grafica. ;Los limites
inversos generalizados correspondientes deben ser iguales?

EJEMPLO 3.10. Sean X =10,1] y F:[0,1] — 2% dada por

{172,22,23,.. 0} St Z‘E[g,l]
{2 35-.0} si v € [53]
F(z) =
o7y 5, e - -, 0) st 2 € [, 5], nEN,n > 1
| {0} st z=0
Observemos que al igual que en el Ejemplo Dom(F {1, oL 22, 23, .. O}

. Esto asegura que éste limite inverso generalizado es el conjunto de Cantor como en el
Ejemplo [3.9]:

Notemos que F(1 {1, 3 22, 23, . ,0} por lo que habra que poner una arista de
1 a1, una arista de 2 ;a 1, una arista de 2% a 1, una arista de 2% a 1, y asi sucesivamente
hasta poner una arista de 0 a 1.

Luego, dado que F (%) = {%, 2%, 2%, . 0} hay que poner una arista d
arista de 212 a s 1 , una arista de 213 a s 1 , y asf hasta poner una arista de 0 a 5

Ademés, para cadan € N, n # 1 se tlene que F (2n) = {2n T, 21,1, 2,}“,.. 0} de
aqui que debemos dibujar una arista de Qn =7 a 2n, otra arista de i a 2—n, otra arista de
2,}“ a 21n, asi sucesivamente hasta dibujar una arista de 0 a 5. De donde

Dado que F(0) = {0}, entonces vamos a dibujar una umca arista que llega a 0 y

sale de 0.

a % una

N =
o



192 8. EJEMPLOS QUE TIENEN COMO LIMITE INVERSO GENERALIZADO . . .

N
(D’
[

S

Por lo anterior vemos que C; = {1} es una componente ciclica de hundimiento y

%
Co = {0} es una componente ciclica fuente. Ademas, C' = Gg \ (Cy U C}) es una
componente no ciclica, y tampoco hay cadenas en esta gréafica dirigida.

Co ) — | C

l

Cy

Por lo que al recurrir al Teorema [3.8] el inciso 2 nos dice que C deberfa satis-
facer que cada punto de C; es punto limite de elementos de Dom(F'). Sin embargo,
Dom(F) = {1, %, 2%, 2%,, . ,0} , por lo que no hay sucesiones no constantes en Dom(F")
que convergan a 1. Por esta razon, l(iglF no es el conjunto de Cantor.

Lo cual también se puede comprobar facilmente, ya que = = (1,1,1,1,...) es un
punto aislado del limite inverso generalizado. Para convencernos de ello, tomemos
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al abierto basico U = | (2,1] x (3,1] x (2,1] x 11[0, 1] n @F el cual contiene

a T. Supongamos que existe ¥ = (y1,¥2,Y3,...) € U, entonces para cada i se tiene
que y; € (%, 1} N Dom(F), esto implica que y; = 1. Lo que nos lleva a que T = 7.
Comprobando que ¥ es un punto aislado del limite inverso generalizado y en el conjunto
de Cantor no hay puntos aislados.

Con este ejemplo vemos que aunque las graficas sean muy parecidas, los limites
inversos generalizados no tienen porque ser iguales. Méas atn, los Ejemplos|[3.6]y nos
muestran que los limites inversos generalizados pueden ser iguales aunque las gréficas
no se parezcan en lo absoluto.

Ahora veamos el teorema de caracterizacion que nos presentan los autores de [1]
cuando Dom/(F') es no numerable.

TEOREMA 3.11. (I, Teorema 5.2|) Sean X wun espacio métrico compacto no vacio y

F : X — 2% una funcion semicontinua superiormente. Entonces lim F es el conjunto
PR

de Cantor si y solo si se cumplen cada una de las siguientes:

(1) im F' es totalmente disconezo,
—

%
(2) Si C' es una componente ciclica independiente de G g, entonces cada punto de
C' es un punto limite de puntos de Dom(F),

(3) Si C es una componente ciclica de hundimiento de G g, entonces se cumplen
las siguientes:
(a) cada punto de C' es punto limite de puntos en Dom(F').
(b) para cada n € N, cada punto del conjunto
{(351,332, e >$n>33n+1) € *?IllF(F‘Dom(F)) txpp € C1y ¢ C}
es un punto limite de ' T(F| pom(r)),
(4) Si € = {C,, : n € N} es una cadena G, entonces una de las siguientes se
cumple:
(a) para una infinidad de n € N, existe un punto x € C,, tal que |F~'(x) N
Dom(F)| > 1,
(b) existe n € N tal que para todo m = n, C,, es una componente de un punto
y para cada k = m cada punto del conjunto

{(z1,29,...,Th, Tpy1) € *filll“(Fbom(F)) cw; € UG para todo i <
k,xk ¢ Cm7xk+1 & Cm}
es un punto limite de *iillf(F|Dom(F)).

Para finalizar veremos un tltimo ejemplo.

EJEMPLO 3.12. (]2, Ejemplo 3.3]) Sean X = [0,1] y F : [0, 1] — 2% dada por F(z) =
14z 1—_96}
£04 -
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Como G} = § (=, 2) : 2 € [0,1] pUS (5%, 2) : 2 € [0,1] ¢, se tiene que Dom, (F) =
1

4
[1:3] U [0.3] = [0,3].
Notemos que F puede ser vista como union de las funciones f(z) = 22y g(z) = 152
Asi
e Domy(F) = f(Domy(F)) U g(Dom:(F))
— LS =18
18 84 88
e Doms(F) = f(Doms(F)) U g(Doms(F))
— (2 UL, 2]
= [ %) Y [ %)
e Domy(F) = f(Doms(F)) U g(Doms(F))
:[Lﬁ}u[ﬂﬁ U ﬂﬁ}u 25 27
1287 128 1287 128 1287 128 1287 128
= [ 18 Y [ 138) Y [ 55> 138) U i8> 58]

e Doms(F) = f(Domy(F)) U g(Domy(F))
i fo] e o i ] 0 4

5127 512 5127 512 5127 512 5127 512 5127 512
o] u it o s e 4
- [ g vk A o o g
E e R AN R

Nos damos cuenta que en general, si n > 2 podemos escribir al Dom,,(F) como
unién de 2772 intervalos cada uno de tamano T

D0m1 (F)
DOmQEFg
-_ Domgs(F
-- - Doma(F)
Doms(F)

Si continuamos con el proceso de obtener Dom,,(F') para n > 5, e intersectamos a
todos estos conjuntos obtenemos Dom/(F'), pero ésta es justamente la construccion del
conjunto de Cantor, por lo que Dom(F’) es el conjunto de Cantor. Por el Teorema
es facil decir que h;nF es el conjunto de Cantor.
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Ahora, por el Teorema tendriamos que comprobar varias cosas, la primera es
probar que lim F' es totalmente disconexo lo cual es cierto por la Proposicion Tam-
—

bién tenemos que analizar las componentes ciclicas independientes y de hundimiento, y
las cadenas, en caso de haber.

Dibujar la grafica dirigida en este caso no es tan sencillo, lo que si podemos saber
es que dado que F es union de f y g, a cada z € Dom(F), le llegan unicamente dos
aristas, una que sale de f(x) y la otra que sale de g(z). También de la grafica de F
podemos ver que para cada x € Dom(F), se tiene que |F~*(z)| = 1, por lo que de z
sale una tnica arista de x hacia F'~1(x).

Aumge lo anterior nos da algo de informacién, no nos indica cuantas componentes
hay en G, tampoco nos dice si las componentes son ciclicas, son de hundimiento,
fuente o independiente. Tendriamos que analizar méas a fondo el comportamiento de
cada elemento de Dom(F), lo cual para nada es facil.

En este Capitulo hemos analizado los Teoremas y mediante varios
ejemplos, los cuales nos muestran como aplicar dichos resultados. Siempre nos podemos
encontrar con sucesiones inversas un poco mas complicadas que otras, un caso particular
es el Ejemplo Nos complaceria saber que hemos dejado al lector con la “espinita”
de conocer cuantas componentes ciclicas hay y cuales de ellas son de hundimiento,
fuentes o indegendientes, y méas atin, si nos escribe para contarnos que ya ha terminado

de analizar a G .

Agradecimientos: Los autores agradecen los comentarios y sugerencias hechas
por el revisor o la revisora y que mejoraron sustancialmente la presentacion del escrito.
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1. Introduccion

En el articulo [1], se define el hiperespacio de conjuntos de no corte, con la restriccion
de que los elementos de dicho hiperespacio tienen interior vacio. En este capitulo, nos
centramos en el estudio del hiperespacio de conjuntos de no corte en arboles sin imponer
esta condicion. Presentamos un modelo para el hiperespacio de conjuntos de no corte
del arco y demostramos que si este hiperespacio es compacto o conexo para algin
arbol, entonces el arbol es el arco. Ademas, determinamos el nimero de componentes
del hiperespacio de conjuntos de no corte de un arbol.

2. Preliminares

En esta seccion, presentamos algunos conceptos y definiciones que son utilizados a
lo largo del texto.

Notacién. Para un subconjunto A de un espacio X escribimos A, fr(A) y X \ A4,
para denotar la cerradura, la frontera y el complemento de A en X, respectivamente.
Si B es un subconjunto de X disjunto de A decimos que B no interseca a A, de lo
contrario decimos que B interseca a A.

DEFINICION 2.1. Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. Un
subcontinuo de un espacio dado es un continuo que estd contenido en dicho espacio.

Es importante destacar que la propiedad de ser un continuo se preserva bajo home-
omorfismos. En efecto, si X es un continuo con métrica d y h : X — Y es un home-
omorfismo (es decir, h es una biyeccion continua con inversa continua), entonces Y es

197
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un espacio compacto y conexo. Ademas, la funcion D : Y x Y — [0,00) dada por
D(a,b) = d(h™'(a),h"1 (b)) es una métrica para la topologia de Y.

EJEMPLO 2.2. Un arco es un espacio topoldgico homeomorfo al intervalo [0,1]. Como
este intervalo es un continuo, un arco también lo es.

EJEMPLO 2.3. Una curva cerrada simple es un espacio topoldgico homeomorfo a la
circunferencia unitaria:
St ={(z,y) e R?: 2% +¢y* = 1}.
Como S* es un continuo, una curva cerrada simple también lo es.
Por identificar, decimos el arco para referirnos a cualquier espacio homeomorfo al

intervalo [0,1], v la curva cerrada simple para referirnos a cualquier espacio homeo-
morfo a la circunferencia unitaria.

DEFINICION 2.4. Una grafica finita es un continuo que puede escribirse como la union
de una cantidad finita de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o bien se
intersecan solo en uno o en sus dos puntos extremos.

FIGURA 1. Arco

FiGura 2. Curva cer-
rada simple

O— OO

Ficura 3. Paleta FIGURA 4. Ocho

DEFINICION 2.5. Un arbol es una grifica finita sin curvas cerradas simples.

8 8

FIiGURA 5. La silla FIiGURA 6. Letra H

DEFINICION 2.6. Dado un entero positivo n, un n-odo simple es una grdfica finita,
que se puede escribir como la union de n arcos que tienen un punto de origen comun,
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v, ¥y no se intersecan en ningun otro punto. El punto v es llamado vértice del n-odo
simple.

o= *—-—1
v (%

F1GURA 7. 1-odo simple FIGURA 8. 2-odo simple
v v

FIGURA 9. 3-odo simple F1GURA 10. 4-odo simple

DEFINICION 2.7. Dados una grdafica finita X y un punto p en X, decimos que p es de
orden n en X, denotado por ord(p, X) = n, si p tiene una vecindad cerrada que es
homeomorfa a un n-odo simple y tiene al punto p como vértice.

Un punto p se llama punto extremo de X siord(p, X) = 1. El conjunto de todos
los puntos extremos de X se denota por E(X). Un punto p se llama punto ordinario
de X siord(p, X) = 2. El conjunto de todos los puntos ordinarios de X se denota
por O(X). Un punto p se llama punto de ramificacion de X si ord(p, X) > 3. El
conjunto de todos los puntos de ramificacion de X se denota por R(X). Un punto p es
un vértice de X sip es un punto extremo o es un punto de ramificacion. El conjunto
de todos los vértices de X se denota por V(X).

EJEMPLO 2.8. Sean X la grdfica finita y los puntos p1, ps y p3 de X ilustrados en la
figura [11.  En esta figura, las vecindades cerradas homeomorfas a un n-odo simple se
representan mediante lineas de mayor grosor. Al analizar los puntos, se observa que:
ord(py, X) = 4, ord(pe, X) = 1 y ord(ps, X) = 2. Por lo tanto, p; es un punto de
ramificacion, ps es un punto ertremo y ps es un punto ordinario.

D3

1

D2

FiGura 11.

DEFINICION 2.9. Una arista de un drbol X es un arco que tiene como puntos extremos
dos elementos de V(X) y no contiene mds de dos vértices de X .
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El conjunto de aristas de X, se denota por edge(X). Dada una arista e de X deno-
tamos al conjunto e — V(X)) por (e).

Si X es un continuo con métrica d, los hiperespacios son familias de subconjuntos
de X que satisfacen ciertas caracteristicas particulares. A continuacién, se presentan
algunos de los hiperespacios mas estudiados:

(1) 2¥ = {A C X : A es cerrado y no vacio}.

(2) C(X) ={A€2¥: Aes conexo}.

(3) Clp,X)={AeC(X):pe A} (pe X).

(4) Co(X) ={A € 2% : A tiene a lo méas n componentes}.

Dados un nimero positivo €, un punto z en X y un elemento A de 2%, se definen
la bola de radio ¢ centrada en x, denotada por B(x), como B.(z) = {y € X :
d(xz,y) < €} y la nube de radio ¢ centrada en A, denotada por N(e, A), como

N(e,A) = | J Be(a).

acA
Dados A, B en 2%, se define la métrica de Hausdorff H como:

H(A,B)=inf{fe >0: AC N(¢,B) y BC N(¢,A)}.

En |2 Proposicion 2.1, p. 22| se expone una prueba de que H es una métrica para
2X. Como 2% contiene a C'(X), C(p, X) y C,(X), estos tltimos se pueden dotar de la
métrica inducida por H. El conjunto 2% dotado con la métrica H es el hiperespacio
de compactos de X. Al dotar a los conjuntos C(X), C(p, X) y Cy,,(X) con la métrica
inducida por H, se les conoce respectivamente como el hiperespacio de continuos de
X, el hiperespacio continuos de X que contienen al punto p y el hiperespacio
de conjuntos cerrados de X con a lo mas n componentes.

3. El hiperespacio de conjuntos de no corte

Comenzamos dando la definicion de conjunto de no corte, lo que nos permitira
definir y estudiar el hiperespacio de conjuntos de no corte en arboles, analizando su
compacidad y conexidad.

DEFINICION 3.1. Decimos que un subconjunto cerrado mo vacio A de un continuo X
es un conjunto de no corte de X, si A tiene complemento conexo. De lo contrario
decimos que A es un conjunto de corte de X.

Por comodidad, decimos que p es punto de no corte de X si {p} es un conjunto de
no corte de X.

A continuacion, se presentan algunas proposiciones importantes relacionadas con
puntos de no corte en continuos y arboles:

PROPOSICION 3.2. [13] Corolario 6.7, p. 90| Si X es un continuo y A es un subconjunto
conexo propio de X, entonces existe un punto p de X \ A tal que p es un punto de no
corte de X.
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PROPOSICION 3.3. [13] Proposicion 9.27, p. 153] Un punto p de un drbol X es un
punto de no corte de X, si y solo si p es un punto extremo de X.

El hiperespacio de conjuntos de no corte de un continuo se define de la siguiente
manera;

DEFINICION 3.4. Para un continuo X, se denota por NC(X) a la coleccion formada
por los elementos de 2% cuyo complemento es conexo, es decir,

NC(X)={A€2*: A es un conjunto de no corte de X}.

Al conjunto NC(X) dotado con la métrica inducida por la métrica de Hausdorff se le
conoce como el hiperespacio de conjuntos de no corte de X.

Después de haber definido el hiperespacio de conjuntos de no corte, nos enfocamos
en un caso particular importante: el hiperespacio de conjuntos de no corte del arco. A
continuacion, presentamos un modelo para este hiperespacio.

4. Un modelo para el hiperespacio de conjuntos de no corte del arco

Cada conjunto de no corte del intervalo [0, 1], tiene como complemento un conjunto
abierto y conexo. Dado que los conjuntos conexos del intervalo [0, 1] son subintervalos,
podemos clasificar los subintervalos abiertos en tres tipos: aquellos que contienen al
punto 0, aquellos que contienen al punto 1 y aquellos que no contienen ni al punto 0 ni
al punto 1. Estos subintervalos abiertos tienen complementos que se pueden describir
de la siguiente manera: si contienen al punto 0, su complemento es un subcontinuo del
intervalo [0, 1] que contiene al punto 1; si contienen al punto 1, su complemento es un
subcontinuo del intervalo [0, 1] que contiene al punto 0; y si no contienen ni al punto
0 ni al punto 1, su complemento es la unién de dos subcontinuos, uno que contiene
al 0 y otro que contiene al 1. Ademés, estos complementos quedan determinados de
la siguiente manera: los subcontinuos que contienen al 0 estan determinados por su
elemento maximo; los subcontinuos que contiene al 1 estdn determinados por su ele-
mento minimo; y los conjuntos cerrados que son la uniéon de dos subcontinuos, uno que
contiene al 0 y otro que contiene al 1, estan determinados por el elemento méximo del
subcontinuo que contiene al 0 y el elemento minimo del subcontinuo que contiene al 1.

Denotamos a la coleccion de cerrados que se pueden expresar como la uniéon de dos
subcontinuos, uno que contiene al 0 y otro que contiene al 1 por C5(0, 1, [0, 1]). Tenemos
las siguientes identificaciones:

C(0,[0,1)) =£[0,7] : 0 < £ < 1},

C(1,00,1]) ={[t, 1] : 0 <t < 1},

C5(0,1,[0,1]) = {[0,s] U [t,1] : 0 < s <t < 1},
NC([0,1]) = C(0,[0,1]) U C(1, [, 1]) U C(0, 1, [0, 1]).

Existe una correspondencia natural entre los elementos de C(0, [0,1]) y los puntos
del intervalo [0, 1], donde a cada elemento [0, ¢] se asigna al punto ¢. Esto implica que el
intervalo [0, 1] sirve como un modelo para C(0, [0, 1]). En este modelo, el conjunto {0}
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se representa en el punto 0, mientras que el intervalo [0, 1] se representa en el punto 1.

A cada elemento [t, 1] de C(1, [0, 1]) podemos asignarle el punto 1 — ¢ del intervalo
[0,1]. Esto establece una correspondencia entre C(1,[0,1]) y el intervalo [0, 1], lo que
implica que el intervalo [0, 1] es un modelo para C(1, [0, 1]). En este modelo, el conjunto
{1} se representa en el punto 0, mientras que el intervalo [0, 1] se representa en el punto
1.

Consideramos la asignacion de cada elemento [0, s] U [t, 1] de Cy(0, 1, [0, 1]) al punto
(s,t) en R?. Es notable que a medida que s y t se acercan, los conjuntos [0, s] U [t, 1]
se aproximan cada vez més a [0, 1]. Para garantizar la continuidad de esta asignacion,
definimos la relacion de equivalencia ~ en el conjunto 7' = {(a,b) : 0 < a < b < 1} de
la siguiente manera: x ~ y si y solo si x y y son elementos del conjunto D = {(a,a) €
R?:0 < a <1}, o0six=y. Al contraer el conjunto D a un solo punto, obtenemos el
espacio cociente T'/ ~, que garantiza la continuidad de la asignacion.

De esta manera, la funcion h : Cy(0, 1, [0, 1]) — T'/ ~ definida por A([0,s]U[t,1]) =
(s,t) para s # t, y h([0,1]) = n(D), donde m : T — T/ ~ es la proyeccion natural,
establece un homeomorfismo entre Cy(0,1,[0,1]) y T/ ~.

El conjunto T es el triangulo en R? formado por los vértices (0,0), (0,1) y (1,1).
Representamos el espacio cociente 7'/ ~ mediante el tridngulo 7', donde el conjunto D
se identifica como un solo punto. Este espacio puede ser deformado de manera continua
mediante la funcion g, representada en la figura en [0, 1)%

b . b :
g
ae D .
a D
FiGura 12.

Hemos obtenido que [0, 1]* es un modelo para C(0, 1,[0, 1]). En este modelo, [0, 1]
se representa en el punto (1,0), mientras que {0, 1} se representa en el punto (0, 1).
Ademas, los conjuntos de la forma {0}U][t, 1] se representan en ([0, 1]x{0})U({0} x[0, 1]),
y los conjuntos de la forma [0, s] U {1} se representan en ([0,1] x {1}) U ({1} x [0, 1]).

Es importante destacar que los pares de conjuntos C(0, [0,1]) y C(1, [0, 1]), C(0, [0, 1])
y C2(0,1,[0,1]), vy C(1,[0,1]) y C5(0,1,[0,1]) tienen como interseccion el conjunto
{[0,1]}. La figura [L3| representa un modelo para NC([0, 1]).
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{0,1}

{0}
o {1}

[0,1]

FiGcura 13.

OBSERVACION 4.1. En la figura[13, observamos que el hiperespacio de conjuntos de no
corte del arco es compacto y conexo, lo que implica que es un continuo.

5. Compacidad y conexidad

En esta seccion, demostramos que el hiperespacio de conjuntos de no corte de un
arbol X esta contenido en el hiperespacio de conjuntos cerrados con a lo mas n com-
ponentes, donde n es el nimero de puntos extremos de X. Ademads, presentamos la
demostracion de que el arco es el inico arbol para el cual el hiperespacio de conjuntos
de no corte es compacto o conexo. En consecuencia, se sigue que el arco es el tinico
arbol para el cual su hiperespacio de conjuntos de no corte es un continuo.

PROPOSICION 5.1. [13} Corolario 5.9, p. 75] Sean X un continuo y A un subcontinuo
de X. Si K es una componente de X \ A, entonces AU K es un subcontinuo de X .

LEMA 5.2. Si F' es un conjunto de no corte de X y K es una componente de F', entonces
K es un conjunto de no corte de X.

DEMOSTRACION: Supongamos que X \ K no es conexo. Entonces, existen subconjuntos
abiertos, no vacios y disjuntos, U y V', de X tales que X \ K = U U V. Dado que K
esta contenido en F', tenemos que X \ F esta contenido en X \ K. Como X \ F es
conexo, se deduce que U esta contenido en F' o V esta contenido en F. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que U esta contenido en F. Por la proposicion [5.1]
K UU es un conjunto conexo, lo que contradice la maximalidad de K como componente
de F. Por lo tanto, K es un conjunto de no corte de X. 0

LEMA 5.3. Si F' es un conjunto de no corte de un drbol X y K es una componente de
F, entonces la frontera de K es un conjunto unipuntual.

DEMOSTRACION: Supongamos que existen puntos distintos, p y ¢, en la frontera de K.
Dado que K es un subcontinuo de X, existe un arco, o, de p a ¢ en K. Por el lemal5.2]
X\ K es conexo, lo que implica que X \ K es un subcontinuo de X. Por lo tanto, existe
un arco, 3, de p a g en X \ K. Dado que V(X) es finito, podemos tomar un punto x
en (5 \ {p,¢}) N O(X). Notamos que = es un punto interior de X \ K, lo que implica
que [ interseca al exterior de K. Por lo tanto « es distinto de 5. Esto contradice el
hecho de que para cada par de puntos en X, existe un tnico arco que los contiene como
puntos extremos. Por lo tanto la frontera de K es un conjunto unipuntual. ([l
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LEMA 54. §i F es un conjunto de no corte de un drbol X, entonces F' contiene al
menos un punto extremo de X.

DEMOSTRACION:  Dado que el complemento de F' es un conjunto conexo, por la
proposicion existe un punto de no corte de X, p, en F. Ademaés, por la proposicion
8.3 p es un punto extremo de X. Por lo tanto, F' contiene al menos un punto extremo
de X. 0J

A partir de los lemas [5.2] y [5.4] obtenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 5.5. St F' es un conjunto de no corte de un drbol X, entonces cada com-
ponente de F' contiene al menos un punto extremo de X.

Presentamos a continuacion el resultado que establece la contencion del hiperespacio
de conjuntos de no corte en el hiperespacio de cerrados con a lo més n componentes, el
cual se sigue directamente del corolario anterior.

COROLARIO 5.6. Si X es un drbol, entonces NC(X) estd contenido en C,,(X), donde,
n es el numero de puntos extremos de X.

Seguidamente, demostramos que para cualquier drbol distinto del arco, su hiperes-
pacio de conjuntos de no corte no es compacto.

PROPOSICION 5.7. Si X es un drbol distinto de un arco, entonces NC(X) no es com-
pacto.

DEMOSTRACION: Presentamos la demostracion acompanada de ilustraciones que ayu-
dan a visualizar los conceptos y procedimientos. Dado que X no es un arco, el conjunto
R(X) es no vacio. Sean r un elemento de R(X) y A = {e € edge(X) : r € e}. Obser-
vamos que hay al menos tres aristas de X que contienen al punto r. Consideramos el
conjunto G = {r} U J{(e) : e € A}. Dado que G es conexo, se sigue que X \ G es un
conjunto de no corte (ver figura .

FiGura 14.
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Sean e una arista en A y p el extremo de e distinto de r. Dado que e es un
arco, podemos identificar los elementos de e con ntimeros en el intervalo [0, 1], donde p
corresponde a 0 y r corresponde a 1. Para un punto ¢, en el intervalo [0, 1] denotamos
por pt al arco que va de p a t. Notamos que si ¢t = 0, entonces pt coincide con {p} y si
t = 1, entonces pt coincide con e. Para cada entero positivo n, definimos ¢, = 1 — % y

G, = (X \ G) Upt,. Observamos que, para cada entero positivo n, GG,, es un conjunto

de no corte de X (ver figura [15).

FiGcura 15.

La sucesion {G;}2; converge a (X \ G) Ue en 2%. Observamos que el complemento
de (X\G)Ue es U{(a) : a € A\{e}}. Dado que U{(a) : a € A\{e}} tiene ord(r, X)—1
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componentes, se sigue que (X \ G) U e es conjunto de corte de X. En consecuencia,
concluimos que NC'(X) no es un conjunto compacto. U

Nuestro objetivo ahora es determinar el niimero de componentes del hiperespacio
de conjuntos de no corte en arboles. Comenzamos estableciendo dos lemas técnicos.

LEMA 5.8. Si p es un punto en el intervalo [0,1], entonces la funcion f : [0,1] —
C(p,[0,1]) definida por f(t) = pt, donde pt denota el arco que va de p a t, es continua.

DEMOSTRACION: Sea p un punto en el intervalo [0, 1]. Como C(p, [0, 1]) es un espacio
métrico, basta mostrar que para cualquier sucesion {¢;}5°, que converge a t, la sucesion
{f(t;)}52, converge a f(t). Sean ¢ un punto en [0,1] y {¢;}32, una sucesion de puntos
en [0, 1] convergiendo a t. Consideramos dos casos:

Caso 1: t igual a p.
En este caso H(pt;, pt) es igual a |t; —t|. Lo que implica que {f(¢;)}°, converge a f(t).

Caso 2: t es distinto de p.
Existe un entero positivo N tal que si n es mayor que N entonces |t,, — t| es menor que
=t En consecuencia, para toda n mayor que N se cumple que H (pt;, pt) es igual a

|t —t,|. Por lo tanto {f(t;)}°, converge a f(t). O

LEMA 5.9. Sean X y Y continuos, F' un subconjunto cerrado de X y m un entero
positivo. Si para cada 1 < i < n, f; 1Y — 2% es una funcion continua, entonces la
funcion f:Y — 2% dada por f(y) = FUU{fi(y) : 1 <i < n} estd bien definida y es
continua.

DEMOSTRACION: Para cada y en Y, el conjunto f(y) es unién finita de conjuntos
cerrados y por lo tanto es un conjunto cerrado. Veamos ahora que f es continua.
Como 2% es un espacio métrico, basta mostrar que para cualquier sucesion {t; };’;1 que
converge a t, la sucesion { f(t;)}32, converge a f(t). Sean ¢ un punto en Yy {t;}22, una
sucesion de puntos en Y convergiendo a t. Para cada 1 <1 < n, la sucesion { fi(t;)}32,
converge a f;(t). Por lo tanto, la sucesion {f(t;)}32, converge a f(t). O

A continuacién presentamos una proposicion que garantiza la existencia de ciertos
arcos clave.

PROPOSICION 5.10. Si F' es un conjunto de no corte de un drbol X, entonces existe un
arco de F a FNE(X) en NC(X).

DEMOSTRACION: Presentamos la demostraciéon acompanada de ilustraciones que ayu-
dan a visualizar los conceptos y procedimientos. Consideramos dos casos:

Caso 1: F es distinto de X.
Este caso se divide en dos subcasos:

Caso 1.1: La frontera de F' esta contenida en V(X). Si F esta contenido en E(X),
definimos « : [0,1] = NC(X) como «(t) = F para todo ¢ en el intervalo [0, 1] (en este
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caso estamos considerando la existencia de un arco degenerado, es decir un conjunto
unipuntual). Ahora, supongamos que F' no estd contenido en E(X). Sea A = {e €
edge(X) : enfr(F) # 0y e C F}. Para cada e en A denotamos por p. al extremo
de e que pertenece al interior de F' y por g. al extremo de e que es un elemento de la
frontera de F. Definimos el conjunto F’ = F \ [J{(e) U{q.} : e € A} (ver figura[16).

C
b d
a T N\
X
yZ¢
[ ]
Do DPve_ (II I’
::i’**:A**** d
[ e .//’ \\\
pa pa pf \.

i€{a,b,ctyjeide,f}

FiGura 16.

Para cada e en A, podemos identificar los elementos de e con ntimeros en el intervalo
[0, 1], donde p,. corresponde a 0 y ¢. corresponde a 1. Dado un punto ¢, en el intervalo
[0, 1], denotamos por p.t al arco que va de p, a t en e. Notamos que si t = 0, entonces p.t
coincide con {p.}, y si t = 1 entonces p.t coincide con e. Definimos a : [0,1] — C(pe, €)
como . (t) = pet. Por el lema , para cada e en A, la funcion «, es continua. Obser-
vamos que e \ a,(t) es vacio si t es igual a 1, y es un conjunto conexo que contiene a ¢,
si t es distinto de 1.

Ahora, definimos « : [0,1] — 2% como a(t) = F' UJ{a.(1 —t) : ¢ € A}. Por el lema
5.9 la funciéon « es continua.

Observamos que, para cada t en [0,1], X \ a(t) = (X \ F)UJ{e\ ae(l —t) : e € A}.
Se sigue que, para todo t en [0, 1], a(t) es conjunto de no corte de X. Por lo tanto, «
es un arco de F a I en NC(X) (ver figura[17).
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FiGura 17.

Sea Fy = F’. Si Fj no esta contenido en E(X), definimos A; = {e € edge(X) :
eNfr(Fy) # 0y e C F1}. Aplicando el mismo procedimiento utilizado para F', podemos

encontrar un arco oy de Fy a F| = Fy \ U{(e) U{¢.} : e € A1} en NC(X) (ver figura
).
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Definimos Fy, = F], y procedemos de manera similar. Este proceso finaliza ya que el
conjunto F}, 1 se obtiene al retirar aristas del conjunto F,,. Esto finaliza la demostracion

del caso 1.1.
Caso 1.2: La frontera de F' no esta contenida en V(X). Sea O = fr(F) N O(X). Para
cada punto x en O, denotamos por e, la arista que contiene a x y por p, el extremo de

e, tal que p,x esta contenido en F', donde, p,x denota el arco que va de p, a x en e,.
Definimos el conjunto F’ como F' = F \ | J{p,z \ {p.} : © € O} (ver figura[19).
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Ficura 19.

Para cada = en O, identificamos a los elementos de p,x con ntimeros en el intervalo [0, 1],
donde p, corresponde a 0 y = corresponde a 1. Dado un punto ¢, en el intervalo [0, 1],
denotamos por p,t al arco que va de p, a t. Notamos que si ¢t = 0, entonces p,t coincide
con {p,}, y si t = 1, entonces p,t coincide con p,x. Definimos «, : [0,1] = C(ps, p.x)
como a,(t) = p,t. Por el lema , para cada x en O, la funcion «a, es continua. Ob-
servamos que p,x \ a,(t) es vacio si t es igual a 1 y es un conjunto conexo que contiene
a x sit es distinto de 1.

Ahora, definimos a : [0,1] — 2% como a(t) = F' UJ{a,(1 —t) : z € O}. Por el lema
5.9 la funciéon « es continua.

Observamos que (0) = F, a(1) = F, y para cada t en (0, 1], X\a(t) = ((X \ F) UO)U
UH{pzx \ az(1 —t) : 2 € O}. El conjunto (X \ F)) UO es conexo, pues estd entre X \ F
y X \ F. Ademas, para cada z en O y t en (0, 1], el conjunto p,x \ o, (1 —t) es conexo
e interseca a O. En consecuencia, X \ «(t) es un conjunto conexo para cada t en (0, 1].
Por lo tanto, para todo t en [0, 1], a(t) es conjunto de no corte de X. Asi, a es un arco

de F a F' en NC(X) (ver figura 20).
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Ficura 20.
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Se tiene que fr(F”) esta contenida en V(X). Aplicando el caso 1.1 se concluye la de-
mostracion del caso 1.2.

Caso 2: F esigual a X.

Sean p un punto ordinario de X, e la arista que contiene a p, ¢ un punto extremo de e
y gp el arco que va de ¢ a p en e. Definimos el conjunto F’ como F' = (F'\ gp) U{q, p}

(ver figura [21).

FiGcura 21.

Identificamos los elementos de ¢gp con ntimeros en el intervalo [0, 1], donde ¢ corresponde
a 0y p corresponde a 1. Dado un punto ¢ en el intervalo [0, 1], denotamos por ¢t al arco
que va de ¢ a t. Notamos que si t = 0, entonces ¢t coincide con {q}, y si t = 1 entonces
gt coincide con ¢p. Definimos «,, : [0,1] — C(q, gp) como a,(t) = gt. Por el lema ,
la funcion «, es continua. Observamos que, para cada t en [0, 1], gp \ (o, (t) U {p}) es
un conjunto conexo.

Ahora, definimos a : [0, 1] — 2% como a(t) = F' Ua,(1—t). Por el lema 5.9} la funciéon
a es continua.

Notamos que, para cada t en [0,1], X \ a(t) = ¢p\ (a,(1 —t) U{p}). Se sigue que, para
todo t en [0, 1], a(t) es conjunto de no corte de X. Por lo tanto, a es un arco de X a
F’ en NC(X) (ver figura [22).
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FiGURrA 22.

Notamos que fr(F") = {q,p}. Aplicando el caso 1.2 se concluye la demostracion del
caso 2. O

A continuacion, presentamos dos lemas que establecen que ciertos conjuntos son
componentes del hiperespacio de conjuntos de no corte.

LEMA 5.11. Si X es un drbol y A es un subconjunto no vacio de E(X) con a lo mds
|E(X)| — 2 elementos, entonces el conjunto A = {F € NC(X) : FNE(X) = A} es
una componente de NC'(X).

DEMOSTRACION: Sean a un elemento de E(X)\ Ay B = E(X)\ (AU{a}). Para cada
x en B, existe un arco, a,, de a a z en X. Tomemos C' = |J{a, 12 € B} yU = X\ C.

Afirmaciéon 1. Si F' es un elemento de A, entonces F' esta contenido en U.

Supongamos que F interseca a C. Entonces, existe un punto x en B tal que F' interseca
a ag . Sea y un punto en F'Na,. Observamos que y no es un punto extremo de X. Por
lo tanto, X \ {y} tiene al menos dos componentes, y a y = estan en diferentes compo-
nentes de X \ {y}. Como y esté en F, se tiene que X \ F' esté contenido en X \ {y}.
Note que X \ F esta contenido en una componente de X \ {y} puesto que X \ F es
conexo. Esto implica que F' contiene a todas las componentes de X \ {y} salvo a una.
En consecuencia, F' contiene a a o F' contiene a z, lo que contradice la definicién de A.
Por lo tanto F' esta contenido en U.

Afirmaciéon 2. A es un subconjunto cerrado de NC'(X).

Sea F en elemento de A (donde A denota la cerradura de A en NC(X)). Entonces, ex-
iste una sucesion, {F;}:°,, de elementos en A que converge a F.. Como F;NE(X) = A,
se sigue que A esta contenido en F. Por la afirmacion 1, F esta contenido en U.
Ademas, para cada y en E(X) \ A, se tiene que y es un elemento del interior de C', lo
que implica que y no es un elemento de U. Por lo tanto, F N E(X) coincide con A. En

consecuencia, F' es un elemento de A, lo que prueba que A es un subconjunto cerrado
de NC(X).

Afirmacion 3. A es un subconjunto abierto de NC(X).



212 9. EL HIPERESPACIO DE CONJUNTOS DE NO CORTE EN ARBOLES

Sea F un elemento de A. Para cada x en A, denotamos por e, a la arista de X
que lo contiene. Existe un numero positivo §; tal que, para cada = en A, Bs, ()
estd contenida en el interior de e,. Sea J, la distancia de F' a C. Por la afirma-
cion 1, d9 es un numero positivo. Definimos 6 = %min{él,(h}. Mostraremos que la
bola abierta de radio ¢ centrada en F, Bs(F), esta contenida en A. Recordemos que
Bs(F) ={D € NC(X) : H(F,D) < ¢}, donde H denota la métrica de Hausdorff. Sea
G un elemento de Bs(F'). Entonces, G esta contenido en la nube de radio dy centrada
en I, lo que implica que G esta contenido en U. Ademas, como F' esté contenido en
la nube de radio d; centrada en G, para cada z en A, existe un punto y en G talque
d(z,y) es menor que d;, donde d denota la métrica de X. Por la eleccion de ¢y, y
esta en el interior de e,, lo que implica que z es un elemento de G, pues el comple-
mento de GG es conexo y G no interseca a C'. Por lo tanto, A estd contenido en G y
G N E(X) coincide con A, lo que prueba que G es un elemento de A. Esto muestra
que Bj(F') esta contenida en A, y por lo tanto, A es un subconjunto abierto de NC'(X).

Finalmente, por la proposicion A es conexo. Por las afirmaciones 2 y 3, la proposi-
cion queda probada. 0

LEMA 5.12. Si X es un drbol, entonces el conjunto A = {F € NC(X): |[FNE(X)| >
|E(X)| — 1} es una componente de NC(X).

DEMOSTRACION: Observamos que NC(X)\A coincide con el conjunto {F € NC'(X) :
|FNE(X)| < |E(X)| —2}. De las afirmaciones 2 y 3 en la demostracion del lema[5.11]
NC(X) \ A es un subconjunto abierto y cerrado de NC(X). Por lo tanto, A es un
subconjunto abierto y cerrado de NC(X).

Para demostrar que A es conexo, mostraremos que si F' es un elemento de A, entonces
existe un arco de F' a X en A. Si F N E(X) coincide con E(X), la existencia del arco
se sigue de la proposicion [5.10, Supongamos que F N E(X) tiene |E(X)|—1 elementos.
Sean p el tnico elemento en F(X) \ F, e la arista que contiene a p y ¢ el otro extremo
de e. Definimos F’ = (X\e)U{q}. Por la proposicién[5.10] existe un arco de F a F” en A.

Para concluir la demostracion, construiremos un arco de F' a X en A. Denotamos por
qp al arco que va de ¢ a p en e. Identificamos los elementos de gp con niimeros en el
intervalo [0, 1], donde ¢ corresponde a 0 y p corresponde a 1. Dado un punto ¢ en el in-
tervalo [0, 1], denotamos por gt al arco que va de ¢ a t. Notamos que si ¢t = 0, entonces gt
coincide con {q}, y si t = 1 entonces gt coincide con gp. Definimos «, : [0, 1] — C(q, gp)
como ay,(t) = gt. Por el lema la funcion «, es continua. Observamos que, para
cada t en [0,1], gp \ ap(t) es un conjunto conexo.

Ahora, definimos a : [0,1] — NC(X) como a(t) = F' U a,(t). Por el lema [p.9] la

funcién a es una funcién continua.
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Notamos que, para cada t en [0,1], X \ a(t) = ¢p \ o,(t), lo que implica que a(t) es
conjunto de no corte de X para todo ¢ en [0, 1]. Por lo tanto, @ es un arco de F’ a X
en NC(X). Esto concluye la demostracion del lema. O

La siguiente proposicion muestra que el hiperespacio de conjuntos de no corte es la
unién de los conjuntos descritos en los lemas precedentes.

PROPOSICION 5.13. Si X es un drbol, entonces NC(X) = J{F € NC(X): FNE(X) =
A}, donde A recorre todos los subconjuntos no vacios de E(X).

DEMOSTRACION:  Sea F un conjunto de no corte de X. Por el lema 5.4, F' N E(X)
es no vacio. Sea A = F' N E(X). Entonces, F' es un elemento de {F € NC(X) :
FNE(X)= A}. Porlo tanto, NC(X) = J{F € NC(X): FNE(X) = A}, donde, A
recorre todos los subconjuntos no vacios de F(X). g

El teorema que sigue establece el niimero exacto de componentes que tiene el hiperes-
pacio de conjuntos de no corte.

TEOREMA 5.14. Si X es un drbol, entonces NC(X) tiene 2 — 1 — n componentes,
donde n es el nimero de puntos extremos de X.

DEMOSTRACION: Por el lema si A es un subconjunto no vacio de E(X) con a
lo méas n — 2 elementos, entonces {F € NC(X) : FN E(X) = A} es una componente
de NC(X). Hay 2" — n — 2 subconjuntos no vacios de E(X) con a lo mas n — 2
elementos. Por el lema[5.12] el conjunto {F € NC(X) : |FNE(X)| > |E(X)| — 1} es
una componente de NC(X). Por la proposicion se tiene que NC(X) = (J{F €
NC(X): FNE(X) = A}, donde A recorre todos los subconjuntos no vacios de E(X).
Por lo tanto, NC(X) tiene 2" — n — 1 componentes. O

Los dos teoremas siguientes son consecuencia directa del teorema anterior y pro-
porcionan caracterizaciones del arco y del triodo simple en términos del ntimero de
componentes del hiperespacio de conjuntos de no corte.

TEOREMA 5.15. Para un drbol X, las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) El hiperespacio NC(X) tiene exactamente 4 componentes.
(2) El drbol X es un triodo simple.

TEOREMA 5.16. Para un drbol X, las siquientes condiciones son equivalentes:

(1) El hiperespacio NC(X) es conezo.
(2) El darbol X es un arco.

Finalmente, presentamos el teorema que establece que el arco es el tnico arbol para
el cual el hiperespacio de conjuntos de no corte es un continuo. Este resultado se deduce
directamente de la observacion la proposicion [5.7]y del teorema, [5.16]

TEOREMA 5.17. Para un drbol X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) El hiperespacio NC(X) es un continuo.
(2) El drbol X es un arco.
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1. Introduccion

Un problema interesante en la teoria de continuos es la contractibilidad de sus
hiperespacios, para estudiar este topico en continuos, en 1942, J. L. Kelley en su articulo
Hyperspaces of a continuum introduce la propiedad de Kelley, como la Propiedad 3.2
[9) pag. 26]. Recordemos que un continuo es un espacio métrico con mas de un punto,
compacto y conexo. Sean X un continuo y un punto z € X, diremos que X tiene la
propiedad de Kelley en x si para cada subcontinuo K de X con x € K y para cada
sucesion {x, fneny en X que converge al punto z, se tiene que existe una sucesion de
subcontinuos {K,, } ey de X que converge a K tal que z, € K, para cada n € N.
Diremos que un continuo tiene la propiedad de Kelley si tiene la propiedad de Kelley
en cada uno de sus puntos.

Mas tarde, en 1998, J. J. Charatonik y W. J. Charatonik introducen el concepto de
continuo limite maximal fuerte [3], Definicion 3.3], con esta definiciéon nos proporcionan
una equivalencia de propiedad de Kelley (véase Teorema. Sea K un subcontinuo de
un continuo X, un subcontinuo M de K se llama continuo limite maximal fuerte de K
si existe una sucesion de subcontinuos de X, {M, }en, que converge a M tal que para
cada subsucesion { M, }ren de { M, }ren v para cada sucesion { N }ren de subcontinuos
de X tal que M, C Ny, para cada k € N, que converge a N subcontinuo de K, se tiene
que N = M.

Recientemente, en 2024, M. Chacoén-Tirado, M. de J. Lopez, 1. Vidal-Escobar en
[1, Teorema 2.1] presentan una equivalencia de la propiedad de Kelley (véase Teorema
, usando los continuos irreducibles. Recordemos que un continuo X es irreducible
entre p y q si p,q € X y ningtn subcontinuo propio de X contiene a los puntos p y
q. Se dice que X es irreducible si existen puntos p y ¢ en X tales que X es irreducible
entre p y q. Una prueba detallada del Teorema se puede consultar en |2, Teorema
4.1, pag. 137].

215
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TEOREMA 1.1. [1] Teorema 2.1| Sea X un continuo. Se tiene que X tiene la propiedad
de Kelley si y solo si para cada a € X, para cada I € C(X) irreducible entre el punto
a y algun otro punto de X, y para cada sucesion {ap}neny en X que converge al punto
a existe una sucesion {A,tnen en C(X) que converge a I tal que a, € A, para cada
n € N.

Nuestro trabajo se centra en los continuos conocidos como dendroides. Un continuo
X esun dendroide si X es arco conexo y para cualesquiera A y B subcontinuos de X
se cumple que AN B es conexo. Los continuos irreducibles en un dendroide son arcos,
por lo cual, en el Teorema [1.1], basta considerar el continuo irreducible I como un arco.
Sea X un dendroide, definimos el conjunto:

P(X)={pe X : existe un arco A C X con un punto extremo p tal que
{p} es continuo limite maximal fuerte de A}.

En este capitulo probamos que, si X es un dendroide, P(X) # ) si y s6lo si X no
tiene la propiedad de Kelley (véase Teorema . Sean X un dendroide que no tiene
la propiedad de Kelley y un punto p € P(X), definimos la familia:

A(p) ={A C X : A esun arco con un punto extremo p y

{p} es continuo limite maximal fuerte de A}.

Se sigue del Teorema [3.1| que, si X es un dendroide que no tiene la propiedad de
Kelley, entonces la familia A(p) es no vacia. Ahora, dados p € P(X) y A € A(p)
definimos la familia de sucesiones:

8(p, A) = {{pn}nen T X : {{pn}}nen satisface la definicion de que
{p} es continuo limite maximal fuerte de A}.

Como consecuencia del Teorema tenemos que, si X es un dendroide que no
tiene la propiedad de Kelley, entonces la familia 8(p, A) es no vacia. Finalmente, dados
pePX), Ac A) y {pn}nen € 8(p, A) definimos la coleccion:

F(p, A, {pn}nen) = {M € C(X): M N A= {p} y existe una sucesion de

subcontinuos {M,, },eny de X con p, € M, para cada n € N, que satisface

la definicion de que M es continuo limite maximal fuerte de M U A}.

Nos parece interesante estudiar la familia F(p, A, {py, }nen), en particular, probamos
que F(p, A, {pn}tnen) es arco conexo, en consecuencia, es conexo (véase el Corolario
3-8). Por otro lado, exponemos ejemplos para mostrar que F(p, A, {p, }nen) n0 siempre
es compacto (véase Ejemplo [3.9)). Por ultimo, en términos de esta familia caracteri-
zamos el conjunto de puntos de un dendroide donde no se tiene la propiedad de Kelley

(véase Teorema [3.11])).

Cabe mencionar que este trabajo es parte de [6], pensando en los lectores jovenes,
en este capitulo se desarrollan con detalle las demostraciones y ejemplos.
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2. Resultados auxiliares

Iniciamos esta seccion con la definiciéon de hiperespacio de un continuo. Dado un
continuo X con métrica d se considera la coleccién de los subconjuntos no vacios y
cerrados de X, denotada y definida por

2% = {A C X : A es no vacio y cerrado en X},

dotada con la métrica de Hausdorff, esta colecciéon es conocida como el hiperespacio
de cerrados del continuo X. La métrica de Hausdorff esta definida como sigue: sean
A€ 2X ye>0,la nube de radio € alrededor de A, la cual denotamos y definimos por

N(e,A) ={z € X : existe a € A tal que d(z,a) < e}.
Ahora, definimos la funcion H : 2% x 2% — [0, 00) dada por
H(A,B)=inf{e >0: AC N(¢,B) y BC N(¢,A)},

para cada A, B € 2¥. En [7, Teorema 2.2| se prueba que H es una métrica para la
coleccion 2.
Por otro lado, también consideramos la familia de los subcontinuos de X,

C(X) ={A €2%: A es conexo}
como subespacio de 2%.

Dados un continuo X y una sucesion de subcontinuos { M, },en de C(X) que con-
verge a un subcontinuo M de X, en [3| pag. 75| se define la familia

M Mp}nen) = {A € C(X) : M C A tal que existe una subsucesion {M,, }ren

de {M, }nen vy existe una sucesion { Ay }reny en C(X)
que converge a A tal que M, C Aj, para cada k € N}.

Con esta familia se prueba el siguiente resultado, el cual es de mucha utilidad para
nuestro trabajo.

PROPOSICION 2.1. 3| Proposicion 3.9] Sean K un subcontinuo de un continuo X. Para
cada sucesion { M, }nen en C(X) que converge a un subcontinuo M € C(K) eziste un

elemento mazximal S en C(K) N M({ M, }nen) €l cual es un continuo limite mazimal
fuerte de K.

Por otra parte, también J. J. Charatonik y W. J. Charatonik introducen el concepto
de continuo limite maximal [3] Definicion 3.2], es decir, sea K un subcontinuo de un
continuo X, un subcontinuo M C K se llama continuo limite mazimal de K si existe
una sucesion { M, }nen en C(X) que converge a M tal que, para cada sucesion { N, }ren

de subcontinuos de X, con M,, C N,, para cada n € N, si {N,,},en converge a algin
N € C(K), entonces N = M.

LEMA 2.2. [3], Observacion 3.6 Sean M, L y K subcontinuos de un continuo X tales
que M C L C K. St M es un continuo limite mazximal fuerte de K, entonces M es un
continuo limite mazximal fuerte de L.
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DEMOSTRACION: Como M es continuo limite maximal fuerte de K, existe una sucesion
de subcontinuos de X, {M,},en, que converge a M tal que para cada subsucesion
{M,, }ren de {M,},en v para cada sucesion {Ng}ren de subcontinuos de X tal que
M, C Ny, para cada k € N, que converge a /N subcontinuo de K, se tiene que N = M.

Supongamos que M no es continuo limite maximal fuerte de L, entonces para cada
sucesion {H, }nen, que converge a M existe una subsucesion {H,, tren de {Hy}nen
y existe una sucesion {Ry}ren de subcontinuos de X tal que H,, C Ry, para cada
k € N, que converge a R subcontinuo de L, se tiene que R # M. En particular para la
sucesion { M, }nen, existe una subsucesion {M,, }reny de {M,, }nen vy existe una sucesion
{Ry}ren de subcontinuos de X tal que M, C Ry, para cada k € N, que converge a R
subcontinuo de L, se tiene que R # M. Notemos que R C L C K. Como M es continuo
limite maximal fuerte de K, y R C K, se tiene que R = M, lo cual es imposible pues
R # M. Por tanto, M es continuo limite maximal fuerte de L. [

Con los conceptos de continuo limite maximal y continuo limite maximal fuerte se
obtiene una equivalencia a la propiedad de Kelley, la cual citamos a continuacion:

TEOREMA 2.3. 3| Teorema 3.11] Si X es un continuo, entonces las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Kelley.

(2) Para cada subcontinuo K de X, se tiene que K es el inico continuo limite
mazimal de K.

(8) Para cada subcontinuo K de X, se tiene que K es el tinico continuo limite
mazximal fuerte de K.

Dados un continuo X, A un subconjunto de X, un punto p € X y ¢ > 0, cl(A)
denota la cerradura de A en X, fr(A) denota la frontera de A en X y B.(p) denota la
bola de radio € > 0 con centro en el punto p. Un subconjunto a de C'(X) se llama arco
ordenado si para todo par de elementos A y B de « se tiene que A C Bo B C A. Si
los extremos de aw son Ay B, con A C B, decimos que « es un arco ordenado de A a
B.

3. Equivalencias a la propiedad de Kelley

Dado X un dendroide y dados v y v puntos en X establecemos la siguiente notacion:

[uv] denota el arco con puntos extremos uy v,
(wv) = [uo] \ {u, v}, [uo) = fwo] \{v} vy (uv] = [uo] \ {u}.

A continuaciéon presentamos una caracterizacion de dendroides que no tienen la
propiedad de Kelley.

TEOREMA 3.1. Sea X dendroide. Se tiene que X no tiene la propiedad de Kelley si y
sdlo si existen un punto p € X y un arco A C X con un punto extremo p tales que {p}
es continuo limite maximal fuerte de A.
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DEMOSTRACION: Consideremos dos puntos x,y € X, diremos que z <, ¥ si se cumple
que z € [qy]; diremos que z <, y si se cumple que <, y y = # y. Ahora, si B C [gx],
para algin punto x € X, entonces inf(B) es la cota inferior mas grande de B en [qz],
con el orden <.

Supongamos que X no tiene la propiedad de Kelley, entonces por el Teorema [2.3
existen subcontinuos K y M de X tales que M C K, M # K y M es un continuo
limite maximal fuerte de K. Sea {M, },en una sucesion en C(X) que satisface que M
es un continuo limite maximal fuerte de K. Consideremos puntos a € K \ M, b€ M
y sea p = inf([ab] N frx(M)). Como p € M, para cada n € N existe p, € M, tal que
lim p,, = p. Sea S un elemento maximal de M({{pn } }nen) NC([pa]), por la Proposicion
, tenemos que S es un continuo limite maximal fuerte de [pa].

Vamos a probar que S = {p}. Para esto supongamos que S # {p}. Como S €
M({{pn}}nen) existe una subsucesion {{p,, }}ren de {{pn}}nen vy existe una sucesion
{Sk}ren en C(X) tal que lim Sy, = Sy, para cada k € N, {p,, } C S. Para cada k € N
definamos Ny, = M, US,. Notemos que para cada k € N, Ny, es un subcontinuo de X y
que lim Ny = lim M,,, US, = MUS C MUJpa] C K como a € K\ M, lim N, # M. Lo
cual contradice que M es continuo limite maximal fuerte de K. Por lo tanto, S = {p}.

Reciprocamente, supongamos que existen un punto p € X y un arco A C X con un
punto extremo p tales que {p} es continuo limite maximal fuerte de A. Por el Teorema
2.3 obtenemos que X no tiene la propiedad de Kelley. O

Consideremos un dendroide X, definimos el conjunto:
P(X)={p e X : existe un arco A C X con un punto extremo p tal que
{p} es continuo limite maximal fuerte de A}.
En virtud del Teorema [3.1] tenemos la siguiente consecuencia.

COROLARIO 3.2. Sea X dendroide. Se tiene que X no tiene la propiedad de Kelley st
y sdlo si P(X) # 0.
Sean X un dendroide que no tiene la propiedad de Kelley y p € P(X), definimos la
familia:
A(p) ={A C X : A esun arco con un punto extremo p y
{p} es continuo limite maximal fuerte de A}.

Note que, por el Teorema |3.1, si X es un dendroide que no tiene la propiedad de Kelley,
entonces la familia A(p) es no vacia. Asi, dados p € P(X) y A € A(p) definimos la
familia de sucesiones:

8(p, A) = {{pn}nen C X 1 {{pn}}nen satisface la definicién de que

{p} es continuo limite maximal fuerte de A}.

Como consecuencia del Teorema se tiene que, si X es un dendroide que no tiene
la propiedad de Kelley, entonces la familia 8(p, A) es no vacia. Por tultimo, dados
pePX), Ac A() ¥ {pn}nen € 8(p, A) definimos la coleccion:

F(p, A, {pntnen) = {M € C(X) : M N A= {p} y existe una sucesion de
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subcontinuos {M,, },eny de X con p, € M, para cada n € N, que satisface

la definicion de que M es continuo limite maximal fuerte de M U A}.

Lo primero que vamos a estudiar de esta familia es que, en el dendroide del Ejemplo
se muestra que la definicion de la familia F(p, A, {p, }nen) depende del arco A, esto
es, existen arcos Ay B en X con p uno de sus puntos extremos tales que {p} es un
continuo limite maximal fuerte de A y también de By se tiene que F(p, A, {pn }nen) #

F(p, B, {Pn}nen)-

EJEMPLO 3.3. Eziste un dendroide X contenido en R3 tal que la definicion de la familia
F(p, A, {pn}nen) depende del arco A.

DEMOSTRACION: Para construir el dendroide X (ver la Figura [l)), consideremos los
siguientes puntos de R?, a = (0,0,0), u = (0,1,0), b = (0,2,0),d = (0,4,0), c = (1,1,0)
ye = (1,2,0). Ademas, paracadan € N, sea a,, = (0,0, %), u, = (0,1, %), b, = (0,2, %),
b, = (:2.7), oo = (0.3.2), 2l = (1:3.0), dn = (0,4, 575%;), & = (L1.3), ¥
en = (1,2, 1). Definimos los continuos Y = [aa;] U [ad] U [bc] U [pe] y

n.

X=YU U [anpn] U [undy] U [buca] U [endl ] U [b03] U (e

FIGURA 1. Dendroide donde F(p, A, {p, }nen) depende del arco A.

Para mostrar que la familia F(p, A, {p, }nen) depende del arco A, definamos p =
(0,3,0), A = [pd] y B = [pe], Ay B son arcos con un punto extremo p, {p, }nen €s
una sucesion que converge a p; ademas, {{p,}}nen €s una sucesion que converge a {p}
y satisface la definicion de que {p} es continuo limite maximal fuerte de A y de B.
Notemos que p € P(X), mas aun A, B € A(p), {pn}nen € 8(p, A) v por el Teorema
el dendroide X no tiene la propiedad de Kelley.

Vamos a probar que existen

M e ?(p7 B, {pn}neN) \ ‘rf(p7 Av {pn}neN) y N € St<p7 A7 {pn}nGN) \ Sr(p’ B, {pn}n€N>‘
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Para lo cual, definimos M = [up] y N = [cp]; ademés, para cada n € N, sean p/ =

4n+3
<O’ 3’ 3n(n—:—1) )’

Mn = [unpn] U [unp;;] y Nn = [pnbn] U [bncn] U [Cnp;l]
Notemos que
(1) MNA={p} =NnB.
(2) {M,,}nen es una sucesion de continuos de X que satisface la definicion de que
M es un continuo limite maximal fuerte en M UB y p,, € M, para cadan € N.
(3) {Ny}nen es una sucesion de continuos de X que satisface la definicion de que
N es un continuo limite maximal fuerte en N U A y p,, € N,, para cada n € N.
De lo anterior obtenemos que M € F(p, B, {pn}nen) v N € F(p, A, {pn}tnen)-
Ademaés, M no es un continuo limite maximal fuerte de MUA, asi M ¢ F(p, A, {pn }nen)
y N no es un continuo limite maximal fuerte de N U B, asi N ¢ F(p, B, {pn}nen). Por

lo tanto, F(p, A, {pn}tnen) € F(, B, {n}nen) ¥ F(0, B, Avntnen) € F(p, A, {pn}nen).
0

Ahora, veamos que el dendroide del Ejemplo [3.4] se muestra que la definicion de la
familia F(p, A, {pn }nen) depende de la sucesion {p, }nen, es decir, existen dos sucesiones
diferentes, digamos {p, tnen ¥ {¢n }nen, que convergen al punto p tales que las familias

T, A, {pn}nen) ¥ F(p, A, {qn }nen) son diferentes.

EJEMPLO 3.4. Fxiste un dendroide X contenido en el plano Cartesiano tal que la defini-
cion de la familia F(p, A, {pn}nen) depende de la sucesion {py }nen-

DEMOSTRACION: Para construir el dendroide X (ver la Figura [2)), consideremos los
siguientes puntos de R?, a = (0,0), ¢ = (2,0), d = (4,0) y u = (=1, —2). Ademas, para
cada n € N, sean p, = (3, 1), g, = (3, —1), y ¢, = (2, —1). Definamos

n

X = [ad] U [uc] U | | ]apa] U [uc,] U [cagn]
neN

Para mostrar que la familia F(p, A, {p, }nen) depende de la sucesion {p, }nen, defi-
namos p = (3,0) y A = [pd], A es un arco con un punto extremo p, {pn tnen ¥ {@n }nen
son sucesiones que convergen a p; ademas, {{pn}}nen v {{¢n}}nen son sucesiones que
convergen a {p} y que satisfacen la definicion de que {p} es continuo limite maximal
fuerte de A. Notemos que p € P(X), mas ain A € A(p), {pn}nen, {qn}tnen € 8(p, A) y
por el Teorema |3.1] el dendroide X no tiene la propiedad de Kelley.

Veremos que existen

M e ?(p, A7 {pn}nEN) \ St(p> Aa {Qn}nEN) y N e ?<pa A7 {Qn}nEN) \ St(p> Aa {pn}nEN)
Para lo cual, definimos b = (1,0) y e = (0,—3). Ademas, definimos M = [bp] y

N = [ep]; para cada n € N, sean b, = (1,3-), e, = (0, —3 — 3-),

Mn = [bnpn] y Nn = [qncn] U [Cnen]‘
Notemos que
(1) MNA={p}=NnA.



222 10. EQUIVALENCIAS DE LA PROPIEDAD DE KELLEY EN DENDROIDES

FIGURA 2. Dendroide donde F(p, A, {p, }nen) depende de la sucesion {p, }nen.

(2) {M,,}nen es una sucesion de continuos de X que satisface la definicion de que
M es un continuo limite maximal fuerte en M UA y p, € M, para cadan € N.
(3) {N,}nen es una sucesion de continuos de X que satisface la definicion de que
N es un continuo limite maximal fuerte en NU A y ¢, € N,, para cada n € N.

Ast, M € F(p, A {pntnen) y N € F(p, A, {gn}nen). Notemos que g, & M,y pp & Ny,
para cada n € N. Por lo cual M & F(p, A, {qn}nen) vy N & F(p, A, {pn}nen). Por tanto,
g(p, A7 {pn}nEN) gZ Hj(p7 AJ {Qn}TLEN) y St<p7 A7 {QH}TLGN) gZ ?(p, A7 {pn}nEN) O

Sea X un dendroide, es conocido que la interseccion de dos elementos de C'(X) cuya
interseccion es no vacia es un elemento de C'(X), sin embargo, existe un dendroide X,
pePX), A€ A(p), vy {pn}nen € 8(p, A) para el cual existen M, N € F(p, A, {pn}nen)
con M NN # 0 tal que M NN & F(p, A, {pn }nen)-

EJEMPLO 3.5. Eziste un dendroide X en el espacio Euclideado, existen p € P(X),

A€ AWD), ¥ {pntnen € 8(p, A) para el cual existen M,N € F(p, A, {pn}nen) con
MAON #0 tal que M NN & F(p, A, {Pn}nen).

DEMOSTRACION: Para construir el dendroide X (ver la Figura , consideremos los
siguientes puntos de R3 a = (4,0,0), b = (2,0,0), p = (0,0,0), ¢ = (=1,0,0), ¢ =
(2,2,0) y d = (2,-2,0). Ademas, para cada n € N, sean a, = (4,0,% , by = (24
’O7t>7 b/n (2 - %7()’%)7 b;q/, = (2 + %7_%7ﬁ)7 Pn = (ana%>7 Cpn = ( y
n — (27 _27

|=

. Definimos el continuo

3= I
N—r

U3
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X =[aq] U [ed] U U [ab,] U [bpe,] U [l U [V, pa] UV, dn] U [dnb] U b ay)]

neN

FIGURA 3. M,N € F(p, A, {pn}nen) y M NN ¢ F(p, A, {pn}nen)-

Sea A = [pq], A es un arco con un punto extremo p, {p,}neny una sucesion que
convergen a p; ademas, {{p,}}nen €s una sucesién que converge a {p} y satisface la
definicion de que {p} es continuo limite maximal fuerte de A. Notemos que p € P(X),
méas aun A € A(p), {pn}nen € 8(p, A) y por el Teorema el dendroide X no tiene la
propiedad de Kelley.

Vamos a mostrar que existen

M, N € F(p, A, {pn}nen) con M NN # () tales que M NN & F(p, A, {pn }nen)-

Para esto definimos e = (3,0,0), M = [ep| U [bc] y N = [ap] U [bd], ademas para cada
n € N, sean ¢, = (3,0, ﬁ),
M,, = [enbn] U [bpca) U [cnb,] U [V pn] y Ny = [a bl U [Bd,] U [d,b] U D) pa].
Notemos que
(1) MNA={p} =NnA.
(2) {M,}nen es una sucesion de continuos de X que satisface la definicion de que
M es un continuo limite maximal fuerte en M UA y p, € M, para cadan € N.
(3) {N,}nen es una sucesion de continuos de X que satisface la definicion de que
N es un continuo limite maximal fuerte en NU A y ¢, € N,, para cada n € N.

Ademas, notemos que M NN = [ep] v [ep] & F(p, A, {pPn}nen)- O

Sea X un dendroide, también es conocido que la intersecién no vacia de dos elemen-
tos de C'(X) es un elemento de C'(X), sin embargo, existe un dendroide X, p € P(X),
A € A(p), vy {pntnen € S(p,A) para el cual existen M, N € F(p, A, {pn}nen) con
MNN #( tal que MUN & F(p, A, {pn }nen)-
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EJEMPLO 3.6. Eziste un dendroide X en el espacio Fuclideado, ezisten p € P(X),
A € A(p), y {putnen € 8(p,A) para el cual existen M, N € F(p, A,{pn}nen) con
MNON #0 tal que MUN & F(p, A, {pn}nen)-

DEMOSTRACION:  Para construir el dendroide X (ver la Figura [4), consideremos los
siguientes puntos de R, a = (0,0,0), v = (3,0,0), ¢ = (1,0,0), ¢ = (0,2,0), d =
(0,—2,0) y e = (0,—1,0). Ademas, para cada n € N, sean a, = (0,0,%), a, =

(%7_7%7 228:'_21))7 Cpn = (1707%)7 Pn = (0717%)7 n = (0727%)7 dn = (07_27%) y

en = (0, —1, 238:31)). Definimos el continuo

X = [av] U [dg] U | (J[van] U [dupa] U [eaa,]) U fahen] U [engn]

FIGURA 4. M> N e Sr(p> Aa {pn}nEN) y MUN ¢ gj(pa A7 {pn}nEN)'

Sean p = (0,1,0) y A = [pq], A es un arco con un punto extremo p, {p, }nen €s una
sucesion que convergen a p; ademas, {{p,}}nen s una sucesion que converge a {p} y
que satisfacen la definicion de que {p} es continuo limite maximal fuerte de A. Notemos
que p € P(X), mas atn A € A(p), {pn}nen € 8(p, A) y por el Teorema [3.1] el dendroide
X no tiene la propiedad de Kelley.

Vamos a mostrar que existen

M, N € F(p, A, {Pn}nen) con M NN # () tales que M UN & F(p, A, {pn }nen)-

Para esto definimos b = (2,0,0), M = [dp] y N = [ba] U [ap], ademas, para cada n € N,
sean b, = (2,0, %), M, = [bha,) U anp,] y N, = [dnpn]. Notemos que
(1) MNA={p}=NnA.
(2) {M,,}nen es una sucesion de continuos de X que satisface la definicion de que
M es un continuo limite maximal fuerte en M UA y p,, € M, para cada n € N.
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(3) {N,}nen es una sucesion de continuos de X que satisface la definicion de que
N es un continuo limite maximal fuerte en NU A y ¢, € N,, para cada n € N.

Ademas, notemos que M NN = [ap] y M UN & F(p, A, {pn }nen)- O

TEOREMA 3.7. Sea X un dendroide sin la propiedad de Kelley. Sip € P(X), A € A(p)
Y {Pn}nen € 8(p, A), entonces F(p, A, {pn}nen) €s arco conexo.

DEMOSTRACION: Primero vamos a probar que, para cada M € F(p, A, {pn}nen) con
M # {p}, existe un arco ordenado o de {p} a M en F(p, A, {pn}nen). Para esto
consideremos M € F(p, A, {pn }nen) con M # {p}. Sea {M, },en una sucesion en C'(X)
que satisface la definicion de que M es continuo limite maximal fuerte de M U A y que
{pn} C M, para cada n € N. Luego, por [7, Teorema 15.3 y Corolario 15.4] existe
un arco ordenado «,, en C(X) con puntos extremos {p,} y M,, para cada n € N.
Sin pérdida de generalidad supongamos que {«, },en €s una sucesion convergente en
C(C(X)) y que lim v, = av, por [7], Definicion 17.6] tenemos que

ae{feC(C(X)): B esun arco ordenado en C(X)} U Fi(C(X)).
Note que M, {p} € a y M # {p}, esto implica que « es un arco ordenado en C(X).

Sea N € «, para cadan € N existe N,, € o, tal que lim N,, = N. Note que para cada
n € N, a,, es un arco ordenado con puntos extremos {p,} y M,, asi {p,} C N,, C M,
por lo cual {p} C N C M. Luego, « es un arco ordenado con puntos extremos {p} y
M.

Ahora, vamos a probar que o C F(p, A, {pn}nen). Para esto sea N € «, como
Nc M, MNnA=/{p}y{p} C N tenemos que NN A = {p}. Para cadan € N,
sea N, € «,, tal que lim N,, = N. Por la Proposicion existe un elemento maximal
S € M({Ny}new) NC(N U A) el cual es un continuo limite maximal fuerte de N U A.
Vamos a probar que S = N. Para esto ultimo, como S € M({N, },en) tenemos que
existe una sucesion {Sy, }neny en C(X) tal que lim S,, = Sy, para cadan € N, N,, C S,,.
Para cada n € N, definimos L,, = S,, U M,,, puesto que N,, C S,, N M,,, tenemos que L,
es un continuo. Ademas,

lim L, =1limS, UM, =SUM CNUAUM C MUA.

Como M,, C L,, y M es un continuo limite maximal fuerte de M U A y la sucesion
{L,}nen converge en M U A tenemos que S UM = M, luego S C M, de donde
SN A= {p}. Tenemos entonces que S C NUA, NC Sy SNA={p}=NnNA, por
lo cual S = N.

De lo anterior obtenemos que N N A = {p} y existe una sucesion {S, },en en C(X)
con p, € S,, para cadan € N, que satisface que N es un continuo limite maximal fuerte
de N U A, Esto implica que N € F(p, A, {pn }nen). Por lo tanto, a C F(p, A, {pn }nen)-

Con todo, podemos concluir que F(p, A, {pn }nen) €s arco conexo. O

COROLARIO 3.8. Sea X un dendroide sin la propiedad de Kelley. Sip € P(X), A €
AP) y {pn}nen € 8(p, A), entonces F(p, A, {pn}tnen) es conexo.
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Si X es un dendroide sin la propiedad de Kelley entonces F(p, A, {pn}tnen) no
necesariamente es un conjunto compacto. El Ejemplo muestra que la familia
F(p, A, {pn}nen) no es un conjunto compacto. Por otro lado, el Ejemplo mues-
tra que la familia F(p, A, {pn }nen) si es un conjunto compacto.

EJEMPLO 3.9. Eziste un dendroide X en el plano Euclideano, existen p € P(X), A €
AD), y {pn}nen € 8(p, A) tales que F(p, A, {pn}nen) no es un conjunto compacto.

DEMOSTRACION: Para construir el dendroide X (ver la Figura [5)), consideremos los
siguientes puntos de R?* a = (0,0) y ¢ = (2,0). Ademés, para cada n € N, sea
pn = (1, ). Definimos

X = [aq) U | {J[ap,]

neN

F1GURA 5. Dendroide donde F(p, A, {p, }nen) no es compacto.

Sean p = (1,0) y A = [pq] es un arco con un punto extremo p, notemos que
{Pn}nen €s una sucesion que converge al punto p; ademés, {{p,}}nen €s una sucesion
que converge a {p} y que satisfacen la definicion de que {p} es continuo limite maximal
fuerte de A. Notemos que p € P(X), mas ain A € A(p), {pn}nen € S(p, A) y por el
Teorema [3.1] el dendroide X no tiene la propiedad de Kelley.

Para mostrar que existe la familia F(p, A, {p, }nen) que no es compacto. Para cada

t € (0,1] definimos b; = (t,0) y M; = [byp]. Sea t € (0,1] fijo, para cada n € N, sea
b, = (t, %), y definimos M,, = [b,p,] para cada n € N. Notemos que

(1) Myn A= {p}.

(2) {M,}nen es una sucesion de continuos de X que satisface la definicion de que

M; es un continuo limite maximal fuerte de M;UA y p,, € M, para cadan € N.

De lo anterior, F(p, A, {pn }nen) = {M; C X : t € (0,1]}. Por tanto, F(p, A, {pn }nen)

no es un conjunto compacto. 0

EJEMPLO 3.10. Eziste un dendroide X en el plano Fuclideano, ezisten p € P(X),
A€ AD), vy {pn}nen € 8(p, A) tales que F(p, A, {pn}nen) €s un conjunto compacto.
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DEMOSTRACION:  Para construir el dendroide X (ver la Figura [6)), consideremos los
siguientes puntos de R?, a = (0,0), p = (1,0), ¢ = (2,0). Ademés, para cada n € N,
sean a, = (0, 5°=), ¢n = (2, 5—) ¥ Pn = (1, 55). Sea n € N fijo, para cada k > n, sea

» 2n—1 ? 2n—1 ) 2n
_ 1 n+k ’_ _ 1 n+k :
P = (L4 =1 5o) Y Py = (L= =57, 507 )- Para cada n € N, definimos

Ay = [anga] Ulgnpl, ] Ul | {J[Ph2n] U lon, P, |
k>n

notemos que A, es un arco con puntos extremos a,, y p,. Definimos el continuo

X = [aa1] U [ag] U U A,

neN

FIGURA 6. Dendroide donde existe F(p, A, {pn }nen) compacto.

Sea A = [pq] es un arco con un punto extremo p, notemos que {p,}nen €s una
sucesion que converge al punto p; ademas, {{pn}}nen €s una sucesion que converge a
{p} v que satisfacen la definicién de que {p} es continuo limite maximal fuerte de A.
Notemos que p € P(X), mas atn A € A(p), {pn}nen € 8(p, A) y por el Teorema [3.1] el
dendroide X no tiene la propiedad de Kelley.

Notenemos que F(p, A, {pntnen) = {{p}}. Por tanto, F(p, A, {pn}tnen) €s un con-
junto compacto. 0

Sea X un continuo, definamos
NK(X) = {x € X : X no tiene la propiedad de Kelley en z}.

Dado un dendroide X caracterizamos el conjunto de puntos donde X no tiene la
propiedad de Kelley en términos de la familia F(p, A, {pn }nen)-
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TEOREMA 3.11. Sea X un dendroide, entonces,

NEX) = U U U A {padeen).

peP(X) A€A(p) {pPn}nen€S(p,A)

DEMOSTRACION: Primero note que, si X tiene la propiedad de Kelley entonces N K (X)
es vacio y, en consecuencia, se satisface el resultado.

Ahora, asumamos que X no tiene la propiedad de Kelley. Sea x € NK(X) entonces
existe una sucesion {z, }ney en X y un continuo K € C'(X) tales que limz,, =z, x € K
y para cualquier sucesion { K, } ey en C'(X) que satisface que x,, € K,, para cadan € N,
se tiene que la sucesion {K,},en no converge a K.

Consideremos dos puntos z,y € X, diremos que z <, y si se cumple que z € [qy];
diremos que z <, y si se cumple que z <, y y z # y. Ahora, si B C [gz], para algiun
punto z € X, entonces inf(B) es la cota inferior mas grande de B en [gz], con el orden
<

q-

Sea S un elemento maximal en M({{z,}}nen) N C(K). Por la Proposicion
tenemos que S es un continuo limite maximal fuerte de K. Notemos que S # K. Sea
a € K\ Synote que z € S. Consideremos p = inf([ax] N frg(9)).

Definamos A = [pa], notemos que SN A = {p}. Puesto que p = inf([az]| N frk(S5)),
p€ K. Comoa,pe K, AC K. Como A, S C K, SUA C K. Por el Lema 2.2
tenemos que S es continuo limite maximal fuerte de S U A. Sea {5, }nen una sucesion
en C(X) que satisface la definicion de que S es un continuo limite maximal fuerte de
S'UA. Para cada n € N, sea p, € S, tal que limp,, = p. Sea R un elemento maximal
en M({{pn}}nen) N C(A), por la Proposicion tenemos que R es un continuo limite
maximal fuerte de A.

Vamos a probar que R = {p}. Para esto note que, como R € M({{p,}}nen), existe
una subsucesion {{pn, } }ren de la sucesion {{p,}}nen y existe una sucesion {R, }nen
en C'(X) tales que lim R,, = R y, para cada k € N, {p,,} C Rj. Ahora, para cada
n € N, definamos H,, = R, U .S,. Como p, € R, NS, tenemos que H, es un continuo.
Notemos que

lmH, =limR,US,=RUSCSUA.

Como S, C H,, S es continuo limite maximal fuerte de S U A y la sucesion { H,, }nen
converge en S U A tenemos que SU R = S, luego R C S. Entonces, R C AN S = {p}.
Por lo tanto, R = {p}.

De lo anterior tenemos que {p} es un continuo limite maximal fuerte de A.

Sea M un elemento maximal de M({{p,} }nen) N C(S U A). Por la Proposicion
tenemos que M es un continuo limite maximal fuerte de S U A. Vamos a probar que
S = M. Como M € M({{pn}}nen) existe una sucesion {M, },eny en C(X) tal que
lim M,, = M y, para cada n € N, {p,} C M,. Ahora, para cada n € N, definamos
L, = S,UM,. Note que para cada n € N, p, € S,, N M,, esto implica que L,, es un
continuo. Ademas, lim L, = lim S, UM, = SUM C SU A. Como para cada n € N,
S, C Ly, S es continuo limite maximal fuerte de SU A y la sucesion { L, },en converge
en S U A tenemos que SUM = S, luego M C S. Ademas, como M, C L,, para cada
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n € N, M es continuo limite maximal fuerte de S U A y la sucesion { L, },en converge
en S U A tenemos que SUM = M, luego S C M. Por lo tanto, S = M.

Notemos que SN A = {p}, de donde, M N A = {p}. Hemos construido un continuo
M en X tal que M N A = {p}, M es continuo limite maximal fuerte de M U A, y
una sucesion { M, }nen en C(X) que satisface la definicion de que M es continuo limite
maximal fuerte de M U A, tal que p,, € M,, para cadan € N, asi M € F(p, A, {pn}nen)-
Como x € S = M, tenemos que

re J U U UTw A padeen).

peP(X) A€A(p) {pn}neneS(p,A)

Para la otra contencion, sea

re J U U U@ A padeen).

peP(X) A€A(p) {pn}neneS(p,A)

Luego, existe M € F(p, A, {pn}nen) tal que x € M, para algun p € P(X), para algin
arco A € A(p) y para alguna sucesion {p, tnen € 8(p, A). Como M € F(p, A, {pn}nen)
existe { M, }nen una sucesion en C'(X) que satisface la definicion de que M es continuo
limite maximal fuerte de M U A. Para cada n € N, sea x,, € M, tal que limz, = x.

Sea K = MU A.

Vamos a probar que para cualquier sucesion {K,},en en C(X) que satisface que
x, € K, para cada n € N, se tiene que la sucesion {K,},en no converge a K. Para
probar esto, supongamos por el contrario, supongamos que existe una sucesion { K, }nen
en C(X) tal que z, € K, para cada n € N, y que lim K,, = K. Ahora, para cada
n € N, definamos N,, = K,, U M,,. Note que z,, € K,, N M,, esto implica que N,, es un
continuo. Ademés,
N,=K,UM, - KUM C K.

Como M, C N,, para cada n € N, M es continuo limite maximal fuerte de K y la
sucesion { N, },en converge en K tenemos que K UM = M, luego K C M. Lo cual
es imposible, pues M N A = {p}. Por lo tanto, para cualquier sucesion {K, },en en
C(X) que satisface que z,, € K,,, para cada n € N, se tiene que la sucesion { K, }nen
no converge a K, es decir, X no tiene la propiedad de Kelley en z. Por lo tanto,
r € NK(X). O

En relacion con los Ejemplos y la familia F(p, A, {pn}nen) no siempre es
un conjunto compacto. Concluimos este capitulo con la pregunta:

PREGUNTA 3.12. Sea X un dendroide sin la propiedad de Kelley. sHallar condiciones
necesarias y suficientes sobre X, para tener que la familia F(p, A, {pn}tnen) €s un con-
Jgunto compacto?
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1. Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y con mas de un punto. Dado

un continuo X, un subcontinuo de X es un subespacio no vacio de X que es cerrado y
conexo. Dado un entero positivo n, consideramos los siguientes hiperespacios de X,

e 2¥ ={AC X : Aesno vacio y cerrado en X},

e [1,(X)={A€e2X : Atiene alo més n puntos},

o C\,(X)={A€2X : Atiene a lo mas n componentes};
todos estos dotados con la métrica de Hausdorff (véase [15] Definition 2.1, p. 11]). Por
simplicidad, escribiremos C'(X) en lugar de C1(X).

Dados un hiperespacio H(X) € {2%, F,(X),C.(X)} vy K € 2% — {X} (fijo), se
consideran las siguientes familias:
HX;K)={AeH(X): KNA#D},
Hr(X)={AeH(X): K C A}
Notese que H(X; K) siempre es un subcontinuo de H(X). Sin embargo, cuando
H(X) = F,(X)y K € 2X — F,(X), se tiene que Hx (X) es vacio y para evitar esto, en
tal caso se considera K € F,,(X), asi Hx(X) es un subcontinuo de H(X). El subespa-

cio H(X; K) es llamado el hiperespacio interseccion en H(X) y Hg(X) es llamado el
hiperespacio contencion para K en H(X).

231
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Al conjunto H(X)/H(X; K) lo dotamos con la topologia cociente y por [29, Theo-
rem 3.10, p. 40|, H(X)/H(X; K) resulta ser un continuo. Usaremos el simbolo 7k para
denotar la funcion (natural) cociente wx @ H(X) — H(X)/H(X; K), y denotaremos
por Hy al punto correspondiente a H(X; K) en H(X)/H(X; K), bajo la funcion 7.

Las siguientes propiedades son una consecuencia de las definiciones previas.

OBSERVACION 1.1. Sean X un continuo, K € 2% y n un entero positivo. Se cumplen
las siguientes afirmaciones:

(1) Hg(X) C H(X; K).

(2) H(X; K) = U,ex H(X; {p})-

(3) St K € F1(X), entonces H(X; K) = Hg(X).

(4) H(X; K) N Fi(X) = Fi(K).

(5) Ti|acx)-aex:x) © H(X) — H(X; K) = H(X)/H(X; K) — {Hg} es un homeo-

morfismo.

En relacion con los cocientes entre hiperespacios de un continuo X se han estu-
diado algunos con anterioridad, por ejemplo, Sam B. Nadler, Jr. en 1979, comienza
el estudio del hiperespacio suspension de X denotado por HS(X) = C(X)/Fi(X),
véase [28]. Para el ano 2004, R. Escobedo, M. de J. Lopez y S. Macias retoman el
estudio del hiperespacio suspension, ver [10]. Ese mismo ano, S. Macias estudia el
espacio HS,(X) = C,(X)/F,(X), llamado n-ésimo hiperespacio suspension de X, con-
tinuando con el estudio de este espacio en 2006, véase [21] y [22]. Mas tarde, en
2008, J. C. Macias analiza el n-ésimo pseudo-hiperespacio suspension de X denotado
por PHS,(X) = C,(X)/Fi(X), véase [17]. En el ano 2016, J. Camargo y S. Macias
estudian y determinan propiedades del espacio CT(X) = C,(X)/Ci(X) , véase [4].
Recientemente, en [5] se realiza un estudio del hiperespacio FX(X) = F,(X)/Fnx(X),
obteniendo propiedades de aposindesis, conexidad local, arco conexidad, unicoherencia
y puntos de corte en este hiperespacio. En [2], aparece un estudio del hiperespacio
Cp(X) = Ch(X)/Chg(X) en el caso de que X es una grafica finita, y en el caso general
se presentan propiedades relacionadas a aposindesis, conexidad local, arco disconexidad
y contractibilidad.

Continuando en esta linea de investigacion, en este trabajo presentamos algunas propie-
dades topolégicas del hiperespacio H(X)/H(X; K) cuando H(X) € {2%,C,(X),C(X)},
esto se encuentra en la tercera seccion, siendo que la segunda secciéon consta de defini-
ciones y notacion general que es utiliza en el presente trabajo. En la cuarta seccion, se
trata el caso de graficas finitas y presentamos condiciones en X y K para garantizar
que C(X) v C(X)/Cn(X; K) sean homeomorfos, ademés de desarrollar herramientas
para abordar en la quinta y dltima seccion el caso de graficas finitas con dos puntos de

ramificacion y mostramos que cuando K consta de un punto extremo de la grafica X,
Ch(X) y Crh(X)/C,(X; K) no pueden ser homeomorfos.

2. Definiciones y notaciéon general

Un arco es cualquier espacio homeomorfo al intervalo unitario I = [0, 1] y una curva
cerrada simple es cualquier espacio homeomorfo a la circunferencia unitaria S'. El



2. DEFINICIONES Y NOTACION GENERAL 233

conjunto de todos los enteros positivos lo denotamos por N. Dado un subconjunto A
de un espacio topologico Z, denotamos la cerradura, el interior y la frontera de A en
Z por Clz(A), IntZ(A) y FrZ(A), respectivamente. Si dos espacios topologicos YV y Z
son homeomorfos escribimos Y &~ Z. En un espacio topologico Z, una componente de
Z es un conjunto conexo y no vacio de Z que es maximal.

Una grdfica finita X es un continuo que se puede escribir como la unién finita de
arcos tal que cualesquiera dos arcos, o son ajenos o se intersecan en uno o en ambos
puntos finales. Si X es una grafica finita, los arcos y los puntos finales de cada arco son
llamados aristas y vértices, respectivamente. Dado m € N (m > 3), un m-odo simple
Y, es una grafica finita la cual es unién de m arcos, Ji,..., J,, tal que existe un tnico
punto v € Y con la propiedad: {v} = J; N J; siempre que ¢ # j, y v es un punto final
de J; para cadat = 1,...,m. Un drbol es una gréfica finita sin curvas cerradas simples.

El orden de un punto en una gréfica finita X, la daremos usando la definicién clasica
de Menger. Seap € X ym,n € N, el orden de p en X, denotado por ordx(p), se define
como ordx(p) < n, si para cada € > 0 existe un conjunto abierto G' que contiene a
p cuyo diametro es menor que € tal que Frx(G) tiene a lo mas n puntos. Ademés,
ordx(p) =n si ordx(p) < ny ordx(p) £ m, para cada m < n.

Sea q € X, se dice que:

e ¢ es un punto extremo de X, si ordx(q) = 1.
e ¢ es un punto ordinario de X, si ordx(q) = 2.
e ¢ es un punto de ramificacion de X, si ordx(q) = 3.

El conjunto de puntos extremos de X, lo denotamos por E(X); el conjunto de puntos
ordinarios de X, se denota por O(X); y el conjunto de puntos de ramificacion de X,
lo denotamos por R(X). Observemos que para un arco y una curva cerrada simple, el
conjunto de puntos de ramificacion es vacio. En cualquier otro caso, podemos asumir
que cada vértice de X es un punto final de X o un punto de ramificacion de X; con
esta restriccion, los dos puntos finales de una arista de X pueden coincidir y en este
caso, la arista es una curva cerrada simple, a este tipo de aristas les llamamos lazos.
Asi, las aristas de X son arcos o curvas cerradas simples, y con esto X tiene tres tipos
de aristas: lazos, aristas que tienen un punto final de X y aristas que unen puntos de
ramificacion.

Diremos que un continuo X es unicoherente si cada que A y B son subcontinuos de
X tales que AU B = X se tiene que AN B es conexo. Un continuo de Peano es un
continuo localmente conexo. Un continuo X se dice que es conexo en pequeno (cik) en
p € X, si cada vecindad de p contiene una vecindad conexa de p; estos dos conceptos se
relacionan por [11, Theorem 3.11, p. 114] como se enuncia a continuacion: Un continuo
es un continuo de Peano si y solo si es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos.
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Sea X un continuo con métrica d. Dados ¢ > 0, p € X y A C X, usaremos la
notacion estdndar para bolas abiertas y bolas abiertas generalizadas:

B.(p) ={r € X +d(z,p) < e},
N(g,A) ={z € X :existe y € A tal que z € B.(y)}.

Dados A y B subconjuntos cerrados de X, la distancia de Hausdorff entre Ay B
esta definida por:

H(A,B)=inf{e >0: AC N(¢,B)y BC N(g,A)}.

Es bien sabido que H es una métrica para 2%, véase [15, Theorem 2.2, p. 11].
Para una familia finita de subconjuntos de X, Uy, ..., U,, el simbolo (U, ..., U,) denota
al conjunto

Ae2¥X ACUUiyAﬂUi#Q), para cadai € {1,...,7}

i=1
Se sabe que la familia
{{U1,...,U,) : paracadai € {1,...,r}, U; es abierto en X, r € N},

forma una base para una topologia para 2%, la cual es conocida como topologia de
Vietoris, véase, por ejemplo, [15, Definition 1.1, p. 1], ademés esta topologia coin-
cide con la topologia inducida por la métrica de Hausdorff, véase [15, Theorem 3.2,
p. 18]. Con el fin de simplificar la escritura, escribiremos (Ui, ...,U,), en lugar de
(U, ..., U.) NCy(X).

Dada f : X — Y una funcién continua entre continuos, consideramos la funcion

inducida f* : 2% — 2Y definida por f*(A) = f(A) para cada A € 2%. Ademaés, si
H(X) € {2%,C(X), F,(X),C,(X)}, entonces la funcion H(f) : H(X) — H(Y) dada
por H(f) = f*[s¢(x), es una funciéon continua (ver [15, Theorem 13.3, p. 106]).
Sean A, B € 2%, un arco ordenado de A a B es una funciéon continua o : I — 2% tal
que a(0) = A, a(1) = B y a(r) es un subconjunto propio de «(s), cuando r < s. Las
condiciones para la existencia de arcos ordenados se pueden encontrar, por ejemplo, en
[27, 1.2-1.8, p. 57-59].

3. El espacio H(X)/H(X; K)

En el resto del trabajo, el simbolo X denotara un continuo, K un punto en 2% —{ X}
y n € N. Ademas, consideramos que H(X) € {2%,C(X), C,(X)}, salvo que se indique
lo contrario. En el caso cuando H(X) = 2%, el simbolo 2% (K) denota el hiperespacio
H(X; K).

OBSERVACION 3.1. 2% —2%(K) = (X — K) y C,(X) — C(X; K) = (X — K),,.

Recordemos que un subconjunto S de un espacio topologico Z es un conjunto de
corte de Z si Z — S no es conexo. Un punto p € Z es un punto de corte de Z si {p}
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es un conjunto de corte de Z. Diremos que A € 2% es un conjunto de no-corte de X si
X — A es conexo.

PROPOSICION 3.2. El conjunto K es un conjunto de corte de X si y solo si H(X; K)
es un conjunto de corte de FH(X).

DEMOSTRACION: Probaremos la proposiciéon para H(X) = 2%, ya que la prueba es
similar cuando H(X) = C,,(X).

Supongamos que K es un conjunto de corte de X, existen entonces U y V' dos subcon-
juntos abiertos, ajenos y no vacios de X tales que X — K = U U V. Puesto que (U) y
(X — K, V) son subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de 2% y la observacion
basta probar que (X — K) = (U)U(X — K, V).

Sea A€ (X —K). Como ANK =0y AC X—K =UUV, tenemos que: si ANV # (),
entonces A € (X—K,V); en otro caso, A € (U). Porlo que (X—K) C (U)U(X—-K,V).
Por otro lado, sea A € (U) U (X — K, V), si A € (U) se tiene que A C U C X — K
siAe (X —K,V)entonces AC X—-—K=UUVyANV # (. En ambos casos
A€ (X —K),conloque (U)U(X — K,V) C (X — K). En consecuencia, 2% (K) es un
conjunto de corte de 2%.

Reciprocamente, si X — K es conexo, entonces 2% — 2% (K) = (X — K) es conexo (ver
[26, Proposition 4.11, p. 166]). Por lo que X — K no es conexo cuando 2% — 2% (K) no
es conexo, y también, K es un conjunto de corte de X. 0

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de la proposicion y (5) de
la observacion [L1)

COROLARIO 3.3. El conjunto K es un conjunto de corte de X si y solo st Hy es un
punto de corte de H(X)/H(X; K).

Analicemos ahora la unicoherencia de H(X)/H(X; K).
Es sabido que los hiperespacios 2% y C,(X) son unicoherentes, véase [27, Corollary
1.176, p. 178] y [20, Theorem 4.8, p. 244|, respectivamente. Como 7 es una funciéon
mondtona, el siguiente resultado se sigue de [16, Theorem 3, p. 163].

TEOREMA 3.4. El espacio H(X)/H(X; K) es unicoherente.

Dado que el hiperespacio H(X) es un continuo arco conexo, por |27, theorems 1.9
and 1.12] y |20, Theorem 3.1, p. 240], ademaés, puesto que 7 es una funciéon continua
y cerrada, se tiene el siguiente teorema.

TEOREMA 3.5. El espacio H(X)/H(X; K) es arco conexo.

LEMA 3.6. Sea H(X) € {2%,C.(X)}. El conjunto H(X) — H(X; K) es localmente
conexo sty solo si X — K es localmente conexo.

DEMOSTRACION:  Supongamos que H(X) — H(X; K) es localmente conexo. Sean
r € X — Ky V un abierto en X tal que z € V. Como W =V N (X — K) es abierto
en X y contiene a z, tenemos que {z} € (W) NH(X) C H(X) — H(X; K). Puesto
que H(X) — H(X; K) es localmente conexo, existe U un subconjunto abierto y conexo
de H(X) — H(X; K) tal que {z} € U C Clyx)(U) C (W) NH(X). Fijemos e > 0 tal
que B ({z}) N H(X) C U y consideremos T' = |J Cly(x)(U); por |27, Lemma 1.49, p.
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102], tenemos que T es un subcontinuo de X. Notemos que x € T C W C V, ademas,
si y € B(x) entonces {y} € B ({z}) N H(X) C U; esto implica que {y} €e Uy y € T.
Por lo que z € Intx(7) ¢ T C W C V. Esto demuestra que X — K es conexo en
pequeno en x para cada r € X — K, la conexidad local de X — K se sigue de esto
tltimo y [11, Theorem 3.11, p. 114].

Reciprocamente, supongamos que H(X) € {2%,C,,(X)} y X — K es localmente conexo.
Sean A € H(X)—H(X; K)y Vun abierto en H(X) tal que A € V. Como V es abierto,
existen Wi,..., W, abiertos en X tales que A € (Wy,...,W,,,) N H(X) C (H(X) —
H(X; K)) NV, notese que podemos suponer que W; C X — K paracadai=1,...,m.
Dado que X — K es localmente conexo, para cada a € Ay cada j € {1,...,m} tales
que a € W;, existe CY un abierto conexo en X — K tal que a € C? C Clx(CY) C
W,. Por la compacidad de A, la cubierta {C? : a € ANW,,j € {1,...,m}} de A
tiene una subcubierta finita, digamos {C’g{, e ,ng}, si dicha subcubierta es tal que
{j1,---,Js} # {1,...,m} agregamos elementos C? hasta que esto se cumpla (esto se
alcanza en a lo mas m — 1 elecciones). Sin pérdida de generalidad, supongamos que
{Cr, ..., Ci} satisface {j1,...,js} = {1,...,m}.

Si H(X) = 2%, el abierto (C7!,...,C%) es conexo (ver [26] Proposition 4.11, p. 166]).
Por lo que (C7',...,C%) es un subconjunto abierto y conexo de H(X) tal que A €
(CI, .., C%) € (W, W) NH(X) € (H(X) — H(X;K))N'V C V. Esto muestra
que H(X) — H(X; K) es localmente conexo.

Si H(X) = C,(X), por [23, Proposition 6.1.5, p. 249], (Clx(C4),...,Clx(Cé)), es
un subcontinuo de C,,(X); dicho subcontinuo contiene a A en su interior y cumple que
(Clx (C71), ..., Clx(C))n C (Wh, ..., W) NH(X) C (H(X)—-H(X;K))NV C V. Por
lo tanto H(X)—H(X; K) es conexo en pequeno en A, esto implica que H(X)—-H(X; K)
es localmente conexo, por [11, Theorem 3.11, p. 114]. O

Sea H(X) € {2%,C,(X), F,,(X)}, es sabido que X es localmente conexo si y solo si
H(X) es localmente conexo:

e cuando H(X) = 2%, véase |27, Theorem 1.135, p. 154];
e en el caso H(X) = C,(X), véase |23, Theorem 6.1.6, p. 249|;
e cuando H(X) = F,(X), véase [18, Lemma 2, p. 286].

TEOREMA 3.7. Sea H(X) € {2%,C,(X), F,(X)}.
(1) Si X es un continuo de Peano entonces H(X)/H(X; K) es un continuo de
Peano.
(2) Si H(X) € {2%,C(X)} y K es un subconjunto cerrado a lo mds numerable de
X, el reciproco de (1) es cierto.

DEMOSTRACION: La primera parte es consecuencia de [29] Proposition 8.16, p. 127],
puesto que Tk es una funcion cerrada y continua.

Para probar (2), supongamos que H(X)/H(X; K) es localmente conexo y K es un
subconjunto cerrado a lo més numerable de X. Dado que H(X)/H(X; K) — {Hx}
es localmente conexo, por (5) de la observacion [1.1] H(X) — H(X; K) es localmente
conexo. Por el lema , tenemos que X — K es localmente conexo. De [11, Theorem
3.11, p. 114] y [29] Corollary 5.13, p. 78|, X no puede ser conexo en pequeno en
todos sus puntos salvo en una cantidad a lo mas numerable de puntos. Como K es un
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subconjunto cerrado a lo mas numerable de X, tenemos que X es conexo en pequeno
en cada uno de sus puntos. Por lo tanto, X es localmente conexo. O

A continuacién enunciamos un lema técnico que utilizamos en el ejemplo subse-
cuente.

LEMA 3.8. Sea H(X) € {2%,C (X))} y K € C(X). Si W es el espacio cociente X/ K,
donde p : X — W es la funcion (natural) cociente tal que p(K) = {k}, entonces
H(X)/H(X; K) es homeomorfo a H(W)/H(W; {k}).

DEMOSTRACION:  Sea H(p) : H(X) — H(W) la funcion inducida por p. Note-
mos que H(p)(H(X;K)) € H(W;{k}) ya que p(K) = {k}. Como 7x : H(X) —
HX)/H(X;K) y mgey o p = H(X) = HW)/FH(W;{k}) son funciones cerradas y en
consecuencia funciones cociente, por |8, Theorem 4.3, p. 126|, existe una funcién con-
tinua p* : H(X)/H(X; K) — H(W)/H(W; {k}) tal que el siguiente diagrama conmuta.

H(X) ) H(W)

ﬂ-Kl jﬂ-{k}

H(X)/H(X; K) =2 FC(W) /3 (k)

Veamos ahora que p* es un homeomorfismo. Como p es una funcién monotona,
la funcion inducida H(p) también es monotona (véase [12, Theorem 3.2, p. 241|) y
en consecuencia suprayectiva; de que el diagrama conmuta, p* es suprayectiva. Ahora
supongamos que A, B € H(X) — H(X; K) con A # B, de que p|x_k es inyectiva se
tiene que H(p)(A) = p(A) # p(B) = H(p)(B). Finalmente, como (p*) 1 (H(W;{k})) =
{H(X; K)} entonces p* es inyectiva. Por lo tanto p* es un homeomorfismo. 0

La hipotesis, K es un subconjunto cerrado a lo més numerable de X, en (2) del
teorema [3.7] no puede ser omitida como lo muestra el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 3.9. Sea Y = {(0,y) e R?: =1 <y < 1} U{(z, sen(1/x)) € R? : x € (0,1]}.
Consideremos K = {(0,y) € R?* : =1 <y < 1} C Y y sea k el punto correspondi-
ente a K en el espacio cociente Y/K. Notemos que Y/K es homeomorfo a un arco
y que podemos elegir el homeomorfismo h : Y/K — I tal que h(k) = 0. Por el lema
tenemos que H(Y)/H(Y; K) es homeomorfo a H(Y/K)/H(Y/K;{k}). Ademads,
HY/K)/H(Y/K;{k}) es homeomorfo a H(I)/H(I;{0}), el cual es localmente conexo
por el teorema[3.7. Esto muestra que H(Y)/H(Y; K) es localmente conexo.

4. El hiperespacio C,,(X)/C,(X; K) de graficas finitas

En esta secciéon, nos enfocamos en determinar cuando una grafica finita X satisface
que C,(X) es homeomorfo a C,(X)/C,(X; K). Antes de continuar, consideremos los
siguientes subespacios de 2%, llamados hiperespacios de conjuntos de no-corte de X:

e NC(X)={A€2¥: Aesun conjunto de no-corte de X}.

e NC*(X)={A e NC(X) : Intx(A) = 0}.
El lector debe tener en cuenta que aqui el hiperespacio NC(X) es diferente al hiperes-
pacio de los conjuntos de no corte que se encuentra en la literatura y que es denotado
de la misma forma (ver por ejemplo [9]).
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LEMA 4.1. Si C\(X) = C(X)/Ch(X; K) entonces K € NC(X).

DEMOSTRACION: Como C,,(X) es colocalmente conexo (ver [20, Theorem 5.1, p. 245])
y es homeomorfo a C,(X)/C,(X; K), tenemos que C,,(X)/C,(X; K) es colocalmente
conexo en cada uno de sus puntos. En consecuencia, de |2, Proposition 2.4, p. 205,
Ch e 10 es punto de corte de C,,(X)/C,,(X; K). De esto y el corolario 3.3, K € NC(X).

O

En este trabajo, dimension significa dimension inductiva como se define en [13]
Definition IIT 1, p. 24|, y los simbolos dim(Z), dim,(Z) denotan la dimensién de un
espacio topologico Z y la dimension de Z en p, respectivamente.

OBSERVACION 4.2. Una consecuencia de (5) de la observacion y de [13] Corollary
2, p. 32| es la siguiente igualdad: dim(C,,(X)/Cn(X; K)) = dim(C,(X) — C,(X; K)).

Observemos que para cada subconjunto abierto U de X que contiene a p, dim,(X) =
dim,(U) (la definicién de dimension en un punto depende solo del sistema de vecindades
de los puntos). Para conveniencia del lector establecemos la siguiente observacion.
OBSERVACION 4.3.

(1) dim(X) = max{dim,(X) : x € X}, cuando dim(X) es finito.
(2) dim,(X) = dim,(U), para cada subconjunto abierto U de X que contiene a p.

En el resto de esta seccion, el simbolo X denotard una grafica finita, salvo que se
indique lo contrario; se denota por DY el conjunto

{dimA(C, (X)) : A € (X — K),,}.

Por la observacion y como dim(C, (X)) < oo (ver [19, Theorem 5.1, p. 270]),
podemos inferir que D7} es un subconjunto acotado y no vacio de N, lo que permite
concluir:

OBSERVACION 4.4. dim((X — K),,) = max D}.

Antes de calcular la dimension del hiperespacio C,(X)/C,(X; K), recordemos el
siguiente teorema.

TEOREMA 4.5. [24], Theorem 2.4, p. 791| Las siguientes igualdades son vdlidas:

(1) dima(Cn(X)) = 2n 4 3, c anpix)(0rdx (p) — 2), para cada A € Cp(X);

(2) dimx (Cp(X)) = dim(C,(X)).
LEMA 4.6. dim(C,(X)/Cn(X; K)) = max D} < dim(C,,(X)).
DEMOSTRACION: Notemos que la desigualdad es trivial, basta probar la igualdad. Por
las observaciones [4.2] y [4.4] tenemos que

dim(C,,(X)/Ch(X; K)) = dim(C,(X) — Cp(X; K)) = dim((X — K),) = max D'.
OJ

COROLARIO 4.7. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

(1) Si K N R(X) # 0, entonces dim(C,,(X)/C(X; K)) < dim(C,(X)).
(2) Si K C E(X), entonces dim(C,,(X)/C,(X; K)) = dim(C,,(X)).
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DEMOSTRACION: Probamos (1), sea p € KNR(X). Paracada A € C,,(X)—C,(X; K)
se tiene que p §é A, por el teorema

dima(Cr (X)) =2n + Z (ordx(x) — 2)

TEANR(X)

<2+ Y (ordx(z) — 2) = dimy (Co (X)) = dim(C, (X)).
zER(X)
Por lo que dim(C,,(X)—C,(X; K)) < dim(C,,(X)) y en consecuencia, por la observacion
4.2,
dim(C,(X)/Ch(X; K)) = dim(C,,(X) — C(X; K)) < dim(C,(X)).

Ahora probaremos (2), como K C E(X), existe A € C(X) tal que ANE(X) =01y
R(X) C A. Por el teorema dim(C, (X)) = dimx (C,(X)) = dima(C,,(X)). Como
Cn(X) — Ch(X; K) es abierto, (2) de la observacion implica que dim(C, (X)) =
dim (C,(X) — Ch(X; K)). Con lo que se tiene lo siguiente

dim(C,(X)) = dima(C,(X)) = dima (C(X) — C(X; K))
< dim(C(X) — Ch(X; K))
= dim(C,(X)/C(X; K)) < dim(Cy,(X)).
De esto se tiene que dim(C,(X)/C(X; K)) = dim(C,(X)). O

Dado un arbol X diferente de un arco y de un m-odo simple, en |7, p. 3] los autores
construyen un subarbol T'(X) C X el cual es la unién de todas las aristas de X que no
tienen puntos en E(X); este arbol se considera en el siguiente resultado.

TEOREMA 4.8. Sea X un drbol diferente de un arco y de un m-odo simple. Si K N
T(X) # 0 entonces dim(C(X)/C(X; K)) < dim(C(X)).

DEMOSTRACION: Supongamos que k € K NT(X) y consideremos dos casos:

Caso 1). Si k € R(X), por (1) del corolario 4.7, tenemos que dim(C(X)/C(X; K)) <
dim(C(X)).

Caso 2). Si k ¢ R(X), existen p,q € R(X) tales que k es un punto de corte de la
tnica arista A en X que tiene como vértices a p y ¢, y ademas A C T'(X). Notemos
que X — {k} = X; U X,, donde X; y X, son las componentes de X — {k}, sin pérdida
de generalidad podemos suponer que p € X; y ¢ € Xs. Por otro lado, para cada
B € C(X) — C(X; K) se tiene que B C X; para algin i = 1,2. Esto implica que
p ¢ BNR(X)06q¢ BnR(X), y del teorema tenemos que dimp(C(X)) <
dimy (C'(X)) = dim(C(X)). Por lo tanto dim(C'(X)/C(X; K)) < dim(C(X)). O

El siguiente ejemplo muestra que si en el teorema anterior cambiamos C' por C,,,
con n > 2, éste puede no cumplirse.

EJEMPLO 4.9. Seann > 2 y X un continuo homeomorfo a la letra maydscula H, ie.
X ={(ey) eR?: -1<y<1,ec{0,1}}U{(z,0) €R*:0 <1}
Para el conjunto K = {(3,0)}, ndtese que {(0,—1)},{(0,0)},{(0,0), (1,0)} e (X—-K),

por lo que DE = {2n,2n + 1,2n + 2} y max D% = 2n + 2. Por tanto, del lema
dim(C, (X )/C (X;K)) =2n+2=dim(C,(X)) para toda n > 2.
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Dado un continuo X, denotamos al hiperespacio {A € NC(X) : ANR(X) = 0} por
NCRr(X).

TEOREMA 4.10. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

(1) Si Co(X)/Co(X; K) = C,(X), entonces K € NCg(X).

(2) Si C\\(X)/Ch(X; K) =~ C,(X) para cada K € NC(X), entonces X no tiene
puntos de ramificacion.

(3) Si C(X)/Cr(X; K) =~ Cn(X) para cada K € NC(X), entonces X ~ I o
X ~ St

DEMOSTRACION: (1) es consecuencia del lema y la contrareciproca de (1) del
corolario . Para la prueba de (2), supongamos que p € R(X) y notemos que hay dos
casos para {p}:

Caso 1). {p} € NC(X). En este caso elegimos K = {p}, por (1) del corolario se
tiene que dim(C,,(X)/C,(X; K)) < dim(C,, (X)), lo cual es una contradiccion.

Caso 2). {p} ¢ NC(X). Como X es localmente conexo, cada componente de X — {p}
es abierta, elegimos K = X — C donde C' es una componente de X — {p}. Notemos
que K es una subgrafica de X tal que p € Ky K € NC(X), usando nuevamente
(1) del corolario [4.7] se tiene que dim(C,(X)/C, (X K)) < dim(C,(X)), lo cual es una
contradiccion. De ambos casos, se concluye que R(X) = ().

Finalmente, probaremos (3). Por la afirmacion (2) se tiene que R(X) = (), esto implica
que ordy(x) < 2 para cada z € X, por [29] Proposition 9.5, p. 142] se concluye la
prueba. O

Dado un espacio topologico Y, el cono sobre Y es el espacio cociente Y x [0,1]/Y x
{1} el cual sera denotado por Cono(Y); el punto Y x {1} del Cono(Y') es llamado
vértice del Cono(Y"); el subconjunto Y x {0} del Cono(Y") es llamado base del Cono(Y).
Denotamos el vértice y la base del Cono(Y') por vy y B(Y'), respectivamente; los puntos
de Cono(Y) — {vy} se denotaran por (y,s) para cada y € Y y cada s € [0,1). La
suspension sobre Y, denotada por X(Y'), es el espacio cociente que se obtiene de Y X
[—1, 1] al identificar a puntos (diferentes) Y x {—1} y Y x {1}, estos puntos son llamados
vértices de 3(Y') y son denotados por v_; y v;.

LEMA 4.11. Supongamos que X = Cone(Y'), donde Y es un espacio métrico y compacto.
Para cada x € Y, elige k, € [0,1) tal que K 1= J, o ({2} X [0,k;]) es cerrado en X.
Entonces

H(X; K) ~ | J(H(X:{(2,0)}) x [0, ka)).

zeY

DEMOSTRACION: Sea F': H(X; B(Y))xI — H(X) una funcion definida por F(A,t) =
At = {(y,(1 —t)s+1t) : (y,s) € A}; la demostracion de [I, Theorem 5.5, p. 356]
garantiza que Flsx;p(v))x[o,1) €s inyectiva. Puesto que (J, oy (H(X; {(2,0)}) x[0, k,]) C
H(X; B(Y)) x [0,1) y

F(|J3H(X;{(z,00}) x = |J FOUX:{(2,0)}) x [0, ki),

zeY zeY
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basta probar que |J, oy F(H(X;{(2,0)}) x [0,k;]) = H(X;K). Sean z € Y y (A, t) €
H(X;{(z,0)}) x [0,k;]. Como (z,0) € A se tiene que (z,t) € F(A,t), en conse-
cuencia F(A,t) € H(X;K) ya que (x,t) € {z} x [0,k;] C K. Esto prueba que
F(H(X; {(z,0)}) x [0,k;]) C H(X;K), para cada z € Y.

Por otro lado, sea B € H(X; K) y consideremos

Ip={s€[0,1]: existe z € Y tal que (z,s) € BN K}.

Como B N K es compacto y no vacio en X, existen sg = minlg y z € Y tales que
(2,sp) € BNK. Noétese que 0 < sp < k, < 1. Ahora, si definimos B~! como el conjunto
{(x,(s—sB)/(1—s5g)): (z,s) € B}, entonces B~* € H(X;{(2,0)}) y F(B™!,s5) = B.
Por lo que H(X; K) C F(U,ey (F(X;{(x,0)}) x [0,kz])), esto concluye la prueba del
lema. 0

Dado un continuo X y Kj,..., K,, € 2%, el simbolo H(X; K, ..., K,,) denota el
hiperespacio {A € H(X) : ANK; # () para cada i € {1,...,m}}.

COROLARIO 4.12. Las siguientes afirmaciones se cumplen:
(1) Si K € C(I;{0}) UC(I;{1}), entonces Cy,(I; K) ~ C,(I;{0}) x K.
(2) Sea K € Cy(I;{0},{1}) y supongamos que K = Ky U Ky, donde j € K;
y K; € C(I) para cada j € {0,1}, entonces Cy,(I; K) ~ (C,(I;{0}) x Ko) U
(Co(I;{1}) x K7). Ademds, si Ky y K1 son conjuntos no degenerados y ajenos,
entonces Cp,(I; K) = C,(I;{0,1}) x [0, 1].

DEMOSTRACION: Como Cono({0}) &~ I ~ Cono({1}), la prueba de (1) es consecuencia
del lema [4.11]

Para probar (2), supongamos que Ky = [0,ko] vy K1 = [k1,1] con 0 < kg < ky < 1.
Notemos que I =~ Cono(Y), donde Y = {0, 1} es dotado con la topologia discreta y
vy = % Por el lema se concluye la primera parte. Por otro lado, para la
segunda parte, reparametricemos el Cono(Y') de tal manera que Ky = {0} x [0, ko] v
K; = {1} x [0, ko). Por (2) de la observacion [L.1] tenemos que C,,(I;{0}) UC,(I; {1}) =
C,(I;{0,1}), con esto se tiene

(Cu(L:{0}) X [0, ko) U (Cu(L;{1}) x [0, ko]) = (Cu(L;{0}) U Co(l; {1})) x [0, ko]
= Cn(1;{0,1}) x [0, ko).

De esta igualdad y el lema se concluye que C,(I; K) ~ C,(I;{0,1}) x [0, ko],
completando asi la prueba de (2). O

TEOREMA 4.13. Sea X un drbol. Sin = 1,2, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) Co(X)/Co(X; K) = C,(X), para todo K € NC(X).

(2) X ~ 1.
Ademds, (1) implica (2), para cada n > 3.

DEMOSTRACION: Es facil ver que (1) implica (2), para cada n > 1, aplicando directa-
mente (3) del teorema y usando que X es un arbol.

Veamos que (2) implica (1), para n = 1,2. Supongamos que X = [ y notemos
que NC(I) = C(I;{0}) U C(I;{1}) U Cy(I;{0},{1}). Es bien conocido que C(I)
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es homeomorfo a una 2-celda (ver [15] Example 5.1, p. 33]) y por [14, Lemma 2.2,
p. 349] Cy(I) ~ I*. Observemos que C(I;{1}) y C(I;{0}) son arcos tales que
C(I;{0}) N C(I;{1}) = {1}, de esto ultimo C(I;{0}) U C(I;{1}) = C(I;{0,1}) es
un arco. En la demostracion de [14, Lemma 2.2, p. 349] esta probado que Cy(I;{1})
es homeomorfo al cono sobre I? y por lo tanto a una 3-celda. Esto mismo es cierto para
Cs(I;{0}), ya que es homeomorfo a Cy(I;{1}). Ahora, como Cy(I;{0}) N Cy(I;{1}) =
Cy(I;{0},{1}) v por (2) de la observacion Co(I;{0}) U Co(1;{1}) = Co(1;{0,1}),
nuevamente de la prueba de [14] Lemma 2.2, p. 349] Cy(7;{0, 1}) puede ser obtenido
al pegar dos conos por su base comtun Co(I;{0},{1}) ~ I?, por lo que C(I;{0,1}) es
una 3-celda.
Puesto que > (I™) &~ I"™*! para cada m € N, usando el corolario m, paran = 1,2,
tenemos que

o C,(1)/CL(I;

o C,(1)/CL(I;

)

) 2 (Cu(1:{0})) = I, st K € C(1;:{0}) U C(L; {1});

Y (Cn(1;{0,1}) 2”, si K € Cy(1; {0}, {1}).

ke

Q&

PREGUNTA 4.14. ;FEs cierto que (2) implica (1) en el teorema para n > 37

TEOREMA 4.15. Sea X una grdfica finita la cual no es un drbol. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes, para n = 1.

(1) C(X)/Crh(X; K) = C,(X), para cada K € NC(X).

(2) X ~ S'.
Ademds, (1) implica (2) para cada n > 2
DEMOSTRACION:  De (3) del teorema es claro que (1) implica (2) para cada
n > 1.
Para probar que (2) implica (1), supongamos que X ~ S' y n = 1. Notemos que
X/K es homeomorfo a S, para cada K € NC(X). Sean h : X/K — S un home-
omorfismo y p € S! el punto correspondiente a K bajo h. Por el lema ten-
emos que C(X)/C(X;K) ~ C(S")/C(S*; {p}); del modelo geométrico de C’(Sl) (ver
[15, Example 5.2, p.35]) es facil obtener que C(S')/C(S*;{p}) ~ C(X). Por lo que
C(X)/C(X;K) ~C(X). O

PREGUNTA 4.16. ;FEs cierto que (2) implica (1) en el teorema paran > 27

Antes de continuar, consideremos los siguientes conjuntos que serviran para el resto
del trabajo:

s dima(Cr(X)) = 2n},

- dima(Ca(X)) = dimx (Cu(X))),

(X)/Cn(X; K) = {Crrc} + dima(Cn(X)/Co(X; K)) = 2n},
D = {A € Cu(X)/Cu(X; K) : dima(Cn(X)/Co(X; K)) = X },

donde Xx = dimy, (x)(Cn(X)/Cr(X; K)).
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OBSERVACION 4.17. Dy, y Dx son subconjuntos de C,,(X); DE y DE son subconjuntos
de C,(X)/Ch(X; K), notemos que todos estos conjuntos son no vacios.

El siguiente resultado muestra algunas propiedades de los subespacios Ds,, y Dx.

LEMA 4.18. Las siguientes afirmaciones se cumplen:
(1) Si A € C,(X) entonces, ANR(X) =10 siy solo si A€ Dy,.
(2) SiU =X — R(X) entonces (U),, = Da,.
(3) St A€ Cn(X) entonces, R(X) C A siy solo si A€ Dx.

(4) Dx es un subconjunto cerrado, arco conexo y no degenerado de Cp(X).

DEMOSTRACION: La prueba de las primeras tres afirmaciones son una consecuencia
del teorema 4.5l

Para la prueba de (4), consideremos z € X tal que z € E(X) o z esta en un lazo de X, y
para el cual existe € > 0 con B.(2) N ((E(X)—{z}) UR(X)) = 0. Como G = X — B.(z)
es una subgrafica de X y R(X) C G, tenemos que G € Dy, es decir, Dx es un conjunto
no degenerado.

Ahora, veamos que Dy es arco conexo. Sea A € Dx. Por [15, Theorem 15.3, p.
120] existe un arco ordenado « : [0,1] — C,(X) tal que a(0) = Ay a(l) = X. De
(3) se tiene que R(X) C A, por lo que R(X) C «(t) para toda t € [0,1], es decir,
a([0,1]) € Dx, esto concluye la arco conexidad de Dx.

Para terminar la prueba, sea B ¢ Dy. Nuevamente por (3) existe r € R(X) — B; con
lo que X — {r} es abierto en X que contiene a B. Asi B € (X —{r}), C C,(X)— Dx
y (X — {r}), es abierto en C,(X). Por lo tanto Dy es cerrado en C,(X). O

Es bien conocido que una grafica finita X es un arco o una curva cerrada simple si
y solo si R(X) = 0 (ver por ejemplo [29, Proposition 9.5, p. 142]), usando este hecho
y el lema {4.18|se tiene el siguiente corolario.

COROLARIO 4.19. Las siguientes afirmaciones se cumplen:
(1) Dx = Dy, siy solo si X =~ 1 o X ~ S*.
(2) R(X) # 0 siy solo si Dx N Dy, = 0.

LEMA 4.20. Sean X wun continuo y {C1,...,C,} una familia finita de subconjuntos
conexos, no vacios y disjuntos a pares de X. Sir < n entonces el conjunto (Cy,...,C.),
es un subcongunto conezo de Cp(X).

DEMOSTRACION: De [25] Lemma 1, p. 204] se tiene que W = (Cy,...,C,),, N Fp(X)
es un subconjunto conexo de C,(X) contenido en (C4,...,C,),. Sea A € (C1,...,Ci)p
y supongamos que Aj, ..., A, son las componentes de A. Para cada i € {1,...,m}
elegimos a; € A;, nétese que r < m < ny{ay,...,an} € (Cy,...,C),. Probaremos
que A estd en la misma componente que W, para esto por [15, Theorem 15.3, p. 120]
existe un arco ordenado « : [0,1] — C,(X) tal que «(0) = {ay,...,an} y a(l) = A,
méas aun «([0,1]) C (C4,...,C,),. Por lo que W U «([0,1]) es un subconjunto conexo
de (C4,...,C}), que contiene a A. Por lo tanto (C1,...,C,), es subconjunto conexo
en Cp(X). O

PREGUNTA 4.21. ;El conjunto (C1,...,C.), es conexo, donde r < n y Cy,...,C, son
subconjuntos conexos de X ?
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LEMA 4.22. Sea r < n. Sieq,...,e. son aristas de X entonces el conjunto

(Intx(eq),...,Intx(e.))n

es una componente de Do,. Ademds, cada componente de Do, tiene esta forma.

DEMOSTRACION:  Por el lema [£.20] (Intx(e;),...,Intx(e,)), es conexo y por (1) del
lema m, (Intx(e1),...,Intx(e;))n C Dy,. Sea € la componente de Dy, que con-
tiene a (Intx(e1),...,Intx(e;)),. Fijemos B € (Intx(e;),...,Intx(e,)),. Como B €
(Intx(e1),...,Intx(e,))n C Cse tiene que BNIntx(e;) # 0, B C J,_, Intx(e;) CJCy
en consecuencia | J € NIntx(e;) # (), para cada i = 1,...,r. Puesto que CNC,.(X) # 0,
por [6) Lemma 2.1, p. 818| tenemos que | J € tiene a lo més r componentes; supongamos
que C1, ..., Cy son las componentes de | J €, donde s < r.

Si s < r existirfan una componente Cj y dos aristas (diferentes) e;, e; tales que Cj, con-
tiene a Intx(e;) y Intx(e;). Como Intx(e;) NIntx(e;) = 0, se tiene que Cy N R(X) # 0.
Por lo que existe D € C tal que R(X)ND # (), del lemal[d.5|tenemos que dimp(C,, (X)) >
2n, lo cual es una contradiccion. Asi |JC tiene exactamente r componentes.

Puesto que Intx(e;) es una componente de X — R(X), podemos suponer sin pér-
dida de generalidad que C; C Intx(e;), para cada ¢ = 1,...,7. Esto implica que
C C (Intx(ey),...,Intx(e.)), y también que (Intx(e;),...,Intx(e.)), es una compo-
nente de D,,,.

Para finalizar la prueba, basta notar que la unién de todos los conjuntos de la forma
(Intx(eq),...,Intx(e.))n es Day,. O

El simbolo €(X) denotara al conjunto de todas las aristas de la grafica X.
En general, dado un espacio topolégico Z, denotamos por m(Z) el conjunto de todas
las componentes de Z.

COROLARIO 4.23. Si X tiene m aristas entonces |mo(Dan)| = >, (7). Consecuente-
mente, si m < n entonces |mo(Day,)| = 2™ — 1.

DEMOSTRACION: Por el lema [4.22, el conjunto D, tiene tantas componentes como
niamero de elecciones de a lo méas n elementos de €(X). Notese que hay (T’) elecciones
de exactamente ¢ elementos, lo que permite concluir la prueba.

TEOREMA 4.24. Sea X es un drbol. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es un m-odo simple.
(2) Cle,x)(C)NDx # 0, para cada C € my(Day).

DEMOSTRACION: Puesto que X es un m-odo simple si y solo si |R(X)| = 1, probare-
mos que |R(X)| =1 siy solo si Clg,(x)(€) N Dx # 0, para cada € € mo(Day,).

Para probar esto, consideremos C € my(Ds,), por el lema , C es de la forma
(Intx(e1),...,Intx(e.))n, donde e1,...,e, € E(X)y 1 < r < n. Seav € R(X).
Como |R(X)| = 1 se tiene que v € e para cada arista e € £(X), esto implica que
{v} €(er,....e;)n y {v} € Dx. Por lo que {v} € Clg,(x)(€) N Dx.

Reciprocamente, supongamos que |R(X)| > 1. Como X es un arbol, E(X) # 0; elegi-
mos e € E(X) tal que eNE(X) # 0. Por el lema[d.22] (Intx(e)), es una componente de
Dy, Puesto que [eN R(X)| =1, si A € Clg,(x)({Intx(e))n), entonces |[AN R(X)| < 1.
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Por lo que dimu(C, (X)) < dimy(C,(X)) v por tanto Cle, (x)((Intx(e)),) N Dx = 0.
0J

En el teorema la hipotesis: X es un arbol, no puede ser omitida en (2) implica
(1), ya que si X es homeomorfo a la letra griega 6 entonces Cle, (x)(€) N Dx # 0, para
cada C € m(Dyy,).

A continuacién, enfocamos nuestra atencién en las colecciones DX v DX como
subespacios de C,(X)/C,(X; K).
Recordemos que 7 (Cy(X; K)) = {Cni}, por la observacion se tiene la siguiente
observacion.

OBSERVACION 4.25. Las igualdades siguientes son vdlidas:
(1) dimg,  (Cn(X)/Cn(X; K)) = dim(C (X) /Cn (X K)).
(2) dimg, (4 (Cr(X)/Cn(X; K)) = dimg,  (Co(X)/Cr(X; K)) = Xk, para todo
Ae Cn(X; K).

PROPOSICION 4.26. Las siguientes afirmaciones se cumplen:
(1) Si X =1 o X =~ S*, entonces X = 2n.
(2) Si Xl X#S yK e 2%(){)7 entonces X = 2n.

DEMOSTRACION: En cualquier caso, se tiene que dim(C,(X)/C,(X; K)) = 2n por el
lema [4.6] asf la observacion [£.25] permite concluir que Xy = 2n. O

LEMA 4.27. Las siguientes afirmaciones se cumplen:
(1) SiU = X — (R(X) UK), entonces mx({(U),) = DE . Mds aiin, 7 (Do, —
Co(X;K)) = DE .
(2) Si Dx — Co(X; K) # 0, entonces DE es un subconjunto no degenerado de
Ca(X)/Ca(X; K) y 7 (DE) = Dx U Cu(X; K).

DEMOSTRACION:  Veamos (1), como U C X — R(X), por (2) del lema se
tiene que (U), C Dy,. Notemos que (U), = Di, — C,(X; K), esto implica que
7k ((U),) C DE . Para probar la otra contencion, sea A € DE v notemos que
DK C C(X)/Cr(X; K) —{Cx}. Por (5) de la observacic’)ntenemos que 7' (A) €
Do, — Cp(X; K) = (U),, con esto la prueba de (1) esta completa.

Para probar (2),sea A € Dx—C,,(X; K). Como dimy(C, (X)) = dimx (C, (X)), por (5)
de la observacion [1.1] se tiene que dimy, (4)(Cr(X)/Cn(X; K)) = Xg. De esta manera,
Cric, i (A) € DX, es decir, DE es un subconjunto no degenerado de C,,(X)/C,(X; K).
Probemos la segunda parte de (2), notemos que para cada A € Dy se tiene que
dimy,(4)(Cr(X)/Cr(X; K)) = Xk, esto implica que 7x(Dx) C DX; por (2) de la
observacion T (Cn(X; K)) C DE. En consecuencia Dy U C,,(X; K) C 75 (DK).
Ahora, si A € WI_{l(D)I?), existe B € DX tal que mx(A) = B. Si B # Cpi, por (5) de la
observacion [l A € C,,(X) — Cp(X; K) y dima(Cp (X)) = dimg(Cr(X)/Cr(X; K)) =
Xk, entonces A € Dx. En el otro caso, si B = C, g, entonces A € C,,(X; K). Por lo
tanto 7. (DY) = Dx U C,(X; K). O]

LEMA 4.28. Si K C E(X), entonces las siguientes se cumplen:
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(1) X = dimx (C,(X)).
(2) DK es un subconjunto no degenerado de C,(X)/Cpn(X; K) y 75 (DE) = Dx U
Co(X; K).

DEMOSTRACION:  La igualdad en (1) es consecuencia de (2) del corolario y la
observacion [4.25]

Para probar (2), fijemos € > 0 tal que N (K, ¢€) N R(X) 0y N(K,e)Nn E(X) = K.
Como Y = X — N(K,e€) es un elmento de C,(X) — Cy( K) R(X) C Y entonces
dimy (Cy, (X)) = dimx (C, (X)), en consecuencia Y € Dy —C,(X; K). La prueba ahora

se sigue de (2) del lema O

TEOREMA 4.29. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X ~10X =~ S
(2) DE C DY, para cada K.

DEMOSTRACION: ~ Veamos (1) implica (2). Supongamos que X ~ [ o X ~ S,
por el corolario , Dy, = Dx. Por lo que Dy, — C,,(X; K) C Dy, implicando
que (Do, — Co(X;K)) C mx(Dx) € DE. Asi de (1) del lema se tiene que
DE c DX.
Reciprocamente, supongamos que X no es un arco, ni una curva cerrada simple, es decir,
R(X) # (). Consideremos K € 2% tal que KHR(X) = yseav e R(X). Notemos que
{v} € Cn(X) — Cu(X; K), del teorema 4.5 tenemos que dimy,y (C (X)) > 2n. De esto
y (5) de la observacion [1.1} se concluye que dlmﬂK({v})( (X)/Cn(X; K)) > 2n. Por lo
que dimy(C,,(X)/Cr(X; K)) > 2n, para cada A € DY lo cual implica DE N DE = (.
0J

La demostracion del siguiente teorema, se sigue de hacer una ligera modificacion en
la prueba del lema [4.22

TEOREMA 4.30. Siey,...,e, € mo(X — (R(X)UK)) con r < n, entonces mx({e1,...,
er)n) €s una componente de DE . Mds ain, toda componente de DX tiene esta forma.

Esencialmente, la misma prueba del corolario funciona para la primera parte
del siguiente resultado, la segunda parte es una consecuencia trivial de la primera.

COROLARIO 4.31. Si |mo(X — (R(X) U K))| = m, entonces |mo(DE)| = >r, (7).
Consecuentemente, si m < n entonces |mo(DE )| =2m — 1.

TEOREMA 4.32. Sea K C E(X). Si C es una componente 2n-dimensional de C,(X) —
Cn(X; K), entonces

Clcn(x)(e> N (Cn(X, K) U Dx) = (Z) St Yy solo si ClCn(X)/Cn(X;K)<7TK<€)> N 'D§ = @

DEMOSTRACION:  Sea € una componente 2n-dimensional de C,(X) — C,(X; K) y
supongamos que Cle, (x)(€) N (Ch(X;K) U Dx) = 0. Puesto que mx|c, (x)—c,p(X:K)
es un homeomorfismo, se tiene que Clg, (x)(€) = 7' (Cle, (x)/0, (x:) (75 (€))). Como
K C E(X), por (2) del lemase sigue que 7 (DY) = Dx UC,(X; K). De las dos
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igualdades previas tenemos que
Cle, (x)(€) N (Cu(X; K) U Dx) = 7' (Cle, (x) /¢, x50 (Tx (€))) N (D)
= 1 (Clo, (/. xia0) (Tx (€)) N DY)

Por lo que Cle, (x)/0,(x:x) (7 (€)) N DX = 0.

Remprocamente supongamos que Cle, (x)/0,(x:x) (T (€)) N DY = 0, probaremos que
Cle,(x)(€) N Dx y Cle, (x)(€) N Ch(X; K) son ConJuntos vacios.

Si CICH(X)(G) NDx # (7), como

7k (Cle,(x)(€) N Dx) C mx(Cle,(x)(€)) N T (Dx)
C Cle, (x)/cn (x50 (Tx (€)) N DX,

se tiene que Clg, (x)/c, (x:x) (MK (€)) N DY # 0, lo cual es una contradiccion.

Por otro lado, si Cle,(x)(€) N Cp(K;X) # 0 entonces C,,, € mx(Cle,(x)(€)) C
Cle, (x)/Cn(x; K)( 7k (C)). Por la observacion y el lema tenemos que C,, €
Cle, (x)/cn(x:1) (T (€)) N DX, lo cual es una contradiccion. Esto completa la de-
mostracion del teorema. 0J

TEOREMA 4.33. Supogamos que X es diferente de una curva cerrada simple.
Si Co(X)/Cr(X; K) = C,(X), para cada K € NCgr(X), entonces X es un drbol.

DEMOSTRACION: Supongamos que X tiene m aristas, es decir, |€(X)| = m; por el

corolario se tiene |mo(Da,)| = Doy (7).

Por otro lado, supongamos que existe Y un subcontinuo de X tal que Y es homeomorfo a

St. Elegimos p € Intx(e) C e C Y, donde e es una arista de X, notemos que K = {p} €

NCr(X)y |mo(X = (R(X)UK))| = m+1. Por el corolario[4.31]tenemos que |mo(D,)| =

S (M) ast [mo(Dan)| # |mo(DE,)| v en consecuencia Cp(X)/Cr(X; K) 5 Cp(X).
0

5. El caso |R(X)| =2

En esta seccion, X denotard un arbol con m aristas y dos puntos de ramificacion,

v1, Vg, cuyo orden es p y ¢, respectivamente. Notemos que bajo estas condiciones m > 5.
Los siguientes subconjuntos de E(X): & = {e € E(X) 1 vy € e}y &€ = {e € E(X) :
ve € e} cumplen las siguientes condiciones:

(1) 81(78275@}7 ]81ﬂ82| =1.

(2) |E1| + |E2] — |E1 N E| = m, es decir, (p+qg— 1 =m).
De acuerdo al lema |4.22] se establece la siguiente proposiciéon que permite ubicar las
componentes de Dy, (en C,(X)) respecto a Dx, donde suponemos que 1 < r < ny
0<s<n.

PROPOSICION 5.1. Sea eg € &€ N E;y. Para cada j € {1,2} sea & = &; — {eo}.
(1) SiC = (Intx(ey1),..., Intx(e,))n cone; € E, para cadai € {1,...,1}, entonces
Cle,x)(€)NDx = 0. Una afirmacion similar, se cumple para E3.
(2) Si © = (Intx(eg), Intx(e1),..., Intx(es)), con e; € € U ES, para cada i €
{1,...,s}, entonces Cle,(x)(€) N Dx # 0.
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(3) Supdngase que n =2 y C = (Intx(e1),..., Intx(e.)), coney,...,e, € EfUES.
Si{er,...,e,}NE #0# {er,...,e.} NES entonces Cle,(x)(€) N Dx # 0.

DEMOSTRACION: Veamos (1), sieq,..., e, € &, notese que (| J;_, e;) N {v2} = 0. Asi,
para cada A € Clg, (x)(C), como Cle, (x)(€) = (e1,. .., €r)n, se tiene que AN {vy} = 0;
esto implica que R(X) ¢ Ay en consecuencia, por (3) del lema[4.18, A ¢ Dy. Por lo
que Cle,(x)(€) N Dy = 0.

La prueba de (2) es trivial, ya que ¢y € Clg,(x)(€) N Dx.

Para probar (3), sin pérdida de generalidad supongamos que ey,...,e,_; € & y
ek, .- er € &5 bajo este supuesto (U e)) N {v} # 0y (U, e) N {va} # 0. Por
tanto {Ul,Ug} < CICH(X)(G) N Dx. OJ

Observemos que la proposiciéon anterior clasifica las componentes de D,,, lo que
permite establacer la siguiente proposicion.

PROPOSICION 5.2. El conjunto {€ € my(Da,) : Clo,(x)(C)NDx = 0} tiene ezactamente
i ((p;l) + (qzl)> elementos.

DEMOSTRACION:  Por la proposicion las componentes que se deben contar son
todas aquellas que son como en (1) de dicha proposicion. Similarmente a la prueba

del corolario [4.23|se tiene que >, ((p Zl) + (q;1)> es el numero de componentes cuya

cerradura es ajena a Dy. 0

PROPOSICION 5.3. Sea K = {a} C E(X). Supdngase que a € e y e € E,, entonces
el conjunto {€ € my(Dan) : Cleo,(x)(€) N (Dx UCL(X;K)) = 0} tiene ezactamente

> it ((pzl) + (q;2)> elementos.

DEMOSTRACION: La prueba consiste en contar las componentes de Do, cuya cerradura

es ajena a Dx U C,(X; K). Por la proposicion , basta identificar todas las compo-

nentes cuya cerradura no es ajena a C,(X; K), para esto establecemos la siguiente:

Afirmacion. Si € = (Intx(e),Intx(e1),...,Intx(es))n, donde ey, ..., es € €5, entonces

Cle,(x)(€) N Cu (X5 K) # 0.

En efecto, notemos que e € Clg, (x)(€) N C(X; K).

Ahora, puesto que |€; — {e}| = ¢ — 2, se sigue la prueba como en la proposicion [5.2]
O

TEOREMA 5.4. Si K = {a} C E(X), entonces Cy,(X)/Cy(X; K) % C,(X).

DEMOSTRACION: Obsérvese que K € NCr(X). Sin pérdida de generalidad supong-
amos que a € ey e € & Respecto a C,(X)/C,(X;K), por el teorema y
la proposicion , hay >0, (p :1) + (ng) componentes de DE = cuya cerradura en
Co(X)/Ch(X; K) es ajena a DE.

Por otro lado, respecto a C,(X), por la proposicion se tienen > | (p;l) + (q;l)
componentes de Ds,, cuya cerradura en C,,(X) es ajena a Dy.

Puesto que los homeomorfismos preservan la dimensién y el nimero de componentes,

como > (PN 4+ (47) £ X, (771 + (71, entonces C,,(X)/C\(X; K) no puede ser

K3 (3

homeomorfo a C,,(X). O
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Finalizamos este trabajo con la siguiente pregunta.

PREGUNTA 5.5. Sea X una grdfica finita y n > 2. 551 |R(X)| > 3, es cierto que existe
K € NCg(X) tal que C,(X)/Cr(X; K) % Cp(X)?
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1. Introduccion

En 1942, J. L. Kelley introdujo la propiedad de Kelley en continuos (un continuo
es un espacio métrico, con méas de un punto, compacto y conexo). Sean X un continuo
y un punto z € X, diremos que X tiene la propiedad de Kelley en x si para cada
subcontinuo K de X con x € K y para cada sucesion {x,},en en X que converge al
punto z, se tiene que existe una sucesion de subcontinuos { K, },en de X que converge
a K tal que x, € K, para cada n € N. Diremos que un continuo tiene la propiedad
de Kelley si tiene la propiedad de Kelley en cada uno de sus puntos. Este concepto
fue introducido para estudiar la contractibilidad de los hiperespacios de continuos; de
hecho, un tema importante en el desarrollo de la teoria de continuos y sus hiperespacios
fue la contractibilidad de hiperespacios de continuos, véase [12, Capitulo XVI].

En relaciéon con la propiedad de Kelley, en 1978, S.B. Nadler, Jr. pregunté lo
siguiente:

PREGUNTA 1.1. [12] Pregunta 16.38| ;Qué tipos de funciones preservan la propiedad
de Kelley?

Una de las herramientas importantes en la Teoria de los Continuos son las funciones
especiales entre continuos, es decir, las funciones continuas y suprayectivas entre con-
tinuos que cumplen una propiedad particular. A través de estas funciones especiales
podemos obtener informaciéon acerca de los continuos. Note que este Problema

251
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propuesto por Nadler es muy general. La idea de este capitulo es recopilar los resulta-
dos en la teoria de los continuos, que existen en la literatura, que resuelven el Problema
[1.1] Particularmente, se estudiaran las funciones confluentes, abiertas, monotonas, re-
finables y retractos. Especificamente, vamos a exponer los resultados siguientes:

Consideremos X un continuo con la propiedad de Kelley, Y un continuo y la familia
de funciones suprayectivas y continuas

F={f:X — Y : fes confluente, abierta, monoétona, refinable o retracto}.

Si X es un continuo con la propiedad de Kelley y f € F, entonces Y tiene la propiedad
de Kelley, véase los Teoremas y

Cabe senalar que estos resultados fueron probados por Wardle y Kato. Wardle en
1977, lo demostré para las funciones confluentes [14, Teorema 4.3]; para las funciones
abiertas [14, Corolario 4.5|; para las funciones monétonas [14, Corolario 4.4] y para
retractos [14, Teorema 2.9]; Kato en 1986, lo demostro para las funciones refinables [8|
Teorema 2.1].

El capitulo esté dividido en siete secciones. La Seccién 2 contiene los preliminares
necesarios, sobre la teoria de los hiperespacios de continuos, para desarrollar nuestro
trabajo. En la Seccion 3 definimos el ente importante de nuestro trabajo, la propiedad
de Kelley, de manera global y puntual, asi como los resultados necesarios con los cuales
probamos que las funciones confluentes preservan la propiedad de Kelley. La Seccién
4, refiere a las funciones confluentes, citamos la definicién de éstas; ademaés, usamos
los conceptos de: funcidn confluente en un punto (véase la Definicion [4.2) y funcidn
confluente relativa en un punto (véase la Definicion . En la Secciéon 5, definimos las
funciones abiertas y mondtonas, probamos que estas funciones son también funciones
confluentes. De esta menera, demostramos que las funciones abiertas y mondtonas
preservan la propiedad de Kelley. En la Seccion 6, damos el concepto de funciéon refinable
y citamos los lemas necesarios para probar que las funciones refinables preservan la
propiedad de Kelley. La tltima seccion esta dedicada a probar que las funciones que
pertenecen a la coleccion JF preservan la propiedad de Kelley.

2. Preliminares

Dados un continuo (X, d), un punto a € X y un subconjunto cerrado A de X,
algunos conjuntos elementales son la bola (nube o bola generalizada) con centro en a
(A) de radio r > 0, los cuales se definen, respectivamente, como

By(a,r) ={zr e X :d(a,x) <r}
Ny(r,A) = {z € X : existe a € A tal que d(x,a) < r}.
El subindice de la métrica se obviara cuando no exista confusion.
Un hiperespacio de un continuo X es un subconjunto J del conjunto potencia de
X, P(X), que cumple alguna propiedad. Sean p € X y n € N, algunos hiperespacios

importantes son

2¥ ={AC X : Aescerradoen X y A # ()},
C(X)={A€2%: Aes conexo},
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Clp,X)={AeC(X):pe A}

F(X)={Ae2%:|A <n}.

A las colecciones 2%, C(X), C(p, X) y F,(X) se les conoce como el hiperespacio de los
subconjuntos cerrados no vacios de X, el hiperespacio de subcontinuos de X, el hiperes-
pacio de los anclados de p en X y el n-ésimo producto simétrico de X, respectivamente.
Los hiperespacios estdn dotados de la métrica de Hausdorff la cual se define como

H(A,B)=inf {AC N(r,B) A BCN(rA)}

para cada A, B € 2%. En [7, Teorema 2.2| se demuestra que H es una métrica para
2%, Para ver un amplio estudio sobre los hiperespacios 2%, C(X) y F,(X) véase [5],
[7], [12] y [13]. En [11] se introdujo el hiperespacio C'(p, X).

Dados un continuo (X, d) y A, B C X, definimos la distancia de A al conjunto B
como

d(A, B) = inf {d(a,b) racAbe B}.

En el caso en que A = {p} para algin p € X, si no hay ambigiiedad, simplemente
denotaremos d({p}, B) = d(p, B).

LEMA 2.1. Sean (X,d) un continuo, A, B,C € 2%. Se cumple que d(A, B) < d(A,C) +
d(C, B).

DEMOSTRACION: Sean A,B,C € 2%, a € A;b € By c e C. Note que d(A,B) =
inf{d(a,b) :a € A, b € B} < d(a,b). Se tiene que d(a,b) < d(a,c) + d(c,b), de donde,
d(a,b) es una cota inferior del conjunto {d(a,c)+d(c,b) :a € A, b € B, ¢ € C'}. Luego
d(a,b) < inf{d(a,c) +d(c,b) :a € A, b€ B, ce C}
= inf{d(a,c) :a € A, c € C} +inf{d(c,b) : b€ B, c € C'}
=d(A,C)+d(C, B).

Asi, el lema esta probado. 0

Por otro lado, se define la métrica de Darboux como sigue:

D(A, B) = max{sup{d(a, B)}, sup{d(b, A)}}

a€A beB

para cada A, B € 2%.

Otra manera de visualizar la métrica de Hausdorff es a través de la métrica de
Darboux, en el Lema[2.2] probamos que éstas coinciden; con este resultado demostramos
el Lema incluimos las demostraciones dado que en los textos estdn citadas como
ejercicios.

LEMA 2.2. Sean X un continuo y A, B € 2X. Se tiene que D(A, B) = H(A, B).
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DEMOSTRACION: Sea ¢ > 0. Primero veamos que D(A, B) < H(A, B) 4+ ¢. Considere-
mos 0 = H(A, B)+e¢. Se tiene que A C N(§,B)y B C N(d, A). Notemos que para cada

a € A se tiene que d(a, B) < § . Se sigue que supaeA{d(a, B)} < 6. Analogamente,
supbeB{d(b, A)} < 0. Debido a que € es arbitrario, se obtiene que D(A, B) < H(A, B).

Ahora verifiquemos que H(A, B) < D(A, B) + ¢. Consideremos A = D(A, B) + «.
Veamos que A C N(\, B). Sea ay € A. Observemos que
gg{d(ao, b)} — d(ap, B) < sup{d(a,B)} < D(A, B) < A\,

acA
Por definicion de infimo, existe by € B tal que d(ag,by) < A. Esto implica que A C
N(A,B). Anélogamente, B C N(A, A). Por lo tanto, H(A,B) < A. Como ¢ es
arbitrario, se concluye que H(A, B) < D(A, B). d

LEMA 2.3. Sean X un continuo y A, B € 2%. Entonces existen ag € A y by € B tales
que d(ag, by) = H(A, B).

DEMOSTRACION: Sin pérdida de generalidad, supondremos D(A, B) = supaeA{d(a, B)}

Como A € 2% y la métrica d es funcién continua, entonces existe ay € A de modo que
supaeA{d(a, B)} = d(ag, B). Asi D(A, B) = d(ag, B). Como B € 2¥, existe by € B

tal que d(ag,by) = d(ag, B). En consecuencia, D(A, B) = d(ag, by). Por el Lema se
obtiene que H(A, B) = d(ao, by). O

A continuacién se expondran algunos resultados sobre funciones continuas, las cuales
usaremos en este trabajo.

DEFINICION 2.4. Sean X yY continuos y f : X — 2¥ una funcion, decimos que:

(1) La funcion [ es semicontinua inferiormente en xo € X si para cada e > 0,
existe U C X wecindad de xq tal que f(xo) C N(e, f(z)), para cada x € U.

(2) La funcion f es semicontinua superiormente en xy € X si para cadae > 0,
existe U C X wecindad de xq tal que f(x) C N(g, f(x0)), para cada x € U.

LEMA 2.5. Sean X y Y continuos y f : X — 2¥ una funcion. Se tiene que f es
semicontinua inferiormente y superiormente en xo, si y solo si, f es continua en .

DEMOSTRACION: Se tiene que f es semicontinua superiormente e inferiormente en z, si
y solo si, para cada € > 0 existe d > 0 tal que f(x) C N(f(z0),€)y f(zo) C N(f(x),¢e),
para cada = € B(xg,d). Esto implica que H(f(z), f(xo)) < €, para cada z € B(xg,J).
Asi, f es continua en xg.

Ahora, suponga que f es continua en x, es decir, para cada € > 0, existe d > 0 tal
quesi x € B(xo,d), entonces f(z) € By(f(zo),e). Esto implica que H(f(x¢), f(x)) < e.
Se sigue que f(z) C N(e, f(z0)) v f(xo) C N(e, f(x)), asi f es semicontinua superior-
mente en xy y semicontinua inferiormente en xy. O

Un concepto importante en los hiperespacios son los limite superior y limite inferior,
los cuales definimos a continuacion.
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DEFINICION 2.6. Sea X un continuo. Si {A, }nen es una sucesion en 2%, definimos:

. _ ~ para cada € > 0, existe N € N tal que
liminf{ A, }neny = {ZB e X: Blz,6) N A, £ 0, para cada n > N

Y
lim sup{ A, ey = {a: c x . bara cada € > 0, existe un conjunto infinito J C N } '

tal que B(z,e) N A, # 0, para cadan € J

Los siguientes resultados son de utilidad para desarrollar nuestro trabajo, las de-
mostraciones de éstos las omitimos, sin embargo, citamos una referencia para las prue-
bas.

PROPOSICION 2.7. [3], Proposicion 2.4, p. 80] Sea X un continuo. Si {A,}nen €s una
sucesion en X, entonces
(1) z € iminf{A, },en si y solo si existe sucesion {x,}nen en X tal que z, € A,
para cadan € N, y x, — x.
(2) © € limsup{A,}nen si y sdlo si existen una sucesion de nimeros naturales
{ni}ren creciente y una sucesion {xn, }ren en X tal que x,, € A,, para cada
keN, yzx, — x.

La relacion que hay entre los limites superior e inferior y la continuidad de una
funcién es muy estrecha; esto lo citamos a contiuacion.

PROPOSICION 2.8. [1, Teorema 1.15] Sean X y Y continuos y f : X — 2¥ una
funcion. Entonces
(1) La funcion f es semicontinua inferiormente en o € X si y sdlo si para cada
sucesion {Ty }nen en X tal que x,, — xq se tiene que f(xg) C liminf{f(z,)}nen.
(2) La funcion f es semicontinua superiormente en xo si y sélo si para cada suce-
sion {xp}tneny en X tal que x, — xq se tiene que limsup{ f(x,)nen C f(x0).

Una funciéon que trabajaremos mas adelante es la del siguiente lema.

LEMA 2.9. Sea f: X — Y una funcion continua y suprayectiva. Entonces la funcion
f7 s B(Y) — 2% definida por f7'({y}) = {z € X : f(z) = y} es semicontinua
supertormente.

DEMOSTRACION: Veamos que f~! estd bien definida. Sean {y;}, {y2} € F1(Y) tales
que {y1} = {y2}. Luego, y1 = y,. Por tanto,
i) ={z e X fla) =} ={z € X: f(a) = w2} = [ ({1e}).

Para ver que f~! es semicontinua superiormente, sean {y} € F1(Y) v {{yn}}nen
una sucesion en Fy(Y) tal que {y,} — {y}. Por Proposicion 2.8 basta probar que
limsup{f ' ({yn}) }nen C f71({y}). Para esto sea x € limsup{f ' ({yn})}nen. Por
Proposicion , existen una sucesion creciente de ntimeros naturales, {ny}ren, y una
sucesion de puntos {x,, }rey en X, tales que para cada k € N, z,, € f*({yn}),
de modo que z,, — z. Como f es continua, vy, = f(z, ) — f(z). Debido a
que {y,, } — {y}, entonces f(x) = y. Se sigue que z € f~'({y}). Por lo tanto,

imsup{ f~ ({y}) nen € F7({y})- -
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PROPOSICION 2.10. [10, Proposicion 1.30] Sean X un continuo, {A,}nen ¥ {Bn}tnen
sucesiones en 2% que convergen a A y a B, respectivamente. Se tiene que

(1) Si A, C B, para cada n € N, entonces A C B.
(2) Si A, N\ B, # 0, para cada n € N, entonces AN B # (.

Un resultado fundamental en la teoria de continuos es el siguiente, una prueba de
éste la puede consultar en |6, Teorema 3.3] o |13, Teorema 5.2].

TEOREMA 2.11 (del Cable Cortado). Sean X wun espacio métrico compacto, A y B
subconjuntos cerrados de X. Si ningun subconjunto conexo de X intersecta a A y a B
(equivalentemente, ninguna componente de X lo hace), entonces X = X; U Xy donde
X1 y Xy son subconjuntos cerrados de X, ajenos, A C X1 y B C Xs.

Otra herramienta importante en los hiperespacios son las funciones inducidas, las
cuales definimos a continuaciéon. Consideremos X y Y continuosy f : X — Y una fun-
cion, de manera natural se puede considerar su funcién inducida entre los hiperespacios
de cerrados como sigue:

f:2¥ —2Y talque A~ f(A),
para cada A € 2.
La primer propiedad que usaremos de las funciones inducidas es la que sigue.

TEOREMA 2.12. Sean (X,dx),(Y,dy) continuos. Si f : X — Y es una funcion
continua, entonces su funcion inducida f también es continua.

DEMOSTRACION: Sea ¢ > 0. Notemos que f es uniformemente continua, es decir,
existe § > 0 tal que si a,b € X con dx(a,b) < 6, entonces dy (f(a), f(b)) < €. Tomemos
A, B € 2% de modo que H(A,B) < 6. Sea y € f(A), luego existe a € A tal que
y = f(a). Como A C N(4,B), entonces a € N(d, B). Se sigue que existe b € B de
manera que dx(a,b) < d, de aqui se sigue que dy(f(a), f(b)) < e. Como f(b) € f(B)
se tiene que y € N(e, f(B)). Esto implica que f(A) C N(g, f(B)). La contencion
f(B) C N(e, f(A)) es anéloga. Por lo tanto, H(f(A), f(B)) < e. O

3. Propiedad de Kelley

En esta seccion recopilamos las definiciones y resultados necesarios sobre la propiedad
de Kelley para desarrollar las demostraciones de que las funciones: confluentes, abiertas,
monotonas, refinables y los rectractos, preservan la propiedad de Kelley.

En 1942, J. L. Kelley define el concepto de propiedad 3.2 (véase |9, pag. 26]), lo que
actualmente se conoce como propiedad de Kelley, la cual enunciamos a continuacion:

DEFINICION 3.1. Un continuo (X,d) se dice que tiene la propiedad de Kelley si para

cada € > 0 existe & > 0 tal que si para cualesquiera puntos a,b € X con d(a,b) < § y
para cada A € C(a,X), existe B € C(b, X) tal que H(A, B) < e.
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Tiempo después, en 1977 R. W. Wardle introduce la definiciéon de propiedad de
Kelley de manera puntual (véase [14, II, pags. 291 y 292|), la cual enunciamos a
continuacion:

DEFINICION 3.2. Un continuo (X, d), se dice que tiene la propiedad de Kelley en un

punto a € X sipara cada e > 0, existe § > 0 tal que para cualquierb € X con d(a,b) < 0
y para cada A € C(a, X), existe B € C(b, X) tal que H(A,B) < ¢.

Note que un continuo X tiene la propiedad de Kelley (como en la Definicion siy
solo si, X tiene la propiedad de Kelley en cada uno de sus puntos (como en la Definicién
3.2)). Por otro lado, otra equivalencia que se conoce de la propiedad de Kelley es en
términos de sucesiones como se muestra en el siguiente resultado.

TEOREMA 3.3. Sean (X,d) un continuo y a € X. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Kelley en el punto a.

(2) Para cada A € C(a,X) y para cada sucesion {ay,tneny en X tal que a, — a,
existe una sucesion { Ay tnen en C(X) tal que A, € C(an, X), para cadan € N,
y A, — A.

DEMOSTRACION: (1) = (2) Sean A € C(a,X) y {an}nen una sucesion en X tal que
a, — a. Para cada n € N, definimos A,, € C(a,, X) tal que

H(A,A,) =min{H(A,B) : B € C(a,, X)}.

Note que C(a,, X) € C(C(X)), luego C(a,, X) es subconjunto compacto en C(X). Por
consiguiente el minimo existe. Veamos que A, —> A. Para esto sea ¢ > 0. Como X
tiene la propiedad de Kelley en a, entonces existe 6 > 0 tal que, si b € X con d(a,b) < 6,
existe B € C'(b, X) tal que H(A, B) < e.

Dado que a,, —> a, existe N € N tal que a,, € B(a,?) siempre que n > N. Luego,
para cada n > N, existe A, € C(a,, X) tal que H(A, A) < e. Por definicion de A,,
tenemos que

H(AA,) < H(AA) <e
para cada n > N. Por lo tanto, A, — A.

(2) = (1) Supongamos que (1) no se cumple. Asi, existe € > 0 tal que para cada
d > 0, existen b € B(a,d) y A € C(a,X) tal que para cada B € C(b, X) sucede
que H(A,B) > e. Para cada n € N, consideremos a §,, = % Se sigue que existen
b, € B(a,d,) y A, € C(a,X) de modo que para cada B, € C(b,, X) se tiene que
H(A,, By,) = e. Como C(a,X) es compacto, sin pérdida de generalidad, existe A €
C(a, X) tal que A4, — A.

Debido a que b, — a 'y A € C(a, X), por hipotesis, existe una sucesion {B,, }nen
tal que B,, € C(b,, X) paracadan € Ny B,, — A. Como A, — Ay B, — A, para
5, existe N € N tal que para cada n > N se tiene que H(A,, A) < 5y H(B,,A) < 5.
Luego H(A,, B,) < H(A,,A) + H(B,,A) < €. Esto contradice la elecciéon de los A,.
Por lo tanto, se cumple (1). O

Una variante de la propiedad de Kelley es cuando se considera de manera puntual
dentro de subconjuntos cerrados. Esto nos lleva a dar las siguientes definiciones.
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DEFINICION 3.4. Sean (X, d) un continuo y A € 2%. Decimos que X tiene la propiedad
de Kelley en un punto a € A si para cada € > 0, existe § > 0 tal que si b € X con

d(a,b) < § y para cada K € C(a, X), existe L € C(b, X) de modo que H(K,L) < ¢.

DEFINICION 3.5. Sean (X, d) un continuo y A € 2%. Decimos que X tiene la propiedad
de Kelley en A si para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que, para cadaa € A yb e X con
d(a,b) < § y para cada K € C(a, X), existe L € C(b, X) de modo que H(K,L) < €.

OBSERVACION 3.6. Sean X wun espacio métrico compacto y dos sucesiones {ap}nen Y
{bn}nen en X. Como X es compacto, existe una subsucesion, {an, tren, convergente de
{an}tnen. Ahora, consideremos la sucesion {by, }ren, €sta tiene una subsucesion conver-
gente, digamos {b,, }men. Note que la subsucesion {a,, }men también es convergente
y el limite de {ayn,, tmen es el mismo que el de {an, }ren.

Las variaciones de las Definiciones [3.4] y [3.5| nos lleva a demostrar el siguiente resul-
tado.

TEOREMA 3.7. Sean (X, d) un continuo y A € 2%X. Entonces X tiene la propiedad de
Kelley en A si y solo si X tiene la propiedad de Kelley en cada punto de A.

DEMOSTRACION: Es claro que la necesidad es inmediata.

Veamos la suficiencia. Para esto procederemos por contradiccion. Supongamos que
X no tiene la propiedad de Kelley en A. Entonces existe ¢ > 0 tal que para cada d > 0,
existen ag € Ay bs € X con d(as,bs) < 0 y ademas existe K5 € C(ags, X) de modo que
para cualquier Ls € C'(bs, X ) sucede que H (K5, Ls) > €.

Particularmente, si para cada n € N tomamos 9, = % > (), se sigue que para cada
n € N existen a, € A, b, € X con d(a,,b,) < 9, y ademés existe K,, € C(a,, X) de
modo que:

(12.1) para cualquier L,, € C(b,, X), se cumple que H(K,, L,) > ¢.

Sabiendo que A, X y C(X) son espacios métricos y compactos, por la Observacion
3.6, podemos suponer que existen a € A, b € X y K, € C(X), subsucesiones {a,, }men
de {an}n6N7 {bnm}meN de {bn}nEN y {Knm}mEN de {Kn}neN Convergentes a a, b y K07
respectivamente. Debido a que la sucesion {a,,, }men converge a a y a,,, € K,, , para
cada m € N, por la Proposicién tenemos que a € K.

Por hipotesis, X tiene la propiedad de Kelley en a € A, asf para § > 0 existe o9 > 0
tal que si x € X con d(z,a) < §gy J € C(a,X), existe M € C(z,X) de modo que
H(J,M) < 5.

Por continuidad de la métrica y la convergencia de sucesiones tenemos que

d(ay,, ,bn,, ) — d(a,b).

Recordemos que d(ay,,, , by,,) < t, para cada m € N. Entonces d(ay,,, by, ) — 0. Por
lo tanto, d(a,b) = 0y asi a = b. Esto implica que b,,, — a. Como {a,,, }men converge
a a, para 0g, existe Ny € N tal que d(a,, ,a) < d si m = N;. Por otro lado, como
Ky, — Ky, para 5 > 0 existe N, € N tal que H(K,,,, Ky) < 5 sim > N,.
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Consideremos N = max{ Ny, No}. Seam > N. Como K, € C(a, X)y d(by,,,a) <9,
existe L € C(bp,,, X) de modo que H(Kj, L) < 5. Luego,

H(Knm7L) < H(KnmyKO) +H(K0,L) < %+§:g

Hemos probado que existe L € C(b,,,, X) tal que H(K,, , L) < . Esto contradice
que para L € C(by,,,X) sucede que H(K,, ,L) > e, véase la ecuacion (12.1). Por lo
tanto, X tiene la propiedad de Kelley en A. O

En la tesis de G. Acosta se pueden revisar otras propiedades sobre la propiedad de
Kelley, en continuos y sus hiperespacios, [1].

4. Funciones confluentes

En esta seccion recopilamos las definiciones y resultados necesarios para exponer
la prueba de que las funciones confluentes preservan la propiedad de Kelley. Primero
citamos la definiciéon de funcion confluente.

DEFINICION 4.1. Una funcion f: X — Y continua y suprayectiva entre continuos se
dice confluente, si para cada Q € C(Y) y para cualquier componente K de f~1(Q) se
satisface que f(K) = Q.

A continuacién se mencionan dos formas distintas de definir una funcion confluente
de manera puntual.

DEFINICION 4.2. [4], pag. 2| Una funcion f : X — Y continua y suprayectiva entre

continuos se dice confluente en yo € Y, si para cada Q € C(yo,Y) y para cualquier
componente K de f~1(Q) se satisface que f(K) = Q.

DEFINICION 4.3. [4], pag. 2| Una funcion f : X — Y continua y suprayectiva entre
continuos se dice confluente relativa en 1z € X, si para cada Q € C(f(x),Y) y la
componente K de f~1(Q) tal que vy € K satisface que f(K) = Q.

Ahora se daran unos resultados que relacionan las Definiciones v [4.3] éstos
nos proporcionaran equivalencias a que una funciéon sea confluente. En relacion con
este topico véase [2].

TEOREMA 4.4. Sean X y Y continuos. La funcion f: X — Y es confluente si y sdlo
si f es confluente en cada punto de 'Y .

DEMOSTRACION: Supongamos que f es confluente. Sean yo € Y, Q € C(yo,Y) v K
una componente de f~1(Q). Por hipotesis, se tiene que f(K) = Q. Por lo tanto, f es
confluente en g, asi f es confluente cada punto de Y.

Ahora, supongamos que f es confluente en cada punto de Y. Sean Q € C(Y) y K
una componente de f~(Q). Como @ # (), consideremos un punto yo € Q. Note que
Q € C(yo,Y). Por hipotesis, se tiene que f(K) = Q. O

TEOREMA 4.5. Sean X y Y continuos. Una funcion f: X — Y es confluente si y
solo si f es confluente relativa en cada punto de X.
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DEMOSTRACION: Supongamos que f es confluente. Sean 2o € X, @ € C(f(z0),Y) y
K la componente de f~1(Q) tal que 7o € K. Por hipotesis, tenemos que f(K) = Q.
Por lo tanto, f es confluente relativa en xq. Asi, f es confluente relativa en cada punto
de X.

Ahora, supongamos que f es confluente relativa en cada punto de X. Sean ) €
C(Y) y K una componente de f~1(Q). Consideremos un punto zo € K. Note que
flzo) € Q, asi Q € C(f(xg),Y). Por hipdtesis, tenemos que f(K) = Q. Como x( era
un punto arbitrario se sigue que f es confluente. 0

5. Funciones abiertas y monétonas

La definicién de funcién confluente parece ser muy general, es natural preguntarse si
existen casos particulares de este tipo de funciones, como veremos la respuesta es afir-
mativa. En esta seccion se abordaran dos clases de funciones las cuales estdn contenidas
en la clase de las funciones confluentes, a saber, las funciones abiertas y monoétonas.

DEFINICION 5.1. Sean X yY continuos, una funcion f : X — Y continua y suprayec-
tiva, se dice abterta si la imagen de cualquier conjunto abierto en X es un conjunto
abierto en Y.

Antes de proceder al teorema que relaciona las funciones abiertas con las confluentes
se proporciona un lema previo que resultaré ttil a la hora de probar este hecho.

LEMA 5.2. Sean (X, 7x), (Y, 7v) espacios topoldgicos y f : X — Y una funcion abierta.
St 7 es cualquier subconjunto de Y, entonces

flivz f7H(2) — 2
es una funcion abierta.

DEMOSTRACION: Denotemos por g = f|;-1(z). Sea W un conjunto abierto de f~'(Z).
Tenemos que existe U € 7x tal que W = UN f~}(Z). Afirmamos que g(W) = f(U)NZ.
Para probar esto; notemos que

g(W) =g(Un f7(2))
C fU)Nf(FH(2))
=fU)NZ.
Sea y € f(U)N Z. Existe z € U tal que f(z) = y. Entonces x € UN f~1(Z) = W.
Se sigue que y € f(W), quedando demostrada la afirmacion. Por otro lado, como f es

abierta, entonces f(U) € 1y. Se sigue que f(U) N Z es abierto en Z. Por lo tanto, g es
una funcién abierta. O

FUnf(2))

TEOREMA 5.3. Las funciones abiertas son confluentes.

DEMOSTRACION: Sea f : X — Y una funcién abierta entre continuos. Supongamos
que f no es confluente. Es decir, existen Q € C(Y) y K componente de f~1(Q) tal que
f(K) # Q. Note que f(K) C @, de aqui se sigue que existe p € @ \ f(K). Se tiene
que K N f~1({p}) = 0. Notemos que Ky f~({p}) son conjuntos cerrados en f~(Q).
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Como K es componente de f~1(Q)y KN f~*({p}) = 0, por Teorema del Cable

Cortado existen G'y H conjuntos cerrados en f~!(Q) que cumplen:

(1) G y H son no vacios y ajenos.

(2) K<Gy f'({p}) C H.

(3) fHQ)=GUH.
Notemos que G es un cerrado en X, asi G es compacto. Luego, f(G) es compacto. Por
otro lado, como f es abierta, por el Lema , se tiene que f|j-1() es abierta. Como
G = f71(Q) \ H es abierto en f~'(Q), entonces f|;-1(q)(G) = f(G) es abierto en Q.
Ademés, como G # ) se tiene que f(G) # 0. Note que G N f~*({p}) = 0, se sigue que
p ¢ f(G)yasi f(G) # Q. Es decir, G es un conjunto abierto, cerrado y no trivial, esto
contradice la conexidad de ). Por lo tanto, f es confluente. OJ

Ahora, procederemos con la clase de las funciones mondétonas.

DEFINICION 5.4. Una funcion f : X — Y continua y suprayectiva entre continuos, se
dice mondtona si para cada y € Y sucede que f~1({y}) es conezo.

Similarmente como el caso de las funciones abiertas, enunciaremos un resultado
previo y nuestro resultado de interés seréd una consecuencia inmediata.

TEOREMA 5.5. Si f : X — Y es una funcion mondtona entre continuos, entonces
para cada Q € C(Y) sucede que f~1(Q) € C(X).

DEMOSTRACION: Consideremos @ € C(Y). Es claro que f~1(Q) es compacto y no
vacio. Veamos que es conexo, para esto supongamos que no es conexo. Es decir,
existen A y B conjuntos cerrados en X, no vacios y ajenos tales que f~1(Q) = AU B.
Sea p € @, por hipotesis, f es una funcién monétona, luego f~({p}) es conexo. Se
tiene que
f7{pH) €A obien  fT'({p}) CB.

Consideremos los siguientes conjuntos auxiliares y demostraremos que forman una sep-
aracion para Q):

Q={peQ:f({r}) c A4}
y

Q:={peQ:f'({p}) € B}.
Siz € @, entonces z € Q1 U Q. Se cumple que Q) = Q1 UQ>. Veamos que )1 y (J2 son

conjuntos no vacfos. Supongamos que Q2 = (), entonces para cada z € @Q se tiene que
f'({z}) € A. Ademas

Ut =r" U | =r'@ca

PEQ PEQ

Por otro lado, como f~1(Q) = AU B, se sigue que AU B C A, esto implica que B = ()
lo cual es una contradiccion pues B # (). Por lo tanto, Q1 y Q2 no son vacios.

Afirmamos que ()1 y Q)2 son ajenos. Para probar esto suponga lo contrario, es decir,
suponga que existe z € Q1 N Qq. Note que f~1({z}) C Ay f~'({z}) C B, esto implica
que AN B # (), esta contradiccion prueba que Q1 N Qq = 0.
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Finalmente, veamos que )1 y )2 son cerrados. Para esto afirmamos que la igualdad
Q1 = f(A) N Q se cumple. Sea p € @i, entonces f1({p}) C A. Luego {p} =
F(fF1({p})) C f(A). Es decir, Q; C f(A)NQ. Ahora, considere un punto y € f(A)NQ,
entonces existe r € A tal que z € f~'({y}). Luego f'({y}) N A # 0, como f~*({y})
es conexo; se sigue que f~!({y}) C Ay asi y € Q;. Demostrando asi la afirmacion.

Por tltimo, como f es continua, f(A) es compacto y asi f(A) es un cerrado en Y,
de donde @); es cerrado en Y. Similarmente, se prueba que ()2 es cerrado en Y.

Por lo tanto, los conjuntos ()7 y (2 forman una separacion para (). Dado que @) es
conexo, esto es una contradicciéon. Por lo tanto, f~(Q) es conexo. O

TEOREMA 5.6. Las funciones mondtonas son confluentes.

DEMOSTRACION: Sea f : X — Y una funcién monoétona entre continuos. Sean
Q € C(Y) y K una componente de f~1(Q). Por hipotesis, f es monoétonona, se
sigue del Teorema que f71Q) € C(X). En particular, f~1(Q) es conexo, luego,
fYQ) = K. Por lo tanto, Q = f(K). Asi, f es confluente. O

6. Funciones refinables

En esta seccion recopilamos las definiciones y resultados necesarios para exponer
la prueba de que las funciones refinables preservan la propiedad de Kelley. Antes de
enunciar lo que es una funcién refinable recordamos un concepto clave. Dadas dos
funciones entre espacios métricos, f,g : (X,dx) — (Y, dy), la distancia entre ellas se
define como

&*(f.9) = sup{dv (1), o(2)) }.
zeX

A lo largo de esta seccion se omitiré el subindice de la métrica si no hay ambigiiedad,
en el caso contrario se especificara.

DEFINICION 6.1. Una funcion f : X — Y continua y suprayectiva entre continuos,
se dice refinable si para cada ¢ > 0, existe una funcion g. : X — Y continua y
suprayectiva tal que:

(1) para caday € Y, diam(g-'({y})) < e.

(2) d*(f.9:) <e.

Si la funcién g. satisface (1) de la Definicion [6.1] entonces se le conoce como e-
funcion. Si ademas cumple (2) de la Definicion [6.1] diremos que g. es un e-refinamiento
de f. La nocion intuitiva de una e-funcién es la de medir que tan cerca esta de ser
inyectiva. Pues si diam(g-'({y})) = 0, entonces |g-*({y})| = 1.

LEMA 6.2. Sean f : X — Y wuna funcion refinable y f, un %—reﬁnamz’ento de f, para
cada n € N. Entonces H(f(A), fa(A)) < %, para cada A € 2% y para cada n € N.

DEMOSTRACION: Sean A € 2X yn € N. Siy € f(A), existe x € A tal que y = f(x).
Se tiene que f,(z) € fn(A), como f, es un %—reﬁnamiento, entonces

d(y, fn(2)) = d(f(z), fulz)) < 5.

|
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Esto implica que f(A) C N(2, f,,(A)). Para obtener la contencion f,(A) C N(, f(A))
se realiza un proceso andlogo tomando y € f,(A). Por lo tanto, H(f(A), fu(A)) < L.
U

Algunos resultados auxiliares que se utilizaran para probar el Teorema son los
siguientes. Se omitiran las demostraciones de los siguientes cuatro lemas, cuyas pruebas
se pueden consultar en [10].

LEMA 6.3. [10, Lema 2.11] Sean f : X — Y una funcion refinable y f, un -
refinamiento de f, para cadan € N. Siq €Y y {f7*({q})}nen converge a C € 2%,
entonces eziste p € X tal que C' = {p} y f(p) = q.

LEMA 6.4. [10, Lema 2.1] Para cada n € N, sea f, : X — Y una i-funcion. Si
H e C(Y) tal que {f7*(H)}nen converge a C € 2%, entonces C' € C(X).

LEMA 6.5. [10, Lema 2.2| Sean f : X — Y wuna funcion refinable y f, un %—
refinamiento de f, para cadan € N. SiC € 2X y H € C(Y) son tales que {f,,* (H) }nen
converge a C, entonces f(C) = H y f~*(inte(H)) C C.

LEMA 6.6. |10, Proposicion 1.10] Sea ¢ > 0. Si f : X — Y es una e-funcion,

entonces existe § > 0 tal que para cada Z C 'Y con diam(Z) < 0, se cumple que
diam(f~Y(2)) < e.

7. Algunas funciones especiales que preservan la propiedad de Kelley

Como lo mencionamos en la Introduccion, esta parte la dedicamos a exponer las
demostraciones de que las funciones confluentes, abiertas, monétonas, refinables y re-
tractos preservan la propiedad de Kelley.

TEOREMA 7.1. Sea f : X — Y wuna funcion confluente en yo € Y. Si X tiene
la propiedad de Kelley en cada punto de f~'({yo}), entonces Y tiene la propiedad de
Kelley en yo.

DEMOSTRACION: Como f es continua, por Teorena la funcién inducida
f:0X) — O)
A— f(A)

es continua. Sea e > 0, como C'(X) es compacto, entonces f es uniformemente continua.
Esto implica que existe 1 > 0 de modo que si K, L € C'(X) con H(K, L) < ¢1, entonces

H(f(K), f(L)) <e.

Note que f~'({yo}) € 2%, por hipotesis, X tiene la propiedad de Kelley en cada
punto de f~!'({yo}). Luego, por Teorema X tiene la propiedad de Kelley en
I '({yo}). Para e > 0, existe §; > 0 tal que para cada a € f~'({yo}) y b € X
con d(a,b) < 01, y para cada A € C(a, X), existe B € C(b, X) tal que H(A, B) < ;.
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Por Lema se tiene que f~1: F1(Y) — 2% es semicontinua superiormente, en
particular lo es en el punto yq. Es decir, para 6; > 0 existe una vecindad U de y, tal
que

(12.1) 7 {yh) € N(ow f~ ({wo}))

para cada y € U. Consideremos ¢ > 0 de modo que B(yq,0) C U.

Veamos que ¢ satisface la definicion de la propiedad de Kelley en 1. Para esto sean
y € Y tal que d(y,y) < dy P € C(y,Y). Como f es suprayectiva, existe z* € X
de modo que y = f(x*), asi * € f~'({y}). Debido a que d(y,yo) < J, se obtiene que

y € Blyo,5) C U. Se sigue de (I20) aue /- '({y}) € N(31, £ ({uo})

Por otro lado, 2* € f~'({y}) y N(d1, f ' ({yo}) = {2 € X : d(z, ' ({yo})) < o1}
Como f~'({y}) C N(d1,f'(w0)) v =" € f7'({y}), existe zp € f~'({yo}) tal que
d(z*,x9) < ;. Es claro que f(xg) = yo € P, asi zg € f~(P). Consideremos a K la
componente de f~(P) con zy € K. Como f es confluente en yy, se tiene que f(K) = P.
Mas atn, f(K) = P.

Notemos que zg € f~'({yo}), K € C(xo, X) y que d(z*,20) < §. Por definicion de
01, existe L € C(z*, X) tal que H(K, L) < &1. Por la eleccion de e1, sucede que

H(P, f(L)) = H(f(K), f(L)) <e.

Ademss, f(L) € C(f(z*),Y) = C(y,Y) v d(y,y0) < 6. Por lo tanto, Y tiene la
propiedad de Kelley en . O

TEOREMA 7.2. Sea f: X — Y wuna funcion confluente. Si X tiene la propiedad de
Kelley, entonces Y también tiene la propiedad de Kelley.

DEMOSTRACION: Como f es confluente, por Teoremal[d.4], f es confluente en cada punto
deY. Seay € Y, como X tiene la propiedad de Kelley, en particular tiene la propiedad

de Kelley en f~'({y}). Por Teorema Y tiene la propiedad de Kelley en y. Ya que
y era un punto arbitrario, se tiene que Y tiene la propiedad de Kelley. O

Otras formas de enunciar el Teorema son de las siguientes maneras:
COROLARIO 7.3. Sea f : X — Y wuna funcion confluente en cada punto de Y. St X
tiene la propiedad de Kelley, entonces Y también tiene la propiedad de Kelley.
DEMOSTRACION: Como f es confluente en cada punto de Y, por Teorema [4.4] f es
confluente. Por Teorema Y tiene la propiedad de Kelley. O
COROLARIO 7.4. Sea f: X — Y una funcion confluente relativa en cada punto de X.

St X tiene la propiedad de Kelley, entonces Y también tiene la propiedad de Kelley.

DEMOSTRACION: Como f es confluente relativa en cada punto de X, por Teorema[4.5]
f es confluente. Por Teorema Y tiene la propiedad de Kelley. O

Como consecuencia de que las funciones abiertas y monodtonas son confluentes,
obtenemos que éstas funciones preservan la propiedad de Kelley.
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TEOREMA 7.5. Sea f : X — Y wuna funcion abierta. Si X tiene la propiedad de
Kelley, entonces Y también tiene la propiedad de Kelley.

DEMOSTRACION: Como f es abierta, por Teoremal5.3] f es confluente. Por el Teorema
[7.2] Y tiene la propiedad de Kelley. O

TEOREMA 7.6. Sea f : X — Y wuna funcion mondtona. Si X tiene la propiedad de
Kelley, entonces Y también tiene la propiedad de Kelley.

DEMOSTRACION: Como f es monétona, por Teorema [5.6] f es confluente. Por el
Teorema Y tiene la propiedad de Kelley. O

Otro resultado de nuestro interés es el siguiente, donde probamos que las funciones
refinables preservan la propiedad de Kelley.

TEOREMA 7.7. Sea f : X — Y wuna funcion refinable. Sv X tiene la propiedad de
Kelley, entonces Y tiene la propiedad de Kelley.

DEMOSTRACION: Se procederd por contradiccién. Supongamos que Y no tiene la
propiedad de Kelley. Asi, existe ¢g > 0 tal que para cada 6 > 0, si a,b € Y
con d(a,b) < §, existe A € C(a,Y) tal que, para cada B € C(b,Y) se cumple que
H(A, B) = €.

De esta manera, para cada n € N tomamos 9, = %, an, b, €Y con d(ay,,b,) < oy,
existe A, € C(a,,Y) tal que, para cada B € C(b,,Y) se cumple que H(A,, B) > .

Para cada n € N, consideremos B, € C(b,,Y). Se tiene que H(A,,B,) > &o.
Como Y y C(Y) son compactos, podemos suponer que existen b € Y 'y A € C(Y)
tales que b, — by A, — A. Debido a que d(a,,b,) < 0, y a, € A,, se tiene que
d(b,, A,) < 9,. Note que

d(b, A) = lim{d(b,, Ay) }nen
= d (lim{b, }nen, im{ A, } nen)
< Hm {6, }rnen
= lim {%}nEN
= 0.
Esto implica que:
(12.2) be A

Puesto que A, — A, fijemos N € N tal que H(A,, A) < %, para cada n > N.
Vamos a probar que:

(12.3) sin>NyBeC(b,Y), entonces H(A,B) > 2.

Para esto sean n > N y B € C(b,,Y). Supongamos por el contrario, es decir,
H(A,B) < 3. Note que

H(A,, B) < H(An, A) + H(A, B)
< €p.
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Esto contradice que H(A,, B) > &¢. Por lo tanto, la afirmacion en ([12.3)) esta probada.

Por hipétesis, f es refinable, para cada n € N, sea f,, un %-reﬁnamiento de f. Como
es compacto, podemos suponer que existen Ag, D € 2% tales que f,1(A) — Ag vy
71 {b}) — D. Como b € A (véase (12.2)), entonces para cada n € N, f-1({b}) C
7 Y(A). Asi, por la Proposicion , D C Ap. Del Lema , existe ag € X tal que
D = {ap}. Es decir, se tiene lo siguiente:

(12.4) A — Ay {0 — {ao} € Ao

Del Lema [6.4] obtenemos que Ay € C(X).

2X

Note que f es continua, por el Teorema tenemos que la funciéon inducida f es

continua. Fijemos é; > 0 de modo que satisface la condicién de continuidad uniforme

de la funcion inducida f para £2. Ahora, para d; > 0, existe 9, > 0 que satisface la

propiedad de Kelley en X. Por (12.4), podemos fijar & € N tal que
(12.5) L mfn{fo 5—} v H(f7U(A), Ag) < 2.

4073

Por el Lema , para % > 0, como f; es una %—funci()n, existe 0 > 0 tal que para
cada Z C Y con diam(Z) < 6, se tiene que diam(f; '(Z)) < +. Por otro lado, como
b, —> b, fijemos m > N de modo que, para cada n > m, b, € B(b, g) Consideremos

Z ={b}U{b, :n>=m}.
Entonces diam(Z) < 0. Asi,
(12.6) diam(f; '(2)) < + < 2.
Ahora, fijemos un punto a,, € f; ' ({bm}). Notemos que a,, € f, '(Z). Luego
(127 dan, £ (D)) < 2.
Por otro lado, note que f; *({b}) C f, '(Z). Por (12.6) obtenemos que
(12.8) diam(f; ' ({b})) < 2.

Vamos a probar que d(a,,ap) < d2. En efecto, primero usamos el Lema para
obtener lo siguiente:

d(am, ao) = d({am}, {ao})
<d({an}, fi'({0) + d(f7 ({0}), {ao})
< d({an}, £ ({01) + d(f7 1 ({8}), Ao) + d(Ao, {ao})
< d({an}, fi ({B}) + d(f 1 ({B}), Ao) + d(Ao, {ao}) + diam(f7* ({b}))-
Ahora, veamos que:
(12.9) d(f '({b}), Ag) < 2.
Para probar , primero note lo siguiente:

(1) Como b € A (véase (12.2)), entonces f, '({b}) C f, *(A). Por la definicién de
métrica de Darboux, se sigue que d(f;, '({b}), Ao) < D(f *(A), Ap).
(2) Por el Lema 2.2} se tiene que D(f, *(A), Ag) = H(f, '(A), Ay).
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(3) Por la segunda condicion en 1} H(f, 1 (A), Ay) < %2.
De aqui se sigue
d(f'({b}), Ao) < D(f7(A), Ag) = H(f'(A), 4p) < 3.
Con lo cual ([12.9)) esta probada.
Por otro lado, como ag € Ay, asi d(Ag, ap) = 0. Ademés, por (12.7)), (12.9)) y (12.8)
se sigue que
d(am, ao) < d({an}, fi " ({0})) + d(f ' ({0}), Ao) + diam(fi* ({b}))
<&yl

I
>
by

Por lo tanto, d(a,, ap) < 9.

Por otra parte, debido a que J, satisface la propiedad de Kelley en X, para Ay €
C(ag, X), existe E € C(a,, X) tal que H(Ay, E) < ;. Dado que a,, € f; ' ({bm}),
entonces fi(ay) = by € fr(E) € C(by,Y). Como H(Ay, E) < 61, entonces

A 5 5
H(f(40). f(E)) = H(f(4), f(E) < .
Debido a que fj es %—reﬁnamiento de f, se tiene que d*(f, fx) < % < 2. Esto implica
que H(f(Ao), fr(E)) < %. Note que Ay € 2¥. El Lema (6.5 implica que f(Ag) = Ay
f~Y(int(A)) C Ap. Luego,

(
(() f(E) + H(f(E), fe(E))

AN
m

o
(=)
Lo|o

/\ =

+
Finalmente, consideremos B = fj ) Se tiene que m > N, B € C(b,,Y) y
H(A,B) < 2, lo cual contradice la afirmacion en (12.3). Por lo tanto, Y tiene la
propiedad de Kelley. O

Para concluir nuestro capitulo, vamos a exponer el resultado relacionado con las
retracciones. Siguiendo con la tematica de nuestro estudio sobre funciones que preservan
la propiedad de Kelley; en lo que sigue de esta seccion, probamos que los retractos de
los continuos con la propiedad de Kelley, también tienen la propiedad de Kelley.

DEFINICION 7.8. Sean X un continuo yY C X. Diremos que Y es un retracto de X
si existe una funcion continua f : X — Y tal que f(y) =y, para caday € Y. A la
funcion f se le conoce como retraccion.

TEOREMA 7.9. Si X tiene la propiedad de Kelley y'Y es un retracto de X, entonces Y
tiene la propiedad de Kelley.

DEMOSTRACION Sean f: X — Y unaretraccion y € > 0. Note que f es continua, por
el Teorema 9l tenemos que f : C(X) — C(Y') es continua, luego f es uniformemente
continua. Esto es, existe d; > 0 tal que si A, B € C(X) con H(A, B) < 41, entonces
H(f(A), f(B)) < e. Por otro lado, como X tiene la propiedad de Kelley, existe d, > 0
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tal que si a,b € X con d(a,b) < 09 y para cada A € C(a, X), existe B € C(b, X) tal
que H(A, B) < 6;.

Vamos a probar que d, satisface la propiedad para que Y tenga la propiedad de
Kelley. Para esto sean a,b € Y tales que d(a,b) < d5 y A € C(a,Y). Como Y C X se
tiene que A € C'(a, X). Como X tiene la propiedad de Kelley, existe B € C(b, X) tal que

N

H(A, B) < 4. En virtud de la continuidad uniforme de f se sigue que H(f(A), f(B)) =
H(A, f(B)) < e. Por otro lado, por hipotesis, f es una retraccion, luego

~

b= f(b) € f(B) = f(B) € C(b,Y).
Por lo tanto, Y tiene la propiedad de Kelley. O

Finalizamos este capitulo enunciando un problema, que se encuentra hasta nue-
stro conocimiento, abierto sobre la preservacion de la propiedad de Kelley. Para esto
necesitamos la siguiente definicion.

DEFINICION 7.10. Una funcion f : X — Y continua y suprayectiva entre continuos
se dice juntadora si para cada QQ € C(Y) y para cualesquiera componentes Ky y Kj

de f7HQ) se satisface que f(K1) N f(Ky) # 0.

PREGUNTA 7.11. Sean f : X — Y wuna funcion juntadora con X un continuo que
tiene la propiedad de Kelley, sel continuo Y tiene la propiedad de Kelley?

Es de resaltar que estudiar el Problema [1.1| para otras clases de funciones puede ser
una buena linea de investigacion.
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